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概要

　量子重力理論を定式化する試みの一つとして、ホログラフィー原理の研究が盛んに行われている。

これの最もよく知られた実現例である AdS/CFT対応は、d + 1次元 Anti de Sitter (AdS)時空上

の量子重力理論と、あるクラスの d次元共形場理論 (holographic CFTs)が、見かけの異なる同一の

理論であることを予想する。AdS/CFT 対応は数多の証拠を持つ一方、過去に行われた導出は発見

的な方法に依っており、その双対性が成立するメカニズムについては現在解明が進められている。

AdS/CFT 対応における近年の研究では、量子情報理論との融合によるアプローチが注目を集め

ている。その嚆矢となった Ryu-Takayanagi 公式は、共形場理論におけるエンタングルメントエン

トロピーを、AdS時空中のある超曲面の最小面積として計算できることを主張する。これによって

場の理論で計算することが困難なエンタングルメントエントロピーを、重力理論の幾何学量として求

めることが可能となる。本論文の前半では、AdS/CFT対応と Ryu-Takayanagi公式に関する基本

的な事項を紹介した後、[1]において与えた Lorentz boostを受けた系に関するエンタングルメント

エントロピーおよび相互情報量の分析について論じる。

また AdS/CFT 対応をよりミクロな視点で捉えたものとして、時空全域の双対性ではなく部分

的な時空領域に関する双対性は subregion/subregion dualityと呼ばれている。本論文の後半では、

AdS 時空の部分領域に entanglement wedge を採用する subregion/subregion duality の基礎付け

について解説した後、[2]において提案した entanglement wedgeの最小断面積と entanglement of

purificationと呼ばれる情報量の双対性に関して論じる。
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第 1章

導入

ブラックホールエントロピーから見る量子重力理論とホログラフィー原理

現代の素粒子理論において、重力の量子化を理解することは最重要課題の一つである。自然界に存

在する 4つの相互作用のうち、重力を除いた他の 3つの相互作用は既に標準模型として場の理論を

用いて定式化されている。しかし重力相互作用は繰り込み不可能であるため、これらと同様の方法で

量子化を行うと高エネルギー領域において予言能力が失われる。従って、量子重力理論の完全なる理

解には、これまでにない新しい定式化が必要となる。

量子重力理論を構築する際に、道標の一つとなるのが Bekenstein-Hawking らによって見出され

たブラックホールのエントロピー公式である [3, 4]。古典的な重力理論である一般相対性理論の議論

によって、ブラックホール時空解は熱力学と同等の性質を満たし、特に事象の地平面の表面積に比例

したエントロピーを持つことが知られている。この公式はブラックホールを背景時空とした場の理

論の量子化を考えることで得られ、エントロピーの表式にプランク定数を含むため、重力の量子性に

深い繋がりがあると考えられている。量子重力理論が完成した暁には、このエントロピーを生じさせ

ている自由度の起源を説明せしめねばならない。

現在までに提唱されている量子重力理論のうち、その有力な候補と見なされているのが超弦理論で

ある。これは全ての素粒子を極小の閉弦と開弦の異なる振動モードとして表す理論である。無矛盾

な超弦理論には I型、IIA型、IIB型、Heterotic SO(32)、Heterotic E8 × E8 の 5つの種類がある

が、それらの全てが閉弦の励起状態として重力子を含んでいる。また量子アノマリーに関する無矛盾

性の要請からは、量子重力の理論として期待されるように、Einstein 重力を含んだ低エネルギー有

効理論が導かれる。さらに超弦理論のソリトンである Dブレーンの解析によって、あるクラスのブ

ラックホールに関しては実際にエントロピー公式を再現することが確かめられている。このように
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量子重力理論の候補として有望な超弦理論であるが、超弦理論による定式化で扱える量子重力の解析

は、現在までのところ平坦時空上における摂動的な振る舞いに留まっている。従って、これを解決す

る量子重力理論の非摂動的な定式化が求められている。

ブラックホールエントロピーが事象の地平面の面積に比例する事実からは、量子重力理論ではあ

る時空領域に含まれる量子的な自由度は実際は見掛けよりも 1次元低いことが推察される。これは

一般にホログラフィー原理 (holographic principle) と呼ばれている [5, 6]。ホログラフィー原理に

従えば、量子重力理論を従来の重力を含まない場の理論による方法を援用して非摂動的に記述する

可能性が拓かれる。ホログラフィー原理の具体的なモデルは、Dブレーンが存在する時空上の超弦

理論の低エネルギー極限を異なる 2つの見方で考察することによって最初に与えられた [7]。これは

d+ 1次元 Anti de Sitter時空上の IIB型超弦理論が、その境界上に住む d次元時空上の共形場理論

(conformal field theory, CFT)と見掛け上は異なるが同じ対象を記述する理論であることを主張す

る。この双対性は AdS/CFT対応と呼ばれている。実際に、この予想は AdS時空と共形場理論のそ

れぞれの独立な計算結果の一致に基づいた数多の実証を持っている。すなわち、一方の理論に現れ

る対象には、他方の理論においてその双対となる何らかの対象が常に存在し、これは同じものを異

なる言語で記述しているに過ぎないことを意味する。その後も複数のモデルが発見され、現在では

AdS/CFTはホログラフィー原理の一つの実現を与える一般論として受け入れられている。

しかしその一方で、AdS/CFT 対応の双対性は D/M-ブレーンを用いた発見的な方法によって導

出されてきたため、「AdS/CFT対応は、如何なる機構で成り立っているのか？」、「ホログラフィー

原理の適用範囲はどの程度まで広いのか？」といった根本的な問いは発見から 20年以上経った現在

も未知のままである。この双対性を成り立たせている機構を完全に明らかにすることは、ホログラ

フィー原理に基づいて一般的な時空上の量子重力理論を定式化する第一歩になると期待される。

AdS/CFT対応と量子情報理論の結びつき

ホログラフィー原理の提唱がブラックホールのエントロピー公式を端緒としたように、量子重力理

論と情報理論には深い繋がりがあると考えられている。これを反映するように、近年の AdS/CFT

対応における研究では、量子情報理論の知見が頻繁に活用されている。量子情報理論とは、古典情報

理論が 0か 1かの 2値状態 (bit)を情報の基礎単位として扱うように、量子的な 2準位系の量子状

態 (qubit) を基本的な情報の単位として扱う情報理論である。そこでは古典的な情報理論に現れた

Shannonエントロピーなどの情報量や情報論的なプロトコルの量子版が導入され、古典系には無い

新規な側面が数多く現れる。量子情報理論の対象となる範囲は、量子的な相関の定量化、量子状態の
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相による分類、量子状態の空間の距離付け、一般的な物理過程における量子状態の変化の記述、量子

暗号通信や量子誤り訂正符号化、量子テレポーテーションなど具体的なプロトコルの開発など多岐に

渡っている。これらは AdS/CFT対応を解析する上で、ホログラフィー原理に現れる量子状態の分

析を行うための強力な道具となる。

本論文は、このような量子情報理論に基づいた AdS/CFT対応の解析という観点を主軸に置いて

いる。

量子情報理論とAdS/CFT対応の本格的な結びつきは、Ryu-Takayanagiらによるホログラフィッ

クエンタングルメントエントロピー公式の発見に始まった [8, 9]。エンタングルメントエントロピー

とは、2 つの量子系の間にある非局所的な量子相関（量子もつれ）を定量化する情報量の一つであ

る。この公式は、AdS時空上の重力理論を超弦理論の効果を無視した古典的な理論と見做せる極限

において、共形場理論上で定義されるエンタングルメントエントロピーの大きさが、AdS時空のあ

る種の曲面の最小面積に等しいことを述べている。これは共形場理論上の量子状態における量子も

つれの構造に、AdS時空の幾何学の情報が反映されていると読み替えることができる。この重力理

論において定義されたエンタングルメントエントロピーの双対となる幾何学量を、ホログラフィック

エンタングルメントエントロピーと呼ぶ。この公式に刺激される形で、「時空は量子もつれを基礎単

位として構成されている」[10, 11]という発想の下、そこから tensor networkによって AdS/CFT

対応を記述する方法 [12, 13, 14, 15, 16]や、時空の量子もつれによるワームホールの生成 [17]など、

AdS/CFT 対応を構成的に理解する様々な方法が検討されている。この公式は後に、AdS/CFT 対

応が成り立つという仮定の下で証明が与えられた [18, 19]。近年では、AdS時空上に超弦理論から現

れる効果を取り入れた場合や、量子的な補正効果を考慮した場合に関する Ryu-Takayanagi公式の

拡張が議論されている [20, 21, 22, 23, 24]。

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの公式からは、AdS/CFT対応に関する様々な

結論が得られる。例えば、共形場理論の量子状態を摂動したときのエンタングルメントエントロピー

の変化を、ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式を通して AdS時空上の計量の変

化と読み替えると、これは AdS時空における線形アインシュタイン方程式を与える [25, 26, 27]。ま

た AdSブラックホール時空に関しては、ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式は

ブラックホールエントロピーの公式を再現する。これによって AdSブラックホールのエントロピー

を、境界上の共形場理論が含む量子相関として理解する視点が与えられた。さらに重力理論において

幾何学的に定義されているホログラフィックエンタングルメントエントロピーは、エンタングルメン

トエントロピーが一般の量子系では満たさない特殊な性質を満たすことが分かっている [28, 29]。こ
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れらの性質は、古典的な時空と双対になる共形場理論上の量子状態に対して情報論的な特徴付けを与

えている。

さらに近年では、エンタングルメントエントロピーのみならず、量子情報理論で用いられる相互

情報量、量子相対エントロピー、Rényiエントロピー、Complexity、Fisher計量、Holevo情報量な

どの各種の情報量に関する重力双対が調べられている。また量子誤り訂正符号や量子テレポーテー

ションなど、情報論的なプロトコルと AdS/CFT対応の関連性も議論されている。これらはその情

報論的な性質を通して、AdS/CFT対応が如何なるメカニズムで成り立っているか、そこに現れる量

子状態の特徴は何かといった問いへの手掛かりを与える。

Lorentz boostを受けた系の情報量

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの公式は、場の理論においてエンタングルメン

トエントロピーの計算を実行するのが難しいような状況でも、これを得るための新しい方法を与え

る。例えば場の理論において、相互情報量を計算する際などに必要な複数の非連結な成分からなる部

分系のエンタングルメントエントロピーを求めるには、一般に複雑な多様体上の分配関数が必要にな

る。ところが、場の理論として holographic CFTsを考え、ホログラフィックエンタングルメントエ

ントロピーの公式を用いると、これは単に AdS時空上のいくつかの最小曲面の面積の和として与え

られることが分かる。

本論文の第 5章では、同様の事情が生じる状況として、holographic CFTsの Lorentz boostを受

けた部分系に対するエンタングルメントエントロピーをホログラフィックエンタングルメントエン

トロピー公式を用いて導出する。またこの結果を応用することで、一方の部分系が Lorentz boostを

受けた系の相互情報量について議論する。相互情報量とは、2つの量子系の間にある総相関を定量化

する情報量の一つであり、エンタングルメントエントロピーの線形結合によって定義されているた

め、ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式から直接的に求めることができる。そし

てその解析の結果、2つの部分系の位置関係が light-likeに近づく極限において、相互情報量が対象

となる量子状態に依存しない普遍的な形で発散することを示す。

また AdS/CFT対応の拡張の一つとして、Lifshitz holographyと呼ばれる非相対論的なスケール

対称性を持った理論に関するホログラフィー原理が提案されている [30]。これは AdS/CFT対応の

1パラメータ拡張になっており、ホログラフィー原理が適用可能な範囲を探る上で興味深いモデルと

見なされている。この双対性の重力側に現れる Lifshitz時空は、時間一定面について考えている限り

AdS空間と同一となるため、AdS/CFT対応における議論がそのまま成り立つ。一方、時間方向が
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重要となる議論を適用した場合、AdS/CFT 対応とは異なる種類の振る舞いを示すことが知られて

いる [31]。そこで我々は Lifshitz holographyにおいて、AdS/CFT対応の場合と同様に、時間一定

面上にはない量子系のホログラフィックエンタングルメントエントロピーの導出を行う。その結果

から Lifshitz holographyでは、AdS/CFT対応と異なり、ホログラフィックエンタングルメントエ

ントロピーを定義可能な境界時空上の領域に、場の理論の局所性に関係した制限が入ることを示す。

Subregion/Subregion dualityと Entanglement wedge

AdS/CFT 対応は、通常は AdS 時空の全領域と共形場理論の全領域に関する双対性を考える。

この双対性をよりミクロな視点から見れば、共形場理論のある部分系の情報（量子状態や演算

子）が、重力側のある部分領域の情報と双対であることが期待できる。このような AdS 時空と

共形場理論それぞれの部分領域に関する双対性は subregion/subregion duality と呼ばれている

[32, 33, 34, 35, 36, 37]。そして近年では、entanglement wedgeと呼ばれる AdS時空の部分領域が

共形場理論の部分領域に対応すると考えられている。Entanglement wedge は、ホログラフィック

エンタングルメントエントロピーを求める際に現れる最小曲面と AdS時空の境界によって囲まれた

領域である。この双対性を支持する根拠の一つとして、AdS時空側と共形場理論側の相対エントロ

ピーの双対性が挙げられる [38]。相対エントロピーとは、与えられた 2つの量子状態の間に距離のよ

うなものを定量化する情報量である。この情報量は、与えられた 2つの量子状態が等しいとき、また

そのときに限ってゼロになるという性質を持つ。AdS/CFT 対応の文脈では、ホログラフィックエ

ンタングルメントエントロピーの量子補正の結果に基づいて、共形場理論側における部分系上の量子

状態に対する相対エントロピーと、AdS時空側の entanglement wedge上の量子状態に対する相対

エントロピーが等しいことが示された。これはつまり、共形場理論の部分系上の相対エントロピーを

用いることで、AdS時空の entanglement wedge上の 2つの量子状態が同じかどうかを常に識別可

能であることを意味する。従って、それぞれの部分領域上の量子状態の空間は、量子状態を完全に識

別できるような同じ情報を持っていることが示唆される。

これとは異なる方向性の根拠として、AdS時空上の局所演算子に関するバルク再構成定理が挙げ

られる [39, 40, 41]。一般に AdS時空上の局所演算子を共形場理論上の演算子によって表現する試み

は “bulk reconstruction“と呼ばれており、これは HKLL reconstruction と呼ばれる方法が最初の

具体的な手段を与えた。その方法によれば、AdS時空上の局所演算子は、共形場理論のある部分領

域上の演算子を “smear“したものとして表現できる [42, 43]。HKLLによる方法は、共形場理論のあ

る部分領域に対して、causal wedgeと呼ばれる entanglement wedgeよりも一般には狭い領域上の
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局所演算子しか復元できなかった。しかし最近になって、量子誤り訂正符号における議論を援用する

ことで、entanglement wedge上の任意の局所演算子は共形場理論の部分系上の演算子によって再構

成できるという定理の証明が与えられた。これは 2つの部分領域上の演算子の代数が等価であるこ

とを支持している。

AdS/CFT対応と Entanglement of Purification

先述したように、エンタングルメントエントロピーは 2つの量子系の間にある量子相関の大きさを

定量化する情報量である。しかし、これが相関を測る情報量として機能するのは、2つの量子系を合

わせた全体系が純粋状態である場合に限られる。そこで混合状態における相関の測度として、エンタ

ングルメントエントロピーの拡張と見做せる情報量が量子情報理論において数多く提案されている

[44, 45]。しかし、AdS/CFT対応の文脈においては、これらの情報量の非自明な双対性は明らかに

されていなかった。一方で、先述したように、AdS時空の entanglement wedgeは共形場理論にお

ける部分領域の双対になっているのであるから、共形場理論側における 2つの量子系の間にある相関

の情報も、entanglement wedgeの幾何学的性質に反映されていると考えられる。この観察からは、

entanglement wedgeに内在する何らかの幾何学的な量によって、ホログラフィックエンタングルメ

ントエントロピー公式の混合状態の相関測度に対する拡張が得られることが期待できる。

本論文の第 7章では、AdS時空側における entanglement wedgeのある種の最小断面積と、共形場

理論側における entanglement of purificationと呼ばれる量子情報理論の相関測度が双対関係にある

ことを提案する。この関係式は、量子状態に含まれる相関と時空の幾何学の関係性に新たな理解を与

える。これを支持する根拠として、これらの量が数多くの同じ情報論的な性質を満たすことを証明す

る。また将来的な課題である直接的な証明の糸口として、AdS/CFT対応の tensor networkによる

描像を用いた、この予想の発見的な証明を与える。さらにこの双対性からの帰結として、holographic

CFTsに含まれる量子状態は、strong superadditivityと呼ばれる性質によって特徴付けられる特殊

なクラスであることを示す。

本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである。第二章では、ブラックホールエントロピーから AdS/CFT対

応までの基本的となる背景についての解説を与える。第三章では、量子情報理論における基礎知識

と、エンタングルメントエントロピーや相対エントロピーなどの情報量の性質について説明する。第

四章では、場の理論におけるエンタングルメントエントロピーの計算方法であるレプリカ法を導入し
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た後、Ryu-Takayanagiらによるホログラフィックエンタングルメントエントロピーの公式について

述べる。さらにここで Ryu-Takayanagi公式の証明と、そこから導かれるホログラフィックエンタン

グルメントエントロピーの量子補正について詳しく解説する。第五章では、Ryu-Takayanagi公式の

拡張である Hubeny-Rangamani-Takayanagi 公式を用いて、holographic CFTs において Lorentz

boost された量子系に対するエンタングルメントエントロピーと、そこから導かれる相互情報量の

振る舞いついて議論する。また同様の解析を Lifshitz holographyに関して適用して、その結果につ

いて考察する。第六章では、entanglement wedgeを用いた subregion/subregion dualityについて

述べる。ここではその双対性の根拠として、AdS/CFT対応における相対エントロピーの双対性と、

AdS時空上の局所演算子の量子誤り訂正符号に基づくバルク再構成定理について詳細にレビューす

る。第七章では、entanglement wedgeの最小断面積を定義して、その幾何学的な性質について詳し

く調べる。この結果に基づいて、entanglement wedgeの最小断面積が entanglement of purification

と双対であるという予想を与え、その発見的な証明と帰結について考察する。第八章では、まとめと

今後の展望を議論する。

尚、第 5章および第 7章の内容は、それぞれ著者らの研究結果 [1, 2]に基づいている。
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第 2章

ホログラフィー原理と AdS/CFT対応

ホログラフィー原理 [5, 6]とは、d+ 1次元時空のある領域上の量子重力理論は、その領域の d次

元境界上に定義された重力を含まない量子論（場の理論）を用いて記述できる、という一般的な予想

である。これは量子重力理論を非摂動的に定式化する方法の一つとして期待されている。

AdS/CFT対応 (AdS/CFT correspondence)は、漸近 AdS時空と呼ばれるクラスの時空上の量

子重力理論に関して、ホログラフィー原理の実現例を与える。歴史的には、ホログラフィー原理が提

唱された後に、超弦理論における研究の中で Anti de Sitter 背景時空上の超弦理論とその境界上の

共形場理論の双対性が発見された [7]。その後も AdS/CFT対応を実証する数々のモデルが超弦理論

における D/Mブレーンを用いた議論から発見されている。

本章では、まずホログラフィー原理の発端となったブラックホールのエントロピーについて簡単に

触れる。これは古典的な重力理論である一般相対性理論に量子効果を取り入れることから導出され

ており、その式中にプランク定数を含むため、量子重力理論と深い繋がりを持つことが予想される。

次に AdS時空と共形場理論の基礎事項について簡単にレビューした後、AdS/CFT対応の一般的な

原理について述べる。

2.1 ブラックホールエントロピー

まずは量子重力理論の先駆的な研究結果として、ブラックホールがエントロピーを持つことの発見

(Bekenstein-Hawking formula)[3, 4]について説明する。

一般相対性理論におけるブラックホール時空は、漸近平坦性や時空の対称性などのいくつかの条件

を課すと、ブラックホール唯一性定理によって質量M や電荷 Q、角運動量 J といった少数のパラ

メータによって完全に特徴付けることができる。このことは、熱力学における平衡状態がいくつかの
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巨視的パラメータによって特徴付けられることのアナロジーと見なせる。実際、古典的なブラック

ホールに関しても熱力学に類似した基本法則が成り立つ。例えば熱力学の第一法則に対応して、定常

ブラックホールから新しい定常ブラックホールへの摂動的な変化を考えることで

dM =
κ

8πGN
dAh, (2.1.1)

が成り立つ（簡単のためQ = J = 0と置いた）。ここで GN は Newton定数、κ = 1/4GNM は表面

重力、Ah は事象の地平面 (event horizon)の表面積である。また熱力学の第二法則に類似して、適

当なエネルギー条件を満たす時空では、ブラックホールの表面積 Aが時間発展に伴って常に増大則

することが言える。

δAh ≥ 0. (2.1.2)

これらの事実から、ブラックホールは熱力学的な性質を持っており、そのエントロピーは表面積 Ah

に比例すると推測できる。

実際に、ブラックホール時空上の場の理論を量子効果（地平面付近における粒子の対生成）を

取り入れて解析することによって、ブラックホールが温度を持った黒体として熱輻射を行うこと

が Hawking によって示された [4]。この解析では、ブラックホールは古典的な背景時空として固定

されており、その上の量子化された場が熱輻射の担い手となる。これを Hawking 輻射 (Hawking

radiation)と呼ぶ。ブラックホールの温度 (Hawking temperature)は、Euclid化したブラックホー

ル時空においてホライゾン付近に conical singularityが生じない条件を課すことからも比較的容易

に導出できる。例えば Q = J = 0の状況に相当する Schwarzschildブラックホールの場合、4次元

の計量は

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2
2, f(r) = 1− 2GNM

r
, (2.1.3)

と書ける。このとき動径方向の座標を事象の地平面周りで r ∼ 2GNM

(
1 +

(
λ

4GNM

)2)
と展開し

て、場の理論において熱状態を扱うときと同様に t = iτ と虚時間化すると、地平面近傍の計量は

ds2 ∼ dλ2 + λ2
(

dτ

4GNM

)2

+ 4G2
NM

2dΩ2
2, (2.1.4)

と表せる。ここで Euclidean時空において λを動径方向、τ/4GNM を角度方向と見做したときに、

時空に円錐特異性 (conical singularity)が無いという条件*1 から角度の周期性が τ ≃ τ + 8πGNM

と決まる。ここから逆温度を βHℏ = 8πGNM と読み取ることができる。この結果、この系の

*1 この導出において、Euclid 化した時空が conical singularity を含まないという要請は Euclidean 経路積分に対する
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Hawking温度は

TH =
ℏκ
2π

=
ℏ

16πGNM
, (2.1.6)

と決まる。ここで量子的な効果を明示するために ℏをあらわに書いた。この方法ではブラックホー

ル周りの場を導入せず温度を求めることができた点に注意しておく*2。

ブラックホールの温度が具体的に決まったことで、エントロピーの係数も dE = TdS の関係から

次のように確定する。

SBH =
Ah

4ℏGN
. (2.1.7)

これがブラックホールエントロピーの公式である。通常の熱力学のエントロピーは系の体積に比例

する示量変数であるが、重力理論におけるエントロピーはブラックホールの体積ではなく地平面の面

積に比例している。これは量子重力理論が持つ自由度の特性を示唆している。

ブラックホールエントロピーの面積比例による類推から、「量子重力理論は、見かけの次元より

1 次元低い領域の量子的な自由度によって記述される」というホログラフィー原理が’t Hooft[5] と

Susskind[6]らによって提唱された。この双対性を利用すると、扱いが困難な重力の量子論を、通常

の場の理論など比較的扱いやすい手法を用いて表せる可能性がある。そのためホログラフィー原理

は、量子重力理論を定式化するための有力な方法の一つと見做されている。

AdS/CFT 対応は、ある特定の時空上の量子重力理論について実際にホログラフィー原理が成り

立つ具体的な状況を与える。以降の節ではこれについて順次解説する。

2.2 Anti de Sitter時空

Anti de Sitter時空は、一般相対性理論における負の宇宙定数を持った古典解である。d+ 1次元

AdS時空を、計量を gMN = diag(−,+, . . . ,+,−)に持つ d+ 2次元時空

ds2 = gMNdX
MdXN = −dX2

0 + dX2
1 + · · ·+ dX2

d − dX2
d+1, (2.2.1)

古典近似

Z(β) =

ˆ
DgDϕe−IE [gµν ,ϕ;β] ∼ e−IclE , (2.1.5)

の重力解が Euclidean重力理論のスムーズな古典解（saddle point）となる条件に由来する。ここで ϕは計量以外の
物質場である。これに関連する議論は 4.3章を参照。

*2 より直接的に、重力理論の古典的な分配関数 Z ∼ e−IE と Hawkind 温度を用いて通常の統計力学の公式 S =

(1− β∂β) logZ を用いることでもブラックホールエントロピーの公式を再現できる。Schwarzschildブラックホール
に関する例は付録 9.1を参照。
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における d+ 1次元の超曲面

XMX
M := −X2

0 +X2
1 + · · ·+X2

d −X2
d+1 = −R2, (2.2.2)

として定義する。ここで定数 R ≥ 0は時空の大きさを表す AdS半径である。AdS半径と宇宙定数

との関係は

Λ = −d(d− 1)

2R
, (2.2.3)

で与えられる*3。定義から明らかなように、d + 1 次元 AdS 時空には SO(2, d) の対称性（Killing

symmetry）が存在する。

AdS時空の全域を張る座標系として、global座標系 (global coordinates)を次のように導入する。

X0 = R cosh ρ sin τ,

Xi = R sinh ρΩi (i = 1, . . . , d), (2.2.4)

Xd+1 = R cosh ρ cos τ.

ここでパラメータ (ρ, τ,Ω1, . . . ,Ωd)に関して d = 1のとき ρ ∈ (−∞,∞)、d > 1のとき ρ ∈ [0,∞)

である。また τ ∈ [0, 2π), τ ≃ τ + 2π であり、Ωi は d− 1次元単位球面の座標である。計量は

ds2 = R2(− cosh2 ρdτ2 + dρ2 + sinh2 ρdΩ2
d−1), (2.2.5)

と誘導される。ここで closed time-like circleを避けるために τ 方向を −∞ < τ <∞に拡張して取

り扱うこととする。また次の座標変換

tanλ = sinh ρ, (2.2.6)

を行うと計量は

ds2 =
R2

cos2 λ
(−dτ2 + dλ2 + sin2 λdΩ2

d−1), (2.2.7)

と表せる。ここで d = 1に対して λ ∈ (−π2 ,
π
2 )、d > 1に対して λ ∈ [0, π2 )である。d > 1の場合の

Penrose diagramは図 2.2.1の左図のようになる。図の Solid cylinderの各点は Sd−2 を表している。

この時空は無限遠方 ρ =∞に time-likeな境界 Bd = R× Sd−1 を持つことが分かる。

*3 2 次元重力理論では Einstein-Hilbert 作用がトポロジカル不変量（オイラー数）によって表されるため、任意の解に
対して真空の運動方程式が自動的に満たされる。このことは 2次元の Riemann tensorが Ricci scalar Rを用いて常
に Rµναβ = R

2
(gµαgνβ − gµβgνα)と書ける（R = gµαgνβRµναβ = 2(det g)R1212 に注意）ことからも確かめら

れる。
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Po}��o���^ W}]v��� ��^

図 2.2.1 Anti de Sitter時空の 2つの座標系。

d+ 1次元 AdS時空に Poincaré座標系 (Poincaré coordinates)を次のように導入する。

Xµ =
R

z
xµ (µ = 0, 1, . . . , d− 1),

Xd =
R2

2z

(
−1 +

xµx
µ + z2

R2

)
, (2.2.8)

Xd+1 =
R2

2z

(
1 +

xµx
µ + z2

R2

)
.

ここでパラメータ (z, x0, . . . , xd−1) は z ≥ 0 であり、xµ は d 次元 Minkowski 時空 ηµν =

diag(−,+, . . . ,+), µ, ν ∈ {0, 1, . . . , d− 1}の座標系である。計量は超曲面上に

ds2 =
R2

z2
(
dz2 + dxµdx

µ
)
, (2.2.9)

と誘導される。すなわち、d + 1 次元 Poincaré AdS 時空は、d次元 Minkowski時空を z 方向に向

かってスケール変換して繋ぎ合わせたものである（図 2.2.1）。無限遠方の境界は z = 0にあり、境

界面の形は Bd = R1,d−1 である。

Poincaré座標系は、AdS時空を表す超曲面の全域ではなく半分の領域のみを覆っている。このこ
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とは、常に

Xd+1 −Xd =
R2

z
≥ 0, (2.2.10)

が成り立つことから確かめられる。Poincaré座標系と global座標系との関係は

t

z
= cosh ρ sin τ,

xi
z

= sinh ρΩi (i = 1, . . . , d− 1), (2.2.11)

R

z
= cosh ρ cos τ − sinh ρ cos θd,

と表せる。特に境界 ρ = ∞ において、Poincaré 　 AdS は |τ | ≤ |θd|, θd ∈ [−π, π] を満たす

diamond型の領域を覆っている (Poincaré patch)。後の便宜のため、3次元 pure AdS時空の時間

一定面上の 2点間を結ぶ測地線の長さ σ(p1, p2)を求めておくと、それぞれの座標系で

σ(p1, p2) = R cosh−1

(
−X1 ·X2

R2

)
(2.2.12)

= R cosh−1 (cosh ρ1 cosh ρ2 − sinh ρ1 sinh ρ2 cos(ϕ1 − ϕ2)) (2.2.13)

= R cosh−1

(
1 +

(x1 − x2)2 + (z1 − z2)2

2z1z2

)
, (2.2.14)

と書ける。

AdS 時空にはブラックホール解が存在する。d + 1 次元の Schwarzschild-AdS ブラックホール

（global AdS black hole）は次の計量で与えられる。

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

d−1, f(r) ≡ 1 +
r2

R2
−
rd−2
H

rd−2

(
1 +

r2H
R2

)
. (2.2.15)

これは平坦時空における Schwarzschild ブラックホールを負の宇宙定数に拡張した時空である。ブ

ラックホールの事象の地平面は r = rH にある（図 2.2.2）。境界上の時空は B = R× Sd−1 である。

特に 3 次元の AdS ブラックホール解を (global) BTZ ブラックホールと呼ぶ。BTZ ブラックホー

ルは

ds2 = −r
2 − r2H
R2

dt2 +
R2

r2 − r2H
dr2 + r2dϕ2, (2.2.16)

で定義される。ここで座標 ϕは周期境界条件 ϕ ≃ ϕ+ 2π を満たす。BTZブラックホールに対して、
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Po}��o���^ �o��l�Z}o� �o�v�����^ �o��l�Z}o�

図 2.2.2 global AdSブラックホールと planar AdSブラックホール。事象の地平面はそれぞれ

r = rH と z = zH にある。

座標変換

w± =

√
1−

r2H
r2
e(Rϕ±t)

rH
R2 , (2.2.17)

z =
rH
r
e

rH
R ϕ, (2.2.18)

を行うと、 計量は

ds2 =
R2

z2
(
dw+dw− + dz2

)
, (2.2.19)

となる。従って、BTZブラックホールは (w±, z) ≃ (e
2πrH

R w±, e
2πrH

R z)の同一視による AdS3 時

空の quotient spacetimeと見做せる。この事実から、例えば BTZブラックホールのGreen function

は AdS時空の Green functionから鏡像法を用いて求めることができる。

また異なる境界を持つブラックホール解として、d+ 1次元 AdS black brane時空 （planar AdS

black hole）は次の計量で与えられる。

ds2 =
R2

z2
(−f(z)dt2 +

dz2

f(z)
+ dx⃗2), f(z) ≡ 1− zd

zdH
. (2.2.20)

このときブラックホールの事象の地平面は z = zH にある（図 2.2.2）。境界上の時空は B = R1,d−1
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である。同様に 3次元において BTZ black braneを

ds2 =
R2

z2
(
−f(z)dt2 + f−1(z)dz2 + dx2

)
, f(z) ≡ 1− z2

z2H
, (2.2.21)

で定義する。ここで x ∈ (−∞,∞)である。BTZ black braneは境界 z = 0で Poincaré AdS時空

(2.2.9)に漸近する。

一般に境界付近で局所 AdS時空に近づく時空を漸近 AdS時空と呼ぶ。そのような時空を、境界付

近で摂動的に

ds2 =
R2

z2
(dz2 + Γµν(x, z)dxµdxν), (2.2.22)

Γµν(x, z) := ηµν +O(z), (2.2.23)

と表したものを Fefferman-Graham座標系と呼ぶ。

2.3 共形場理論

共形場理論は共形対称性を持った場の理論である。平坦時空においては、共形対称性は Poincaré

対称性にスケール変換と特殊共形変換に対する対称性を新たに加えたものである。共形場理論は、繰

りこみ群の UV/IR固定点や統計系における相転移点上の理論を記述する。相関関数の形はその対称

性から強い制限を受け、特に低次の相関関数については具体的なモデルによらず関数形が完全に決定

される。2次元の共形場理論では、大域的共形変換に加えて、局所共形変換に相当する無限次元代数

（Virasoro代数）が現れる。共形場理論の文献としては [46, 47, 48]を参照。

2.3.1 d次元共形場理論

まずは共形変換について定義する。共形変換とは、与えられた背景時空に対して、共形Killingベク

トル場から生成される微分同相写像（一般座標変換）である。すなわち、計量が gµν (µ, ν ∈ {1, . . . , d})

で与えられた d次元時空について、微分同相写像 φのうち、計量が

(φ∗g)µν(x) = eΩ(x)gµν(x), (2.3.1)

と変換するものを、その背景時空における共形変換 (conformal transformation)と呼ぶ [46]。ここ

で ∗は φによる引き戻しを表す。Ω(x)は任意の実数値関数である。すなわち、共形変換は、局所的

なスケール変換を除いて計量を保つ微分同相写像であり、特に Ω(x) ≡ 0の場合として時空の等長変
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換 (isometry)を含んでいる。

ある背景時空に対する共形変換の作用は明らかに群を成す。これを共形変換群 (conformal group)

と呼ぶ。その生成子を決定する方程式を導くため、無限小変換 φµ(x) = xµ + ϵµ(x)を考える。これ

によって、式 (2.3.1)は ϵの一次までで

Lϵgµν ≡ (φ∗g)µν(x)− gµν(x) = ω(x)gµν(x), (2.3.2)

と変換する。ただし微小変位を Ω(x) = ω(x) +O(ϵ2)と表した。ここで Lϵ は Lie微分であり、計量

に関しては

Lϵgµν = ∇µϵν +∇νϵµ, (2.3.3)

と作用する*4。これを式 (2.3.2)の左辺に代入して両辺のトレースを取ることで、

ω(x) =
2

d
∇µϵµ(x), (2.3.5)

を得る。従って、計量が gµν で与えられる時空に対する共形変換を決定する共形 Killing 方程式

(conformal Killing equation)

∇µϵν +∇νϵµ =
2

d
(∇λϵλ)gµν(x), (2.3.6)

を得る。これは Killingベクトル Lϵgµν = 0を解として含む。特に Minkowski時空 R1,d−1 に関し

ては、共形変換群は Poincaré群の拡張となっている。

共形場理論とは、共形変換によって作用が不変な場の理論である。特にMinkowski時空上の共形

場理論は、Poincaré変換によって不変な場の理論をさらに高い対称性によって制限したものになっ

ている。

本論文で扱うような一般座標変換に対する不変性を持つ理論の場合、作用には計量 gµν が含まれ

ている。この場合、共形場理論とは、背景時空を固定した上で、それ以外の場に対して共形変換 φを

*4 これは次のように導出できる：

(Lϵg)µν(x) = (φ∗g)µν(x)− gµν(x)

= ϵα∂αgµν + (gµα∂νϵ
α + gνα∂µϵ

α)

= (∂ν(gµαϵ
α)− ϵα∂νgµα + gνα(x)∂µϵ

α)

= ∂(µϵν) − ϵα(∂µgνα + ∂νgµα − ∂αgµν)

= ∇(µϵν). (2.3.4)

尚、微分同相写像 (acvive interpretation) φ(x)µ = x + ϵ(x) を用いるか一般座標変換 (passive interpretation)

x′ = x+ ϵ(x)を用いるかによって計算する際に ϵが ±のファクターだけ異なる。
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施したときに作用が不変

I[ϕ, gµν ] = I[φ∗ϕ, gµν ], (2.3.7)

になる理論のことである。ただし I は（物質場の）作用、ϕは計量以外の場を表す。従って、作用の

共形対称性と一般座標共変性とは明確に区別されなければならない。

また共形変換に類似しているが異なる概念として、計量それ自体の局所的なスケール変換をWeyl

変換 (Weyl transformation)と呼ぶ*5。

gµν(x)→ g̃µν(x) := eΩ(x)gµν(x). (2.3.8)

一般座標変換によって線素の長さは不変だが、Weyl変換は線素の長さを変化させる。またWeyl変

換は 2つのベクトルの局所的な角度を不変に保つ変換である。

cos θ :=
AµB

µ√
|AµAµ||BµBµ|

→ cos θ̃ =
g̃µνA

µBν√
|g̃µνAµAν ||g̃µνBµBν |

= cos θ. (2.3.9)

特に線素 ds2 = dxµdx
µ の符号は不変であるから、time-like/light-like/space-like の性質は保たれ

ることが分かる。すなわち、Weyl変換は因果律を保った時空の変形である。

Weyl不変性を持った場の理論

I[ϕ, eΩgµν ] = I[ϕ, gµν ], (2.3.10)

では、エネルギー運動量テンソル (stress-energy tensor)が古典的にはトレースレスになる。これは

エネルギー運動量テンソルの定義

Tµν := − 2
√
g

δS

δgµν
, (2.3.11)

から、作用の計量による変分が

δgI = −1

2

ˆ
dxd
√
gTµνδg

µν , (2.3.12)

と書けて、特に任意の微小Weyl変換 δgµν = −Ω(x)gµν(x)について、作用が不変となる要請から

gµνTµν = Tµµ = 0, (2.3.13)

となり、エネルギー運動量テンソルのトレースレス性が従う。

共形場理論はWeyl不変な理論に（古典的には）等価である。実際、特に共形変換に対する一般座

*5 宇宙論などの分野ではWeyl変換を共形変換 (conformal transformation)と呼ぶことがある。
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標不変性 (2.3.20)およびWeyl不変性から

I[ϕ, gµν ] = I[φ∗ϕ, φ∗gµν ] = I[φ∗ϕ, eΩgµν ] = I[φ∗ϕ, gµν ], (2.3.14)

となり、共形変換に対して不変となることが確かめられる*6。換言すれば、一般座標変換に対する不

変性およびWeyl 不変性を持つ作用について、計量をゲージ固定（平坦 gµν = δµν に取ることが多

い）した後に残った対称性が共形対称性である。

古典的に共形不変性を保つ理論であっても、量子的には共形対称性が破れることがある。一般座標

共変性が量子的に破れない（重力アノマリーがない）と仮定した場合、共形不変性の破れは古典的な

Weyl不変性の破れ

⟨Tµµ ⟩ ̸= 0, (2.3.19)

として現れる。この量子効果による共形対称性の破れをWeyl anomaly(または conformal anomaly,

scale anomaly)と呼ぶ。

尚、一般座標変換に対して不変な場の理論

S[φ∗ϕ, φ∗gµν ] = S[ϕ, gµν ], (2.3.20)

では、エネルギー運動量テンソルに対する Noetherの定理

∇µTµν = 0, (2.3.21)

が運動方程式を用いることで成り立つ。これを導出するために、微小な座標変換 φµ(x) = xµ+ ϵµ(x)

*6 例えば 2次元 Polyakov作用では、この操作は passive interpretationを用いると

S[ϕ, gµν ] =

ˆ
dx2

√
g(x)gµν(x)∂µϕ(x)∂νϕ(x) (2.3.15)

=

ˆ
dx′2√g′(x′)g′µν(x′)∂′

µϕ
′(x′)∂′

νϕ
′(x′) (2.3.16)

=

ˆ
dx′2√g(x′)gµν(x′)∂′

µϕ
′(x′)∂′

νϕ
′(x′) (2.3.17)

= S[φ∗ϕ, gµν ], (2.3.18)

と書ける。ただし g = det gµν であり、2行目の等式は作用の一般座標不変性を、3行目の等式は（passive interpre-

tation における）共形変換の定義式 g′µν(x) = eΩ(x)gµν(x) を、最後の等式は積分が全域であることを用いて変数の
書き換え x′ → xをそれぞれ行った。
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によって引き起こされる作用の変化を考える。作用の変化は次のように分離できる。

δI = I[ϕ+ δϕ, g + δg]− I[ϕ, g]

= I[ϕ+ δϕ, g + δg]− I[ϕ, g + δg] + I[ϕ, g + δg]− I[ϕ, g]

≡ δϕI + δgI, (2.3.22)

ここで δϕI は計量 g を固定したときの作用の場 ϕによる変分、δgI は場を固定したときの計量によ

る変分である。場 ϕが運動方程式を満たすことを仮定すると (δϕI = 0)、作用の一般座標変換不変性

から

0 = δI = δgI = −1

2

ˆ
ddx
√
gTµνδg

µν = −
ˆ
ddx
√
gTµν∇µϵν =

ˆ
ddx
√
gϵν∇µTµν , (2.3.23)

となる。ここで部分積分を行うために積分の境界上で ϵ = 0となるように取った。ϵν(x)は任意の微

小変位であったから、各点における保存則 (2.3.21)を得る。

本論文では特に平坦時空 Rd 上における共形対称性を考える*7。この場合、共形 Killing方程式は

∂µϵν + ∂νϵµ =
2

d
(∂ · ϵ)δµν , (2.3.25)

で与えられる。ただし表記の簡約のため X · Y := δµνX
µY ν と定義する。この式の両辺を ∂µ∂ν で

微分することで

2□(∂ · ϵ) =
2

d
□(∂ · ϵ) = 0, (d > 1), (2.3.26)

を得る。ただし □ := ∂µ∂
µ である。ここから、式 (2.3.25)に □を作用させることで

∂µ□ϵν + ∂ν□ϵµ = 0, (2.3.27)

を得る。さらに再び式 (2.3.25)を ∂α∂µ で微分すると、

∂α□ϵν + ∂α∂ν(∂ · ϵ) =
2

d
∂α∂ν(∂ · ϵ), (2.3.28)

*7 平坦時空を考える上では、共形変換を

g′µν(x
′) = eΩ(x)gµν(x), (2.3.24)

を満たす一般座標変換として定義した場合と、式 (2.3.1)で定義した場合とで共形 Killing方程式 (2.3.25)が一致する
ために、以降の議論は変わらない。しかし一般の時空において共変な共形 Killing方程式 (2.3.6)を導くためには、共
形変換を式 (2.3.1)、すなわち g′µν(x) = eΩ(x)gµν(x)を満たす一般座標変換として定義する必要がある。
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となる。これを α↔ ν と入れ替えて足して、式 (2.3.27)を用いると

∂α∂ν(∂ · ϵ) =
2

d
∂α∂ν(∂ · ϵ) = 0, (d > 2), (2.3.29)

を得る。この式によって、d ≥ 3次元以上の平坦時空について共形 Killingベクトル場 ϵµ(x)は xの

2次までに制限されることが分かる。一方、2次元の場合、共形変換は必ずしも式 (2.3.29)を満たす

必要がなくなり、結果として無限個の対称性が現れる。そのため、2次元の共形場理論は高次元の共

形場理論と比較してより強い制限を受ける。式 (2.3.29)を解くと、Rd 上の共形変換の生成子は次で

与えられる。

並進 (translation)： pµ = ∂µ.

回転 (rotation)： mµν = xν∂µ − xµ∂ν .
スケール変換 (dilatation)： d = xµ∂µ.

特殊共形変換 (special conformal transformation)： kµ = 2xµx
ν∂ν − x2∂µ.

(2.3.30)

ここから生成される共形変換群の交換関係は次で与えられる*8。

[D,Pµ] = Pµ, (2.3.32)

[D,Kµ] = −Kµ, (2.3.33)

[Pµ,Kν ] = 2(Lµν − δµνD), (2.3.34)

[Mµν ,Mαβ ] = δµβLνα − δµαLνβ + δναLµβ − δνβLµα, (2.3.35)

[Mµν , Pα] = δναPµ − δµαPν , (2.3.36)

[Mµν ,Kα] = δναKµ − δµαKν , (2.3.37)

otherwise = 0. (2.3.38)

この群は次のようにまとめ直すことで R1,d+1 における回転群 SO(1, d + 1) と同型であることが分

*8 有限の特殊共形変換によって座標は

x′µ =
xµ − aµx2

1− 2(a · x) + a2x2
, (2.3.31)

と変換する。ここで aµ は有限変換のパラメータである。この式から分かるように、x′µ は有限の xµ において発散す
る。そのため共形変換を全域で well-defined にするためには、時空に無限遠点を付け加える必要がある (comformal

compactification)。特殊共形変換は、無限遠点を固定して原点を動かす並進と対照的に、原点を固定して無限遠点を
動かす操作と見ることができる [47]。
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かる。

Lµν = Mµν (µ, ν ∈ {1, . . . , d}), (2.3.39)

Ld+1,0 = D, (2.3.40)

L0,µ =
1

2
(Pµ +Kµ), (2.3.41)

Ld+1,µ =
1

2
(Pµ −Kµ). (2.3.42)

ここで Lab = −Lba (a, b ∈ {0, 1, . . . , d+ 1})であり、x0 方向を time-likeに取っている。共形変換

群の交換関係を用いると、Lab は SO(1, d+ 1)の代数関係を満たすことが確かめられる。ここから示

唆されるように、Rd における共形変換は、R1,d+1 における Lorentz回転と、R1,d+1 上の null cone

に埋め込まれた Rd へのスケール変換 (X → λX)による射影を組み合わせた操作として表現できる

(embedding space formalism)[48]。

以上の議論では時空をユークリッド化していたが、Minkowski時空 R1,d−1 においても同様の議論

が成り立つ。R1,d−1 上の共形変換群は SO(2, d)と同型であり、時空の isometryとして Poincaré代

数をその部分代数に含んでいる。

共形対称性を持った場の理論では、場の演算子は共形変換群の表現として定義される。これは

Poincaré 対称性を持った理論に対する質量 m2 = PµP
µ ごとのスカラー場、ベクトル場などの

Wignerによる分類と同様である。共形場理論はスケール不変な理論であるから、原点 x = 0におけ

る場に対する D の表現が対角化されるように場を定義することが自然である。原点 x = 0における

スケール変換Dに対する場の固有値を共形次元（conformal dimension）と呼び、∆で表す。ユニタ

リーな理論の場合、場の共形次元には下限がある [47]。式 (2.3.32)と (2.3.33)から、並進 Pµ と特殊

共形変換 Kµ は共形次元に関する昇降演算子として働くことが分かる。特殊共形変換 Kµ の作用に

よって消滅する場をプライマリー場 (primary fields)と呼び、共形場理論における議論で基本的な役

割を果たす。また共形次元∆のプライマリー場に対して（複数個の）Pµ を作用させたものをディセ

ンダント場 (descendant fields)と呼ぶ。共形次元 ∆のプライマリー場に Pµ を n回作用させたディ

センダント場の共形次元は ∆ + nとなる。共形変換群の（共形次元 ∆の）プライマリー場 O(x)に

対する作用は次で与えられる。

Pµ ·O(x) = ∂µO(x), (2.3.43)

Mµν ·O(x) = (xν∂µ − xµ∂ν + Sµν)O(x), (2.3.44)

D ·O(x) = (xµ∂µ + ∆)O(x), (2.3.45)

Kµ ·O(x) = (2xµx
ν∂ν − x2∂µ + 2∆xµ − xνSµν)O(x). (2.3.46)
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ただし Sµν はMµν の原点 x = 0における表現である。

共形場理論における低次の相関関数は、対称性による制約からその関数形が完全に決定される。例

として、スカラーのプライマリー場 O1,2 について、その 2点相関関数は

⟨O1(x1)O2(x2)⟩ =

 C
|x1−x2|2∆ (∆1 = ∆2 ≡ ∆)

0 (∆1 ̸= ∆2)
, (2.3.47)

で与えられる。ここで C は定数、∆1,2 はそれぞれのプライマリー場の共形次元である。また 3点相

関関数は

⟨O1(x1)O2(x2)O3(x3)⟩ =
f123

|x1 − x2|∆1+∆2−∆3 |x2 − x3|∆2+∆3−∆1 |x3 − x1|∆1+∆3−∆2
, (2.3.48)

と決まる。ここで f123 は理論の構造定数と呼ばれる定数である。

一般の n点相関関数

⟨X⟩ =
1

Z

ˆ
DϕXe−I[ϕ,g], (2.3.49)

に対して、対称性の情報は Ward-Takahashi 恒等式によって反映される。ここで X =

O1(x1) · · · On(xn) は一般に ϕ によって作られる複合場、Z は分配関数である。これを導出

するために、理論の対称性に関する場の微小変換 ϕ→ ϕ′ = ϕ+ δϕを考えよう。経路積分において、

積分変数の置き換えで相関関数は不変であるから、

0 =

ˆ
Dϕ′X ′e−I[ϕ

′,g] −
ˆ
DϕXe−I[ϕ,g] (2.3.50)

=

ˆ
δ(Dϕ)Xe−I[ϕ,g] +

ˆ
Dϕ(δX − δϕI)e−I[ϕ,g], (2.3.51)

と書ける。ただしX ′ = X + δX であり、δϕI = I[ϕ′, g]− I[ϕ, g]は計量 gµν を固定して ϕのみを変

換したときの変分である。ここで積分測度 Dϕがこの置き換えに対して不変 (δ(Dϕ) = 0)であるこ

とを仮定すると、

⟨δX⟩ = ⟨XδϕI⟩ , (2.3.52)

を得る。特に微分同相写像 φ(x)µ = xµ + ϵµ(x)による対称性 I[φ∗ϕ, φ∗g] = I[ϕ, g]については、エ

ネルギー運動量テンソルを用いて

0 = δϕI + δgI = δϕI −
ˆ
dxd
√
gTµν∇µϵν , (2.3.53)

と書ける。ここで δgI は作用の計量による変分であり、Lie微分 Lϵgµν = ∇(µϵν) およびエネルギー
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運動量テンソルの対称性を用いた。以上から

n∑
i=1

⟨O1(x1) · · · δϵOi(xi) · · · On(xn)⟩ = −
ˆ
dxd
√
g∇µϵν(x) ⟨Tµν(x)O1(x1) · · · On(xn)⟩ ,

(2.3.54)

とWard-Takahashi 恒等式 (Ward-Takahashi identity) を得る。ここからエネルギー運動量テンソ

ルを対称性変換 δϵ の生成子と見做すことができる。特に平坦時空上の（大域的）共形対称性につい

ては、共形 Killingベクトル場 ϵµ(x)は式 (2.3.30)で与えられる。

2.3.2 2次元共形場理論

2 次元の共形場理論では共形変換群が拡大して局所的な共形変換である Virasoro 代数が現れる。

そのため d ≥ 3の場合と較べてより詳細な一般論の展開が可能となる。

2次元の座標系を複素座標を用いて z = x1+ix2, z̄ = x1−ix2と表すと便利である (ds2 = 2dzdz̄)。

R2 ≃ Cにおける共形変換は、z に関する任意の正則関数

z′ = f(z), (2.3.55)

によって表される。このことは正則変換によって平坦な計量が

g′(z′, z̄′) =

∣∣∣∣df(z)

dz

∣∣∣∣2 g(z, z̄), (2.3.56)

と変換することから確かめられる。リーマン球面 C ∪ {∞}の全域で正則な共形変換を（リーマン球

面の）大域的共形変換 (global conformal transformation)と呼ぶ。無限遠点付近での正則性の要求

から、大域的な共形変換の生成子は ϵz ∝ 1, z, z2 に制限される。これらは式 (2.3.29)を満たし、並

進、回転、スケール変換、特殊共形変換の対称性 SO(2, 2) ∼= SL(2,C)に対応する。一方、それ以外

の正則変換を局所共形変換 (local conformal transformation)と呼ぶ。

プライマリー場は、共形変換の下で

O(z, z̄) =

(
dz′

dz

)h(
dz̄′

dz̄

)h̄
O′(z′, z̄′), (2.3.57)

と変換する。ここで (h, h̄) を O の共形ウェイト (conformal weight) と呼ぶ。共形次元 ∆ および

スピン s とは ∆ = h + h̄ および s = h − h̄ の関係にある。また大域的な共形変換に対して変換則

(2.3.57)を満たす場を準プライマリー場と呼ぶ。任意の微小な共形変換 φ(z) = z + ϵ(z)に対して、
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プライマリー場の変換性は

δϵO(z, z̄) = (φ∗O)(z, z̄)−O(z, z̄)

=

(
dφ(z)

dz

)h(
d ¯φ(z)

dz̄

)h̄
O(φ(z), φ(z))−O(z, z̄)

=
(
ϵ∂ + h(∂ϵ) + ϵ̄∂̄ + h̄(∂̄ϵ̄

)
O(z, z̄), (2.3.58)

となり、共形変換による変化分が正則部分と反正則部分に分離する。ただし簡便のために ∂ :=

∂
∂z , ∂̄ := ∂

∂z̄ と定義した。従って、プライマリー場は次のように正則部分と反正則部分の積になって

いると考えて計算を行うことができる。

O(h,h̄)(z, z̄) = Oh(z)Oh̄(z̄). (2.3.59)

以下では主に正則部分について扱う。反正則部分については h→ h̄などの置き換えから直ちに同様

の結果が従う。

エネルギー運動量テンソルのトレースレス性からは、

0 = gµνTµν = T zz + T z̄z̄ ∝ Tzz̄, (2.3.60)

と非対角成分の消滅 Tzz̄ = 0を得る。

2次元におけるWard-Takahashi恒等式

δϵ ⟨O1(z1, z̄1) · · · · · · On(zn, z̄n)⟩ =−
ˆ
dz2∂̄ϵz ⟨TzzO1(z1, z̄1) · · · On(zn, z̄n)⟩ (2.3.61)

−
ˆ
dz2∂ϵz̄ ⟨T̄z̄z̄O1(z1, z̄1) · · · On(zn, z̄n)⟩ , (2.3.62)

からは様々な情報が得られる。ここで保存則 (2.3.21)

0 = ∂̄Tzz = ∂Tz̄z̄, (2.3.63)

が成り立つことを見るために、ϵz(z, z̄)成分がいずれの zi も含まない領域でのみ非ゼロになる変換を

考える。Ward-Takahashi恒等式の両辺の反正則項は消えるため、部分積分によって

⟨∂̄TzzO1(z1, z̄1) · · · On(zn, z̄n)⟩ = 0 (z ̸= {z1, . . . , zn}), (2.3.64)

を得る。反正則部分についても同様である。
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式 (2.3.60), (2.3.63)を踏まえて、エネルギー運動量テンソルのそれぞれの対角成分を

T (z) := 2πTzz, T̄ (z̄) := 2πTz̄z̄, (2.3.65)

と定義する。2π は留数定理を意識した conventionである。後に見るように、T (z), T̄ (z̄)はそれぞ

れ共形ウェイト (2, 0), (0, 2)の準プライマリー場である。

さらにリーマン球面 C ∪ {∞}上の大域的共形変換 ϵ(z) ≡ ϵz(z) ∝ 1, z, z2 に関しては、積分の全

域で ϵが正則であるため右辺は自明にゼロとなる。従って、相関関数が不変である条件

δϵ ⟨O1(z1, z̄1) · · · · · · On(zn, z̄n)⟩ =0, (2.3.66)

を得る。それぞれの大域的な対称性 SO(2, 2) ∼= SL(2,C)について条件式を書き下すことで、特に低

次の相関関数の形を決定できる。1点相関関数は、並進・回転・スケール変換に対する対称性から、

恒等演算子 I ((h, h̄) = (0, 0))を除いて消滅することが分かる。

⟨Oh,h̄(z, z̄)⟩ = δh,0δh̄,0. (2.3.67)

またプライマリー場の 2点相関関数は、

⟨Oh1,h̄1
(z1, z̄1)Oh2,h̄2

(z2, z̄2)⟩ =
Cδh1,h2

δh̄1,h̄2

(z1 − z2)2h(z̄1 − z̄2)2h̄
, (2.3.68)

で与えられる。ここで C は定数である。

Ward-Takahashi恒等式の正則部分に関して、T (z)の正則性、およびストークスの定理を用いて

{z1, . . . zn}を含む閉経路 C による積分に書き換えると、

δϵ ⟨O1(z1, z̄1) · · · · · · On(zn, z̄n)⟩ =
1

2πi

‰
C

dzϵ ⟨T (z)O1(z1, z̄1) · · · On(zn, z̄n)⟩ , (2.3.69)

と書ける。これと式 (2.3.58)の比較から、共形ウェイト (0, h)のプライマリー場とエネルギー運動

量テンソルの演算子積展開 (operator product expansion, OPE)

T (z)Oh(w) ∼ hO(w)

(z − w)2
+
∂wO(w)

(z − w)
, (2.3.70)

を得る。ここで ∼は z → wの極限において正則な部分を除いた等号を意味する。同様に、平坦な時

空上の一般の 2次元共形場理論に対して、T を 2つ挿入した場合のWard-Takahashi恒等式を用い
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る [46]と、T の共形変換に関する変換則

δϵT = ϵ∂T + 2(∂ϵ)T +
c

12
∂3ϵ, (2.3.71)

および OPE

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2∂wT (w)

(z − w)2
+
T (w)

z − w
, (2.3.72)

を得る。ここで c を中心電荷 (central charge) と呼ぶ。c は理論が含む自由度の大きさを表してい

る。例えば N 個の自由スカラー場に関しては c = N である。大域的な共形変換に対しては ∂3ϵ = 0

となることから、T (z)が共形ウェイト (2, 0)の準プライマリー場であることが分かる。エネルギー

運動量テンソルは、有限の共形変換に対して

T ′(z′) =

(
dz

dz′

)2

T (z) +
c

12
{z, z′}, (2.3.73)

と振る舞う。ここで {f(w), w}は Schwarz微分

{f(w), w} =
f ′′′(w)

f(w)
− 3

2

(
f ′′(w)

f ′(w)

)2

, (2.3.74)

である。ただし f ′(w) = df(w)/dw である。特にリーマン球面からシリンダーへの写像 z = ez
′
に

対しては、

T ′(z′) = z2T (z)− c

24
, (2.3.75)

となる。このエネルギー運動量テンソルの cに比例するずれは Casimir effectに対応している。

エネルギー運動量テンソル T (z)を z = 0周りの冪で展開して

T (z) =

∞∑
n=−∞

Ln
zn+2

, (2.3.76)

と表す。このとき Ln は、

Ln =
1

2πi

˛
dzzn+1T (z), (2.3.77)

と書けることから分かるように、共形変換 ϵz = zn+1 に対応する chargeになっている。この Ln を

Virasoro演算子と呼ぶ。Ln が成す交換関係は、エネルギー運動量テンソルの OPEから

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n, (2.3.78)

と計算できる。これを Virasoro代数と呼ぶ。大域的な対称性には L−1,0,1 が対応しており、これら
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の交換関係には central chargeに比例する項が現れないことが分かる。Virasoro代数は、z = 0周

りの古典的な 2次元共形変換群（Witt代数）の中心拡大になっている。

2次元共形場理論のWeyl anomalyは、

⟨Tµµ ⟩ = − c

12
R, (2.3.79)

で与えられる。ただし Rは計量 gµν の Ricci scalarである。従って平坦な時空以外では、共形対称

性は量子的に破れる。この意味で c ̸= 0は量子的なアノマリーの効果を表している。

共形場理論の具体的なモデルの一つとして、2次元スカラー場

I =
1

2π

ˆ
dx2
√
ggµν∂µϕ∂

µϕ, (2.3.80)

を考える。J(z) := i∂ϕと定義すると、エネルギー運動量テンソルは

T (z) =
1

2
: J(z)J(z) :, (2.3.81)

で与えられる。ここで ::は正規積（normal-ordered product）であり、同一点に場を挿入したこと

による紫外発散を取り除くため、一般に

: A(z)B(w) :≡ lim
z→w
{A(z)B(w)− ⟨A(z)B(w)⟩}, (2.3.82)

として定義される。正準量子化等を用いて OPEを計算すると、

T (z)J(w) ∼ 1

(z − w)2
+
∂wϕ(w)

(z − w)
, (2.3.83)

T (z)T (w) ∼ 1/2

(z − w)4
+

2∂wT (w)

(z − w)2
+
T (w)

z − w
, (2.3.84)

を得る。すなわち、J(z) は共形ウェイト (1, 0) のプライマリー場であり、理論の中心電荷は c = 1

である。

頂点演算子 (vertex operators)を

Vp(z) :=: eipϕ(z) :, (2.3.85)

で定義する。同様に OPEを計算すると

T (z)V (w) ∼ p2/2

(z − w)2
V (w) +

∂wV (w)

z − w
, (2.3.86)

Vp(z)Vp′(w) ∼ (z − w)pp
′
Vp+p′(w), (2.3.87)
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を満たすことが分かる*9。すなわち、Vp は共形ウェイト (p
2

2 , 0)のプライマリー場である．また 1点

相関関数が 1を除いてゼロとなることから、電荷保存則に対応する式

⟨Vp1(z)Vp2(w)⟩ =
δp1+p2,0

(z − w)2p
, (2.3.92)

を得る。

2.4 AdS/CFT対応

AdS/CFT対応とは、ホログラフィー原理の一例として、d+ 1次元漸近 AdS時空上の量子重力

理論と、AdS時空の境界上に定義されたある種類の d次元共形場理論の等価性を予想する理論であ

る。AdS/CFT対応が実際に成立する具体的なモデルは、超弦理論における Dブレーンに関する研

究の中でMaldacenaによって最初に発見された [7]。以降、現在までに多くの具体的なモデルが超弦

理論やM理論の中で検証されており、AdS/CFT対応は一般的な状況においても成り立つ普遍的な

原理と考えられている。AdS/CFT対応を議論する際には、それらの模型から抽出された AdS側と

CFT側の対象を結びつける“辞書”を用いる。

この感覚を掴むために、まずは最も有名なモデルである Maldacenaの発見した AdS5 × S5 上の

IIB型超弦理論と 4次元 N = 4 super Yang-Mills理論の双対性について説明する（次節の議論の詳

細は [49, 50, 51]等の文献を参照）。次に AdS/CFT対応の議論に現れる様々な対象の対応関係につ

いて解説する [52]。

2.4.1 AdS5/CFT4 model

超弦理論とは、万物の最小単位を従来のような点粒子ではなく、1次元の広がりを持った弦として

捉える理論である。超弦理論は重力の量子論として、背景時空上の散乱振幅を摂動的に計算する方法

*9 例えば T (z)V (w)は、相関関数 D(z1, z2) := − ln |z1 − z2|2 およびWickの定理

: F :: G := e
˜

dz1dz2D(z1,,z2)
δ

δϕF1

δ
δϕG2 : FG :, (2.3.88)

を用いて、

T (z)V (w) = −
1

2
e
˜

dz1dz2D(z1,z2)
δ

δϕF1

δ
δϕG2 : ∂zϕ(z)∂zϕ(z)e

ipϕ(w) : (2.3.89)

∼ −ip(∂zD(z, w)) : ∂zϕ(z)e
ipϕ(w) : +

1

2
p2(∂zD(z, w))2 : eipϕ(w) : (2.3.90)

∼
∂wV (w)

z − w
+

p2/2

(z − w)2
V (w), (2.3.91)

と導出できる。ただし最後に z ∼ w の近傍で ∂zϕ(z) = ∂wϕ(w)となることを用いた．
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を与える。このアイデアを以下で手短に紹介する。

まずは簡単のために超対称性を含まない弦理論を考えよう。これは相対論的粒子の作用（位置変

数 xµ(t) の時間軸上の積分）を拡張して、時間的座標 τ と空間的座標 σ による 2 次元平面（世界

面，worldsheet）上に定義された作用として表現される。最も単純な d 次元 Minkowski 時空上の

bosonic stringの作用 (Polyakow action)は

IP = − 1

4πα′

ˆ
dτdσ

√
|g|gab∂aXµ(τ, σ)∂bX

ν(τ, σ)ηµν , (2.4.1)

で与えられる。ここで gab (a, b = τ, σ) は世界面上の計量、Xµ(τ, σ) は世界面から d 次元時空

（“target space“と呼ばれる）への写像、ηµν (µ, ν = 0, . . . , d−1)は d次元時空のMinkowski計量で

ある。全体に掛かる α′ は作用を無次元化するために必要であり、長さの 2乗の次元を持った Regge

slopeと呼ばれる定数である。α′ は、弦理論が有する唯一のパラメータとして、弦の長さスケール

ls :=
√
α′, (2.4.2)

（または弦理論のエネルギースケールm2
s = 1/α′）を決定する*10。

弦には空間的座標 σ ∈ [0, π) に周期境界条件を課すか否かによって、端を持たないループ状の閉

弦と、端を持つ開弦の 2 種類が存在する。さらに開弦の境界条件には、世界面上のエネルギー運

動量保存則に対応する Neumann 条件 ∂σX
µ|σ=0,π = 0 と、弦の端を常に固定する Dirichlet 条件

∂τX
µ|σ=0,π = 0の 2通りの可能性がある*11。これは時空の各空間方向に対して独立に選択できる。

時空の全次元をD + 1と表したとき、D − p個の空間方向について Dirichlet条件を取ると、開弦の

端点は Neumann条件を課した残りの p個の空間方向に対してのみ自由に動くことができる。この

空間領域は、開弦の端点を置けるオブジェクトとして解釈される。これを Dp ブレーンと呼ぶ。例

えば D0 ブレーンは点状のオブジェクト、D1 ブレーンは線状のオブジェクトである。時空中でこ

れらの軌跡を見たものも区別せずに D ブレーンと呼ぶ。どちらの意味かは文脈から明らかであろ

*10 現在までに観測されている様々な素粒子は、すべて（超）弦の異なる振動モードと見なされる。弦を量子化してそのス
ペクトラムを考えると、重力子やゲージ場が現れる他、dilatonや高階のスピンを持った粒子に対応するセクターも現
れる。弦理論の整合性を課すと、それぞれの量子状態に対応する粒子の質量が一意的に決定される。その大きさは弦理
論のエネルギースケールの整数倍として現れる。例えば 26d bosonic bosonic stringの場合は

m2
N = m2

sN (N = −1, 0, 1, 2, . . . ), (2.4.3)

となる。大雑把には、高いスピンを持つ量子状態ほど重い質量を持つ。特に閉弦のセクターには、スピン 2対称テンソ
ルとして表される零質量の量子状態を含んでいる。これは重力子に対応すると解釈される。

*11 Weylアノマリーを含まない超弦理論では 10次元時空を考える必要があるが、現状で観測できる宇宙は 4次元時空で
ある。これは残りの 6次元はコンパクト化されてしまっており、現在のエネルギースケールではその影響が見えないた
めと考えられている。コンパクト化に関係して T -duality と呼ばれる弦理論同士の双対性を考えるとき、Neumann

条件の双対として Dirichlet条件が自然に現れる。
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う。Dブレーンが N 枚重なっている状況を考えると、開弦の端点はどのブレーン上に乗るかという

新しい自由度を持つようになる。この選び方、つまり N 枚の D ブレーンに伴う開弦の量子状態は

N ×N = N2 通りあり、これは U(N)群の adjoint表現として解釈される。すなわち、重なった N

枚の Dブレーン上の開弦は U(N)ゲージ理論の自由度を持つようになる。

弦理論は世界面に関する一般座標変換不変性およびWeyl 不変性をゲージ対称性として持ってお

り、2次元共形場理論と見做すことができる。Weylアノマリー (2.3.79)が消滅することを要請する

と、理論には強い制限が入る。例えば、時空の次元 dは中心電荷 cと関係付いているため、d = 26

（超弦理論では d = 10）と決定される (critical dimension)。さらに Polyakow action を曲がった

target space へ拡張して (ηµν → Gµν(Xµ(τ, σ)))、同様にWeyl アノマリーの消滅を要請すること

で、弦理論の低エネルギー有効作用を決定できる。それには重力の UV理論として期待される通り

Einstein-Hilbert作用を含んでいる。この作用には、閉弦の零質量スペクトラムを反映して、dilaton

および B 場と呼ばれる新たな場が現れる。

単純な bosonic string には、スペクトルにタキオンが含まれ、またフェミオンが存在しないとい

う問題点がある。これらを解決するために、fermionicな場の作用を加えて理論に超対称性を持たせ

たものが超弦理論である。このとき超弦理論は 2次元 N = (1, 1)2 超対称共形場理論となる。整合

性を持った超弦理論は 10 次元時空上の type I, type IIA, type IIB, Heterotic SO(32), Heterotic

E8 × E8 の 5つに分類される。これらは互いに string dualityと呼ばれる双対性によって結び付い

ている。元々は世界面上に導入された超対称性であるが、これらの理論では target spaceの時空に

も超対称性が現れる。特に IIB型超弦理論は閉弦で構成された理論であり、低エネルギー有効作用

は IIB型超重力理論によって記述される。

以下では、Maldacenaの方法 [7]に従って AdS/CFT対応の具体例を導出する。そのために、IIB

型超弦理論において、10次元時空上に N 枚の平坦な D3ブレーンが並行に重なって置かれている状

況の低エネルギー極限について考える。この状況を 2通りの見方で記述することによって双対性は

導かれる。

まずは Dブレーンおよび超弦による励起を用いた描像について考える。低エネルギー有効理論で

は、超弦に含まれるスペクトルのうち、零質量の量子状態に含まれるゲージ場や重力子などのモード

のみが寄与する。D ブレーンの励起状態はブレーン上に端点を持つ開弦であり、これは今の場合 4

次元 N = 4 U(N) super Yang-Mills (SYM)理論によって記述される。このゲージ理論は共形対称

性を持った 4次元共形場理論になることが知られている。さらに Dブレーンから transverseな方向

に離れた時空上には、平坦時空上の励起として IIB型の超弦理論があり、この有効理論は IIB型超
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重力理論によって記述される。これらの Dブレーン上の開弦と平坦時空上の閉弦は、一般には相互

作用をしている。この状況を schematicに書くと

I = Ibrane + Istring + Iinteraction, (2.4.4)

と表せる。ここで Ibrane は DBI action と呼ばれる D ブレーン上の開弦の有効作用、Istring は IIB

型超重力理論の作用、Iinteraction はこれらの間の相互作用である。ここで低エネルギー極限を解析す

る際、エネルギーを下げる代わりに、エネルギーと無次元のパラメータを固定して、弦の長さスケー

ル ls → 0 (α′ → 0)の極限を取ると見通しがよい。その結果、これらの相互作用の効果は消滅する

ことが分かる (Iinteraction ∼ 0)(Maldacena decoupling limit)。さらに同じ極限下で、それぞれの理

論に含まれる高階微分項も消滅する。その結果、この描像では Dブレーン上の 4次元 pure N = 4

U(N) SYMと、Dブレーンから離れた時空上の IIB型超重力理論が残る。

一方で、時空上に Dpブレーンがある状況は、超重力理論の古典解である black p braneとして解

釈される。今の状況では、特に IIB型超重力理論の解の計量は

ds2 = H(r)−1/2(−dt2 + dx21 + dx22 + dx23) +H(r)1/2(dr2 + r2dΩ2
5), (2.4.5)

H(r) = 1 +
R4

r4
, R4 = 4πgsl

4
sN, (2.4.6)

で与えられる。ここで gs は string coupling と呼ばれる無次元の定数である。計量の時間成分が動

径方向の位置に依存しているため、Schwarzschildブラックホールの場合と同様に、位置 r における

エネルギー Er は無限遠において redshiftを受ける。

E∞ = H(r)−1/2Er. (2.4.7)

この状況を無限遠の観測者から見たとき、低エネルギーに寄与するのは、時空全体に広がるような

長い波長を持ったモードと、redshiftの影響を強く受ける black p braneの極近傍の任意の高エネル

ギーモードのみである。そこで black p brane付近 (Rr ≫ 1)の計量を見ると、これは

ds2 ∼
[
r2

R2

(
−dt2 + dx21 + dx22 + dx23

)
+
R2

r2
dr2
]

+R2dΩ2
5, (2.4.8)

で与えられる。この大括弧の中身は、Rを AdS半径とする AdS時空の Poincaréパッチに他ならな

い。すなわち、この場合は AdS5 × S5 時空上の IIB型超弦理論と、black p braneから離れた時空

上の低エネルギーモードが残る。

これらの結果を比較すると、どちらも共通した Dブレーン遠方の IIB型超弦理論と、相異なる D
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ブレーン上の低エネルギー有効理論から成っている。これらは同じ状況を記述しているはずである

から、後者の部分についても同一性を期待することで、AdS5 × S5 上の IIB型超弦理論は、4次元

N = 4 U(N) super Yang-Mills理論*12 に等価であるという予想が成り立つ [7]。例えばそれぞれの

理論が持つ対称性について確認すると、AdS5 と CFT4 はどちらも SO(2, 4)の下で対称であり、さ

らにゲージ理論側の R-symmetry SU(4) ∼= SO(6)は S5 と同じ対称性であることが分かる。

上記における双対性の導出では、ある種の低エネルギー極限を考えていた。これに対応して、それ

ぞれの理論に含まれるパラメータの振る舞いには制限が入る。重力側のパラメータは、弦の長さス

ケール ls、AdS半径 R、Newton定数 G
(10)
N の比を取った無次元量で表され、ゲージ理論側のパラ

メータと次のように対応している。

R4

l4s
∝ g2YMN(≡ λ), (2.4.9)

G
(10)
N

l8s
∝ λ2

N2
, (2.4.10)

ここで gYM は Yang-Mills coupling、λは’t Hooft couplingである。超重力理論で超弦理論のスペ

クトルから生じる高階微分の効果を無視できるのは、AdS半径 Rが弦の長さスケール ls よりも十分

に大きいときであり、それはゲージ理論側では強結合極限 (strong coupling limit)

λ≫ 1, (2.4.11)

に対応する。また量子補正を無視した古典重力解による記述を用いることができるのは、Newton定

数が十分に小さい場合、すなわちゲージ理論側の large N limit

N ≫ 1, (2.4.12)

である。これらの高階微分の補正効果 (α′ corrections)と、量子効果によるループ補正効果 (quantum

correction) は、極限を緩めることで摂動的に寄与してくる。特に AdS 半径を R = 1 と置く

conventionでは、これらの補正は

α′ ∼ 1√
λ
, GN ∼

1

N2
, (2.4.13)

のオーダーで現れる。上記の導出では、AdS5 × S5 上の古典的な IIB型超重力理論と、large N 強

結合極限を取った 4次元 N = 4 SU(N) super Yang-Mills理論の等価性が α′ と GN の摂動論の範

*12 実際は U(N) ∼= SU(N)× U(1)の U(1)は抜け落ちて SU(N)が残ることが知られている。この自由度は singleton

と呼ばれており、AdS boundaryに局在するため bulk内部の議論には寄与しない [52]。
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囲で正当化される。この双対性が摂動論を超えて任意の λ, N で成り立つと予想するのが強い形式の

AdS/CFT対応である。

以上で見たように、場の理論側にゲージ理論が現れることから、AdS/CFT対応はゲージ重力対応

(gauge/gravity correspondence)と呼ばれることもある*13。この例は AdS5/CFT4 対応を成り立た

せる具体的な模型を与える。この他には D1-D5ブレーンを用いた AdS3/CFT2 対応や、Mブレー

ンの議論から導出された AdS4/CFT3 対応の ABJM模型 [53]などがよく知られている。これらの

対応関係においては、通常計算が困難な強結合 large N ゲージ理論が弱結合の重力理論によって記

述できるため、ゲージ理論側の物理量（Wilson loopなど）を比較的容易な幾何学的方法によって計

算することができる。

2.4.2 AdS/CFT’s Dictionary

一般の AdS/CFT対応を論じる上では、重力側の対象とゲージ理論側の対象の対応関係を記した

“辞書”を用いる。その際、d + 1次元 AdS時空の境界 Bd 上に d次元 CFTが住んでいると見做す

トリックを用いると便利である。この意味で重力を bulkの理論、ゲージ理論を boundaryの理論と

呼ぶ。

まず AdS/CFT対応の基本原理として、分配関数の対応は

Zstring = ZCFT , (2.4.14)

で与えられる。

AdS時空上の場 ϕに対して、共形場理論上のある演算子Oが対応する (field-operator correspon-

dence)。ここで ϕは dilatonや gravitonなど d+ 1次元 AdS時空上の超重力理論に含まれる場や弦

の励起モードが想定されている。bulkのある場にどのような boundaryの演算子が対応するかは両

者の理論に共通する SO(2.4)対称性による分類を用いて調べられている [54]。例として、質量mの

massive free scalarの対応を考える。(Lorentzian) Poincaré AdS時空上の運動方程式を解いて、特

に境界付近 z → 0における古典解の振る舞いを見ると、

ϕ(x, z) ∼ zd−∆ϕ0(x) + z∆ϕ+(x), (z → 0), ∆m =
d

2
+

√
d2

4
+m2R2, (2.4.15)

*13 歴史的には、元々弦理論は強い相互作用を記述する理論の候補として提案された。現在では強い相互作用は QCDで記
述されることが分かっているが、SU(N) ゲージ理論における large N limit の相関関数に現れる planar diagram

と、弦理論における散乱振幅の摂動計算との類似性は古くから指摘されていた。
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のように 2つ解が現れる。前者の境界で発散する項を non-normalizable、後者の境界でゼロになる

項を normalizable と呼ぶ。non-normalizable な場は境界上の共形場理論の変形に、normalizable

な場は共形場理論における励起モードにそれぞれ対応する。すなわち、ϕ0(x)は d次元共形場理論を

変形する source termとして

ICFT +

ˆ
ddxϕ0(x)O(x), (2.4.16)

の形で現れる。ここで Oは ϕに対応する共形場理論のスカラー演算子であり、共形次元は∆m で与

えられる。また ϕ+(x)は演算子 O の期待値

ϕ+(x) = ⟨O(x)⟩ , (2.4.17)

に対応する。一般に場 ϕ の表現や質量の情報は対応する演算子 O(x) の表現や共形次元に反映

され、その境界付近における振る舞いが O と上記のように関係している [55]。スカラー場の他

には例えば spin-2 massless field (graviton) の場合は共形場理論のエネルギー運動量テンソル

Tµν（共形次元∆ = d）に対応する。

一般に場の効果を含めた分配関数の関係式は

Zstring[ϕ(x, z)|z=0 = ϕ0(x)] = ⟨e−
´
ddxϕ0(x)O(x)⟩CFT , (2.4.18)

で与えられる。これは GKPW関係式と呼ばれている [56, 54]。特に重力側の古典極限を考えると、

共形場理論の generating functionalは、与えられた境界条件 ϕ0(x)を満たすような（超）重力理論

の on-shell actionによって与えられる。

⟨e
´
ddxϕ0(x)O(x)⟩CFT ∼ e

iIcl[ϕ(x,z)|z=0=ϕ0(x)]. (2.4.19)

相関関数は generating functional の source に関する汎関数微分から求められる。上記の関係式

を用いると、共形場理論の相関関数を重力理論における古典作用から計算できる。これを Euclidean

AdS/CFT対応で考える。この際、境界条件 ϕ0(x)を顕に反映させるために、運動方程式の解を

ϕ(x, z) =

ˆ
ddyK∆(x, z; y)ϕ0(y), (2.4.20)

と表すと便利である。ここで (x, z)は AdS時空における bulkの座標、yは boundary上の座標であ

る。K∆(x, z; y)は bulk-to-boundary propagatorと呼ばれる。例えば bulk上のスカラー場に関す
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る Klein-Gordon方程式 (□−m2)ϕ = 0を考えると、K∆ は

(□−m2)K∆(x, z ̸= 0; y)) = 0, (2.4.21)

lim
z→0

(z∆−dK∆(x, z; y)) = δd(x− y), (2.4.22)

を満たすように取る。すると ϕ(x, z)は確かに運動方程式を満たし、かつ z → 0の極限で

lim
z→0

ϕ(x, z) = lim
z→0

ˆ
ddy(z∆−dK∆(x, z; y))(zd−∆ϕ0(y)) ∼ zd−∆ϕ0(y), (2.4.23)

となり、式 (2.4.15)を再現する*14。この解は

K∆(x, z; y) =
Γ(∆)

πd/2Γ(∆− d
2 )

(
z

z2 + (x− y)2

)∆

, (2.4.24)

で与えられる。これを重力の古典作用に代入して、ϕ0 による汎関数微分の後に ϕ0 = 0と置くこと

で、共形場理論の相関関数が再現される。尚、通常の d+ 1次元時空上の Green関数 G∆(x, z; y, w)

は bulk-to-bulk propagatorと呼ばれる。

重力理論において、作用など境界までの領域を含んだ計算は、一般に無限大の体積の効果（IR効

果）で発散する。そこで cut-offを入れる必要性が出てくる（ホログラフィック繰り込み、付録 9.1を

参照）。AdS側の Poincaréパッチにおける

z = ϵ, (2.4.25)

の cut-offは、CFT側のUV cut-offに対応する (IR-UV relation)[57]。実際、共形場理論の dilatation

は AdS時空では x→ λx, z → λz というスケール変換に対応しており、boundaryの z = 0は UV

極限に、z =∞は IR極限に対応している。

ゲージ理論の典型的な物理量であるWilson loopは、Dブレーンを用いた議論から、AdS時空の

boundary上に描いたWilson loopを端を持った最小曲面で与えられることが知られている。これは

後に現れるホログラフィックエンタングルメントエントロピーの計算に類似している。

AdS/CFT対応は一般に、あるクラスの共形場理論が、漸近 AdS時空上の量子重力理論と等価に

なるという予想である。この際、全ての共形場理論が古典的な AdS時空に対応しているわけではな

い。前節の例で見たように、古典重力理論（超重力理論）によるよい記述を持つためには、重力の量

子補正を消す large N 極限と、高階スピンの効果を消す強結合性 λ → ∞が必要であった。これは

一般には、ゲージ理論側が持つ実効的な自由度 Neff が無限大になること、および理論の低エネル

*14 Euclidean AdS時空の議論では、non-normalizableの項しか現れない [54]。
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ギースペクトルに大きなギャップがある状況に相当する。これらの条件を満たし、重力双対を持つ共

形場理論を holographic CFTsと呼ぶ。特に一般の 2次元共形場理論では中心電荷 cが自由度 Neff

に相当する。

共形場理論が時空 Bd 上で定義されているとき、その重力双対Md+1 は Bd を境界に持っている

(∂Md+1 = Bd)。

AdS/CFT対応は量子重力理論側の Hilbert空間の元と holographic CFTの Hilbert空間の元が

1対 1に対応することを主張する。例えば、共形場理論の低エネルギーの励起状態は bulkの重力子

が励起している相、高エネルギーの状態は励起した超弦が集まってブラックホールを形成している相

に対応する。特に背景時空Md+1 に注目すると、共形場理論の異なる量子状態はそれぞれ異なる漸

近 AdS時空に対応する*15。すなわち、異なる量子状態には異なる演算子の期待値（1点関数）が与

えられ、その情報は (2.4.17)によって bulkの場の境界条件に反映される。古典的な背景時空は、そ

の境界条件を満たすような bulkの運動方程式（例えば α′ → 0）の解として決定される*16。本論文

で用いる具体例としては、共形場理論の基底状態およびその低エネルギー励起状態は、pure AdS時

空上の量子状態に対応している。

|vacuum⟩ ∼ pure AdS, (2.4.26)

∂Md+1 = Bd という条件からは、Minkowski 時空 R1,d−1 上の真空には Poincaré AdS 時空が、

R× Sd 上の真空には global AdS時空が対応することが分かる。

また有限温度状態 (thermal state)は AdSブラックホール上の量子状態に対応する。

ρth =
e−βH

Z
∼ AdS black hole, (2.4.27)

同様に、Bd = R1,d−1 上の場合は planar AdS ブラックホール時空、Bd = R × Sd 上の場合には

global AdSブラックホール時空が対応する。さらに共形場理論を 2つコピーした場の理論上で定義

*15 ただし全ての量子状態が古典的時空による描像を持つわけではない。例えば AdS時空による古典的描像を持つ 2つの
量子状態を量子的に重ね合わせた状態は、真に量子的な時空に対応すると予想されている。古典的時空に対応する量子
状態の空間は、後述の理由により code subspacesと呼ばれている。また正確には、量子状態はある時間一定面上に定
義されるため、bulk の時空との対応には時間発展も考慮する必要がある。例えば quench 後などの非定常な量子状態
には、bulk側の非定常な時空が対応する。

*16 この手続きは、一般の量子状態に対しても行うことができる。しかし、その結果がホログラフィーの処方と常に整合す
るとは限らない。例えば、任意の共形場理論の真空に対してこの手続きは bulkに pure AdS時空を再現するが、bulk

と boundaryでそれぞれ計算したエンタングルメントエントロピーは一般には同じにならない [58]。
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された thermofield double state (TFD)

|TFD⟩ =
1√
Z(β)

∑
n

e−
βEn

2 |En⟩1 ⊗ |En⟩2 , (2.4.28)

は、拡張されたブラックホール時空に対応する [59]。

|TFD⟩ ∼ maximally extended AdS black hole, (2.4.29)

ここで |En⟩1,2 はそれぞれの共形場理論におけるエネルギー固有状態、Z(β) は 1 つの共形場理論

における分配関数である。|TFD⟩ を片方の共形場理論に制限した量子状態、すなわち縮約密度行

列は、逆温度 β の有限温度状態に対応する。これを反映して、時空は 2 つのブラックホール時空

を wormholeで結びつけた時空になっている。特に 2つの共形場理論の間に相互作用を手で加えて

|TFD⟩を時間発展させた時空は traversable wormholeに対応する [60]。

この他、例えば共形場理論の local quenchに対応する時空 [61]や global quenchに対応する時空

[9, 62, 63, 64]、local projectionや swappingなどの量子操作を行った状態に対応する時空 [65]など

が議論されている。

如何なる共形場理論ないし量子状態が古典重力による描像を持つか、または逆に、如何なる時空上

の量子重力がゲージ理論による描像を持つか、は AdS/CFT対応のメカニズムに関連する重要な未

解決問題である。これらの問いに対して、後に議論する量子情報理論による手法を用いることで、一

定の条件付けを与えることができる。

尚、本論文で主に扱う AdS/CFT 対応の他、ホログラフィー原理の実現例としてゲージ理論側

が Lifshitz-fixed points 上の非相対論的な場の理論に対応する例 [30] や、Kerr/CFT 対応 [66]、

dS/CFT対応 [67]などへの拡張も議論されている。
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第 3章

量子情報理論

一般に「量子情報科学」と呼ばれる領域には、量子アルゴリズムや量子計算量理論、量子暗号、量

子通信技術から量子基礎論、量子重力理論まで幅広い分野が含まれる。これらの研究は 1990年代以

降、情報科学、物理学、数学、計算機科学等の広汎な分野を巻き込みながら理論・実験の両面で発展

を続けている。本論文では、それらの中でも特に情報理論的な側面に焦点を当てた量子情報理論の知

見を頻繁に用いる。

量子情報理論 (quantum information theory)は、物理系の量子状態に対する操作、分類、特徴付

けなどを扱う学問である。Shannonが創始した古典情報理論ではコインの表裏などの古典的な状態

(bit)が情報の基礎単位となることに対して、量子情報理論では spin- 12 系や光子の偏光状態などの量

子的な 2準位状態 (qubit)を基礎単位として扱う。量子状態に対するさまざまな量子操作を考える際

には、量子もつれが基本的な計算資源としての役割を果たす。

本章では、以下の章に現れる量子情報理論の基礎的な概念について、必要な事項に絞って簡単にレ

ビューする。

3.1 純粋状態と混合状態

量子力学では物理系の量子状態を Hilbert空間 H の元によって表現する。一方、量子測定や部分

トレースなどの情報論的な操作を施した後の物理系、あるいは熱状態や雑音を受ける系など、Hilbert

空間の元として表せない量子状態が存在する。これらを統一的な枠組みで扱うために、まずは量子状

態の定義を Hilbert空間の元から拡張する必要がある。

ある物理系 H に対する（一般化された）量子状態を、Hilbert 空間 H 上の密度行列 (density
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matrix)によって定義する。

ρ ∈ S(H) s.t. Trρ = 1, ρ ≥ 0. (3.1.1)

ここで S(H)は密度行列、すなわち、Hilbert空間 H 上のトレースが 1に規格化された正値作用

素の集合である。量子情報理論では、S(H)によって物理系Hの取り得るすべての量子状態を表す。

物理系が量子状態 ρにあるとき、物理量 A =
∑
n anPn の測定を行った結果、測定値として an を

得る確率 p(n)を

p(n) := TrρPn = ⟨an|ρ|an⟩ , (3.1.2)

によって定義する。ただし Pn は（縮退した）固有空間への射影演算子 Pn := |an⟩ ⟨an|である。こ

こから量子状態 ρにおける物理量 Aの期待値は

⟨A⟩ρ :=
∑
n

p(n)an = Trρ(
∑
n

anPn) := TrρA, (3.1.3)

と表される。ρが以下に述べる純粋状態のとき、これらの定義は通常の量子力学における確率と期待

値の定義に戻る。

S(H)のうち、Hilbert空間の元として表すことができる量子状態を、純粋状態 (pure states)と呼

ぶ。量子力学に現れる波動関数はすべて純粋状態である。これは密度行列として見たとき、ランク 1

の行列に対応する。

|ψ⟩ ∈ H ⇐⇒ ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| ∈ S(H). (3.1.4)

以下では純粋状態に関して、ランク 1の密度行列と Hilbert空間の元を特に区別せずに扱う。一

純粋状態の確率的な足し合わせによって作られる状態を混合状態 (mixed state)と呼ぶ。一般に、

純粋状態 {|ψi⟩}Ni=1 を確率 {pi}Ni=1, pi ≥ 0,
∑N
i=1 pi = 1によって足し合わせた混合状態は、

ρ =

N∑
i=1

pi |ψi⟩ ⟨ψi| ∈ S(H), (3.1.5)

と書ける。量子状態の集合 S(H) において、純粋状態は混合状態の集合の端点になっている（図

3.1.1)。例えば、spin− 1
2 系の σz の固有状態について、|0⟩を p、|1⟩を 1− pの確率で準備する状況

を表す量子状態は、密度行列を用いて

ρ = p |0⟩ ⟨0|+ (1− p) |1⟩ ⟨1| , (3.1.6)

と表せる。この量子状態は量子的な重ね合わせ |ψ⟩ =
√
p |0⟩ +

√
1− p |1⟩ とは異なる状態である

（これは例えば σx 方向の測定によって判断できる）。他にカノニカルアンサンブルによって表される
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図 3.1.1 量子状態の空間 S(H) ⊂ L(H) における純粋状態と混合状態。混合状態は純粋状態の

凸結合によって表される。

熱平衡状態 (thermal state, Gibbs state)は典型的な混合状態である。

ρth :=
e−βH

Z(β)
=

∞∑
n=0

e−βEn

Z(β)
|En⟩ ⟨En| . (3.1.7)

ここで β は逆温度、H は系の Hamiltonian、Z(β) = tre−βH は分配関数である。これらの例から分

かるように、量子状態の混合操作によって現れるランダムネスは純粋に古典的なものである。

3.2 Entangled statesと Separable states

量子多体系の量子状態に特有の相関として、量子もつれ (quantum entanglement)と呼ばれる非

局所相関がある。これはその存在を最初に指摘した Einstein-Podolsky-Rosen[68]らの頭文字を取っ

て EPR相関とも呼ばれる。エンタングルメントは古典情報理論の範疇を超えた情報操作を構築する

ためのリソースとして、様々な量子計算プロトコルの基礎となっている。

量子もつれは、典型的には、次のような 2体 (bipartite)の 2準位系の量子状態に含まれている。2
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つの spin- 12 系HA とHB に対して、全体系HAB := HA ⊗HB*1 における次の量子状態を考える。

|Ψ⟩AB :=
1√
2

(|0⟩A ⊗ |0⟩B + |1⟩A ⊗ |1⟩B) (3.2.1)

=
1√
2

(|θ⟩A ⊗ |θ⟩B + |θ⊥⟩A ⊗ |θ⊥⟩B) ∈ HA ⊗HB . (3.2.2)

ここで {|θ⟩ , |θ⊥⟩}は 2次元 Hilbert空間の基底(
|θ⟩
|θ⊥⟩

)
:=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
|0⟩
|1⟩

)
, (3.2.3)

である。量子状態 |Ψ⟩AB に相当する物理系は EPR pair（または ebit）と呼ばれ、2体純粋状態エン

タングルメントの基礎単位になる。

量子系HAとHB（以下、量子情報理論の慣習に従ってAliceと Bobと表記する）の間の EPR pair

には、次の意味で非局所的な相関が存在する [69]：任意の θ ∈ Rに関して、基底 {|θ⟩A,B , |θ⊥⟩A,B}

に対応する測定をそれぞれが独立に行った結果は、Alice と Bob で互いの物理的な距離に関係なく

常に一致する。この相関は、古典的な混合によって作ることができる相関よりも遥かに強いものであ

る。例えば、|Ψ⟩AB に類似する状況として、コインの表裏 (0 or 1)に合わせて固有状態を準備した

2つのスピン系を Aliceと Bobが離れて持っている状況は、混合状態

σAB =
1

2
(|0⟩ ⟨0|A ⊗ |0⟩ ⟨0|B + |1⟩ ⟨1|A ⊗ |1⟩ ⟨1|B), (3.2.4)

によって表せる。一方、|Ψ⟩AB に対応する密度行列は

|Ψ⟩ ⟨Ψ|AB =
1

2
(|0⟩ ⟨0|A ⊗ |0⟩ ⟨0|B + |1⟩ ⟨1|A ⊗ |1⟩ ⟨1|B

+ |0⟩ ⟨1|A ⊗ |0⟩ ⟨1|B + |1⟩ ⟨0|A ⊗ |1⟩ ⟨0|B), (3.2.5)

である。z 方向のスピン σz を測定する場合は、量子状態 σAB においても、|Ψ⟩AB と同じように

Aliceと Bobは常に同じ測定結果を得る。ところが、σAB で x方向のスピンを測定すると、|Ψ⟩AB
の状態にあったような結果の一致性は失われ、Alice と Bob の測定結果の間に相関は見られなくな

る。それぞれの表式を比較すると、|Ψ⟩ ⟨Ψ|AB に見られる非対角項が量子もつれの効果を表している

ことが分かる。

量子もつれを含む一般の量子状態 (entangled states)は、無相関にある量子状態の混合操作では表

*1 本論文では、表記の簡約のため、系 A, B に対して AB := A ∪B と略記する記法を頻繁に用いる。
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せない量子状態として定義される。

ρ is entangled
def.⇐⇒ ρ ∈ S(H)\Sep(H). (3.2.6)

ここで 2体系における分離可能状態 (separable states)の集合 (Sep(HAB) ⊂ S(HAB))を

ρAB is separable (3.2.7)

⇐⇒ ∃{ρ(A,B)
i }Ni=1 ∈ S(HA,B), {pi}Ni=1 s.t. ρ =

N∑
i=1

piρ
(A)
i ⊗ ρ(B)

i , pi ≥ 0,
N∑
i=1

pi = 1, (3.2.8)

によって定義する。例えば式 (3.2.4) の σAB は separable state であり、|Ψ⟩ ⟨Ψ|AB は entangled

stateである。

以下、量子もつれによる相関を量子相関 (quantum correlation)*2、状態の混合操作による相関を

古典相関 (classical correlation)と呼んでこれを区別する。またこれらの相関を合わせたものを総相

関 (total correlation)と呼ぶことがある。

量子もつれの大きさを定量化する情報量をエンタングルメント測度 (entanglement measures)と

呼ぶ。一般にエンタングルメントの種類には、二体 or 多体 (bipartite or multipartite)、純粋状態

or 混合状態 (pure or mixed)に応じて 4つの分類がある。最も基本的な状況である 2体・純粋状態

に関しては次節で紹介するエンタングルメントエントロピーによって一意的に定量化される。一方、

多体または混合状態に関するエンタングルメント測度の決定版は未だに得られておらず*3、重要な未

解決問題になっている。

3.3 各種の情報量

3.3.1 von Neumannエントロピー

量子状態の混合度を定量化する指標として、量子状態 ρ に対する von Neumann エントロピー

S(ρ)を次式で定義する。

S(ρ) := −Trρ log ρ = −
∑
i

pi log pi ≥ 0. (3.3.1)

*2 “Quantum correlation”は最近では必ずしも量子もつれだけを意味しないが、本論文では量子もつれのみを取り扱う。
尚、量子もつれ以外に関しては discord等を用いた定量化が議論されている。

*3 2体混合状態のエンタングルメント測度に関しては squashed entanglementと呼ばれる情報量が最も理想的な性質を
満たすことが知られている [70]。しかし、この情報量の定義には複雑な最適化操作が含まれているため、具体的な計算
の実行が困難であるという欠点を持つ。詳しくは付録 9.3を参照。
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ここで {pi}Ni=1 は密度行列 ρ =
∑N
i=1 pi |ψi⟩ ⟨ψi| の固有値である。ただし 0 log 0 = 0 と規約する。

S(ρ) は確率分布 {pi}Ni=1 に対する古典情報理論における Shannon エントロピーに等しい。純粋状

態に対しては、常に S(ρ) = 0である。例えば熱状態の von Neumannエントロピーは、

S(ρth) = −Trρth log
e−βH

Z(β)
(3.3.2)

= β ⟨H⟩th + logZ(β) (3.3.3)

= β(⟨H⟩th − F ), (3.3.4)

となり、通常の統計力学のエントロピーと一致する。ここで ⟨H⟩th は熱状態における期待値

⟨H⟩th := TrρthH、F は自由エネルギー F := − 1
β logZ(β)である。また二行目で演算子について成

り立つ式 log(AB) = logA+ logB および射影演算子 P 2 = P の性質 log(aP ) = (log a)P を用いた。

また一般に von Neumannエントロピーはテンソル積に対して加法的である：

S(ρ⊗ σ) = S(ρ) + S(σ). (3.3.5)

すなわち 2つの独立な系に対応するエントロピーは、それぞれのエントロピーの和となる。

3.3.2 エンタングルメントエントロピー

2体系の純粋状態のエンタングルメントに関しては、エンタングルメントエントロピー (entangle-

ment entropy)が一意的な定量化を与える。

まずは Hilbert空間 HA ⊗HB 上の一般の線形作用素 OAB =
∑
nO

(A)
n ⊗O(B)

n ∈ L(HA ⊗HB)

に対して、部分トレース (partial trace)を次のように定義する（L(H)はH上の線形作用素の集合）。

OA := TrBOAB =
∑
n

[
TrBO(B)

n

]
O(A)
n . (3.3.6)

これを用いて、全体系の量子状態 ρAB に対する部分系の縮約密度行列 (reduced density matrix)ρA

を次のように定義する。

ρA := TrBρAB . (3.3.7)

縮約密度行列は、部分系の observable のみを観測できる observer にとっての量子状態を表してい

る。すなわち、部分系 HA 上のみに作用する任意の物理量 OA に対して、全体系の量子状態 ρAB に

よる期待値は、

TrAB [ρABOA ⊗ IB ] = TrA [OA(TrBρAB)] = TrA [OAρA] , (3.3.8)
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となり、部分系の量子状態を ρA であると見做したときの期待値と一致している。3体以上の多体系

についても、部分トレース、縮約密度行列は同様に定義される。

全体系を Aと B(≡ Ac)の 2つに分割したとき、量子状態 ρAB に関するエンタングルメントエン

トロピー SA を、縮約密度行列 ρA の von Neumannエントロピーとして定義する。

S(ρA) := −TrρA log ρA (≡ SA). (3.3.9)

これが量子もつれの測度として機能することを見るために、任意の 2体系の純粋状態 |ψ⟩AB は、常

に次の形に分解できることに注意する [69]。

|ψ⟩AB =

N∑
i=1

√
pi |λ(A)

i ⟩A ⊗ |λ
(B)
i ⟩B . (3.3.10)

この分解は Schmidt decomposition と呼ばれる。ここで dimHA,B = dA,B と書いたとき N =

min{dA, dB}であり、{|λA(B)⟩A(B)}Ni=1 はそれぞれHA(B) の正規直交基底である。量子状態 |ψ⟩AB
が含む量子もつれの大きさは、Schmidt coefficient {pi}Ni=1 (pi ≥ 0,

∑
i pi = 1)の分布として現れ

ている。例えば、全く相関の無い直積状態 (product states)であれば p1 = 1, pi≥2 = 0であり、最も

エンタングルメントしている状態 (maximally entangled states)であれば pi = 1/N (i = 1, . . . , N)

となる。縮約密度行列を Schmidt decompositionを用いて表すと、

ρA = TrB |ψ⟩ ⟨ψ|AB =

N∑
i=1

pi |λ(A)
i ⟩ ⟨λ

(A)
i |A , (3.3.11)

と書ける。すなわち、全体系の純粋状態は部分系をトレースアウトすることで混合状態となり、量子

もつれとして含まれていた相関は縮約密度行列の混合度として現れることが分かる。この表式から、

|ψ⟩AB のエンタングルメントエントロピーは、

SA = −
N∑
i=1

pi log pi ≥ 0, (3.3.12)

と書ける。このようにエンタングルメントエントロピーは、Schmidt coefficientを通して、元の量子

状態 |ψ⟩AB に存在する部分系 Aと B の間のエンタングルメントの大きさを測る指標となっている。

Schmidt decomposition を用いた構成法から明らかなように、純粋状態に関しては、エンタング

ルメントエントロピーには常に

SA = SAc , (3.3.13)
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が成り立つ。一方、混合状態に関しては、エンタングルメントエントロピーは量子もつれの測度とし

て用いることは出来ない。例えば σAB について計算してみると、

σA =
1

2
(|0⟩ ⟨0|A + |1⟩ ⟨1|A), (3.3.14)

であることから、

S(σA) = 2 log 2 > 0, (3.3.15)

となり、エンタングルメントエントロピーは separableな混合状態 σAB に含まれていた古典的な相

関を検出してしまうことが分かる。また混合状態の場合、一般には SA ̸= SB(= SAc)となる。これ

は A,B 系の相関の測度として満たすべき A↔ B の対称性を破ることを意味する。

現在までに数多くのエンタングルメント測度が提案されているが、適当な性質（公理系）を満たす

任意のエンタングルメント測度は純粋状態の 2体量子もつれに関してはエンタングルメントエント

ロピーと本質的には一致することが知られている [71]。従って、2体・純粋状態の量子もつれに関し

ては基本的にエンタングルメントエントロピーを用いて測ることになる。

エンタングルメントエントロピーの（純粋状態・混合状態を問わず成り立つ）基本的な性質を以下

にまとめる。尚、これらの性質は適時 von Neumann エントロピーの性質と読み替えても差し支え

ない。

非負性：

SA ≥ 0. (3.3.16)

非退化性*4：

SA = 0⇔ ρA is pure⇒ A and B are decoupled : ρAB = ρA ⊗ ρB . (3.3.17)

Araki-Lieb不等式：

|SA − SB | ≤ SAB . (3.3.18)

劣加法性 (subadditivity)：

SAB ≤ SA + SB . (3.3.19)

強劣加法性（strong subadditivity）：

SAB + SBC ≥ SABC + SB . (3.3.20)

*4 一般に ρA が純粋状態であるとき、系 Aは任意の系 B と decoupleする。この証明は 7.2.3節を参照。
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3.3.3 相互情報量

相互情報量 (quantum mutual information)は、2体量子系の量子状態に含まれる量子相関および

古典相関を合わせて測る情報量の一つである。これは von Neumann エントロピーの線形結合とし

て次式で定義される。

I(A : B) ≡ I(ρAB) := S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB) = S(ρA)− S(ρA|B). (3.3.21)

ここで S(ρA|B)は

S(ρA|B) := S(ρAB)− S(ρB) (≡ S(A|B)), (3.3.22)

で定義される conditional von Neumannエントロピーである*5。この表式から、相互情報量は、部

分系 B (A) の情報を得た場合の部分系 A (B) の情報の減少量を測る情報量と見做せる。この量は

AB 系が純粋状態・混合状態のどちらであるときも総相関の測度として用いられる。

相互情報量の一般的な次の性質を以下に述べる。

(I0) I は常に非負である。

I ≥ 0. (3.3.23)

これは von Neumannエントロピーの subadditivity SA + SB ≥ SAB から直ちに従う。

(I1) 純粋状態 ρAB に関しては、相互情報量の半分はエンタングルメントエントロピーに常に一致

する。
I(A : B)

2
= SA = SB when ρAB is pure. (3.3.24)

(I2) 相互情報量は product statesに関して faithfulである。

I(A : B) = 0 ⇐⇒ ρAB = ρA ⊗ ρB . (3.3.25)

これは後述する量子相対エントロピーの非退化性を用いると容易に示せる。

(I3) I(A : B)の半分は SA, SB で上から制限される。

I(A : B)

2
≤ min{SA, SB}, (3.3.26)

*5 量子論では SA|B は正にも負にもなり得る情報量である。実際、ρAB を量子もつれを持った純粋状態に取ると
SA|B = −SB < 0となる。
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これは次の相互情報量のトレースアウトに対する単調性を用いることで

I(A : B) ≤ I(A : BE) = SA + SBE = 2SA, (3.3.27)

と示せる。SB についても同様。ただしここで ρABE が pure stateとなるように E を取り、純粋状

態に関するエンタングルメントエントロピーの性質 SA = SBE を用いた。この量子状態 ρABE は

ρAB の purificationと呼ばれる。詳しくは第 7章を参照。

(I4) 相互情報量は部分系の縮小（トレースアウト）に関して単調に減少する。

I(A : BC) ≥ I(A : B). (3.3.28)

これは von Neumannエントロピーの strong subadditivityの相互情報量による表現である。

(I5) 相互情報量は加法性 (additivity)を持つ。

I(A1A2 : B1B2) = I(A1 : B1) + I(A2B2) when ρA1A2B1B2
= σA1B1

⊗ σ′
A2B2

. (3.3.29)

この性質は von Neumannエントロピーの加法性から直ちに誘導される。

(I6) 第 7章で議論する entanglement wedge cross sectionの性質と対比して、相互情報量は strong

superadditivityと呼ばれる次の不等式

I(A1A2 : B1B2) ≥ I(A1 : B1) + I(A2 : B2). (3.3.30)

を一般には満たさないことに注意しておく。例えば 4 つのスピン系における混合状態 ρ =

1
2 (|0000⟩ ⟨0000|+ |1111⟩ ⟨1111|)はこの不等式を破る。

3.3.4 量子相対エントロピー

量子相対エントロピー (quantum relative entropy, quantum Kullback-Leibler divergence,

Umegaki entropy)は、量子状態の空間 S(H)に“距離”を定義する情報量である。2つの量子状態

ρと σ に対して、量子相対エントロピー S(ρ||σ)は

S(ρ||σ) := Trρ(log ρ− log σ) ≥ 0, (3.3.31)

で定義される。ここで引数に対称性はなく、一般に S(ρ||σ) ̸= S(ρ||σ)であることに注意。これらを

区別するために、第二引数に入る量子状態を参照状態 (reference state)と呼ぶことがある。
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量子相対エントロピーは非退化である、

S(ρ||σ) = 0 ⇐⇒ ρ = σ. (3.3.32)

また ρの supportが σ の supportに含まれない場合は S(ρ||σ) = +∞となって発散する。

量子相対エントロピーは引数に対称性がなく、また一般には三角不等式も満たさないため、数学

的に厳密な意味の距離ではない。一方、仮説検定の議論において、S(ρ||σ) が大きいほど、ρ と σ

の 2値の状態識別における誤り確率がサンプル数の増加に応じて早く減少することが知られている

(quantum Stein lemma)[72, 73]。この定理と上記の非負・非退化性に基づいて、量子相対エントロ

ピーは一種の距離を量子状態の空間に導入する情報量として広く受け入れられている。尚、一般にこ

のような情報量は divergenceと呼ばれる。

例として、参照状態に熱状態 ρth を取ると、

S(ρ||ρth) = Trρ log ρ− Trρ log
e−βH

Z(β)
(3.3.33)

= −S(ρ) + β ⟨H⟩ρ + logZ(β) (3.3.34)

= β(F (ρ)− F (ρth)), (3.3.35)

となり、量子相対エントロピーを各量子状態における自由エネルギー F (ρ) := β(⟨H⟩ρ − S(ρ)/β)の

差分として表せる。この場合、量子相対エントロピーの非負性 S(ρ||ρth) ≥ 0は、自由エネルギーが

熱状態で最小となることに対応している。

この議論を一般化するために、任意の量子状態 ρに対して modular Hamiltonian Kρ を次のよう

に定義する。

Kρ := − log ρ, (3.3.36)

これは ρ = e−Kρ と書けるから、Kρ の固有値はすべて非負の実数である。Kρ は量子状態 ρと同じ

だけの情報を持っている。これを任意の reference stateに用いると、

S(ρ||σ) = Trρ log ρ− Trρ log σ (3.3.37)

= (Trσ log σ − Trρ log σ) + (Trρ log ρ− Trσ log σ) (3.3.38)

= (⟨Kσ⟩ρ − ⟨Hσ⟩σ)− (S(ρ)− S(σ)) (3.3.39)

≡ ∆Kσ −∆S, (3.3.40)

と書ける。すなわち、量子相対エントロピー S(ρ||σ)は、一般に modular Hamiltonian Kσ と von

Neumann エントロピーの差分として表すことが出来る。
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また量子相対エントロピーと相互情報量には、

I(A : B) = S(ρAB ||ρA ⊗ ρB), (3.3.41)

の関係がある。これと相対エントロピーの非退化性から、相互情報量の product states に関する

faithfulness が直ちに導ける。ただし相互情報量は 2 体量子系の相関を測る情報量であることに対

し、相対エントロピーは量子状態の間の距離を測る情報量であり、その意味合いは全く異なることに

注意する。

量子相対エントロピーを用いてエンタングルメント測度を定義することができる。最も頻繁に用い

られるものは relative entropy of entanglement (REE)と呼ばれており、量子状態 ρAB と separable

statesの最近接距離として次式で定義される [74]。

ER(A : B) ≡ ER(ρAB) := min
σAB∈Sep(HA⊗HB)

S(ρAB ||σAB). (3.3.42)

これは純粋状態に対してはエンタングルメントエントロピーに一致する。

ER(A : B) = SA = SB when ρAB is pure. (3.3.43)

また式 (3.3.41)の性質から、一般の量子状態に関して

ER(A : B) ≤ I(A : B), (3.3.44)

が従う。この式は ER で測った量子相関は I で測った総相関を超えることはないことを意味する。

これはエンタングルメント測度に期待される性質の一つである。

類似のエンタングルメント測度として、引数の位置を入れ替えて、最小化を取る集合を特に局所的

には元の量子状態と区別できない separable states

σAB ∈ Sep(H) s.t. TrAσAB = ρB , TrBσAB = ρA, (3.3.45)

に制限したmodified reversed relative entropy of entanglement を次のように定義する [75]。

E′
RR(ρAB) := min

σAB∈Sep(HA⊗HB), σA,B=ρA,B

S(σAB ||ρAB). (3.3.46)

このエンタングルメント測度は純粋状態に対してエンタングルメントエントロピーとは一致せず、ゼ

ロになるか無限大に発散する。これは混合状態のエンタングルメント測度に対する良い性質の公理

を全ては満たさないためである。一方、E′
RR は数少ない加法性を持つエンタングルメント測度の一
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つでもある。
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第 4章

AdS/CFT対応とエンタングルメントエ

ントロピー

2006年、AdS/CFT対応の研究において、共形場理論のエンタングルメントエントロピーが AdS

時空のある種の最小曲面の面積に対応することが発見された [8]。これは Ryu-Takayanagi公式また

はホログラフィックエンタングルメントエントロピー (holographic entanglement entropy, HEE)

と呼ばれている。Ryu-Takayanagi公式は、

SA =
A(γmin

A )

4GN
, (4.0.1)

の形で表せる。ここで左辺の SA は CFT側の部分系 Aとその補集合 Ac の間に定義されたエンタン

グルメントエントロピー、右辺の A(γmin
A )は AdS側で定義されたある曲面 γA の最小面積を表す。

Ryu-Takayanagi公式は、量子情報理論の手法に基づいた AdS/CFT対応の解析を行う最初の例

であり、その後の様々な発展の基礎となっている。ホログラフィー原理がブラックホールエントロ

ピーの研究から始まったことを思えば、AdS/CFT対応を理解するために情報理論の手法が現れるの

は自然である。実際、Ryu-Takayangi公式は AdSブラックホールに対する Bekenstein-Hawking公

式の拡張になっていることを後に見る。この公式 (4.0.1)によれば、共形場理論のエンタングルメン

トエントロピーの構造を詳細に調べることで AdS 時空の幾何学的な情報を得ることができるため、

原理的には boundaryのエンタングルメントの情報から bulkの時空を再構成できることが期待され

る [10, 11]。

本章では、まず場の理論におけるエンタングルメントエントロピーの計算手法であるレプリカ法に

ついて論じる。この節では特に共形場理論において単純な部分系を取った場合に関する結果を導く。
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次に、AdS/CFT対応における Ryu-Takayanagi公式の定義を与え、実際に重力側の幾何学量を計算

することで公式 (4.0.1) が成り立つことを確認する。さらに Lewkowycz-Maldacena の方法 [18] に

従って Ryu-Takayanagi公式の証明を与える。最後に Ryu-Takayanagi公式に関する量子補正につ

いて議論する。

本章の内容に関連する書籍は [76, 77]を参照のこと。またホログラフィックエンタングルメントエ

ントロピーに関するレビューに [78, 79, 58]がある。

4.1 場の理論におけるエンタングルメントエントロピー

エンタングルメントエントロピーは、ある 2つの部分系 HA ⊗HB 上の量子状態 ρAB に対して、

次のように定義される情報量であった。

S(ρA) = −TrρA log ρA = −
∑
n

λn log λn. (4.1.1)

ここで ρA は縮約密度行列、{λn}は ρA の非負固有値である。これを計算するためには、一般の量

子状態 ρA を対角化してすべての固有値を求める必要がある。しかし無限自由度系である場の理論に

おいて、この操作を実行するのは困難である。そこで代替的な手法として、場の理論でエンタングル

メントエントロピーを計算するためのレプリカ法 (replica method)と呼ばれる方法が知られている。

以下でこれを紹介する。

まずエンタングルメントエントロピー SA（または ρA の von Neumannエントロピー）を次のよ

うに表せることに注目する*1。

SA = lim
n→1

1

1− n
log Tr [ρnA] = − lim

n→1
∂n log Tr [ρnA] . (4.1.3)

ここで Rényiエントロピー (Rényi entropy)

Sn(ρ) :=
1

1− n
log Tr [ρn] , (4.1.4)

を定義しておくと、一般に

S(ρ) = lim
n→1

Sn(ρ), (4.1.5)

*1 これは l’Hôpitalの定理を用いると

lim
n→1

1

1− n
log Tr [ρnA] = lim

n→1

(
−Tr [ρnA]−1 Tr [ρnA log ρA]

)
= SA, (4.1.2)

と確かめられる。
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と表せる。式 (4.1.1)ではトレースの内部に logが含まれていることが根本的な困難を引き起こして

いたが、この表式ではトレース内部は ρのべきになっている。このことが場の理論のエンタングルメ

ントエントロピーを経路積分を用いて計算する方法を与える。

さて、場の理論のエンタングルメントエントロピーを考えるに当たり、導入としてまずはスピン系

などの格子化された理論を考えよう。全体の Hilbert空間は、ある Cauchy面 Σ上の各点に存在す

る自由度の Hilbert 空間に関するテンソル積になってい (Htot = ⊗n∈ΣHn)。標準的には、Cauchy

面としてある時刻一定 t = t0 の空間面 (canonical time slice)を取ることが多い。この系の純粋状態

は、無限自由度多体系の状態として

|Φ⟩ ∈ Htot = ⊗n∈ΣHn, (4.1.6)

と表せる。ここで nは Cauchy面 Σ上の全格子点上を走る。

多体系におけるエンタングルメントエントロピーは、全系を 2つの部分系に別けることで定義され

る。すなわち、ある格子点の集合で構成された部分系 Aを決めると、それ以外の格子点の集合とし

て Ac が決まり、全系の Hilbert空間は

⊗n Hn = HA ⊗HAc , (4.1.7)

と 2つの部分系のテンソル積に分解して表せる。このとき Aと Ac の間のエンタングルメントエン

トロピーは、ρA に関する von Neumannエントロピー

SA ≡ S(ρA), ρA ∈ S(HA), (4.1.8)

として定義される*2。

場の理論は、格子理論の格子間隔を δ → 0と取った連続極限と考えることができる。場の理論に

おいて全 Hilbert空間の部分 Hilbert空間HA を指定することは、Cauchy面上のある空間領域 Aを

選ぶことに対応する（図 4.1.1）。ここで領域 Aの境界 ∂Aを entangling surfaceと呼ぶ。領域は連

結に取る必要はなく、一般に非連結成分がいくつあってもよい。

場の理論の量子状態を経路積分を用いて表そう。時刻 t = 0上の全系の基底状態 |Ω⟩は、t = 0時

*2 正確には、部分系 Aの von Neumannエントロピー SA がエンタングルメント測度として適当な性質を持つのは、全
系 A ∪Ac が純粋状態にあるときのみであることに注意。本論文では通例に従い、全系の純粋性に関わらず SA をエン
タングルメントエントロピーと呼ぶ。
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図 4.1.1 場の理論における Cauchy 面上の部分系 A とその補集合 Ac。場の理論において部分

系を選ぶことは、空間的な部分領域を選ぶことに対応する。エンタングルメントエントロピー SA

は、全系の Hilbert 空間をテンソル積 Htot = HA ⊗ HAc の形に表現して計算する。このとき

∂A(= ∂Ac) は entangling surface と呼ばれる。部分系の取り方は一般に非連結でもよいことに

注意。

刻の場 ϕ̃(x) := ϕ(x, t = 0)に関する汎関数 Ψ0(ϕ̃)と見なせる。これは Euclidean経路積分を用いて

Ψ0[ϕ̃] = ⟨ϕ̃|Ω⟩ = N 1
2

ˆ
Dϕδ(ϕ(x, τ = 0−)− ϕ̃(x))e−S[ϕ], (4.1.9)

と表される。ここでN は ⟨Ω|Ω⟩ = 1から決まる規格化定数である。自由度の積分は x ∈ Rd, −∞ <

τ < 0− に渡って行う。デルタ関数は場 ϕ(x, τ)の τ = 0における境界条件が ϕ̃(x)で与えられるこ

とを標語的に表し、0− の添字は τ < 0からの極限を取ることを示す。式 (4.1.9)は、任意の始状態

|Φ⟩について無限大の Euclidean時間発展を行うと

e−τH |Φ⟩ ∼ e−τE0 |Ω⟩ (τ →∞), (4.1.10)

と基底状態のみが抽出されることの経路積分を用いた表現である。同様に、基底状態の共役元 ⟨Ω|

も、
(
e−iHt |Φ⟩

)†
= ⟨Φ| eiHt に従って、τ を反転した Euclidean 時間発展を用いて表される。従っ
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図 4.1.2 Euclidean経路積分による量子状態（真空）の表現。左図は |Ω⟩ ⟨Ω|を、右図は ρA =

TrAc [|Ω⟩ ⟨Ω|]を表す。

て、基底状態の密度行列 |Ω⟩ ⟨Ω|は、経路積分を用いて

|Ω⟩ ⟨Ω|ϕ̃−ϕ̃+
= ⟨ϕ̃−|Ω⟩ ⟨Ω|ϕ̃+⟩

= N
ˆ
Dϕδ(ϕ(x, τ = 0−)− ϕ̃−(x))δ(ϕ(x, τ = 0+)− ϕ̃+(x))e−S[ϕ], (4.1.11)

と表せる。ここで添え字は密度行列としての足を表す。

密度行列へのトレースは、左右から同一のベクトル（正規直交基底）で挟んで全ての基底ベクトル

について足し合わせる操作である。これは経路積分では、場の境界条件 ϕ(x, 0±) を同じに揃えて、

境界上の自由度を積分することに相当する（“sewing“と称する）。従って、経路積分の言葉では、あ

る部分系 A上の縮約密度行列 ρA は領域 Ac の自由度に関して sewingした後の状況に対応する（図

4.1.2）。これは経路積分による表記で、明示的には

|Ω⟩ ⟨Ω|ϕ̃A
−ϕ̃

A
+

= N
ˆ
Dϕδ(ϕA(x, τ = 0−)− ϕ̃A−(x))δ(ϕA(x, τ = 0+)− ϕ̃A+(x))e−S[ϕ], (4.1.12)

と書ける。ただし ϕ̃A は部分系 A上の場である。

同様に、有限温度状態 ρth = e−βH

Z は長さ τ = β の Euclidean時間発展に対応しており、経路積
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図 4.1.3 Euclidean 経路積分による熱平衡状態 ρth の表現。左図は e−βH を、右図は ρA =

TrAc [e−βH ]を表す。

分を用いて次のように表せる。

ρthϕ̃−ϕ̃+
=

1

Z
⟨ϕ̃−|e−βH |ϕ̃+⟩

=
1

Z

ˆ
Dϕδ(ϕ(x, τ = 0−)− ϕ̃−(x))δ(ϕ(x, τ = 0+)− ϕ̃+(x))e−S[ϕ] (4.1.13)

ここで積分は x ∈ Rd, 0 < τ < β の自由度に渡って行う。分配関数は

Z(β) = Tre−βH =
∑
ϕ̃

⟨ϕ̃|e−βH |ϕ̃⟩ , (4.1.14)

と書けるため、Euclidean時間方向を S1 状に丸めた Euclidean多様体上の積分が対応する。このト

レース操作を部分系 Ac に限って行うことで、有限温度状態に対する縮約密度行列が得られる（図

4.1.3）。
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図 4.1.4 Euclidean 経路積分によるレプリカ法（Rényi エントロピー）の表現。縮約密度行列

ρA を複製して、部分系 Aにおいて周期的に繋ぎ合わせている。

これらを踏まえて、Rényiエントロピー (4.1.4)は、

TrρnA = Tr[ρA · · · ρA]

=
∑
ϕ̃A

⟨ϕ̃|ρA · · · ρA|ϕ̃⟩

=
∑
ϕ̃A
1

· · ·
∑
ϕ̃A
n

⟨ϕ̃1|ρA|ϕ̃2⟩ ⟨ϕ̃2|ρA|ϕ̃3⟩ · · · ⟨ϕ̃n|ρA|ϕ̃1⟩

= Nn

ˆ (
Πn
j=1Dϕ̃

A
j

) ˆ
Dϕ1δ(ϕ

A
1 (x, τ = 0−)− ϕ̃A1 (x))δ(ϕA1 (x, τ = 0+)− ϕ̃A2 (x))e−S[ϕ1]

· · · ×
ˆ
Dϕnδ(ϕ

A
n (x, τ = 0−)− ϕ̃An (x))δ(ϕAn (x, τ = 0+)− ϕ̃A1 (x))e−S[ϕn]

= Nn

ˆ
Rn

Dϕe−S[ϕ], (4.1.15)

と表せる。ただしここで Rn は 図 4.1.4にあるような n枚のシートを境界 Aで周期的に張り合わせ

た多様体を表す。このとき境界 ∂A周りの回転は 2πnの周期を持っている。

以上の議論では規格化因子の存在を無視していた。経路積分によって表される規格化因子を除い

た密度行列を ρ̂などと表すと便利である。これを用いて、Rn 上の分配関数 Zn を

Zn := Trρ̂nA =

ˆ
Rn

Dϕe−I[ϕ], (4.1.16)
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と定義する。規格化因子は N−1 = Trρ̂ = Z1(= Z)で与えられる。従って、Rényiエントロピーは

Sn(ρA) =
1

1− n
log TrρnA =

1

1− n
log

[
Trρ̂nA

(Trρ̂A)
n

]
=

logZn − n logZ1

1− n
, (4.1.17)

と表せる。これらの議論は元々は整数の n > 1に関して成り立っている。エンタングルメントエン

トロピーを求めるには、この結果を n ∈ Rへと解析接続*3 して、n→ 1の極限を取ることで

SA = lim
n→1

Sn(ρA) = − lim
n→1

∂

∂n

Zn
Zn

, (4.1.18)

と導出する。この処方に従って、エンタングルメントエントロピーを得るためには Rn 上の分配

関数 Zn を計算すればよい。このように経路積分の各シート上の理論を複製して計算を行うため、

これをレプリカ法と呼ぶ [80, 81]。レプリカ法は、真空や熱状態、励起状態のような Euclidean 経

路積分を用いて表せる量子状態に関して有効である。構成から明らかなように、Rn 上の理論には

Zn-symmetry が現れる。これをレプリカ対称性 (replica symmetry) と呼ぶ。量子状態を表す経路

積分は、密度行列の Hermit性を反映して、Euclidean時間方向の reflection symmetryを有する。

場の理論におけるエンタングルメントエントロピーは、系が無限自由度であることを反映して一

般に発散する。そこで発散を制御するために UV-cutoff (lattite spacing) ϵを入れる必要がある。ス

ケール不変性を持った相対論的 d次元場の理論の真空におけるエンタングルメントエントロピーは、

一般に

SA = ad−2
∂A

ϵd−2
+ ad−4

Ld−4
A

ϵd−4
· · ·+

(−1)
d−1
2 SA, (d : odd)

(−1)
d−2
2 SA log LA

ϵ + Sfinite
A , (d : even)

.. (4.1.19)

と振る舞うことが知られている。ここで ∂A は entangling surface の面積、LA は A の典型的なサ

イズである。UV極限に伴うエンタングルメントエントロピーの leadingな発散は、常に entangling

surfaceの面積に比例する。これは面積則と呼ばれる [82, 83]。全系が純粋状態であるときのエンタ

ングルメントエントロピーの性質 SA = SAc を思い出せば、A と Ac が共有する対象として表面積

∂A = ∂Ac が現れることは自然に理解できる。エンタングルメントエントロピーの UV発散は、高

エネルギー領域の自由度が無限大になることから生じる。エネルギーの期待値が有限の量子状態（熱

状態など）は、UV 領域の構造が真空と同じであるから、エンタングルメントエントロピーの発散

も真空と同一である。また係数 aj≥1 は考えている理論の詳細に依る定数である。これらは明らか

に regularization schemeに依存するため、物理的な量としては解釈できない。一方、SA は正則化

*3 このようにして得られる解析接続は一意的とは限らないことに注意する。例えば sin(πn)/(1− n)は n > 1の任意の
整数点で 0であるが n → 1では 0でない。本論文ではこの点に関する議論を留保して取り扱う。
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の方法によらないため、その意味で universal な性質を捕らえており renormalized entanglement

entropyと呼ばれる*4。Sfinite
A は有限の定数項である。

場の理論としてゲージ理論を考える場合は、Hilbert 空間をゲージ不変性を保ったまま式 (4.1.7)

のようにナイーブには分割できず、エンタングルメントエントロピーを定義するために新たな取り

扱いが必要になる。この事情は A と Ac に跨る非局所的な演算子（例えばWilson loop）の存在に

由来している。格子上の Abelianゲージ理論における議論は [84]で与えられ、そこでは HA 上の作

用素代数 AA には不定性があり、典型的には AA が非自明な中心 (center)を持つことが指摘された。

非自明な中心の存在は、A, Ac 上の演算子を単純に OA ⊗ IAc , IA ⊗OAc と表せないことを意味す

る*5。より一般に、non-Abelianのゲージ理論におけるエンタングルメントエントロピーでは、通常

のゲージ不変な量子状態から拡張した Hilbert空間による取り扱いが必要となる [86, 87, 88, 89]。

レプリカ法を用いてエンタングルメントエントロピーを求める場合、非自明な多様体Rn 上の分配

関数を nを任意の整数変数としたまま計算する必要があり、これの実行は一般には困難である。こ

こでは計算が可能な具体例として 2次元共形場理論におけるエンタングルメントエントロピーを以

下で計算する。

4.1.1 2次元共形場理論のエンタングルメントエントロピー

以下では 2 次元共形場理論のエンタングルメントエントロピーを [81, 90] に従って計算す

る。真空を与える Euclidean 時空は Riemann 面 R1 = R2 ≃ C であり、位置を表すために複

素座標 z = x + iy ∈ C を用いると便利であれる。簡単のために、部分系 A が一つの interval

A = [u, v], (u < v, u, v ∈ R)から構成される場合を考える。この場合、共形対称性のみから一般の

2次元共形場理論に対して SA の形が決まる。

エンタングルメントエントロピーを求めるには、式 (4.1.16)に従って Rn 上の分配関数を計算す

ればよい。そのために、Zn は C上の n個の同じ種類の場がある理論

Zn =

ˆ
C|C

Dϕ1 · · ·Dϕne−I
(n)[ϕ1,...,ϕn] (4.1.20)

I(n)[ϕ⃗] :=

n∑
j=1

I[ϕj ], (4.1.21)

*4 SA が正則化に依らないことは、偶数次元の場合 log ϵ の形から明らかである。奇数次元の場合、少なくとも共形場理
論に関して universalになることが知られている。

*5 このことは (AA)′ = AAc , (AA)′′ = AA を用いて I ̸= AA ∩ (AA)′ = AA ∩AAc = (AAc )′ ∩AAc から分かる。た
だしここでプライムは作用素の集合 S ⊂ L(H) に対する commutant S′ = {A ∈ L(H)|AB = BA, ∀B ∈ S} で
ある [85]。
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と書き直せることに注目する。I(n) に含まれる C 上の n 個の場をレプリカ場 (replica fields) と呼

ぶ。ここで
´
C|C はレプリカ場に対する境界条件

C : ϕi(x, 0+) = ϕi+1(x, 0−), x ∈ A (i mod n), (4.1.22)

の下で経路積分を行うことを表す。これは元々の Rn が持っていた周期性を target space の周期

性に押し付けたことに相当する。この境界条件は、∂A に局在した C 上のツイスト演算子 (twist

operator)を経路積分に挿入することで表せる*6。特に 2次元の場合、ツイスト演算子は局所演算子

として

Zn ∝ ⟨Tn(u, 0)T̃n(v, 0)⟩ C, (4.1.23)

を満たすものとして導入される。ここで T は i→ i+ 1、T̃ は i→ i− 1の変換に対応したツイスト

演算子である*7。より一般に、演算子の挿入に対しても

⟨O(i)(x, y) · · ·⟩Rn
=
⟨Tn(u, 0)T̃n(v, 0)Oi(x, y) · · ·⟩ C

⟨Tn(u, 0)T̃n(v, 0)⟩ C
, (4.1.26)

が成り立つ。ここでRn 上の O(i) は i番目のシート上に存在する場であり、C上の Oi は i番目のレ

プリカ場 ϕi のみから構成された場である。

この関係式 (4.1.26)を用いて Tn の共形次元を求める。O(i) として、エネルギー運動量テンソルの

正則成分 T (w)を考える。z ∈ Cから w ∈ Rn への共形変換は

z =

(
w − u
w − v

) 1
n

, (4.1.27)

*6 式 (4.1.20)ないし式 (4.1.16)から、ツイスト演算子が式 (4.1.23)を満たすものとして formalに定義される [90, 91]。
これは Zn レプリカ対称性に関するオービフォールド理論 Cn/Zn 上の twist operatorと思うことができる [92]。

*7 レプリカ場を Fourier変換を用いて再定義する

φj :=
n∑

k=1

e2πi jk
n ϕk, (4.1.24)

と、Tn および T̃n の作用は次のように対角化される。

Tnφj = e−2πi j
n φj , T̃nφj = e2πi j

n φj . (4.1.25)

自由場など作用が I(n)[ϕ] =
∑n

j=1 I
(j)[φj ]と decoupleする場合は φを用いた計算が簡単になる [93]。
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と表せる。このときRn 上のエネルギー運動量テンソルは、式 (2.3.73)から

⟨T (w)⟩Rn
=

(
dz

dw

)2

⟨T (z)⟩C +
c

12
S[z, w]

=
c

12
S[z, w]

=
c

24

(
1− 1

n2

)
(u− v)2

(w − u)2(v − u)2
, (4.1.28)

となる。ただし 2 行目で ⟨T (z)⟩C = 0 を用いた。これは 1 つのレプリカ場から構成されたエネル

ギー運動量テンソルに対する結果であるから、全てのレプリカ場のエネルギー運動量テンソル T (n)

に関してはこの結果を n倍すればよい。すなわち、式 (4.1.26)から

⟨Tn(u, 0)T̃n(v, 0)T (n)(w)⟩ C
⟨Tn(u, 0)T̃n(v, 0)⟩ C

= n ⟨T (w)⟩Rn
=

c

24

(
n− 1

n

)
(u− v)2

(w − u)2(v − u)2
, (4.1.29)

を得る。この結果を一般のプライマリー場に対するWard-Takahashi恒等式

⟨Φn(u, 0)Φ̃n(v, 0)T (n)(w)⟩ C =

[
hΦ

(w − u)2
+

∂w
w − u

+
hΦ̃

(w − v)2
+

∂w
w − v

]
⟨Φn(u, 0)Φ̃n(v, 0)⟩ C,

(4.1.30)

と比較することで、Tn, T̃n が共形ウェイト

hTn
= hTñ

=
c

24

(
n− 1

n

)
, (4.1.31)

のプライマリー場であることが分かる。反正則部に関しても同様の解析が成り立つ。従って、分配関

数の計算に用いるツイスト演算子の 2点相関関数は

⟨T n(u)T̃n(v)⟩C ∝
1

(u− v)2hTn (ū− v̄)2h̄Tn

=
1

|u− v|4hTn
, (4.1.32)

によって与えられる。

以上の議論をまとめると、TrρnA は一般の 2次元共形場理論において

TrρnA =
Zn(A)

Zn1
(4.1.33)

=

´
Rn(A)

Dϕe−S[ϕ](´
CDϕe

−S
)n (4.1.34)

∝ ⟨Tn(u)T̃n(v)⟩C (4.1.35)

∝
(
l

ϵ

)
− c

6 (n−
1
n ), (4.1.36)
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と表せる。l は部分系のサイズ l := v − u > 0、ϵは次元解析から挿入された UV-cutoffである。さ

らに理論の詳細に依存する比例定数を cn で表すと、

TrρnA = cn

(
l

ϵ

)
− c

6 (n−
1
n ), (4.1.37)

となる。ただし密度行列の規格化条件から、c1 = 1であることが分かる。これを用いると、Rényiエ

ントロピーは

Sn(A) =
c

6
(
1 + n

n
) log

l

ϵ
+

1

1− n
log cn, (4.1.38)

となる。従って 2次元共形場理論におけるエンタングルメントエントロピーは

S(A) =
c

3
log

l

ϵ
+ c′1, (4.1.39)

で与えられる。ただし c′1 = (∂ncn)|n=1 である。

エンタングルメントエントロピーはツイスト演算子の 2点相関関数 (4.1.32)から得られた。これ

を利用して、ツイスト演算子 hn = h̄n = c
24 (n− 1

n )の共形変換に対する変換性

⟨Tn(w1, w̄1)T̃n(w2, w̄2)⟩ =

∣∣∣∣ dzdw
∣∣∣∣2hn

z=z1

∣∣∣∣ dzdw
∣∣∣∣2hn

z=z2

⟨Tn(z1, z̄1)T̃n(z2, z̄2)⟩ , (4.1.40)

を用いることで、S1 上の真空や R 上の有限温度状態におけるエンタングルメントエントロピー

を容易に導出できる。まず周期が L で与えられる円周 S1 上の 2 次元共形場理論について、部分

系を A = [u, v] と取る。基底状態はシリンダー R1 = S1 × R 上の経路積分で与えられる。座標

w = (x, τ) ∈ S1 × R (x ≃ x+ L)から z ∈ Cへの共形変換は z = e
2πi
L w で与えられるから、

⟨Tn(w1, w̄1)T̃n(w2, w̄2)⟩cyl ∝ (
2πϵ

L
)4hn

1∣∣∣e 2πi
L u − e 2πi

L v
∣∣∣4hn

=

[
πϵ
L

sin(π(u−v)L )

]4hn

, (4.1.41)

を得る。従って、Rényiエントロピーとエンタングルメントエントロピーは

S(cyl)
n (A) =

c

6
(
1 + n

n
) log

[
L

πϵ
sin

(
πl

L

)]
, (4.1.42)

および

S
(cyl)
A =

c

3
log

[
L

πϵ
sin

(
πl

L

)]
, (4.1.43)

となる。ここで l = v− u (> ϵ)である。また l→ 0の極限を取ると R上のエンタングルメントエン

トロピー (4.1.39)に戻ることが確認できる。
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次に R上の有限温度状態は、シリンダー w = (x, τ) ∈ R× S1, τ ≃ τ + β 上の経路積分で与えら

れる。従って、共形変換 z = e
2π
β w によって

⟨Tn(w1, w̄1)T̃n(w2, w̄2)⟩thermal ∝ (
2πϵ

β
)4hn

e
4πhn

β ue
4πhn

β v∣∣∣e 2π
L u − e 2π

L v
∣∣∣4hn

=

[
πϵ
β

sinh(π(u−v)β )

]4hn

, (4.1.44)

を得る。ここから同様に

S(themal)
n (A) =

c

6
(
1 + n

n
) log

[
β

πϵ
sinh

(
πl

β

)]
, (4.1.45)

および

S
(themal)
A =

c

3
log

[
β

πϵ
sinh

(
πl

β

)]
, (4.1.46)

となる。特に高温極限 β → 0では

S
(themal)
A ∼ c

3
log

[
β

2πϵ
e

πl
β

]
=
πc

3
lT +

c

3
log

[
β

2πϵ

]
, (4.1.47)

となり、初項は高温状態の volume lawの振る舞いを示している。

一般に部分系 Aが N ≥ 2個の disjoint intervalsから構成されている場合 (A =
∪N
i=1[ui, vi])、レ

プリカ多様体Rn の種数は
g = (N − 1)(n− 1), (4.1.48)

で与えられる。ここから分かるように、一般の N > 1に対するエンタングルメントエントロピーの

計算は非常に複雑になる。共形場理論の場合は、同様の方法でツイスト演算子による 2N 点相関関数

が現れる。N > 1の相関関数については、共形対称性のみからは関数系を決定できず、個々の理論

モデルの詳細に依存する。

例えば 2 intervalを A1 = [u1, v1], A2 = [u2, v2]のエンタングルメントエントロピーを求めるに

は、ツイスト演算子の 4点関数を計算すればよい。それは一般に

TrρnAB = c2n

(
|u1 − u2||v1 − v2||

|u1 − v1||u2 − v2||u1 − v2||u2 − v1|

)4hn

F(x), (4.1.49)

で与えられる。ここで xは cross-ratio

x =
(u1 − v1)(u2 − v2)

(u1 − u2)(v1 − v2)
, (4.1.50)

である。F(x)は共形対称性のみからは決定できない理論に依存する関数である [91, 94]。
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図 4.2.1 Ryu-Takayanagi 公式に現れる codimension-2 の（超）曲面。エンタングルメントエ

ントロピー SA は、AdS時空の時間一定面 t = t0（右図）において、(1) ∂A = ∂γA、(2) γA と

Aは homologous、を満たすような曲面 γA の最小面積によって与えられる。

4.2 Ryu-Takayanagi公式

AdS/CFT対応における Ryu-Takayanagi公式は、共形場理論のエンタングルメントエントロピー

SA を重力側で計算する方法を与える。Ryu-Takayanagi公式は、静的な漸近 AdS時空に対して

SA = min
∂γA=∂A
γA∼A

A(γA)

4GN
, (4.2.1)

で与えられる [8]。ここで左辺の SA は、境界 Bd ≡ R×Bd−1 上で定義された共形場理論のある時刻

t = t0 における部分系 Aに関するエンタングルメントエントロピーである。右辺の A(γA)は、AdS

側の時間一定面 t = t0 上に存在する codimension-2の（超）曲面 γA の面積を表す。ここでは γA は

部分系 Aの entangling surface ∂Aと境界が一致し (∂γA = ∂A)、また γA と Aは homologousで

あるという条件 (γA ∼ A)を課している (homology condition)（図 4.2.1 ）。特にホモロジー条件は、

部分系を multi-intervalに取った場合やブラックホール時空において重要になる。Ryu-Takayanagi

公式は、このような条件を満たす γA の面積の最小値がエンタングルメントエントロピー SA と等し
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いことを主張する。

上記の最小値を達成する超曲面 γmin
A を、本論文では Ryu-Takayanagi曲面 (RT surface)と呼ぶ

ことにする。重力側から計算される式 (4.2.1)の右辺はホログラフィックエンタングルメントエント

ロピー（holographic entanglement entropy）と呼ばれる。ホログラフィックエンタングルメントエ

ントロピーは一般に AdS boundaryまで伸びており、そのため曲面の面積が無限大になる発散を持

つ。これを制御するために、ブラックホールエントロピーの計算と同様に IR-cutoffを入れて計算す

る。これは UV-IR relationによって共形場理論のエンタングルメントエントロピーの UV発散に対

応している。

具体例として、3次元 AdS時空におけるホログラフィックエンタングルメントエントロピーを計

算する。このとき codimension-2の超曲面は 1次元であり、RT surfaceは boundary上の ∂Aに端

点を持つ bulk の測地線になる。A が複数の disjoint intervals で構成されている場合、RT surface

はいくつかの測地線の和になる。

4.2.1 ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの例

まずは最も簡単な pure AdS 時空の Poincaré パッチについて考える。これには R1,1 上の 2 次

元共形場理論が対応しており、その部分系を A = [−l/2, l/2] と取る。重力側における entangling

surface ∂A は P = (t0,−l/2, ϵ), Q = (t0, l/2, ϵ) に存在する。ここで発散を制御するために UV

cutoff (z = ϵ→ 0)を導入した。測地線の長さは

A(γA) =

ˆ
γA

ds = 2R

ˆ z∗

ϵ

dz

z

√
1 +

(
dx(z)

dz

)2

, (4.2.2)

によって与えられる。最小面積を与える測地線は明らかに x = 0 に対して対称性を持つことから、

x(z)とパラメトライズしている。z∗ は turning pointと呼ばれる γA 上の z の最大値である。

最小条件は、運動方程式

δA(γA) = 0, (4.2.3)

によって与えられる。この解は z−x平面における半円

x2 + z2 =
l

4

2

, (4.2.4)

で与えられることは直ぐに確認できる（図 4.2.2）。従って
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図 4.2.2 3次元 pure AdS空間における Ryu-Takayanagi曲面。左図は Poincaré AdSに、右図

は global AdSに対応する。UV (IR)発散を制御するために AdS boundaryの手前に UV cutoff

を入れる。

A(γmin
A )

4GN
=

R

2GN

ˆ l
2

ϵ

dz

z

√
1−

(
2z
l

)2 =
R

2GN
log

l

ϵ
=
c

3
log

l

ϵ
, (4.2.5)

を得る。ここで AdS3/CFT2 対応において共形場理論の中心電荷 cと重力理論のパラメータ R/GN

を結びつける Brown-Henneauxの関係式 [95]

c =
3R

2GN
, (4.2.6)

を用いた。AdS/CFT対応の一般論としては cは理論が含む有効自由度Neff に対応することに注意。

この結果から、ホログラフィックエンタングルメントエントロピー (4.2.5)が 2次元共形場理論で計

算したエンタングルメントエントロピー 4.1.39と一致することが確かめられる。

次に global AdS3 に関して考える。S1 上の共形場理論の部分系 A の長さを l、また S1 の周

期を L と置く。重力側における UV cutoff を ρ∞(→ ∞) と表すと、∂A の 2 点は bulk におい

て P = (τ0, ρ∞, 0), Q = (τ0, ρ∞,
2πl
L ) にある。測地線の長さを与える公式 (2.2.13) を用いると、
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ρ∞ →∞の極限下で

σ(P,Q) = R cosh−1

(
cosh ρ∞ cosh ρ∞ − sinh ρ∞ sinh ρ∞ cos(

2πl

L
)

)
∼ R cosh−1

(
e2ρ∞

2
sin2(

πl

L
)

)
∼ 2R log[eρ∞ sin(

πl

L
)], (4.2.7)

を得る。測地線の位置は図 4.2.2のようになる。また UV cutoff については、Poincaré パッチと

global AdSの関係 (2.2.8)および次元解析から eρ∞ ∝ L
ϵ と関係付くことが分かる。ここで定数倍は

不定であるが、エンタングルメントエントロピーの普遍的な部分を求める際には影響しない。従っ

て、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは

A(γmin
A )

4GN
∼ 2R

4GN
log[

L

ϵ
sin(

πl

L
)] =

c

3
log[

L

ϵ
sin(

πl

L
)], (4.2.8)

となる。これは ϵに残る定数倍の不定性を除いて式 (4.1.43)と一致する。

さらに AdS3 black braneや BTZブラックホール時空に関しては、これらが局所的に AdS3 と同

じであることを用いて座標変換を行うと上の結果から容易に求めることができる。また高次元 AdS

のホログラフィックエンタングルメントエントロピーに関しては、同様に codimension-2の最小曲

面の面積として計算できる。これらの計算は、一般的な状況に対して第 5章で扱うため、ここでは割

愛する。

4.2.2 ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの性質

部分系が n > 1 個の disjoint intervals から構成されている場合、ホモロジー条件を満たす曲面

の候補が複数現れる。例えば n = 2 の場合は図 4.2.3 で与えられるように、SAB の候補として曲

面 γa ∪ γb または曲面 γc ∪ γd が現れる。この場合、最小性条件によって、面積の和が小さい方を選

ぶことになる。簡単のためにそれぞれの曲面の面積を 4GN で割ったものを同様に γa 等で表すと、

Ryu-Takayanagi公式は

SAB = min{γa + γb, γc + γd}, (4.2.9)

と書ける。ここで SA = γa, SB = γb であるから、ホログラフィックエンタングルメントエントロ

ピーは劣加法性 SA + SB ≥ SAB が常に成り立つことが分かる。この性質は n > 2の場合も同様の

議論で示せる。またこれはホログラフィックエンタングルメントエントロピーによって求めた相互

情報量 I(A : B) = SA + SB − SAB の正値性と言い換えることもできる。式 (4.2.9)の右辺でどちら
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図 4.2.3 部分系の数 n = 2の場合の Ryu-Takayanagi曲面。曲面 γa ∪ γb と γc ∪ γd は共にホ

モロジー条件を満たしている (γa ∪ γb ∼ γc ∪ γd ∼ A ∪ B)。γmin
AB には、A と B の配置に応じ

て、これらのうち面積の小さい方が選ばれる。

の曲面が選ばれるかは、Aと B のサイズや位置関係に依存する。特に 2次元共形場理論で n = 2の

場合は cross ratioのみに依存する。

具体例として n = 2のとき、Poincaréパッチで同じ長さ l の部分系 A,B が距離 r だけ離れてい

る状況では、式 (4.2.5)から

Ĩ(A : B) := (γa + γb)− (γc + γd) =
c

3
log

l2

r(2l + r)
, (4.2.10)

を得る。この Ĩ(A : B)を用いると相互情報量は

I(A : B) = max{Ĩ(A : B), 0}, (4.2.11)

と表せる。従って相互情報量は r = (
√

2 − 1)l の点において 1次微分の不連続な変化を起こす。こ

れを相互情報量（あるいは γmin
AB の）相転移と呼ぶ。この現象は large cによる古典重力近似の効果
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図 4.2.4 ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの強劣加法性。

から生じている [96]。まとめると

SAB =

 2c
3 log l

ϵ (r > (
√

2− 1)l)

c
3 log r(2l+r)

ϵ (r < (
√

2− 1)l)
⇒ I(A : B) =

0 (r > (
√

2− 1)l)

c
3 log l2

r(2l+r) (r < (
√

2− 1)l)
,

(4.2.12)

を得る。相互情報量は faithfulな相関測度であったから、古典重力による近似 O(N2)の範囲では、

holographic CFTsの相関は l程度の距離の範囲に局在していることが言える。

以上の議論の中でホログラフィックエンタングルメントエントロピーが劣加法性を満たすことを

確認したが、より一般にホログラフィックエンタングルメントエントロピーがエンタングルメントエ

ントロピーの一般的な性質を満たしていることを確認する。特に強劣加法性 (strong subadditivity)

SAB + SBC ≥ SABC + SB , (4.2.13)

に注目すると、これはホログラフィックエンタングルメントエントロピーの定義に含まれる最小性お

よびホモロジー条件から示すことができる。簡単のために A,B,C がこの順に隣接している状況を

考えよう（図 4.2.4 ）。このとき強劣加法性は
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SAB + SBC = (γa1 + γa2) + (γb1 + γb2)

= (γa1 + γb1) + (γa2 + γb2)

≥ γc + γd

= SABC + SB , (4.2.14)

と証明できる。ただし三行目の不等式においてホログラフィックエンタングルメントエントロピー

の最小性を用いた。部分系の順序が異なる場合や、隣接せず相互に離れている場合、それぞれが

disjoint intervals で構成されている場合についても同様の方法で証明できる。尚、劣加法性および

Araki-Lieb不等式は、強劣加法性から演繹できる。すなわち、B として空集合を取ることで直ちに

劣加法性 SA + SC ≥ SAC を得る。また C を AB の purification*8 に取ると、SAB + SA ≥ SB を

得る。同様に A↔ B とラベルを付け替えて同様の議論を行うことで Araki-Lieb不等式を得る。

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは、一般の量子系におけるエンタングルメント

エントロピーの性質に加えて、次の不等式

SABC + SA + SB + SC ≤ SAB + SBC + SCA, (4.2.15)

を満たす。これは holographic CFTsの特殊性を反映していると考えられる（7.4節参照）。この証明

は強劣加法性と同様にして行える。例えば最も簡単な状況（図 4.2.5 ）については、I(A : C) > 0で

あるとき

SAB + SBC + SCA = (γab1 + γab2) + (γbc1 + γbc2) + (γb + γabc)

= (γab1 + γbc2) + (γab2 + γbc1) + γb + γabc

≥ γa + γc + γb + γc

= SA + SB + SC + SABC , (4.2.16)

を得る。I(A : C) = 0 のときも同様に示せる。式 (4.2.15) を相互情報量を用いて書き直すと、

monogamyと呼ばれる不等式

I(A : BC) ≥ I(A : B) + I(A : C), (4.2.17)

を得る。または同値な表式として、tripartite information I(A : B : C) = SA + SB + SC − SAB −

SBC − SCA + SABC の非正性

I(A : B : C) ≤ 0, (4.2.18)

*8 第 7章参照。
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図 4.2.5 ホログラフィックな相互情報量の monogamy性。

を得る。

Holographicな相互情報量の monogamy性を用いると、エンタグルメントエントロピー（または

von Neumannエントロピー）が一般の量子系において満たすべき無数の独立な性質 [97, 98]を、ホ

ログラフィックエンタングルメントエントロピーが実際に満たしていることを証明できる [28]。これ

はホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式を支持する重要な証拠の一つである。

Ryu-Takayanagi 公式は、AdS 時空におけるブラックホールエントロピーの拡張を与えている。

このことを見るために、Schwarzschild-AdS ブラックホール時空のホログラフィックエンタングル

メントエントロピーを考える。Sd−1 上の場の理論の部分系 Aを徐々に拡大していくと、RT surface

は部分系 Aが一定の大きさを超えたところでブラックホールの地平面に巻き付く形になる（図 4.2.6

）。このとき地平面に巻き付いている曲面と、boundaryにアンカーされた曲面を合わせた曲面は A

へのホモロジー条件を満たしている。特に部分系 Aを Sd−1 の全体に取ることで

Stot =
Ahorizon

4GN
, (4.2.19)

となり、AdSブラックホールに対する Bekenstein-Hawking公式を再現する。このとき共形場理論

の量子状態は有限温度状態 ρA ∝ e−βH である。すなわち、AdSブラックホールに関しては、ブラッ

クホールエントロピーは AdS boundary上の量子論のエントロピーとして表すことができる。また
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図 4.2.6 AdS ブラックホール時空における Ryu-Takayanagi 曲面。上図は 1-side ブ

ラックホール（S1 上の CFT の有限温度状態 ρth）、下図は 2-sides ブラックホール

(2つの境界上の CFT1, CFT2に定義された |TFD⟩)に対応している。

全体系の量子状態が混合状態であることに対応して、ホログラフィックエンタングルメントエントロ

ピーは一般に SA ̸= SAc となっている。特に RT surfaceが horizonに巻き付くほど十分大きな部分

系 Aに対しては、

SA = SAc + SAAc , (4.2.20)

が成り立つ。これは Araki-Lieb 不等式を saturate しており、この現象は entanglement plateaux

と呼ばれている [99]。

エンタングルメントエントロピー SA は全体系が純粋状態のときに限って Aと Ac の間の量子相

関を表す。従って、混合状態である有限温度状態を見ている場合には SA は量子相関としては解釈で

きない。ところが、CFT上の有限温度状態をそれ自体がより大きな純粋状態にある系の部分系であ

ると考えることで、ブラックホールエントロピーを 2つの系の間の量子もつれとして解釈し直すこ

とができる。この状況を与えるのが thermofield double state (TFD states)である（式 (2.4.28)）。

TFD 状態は同一の CFT の 2 つのコピー CFT1, CFT2 上に定義された純粋状態である。片方の

CFTをトレースアウトすると、残された CFTの量子状態は有限温度状態に戻ることが確認できる。

TFD は 2 つの boundary を持つ maximally extended AdS black hole 時空に対応している [59]。
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図 4.2.6はその時間一定面を表しており、2 つの AdS boundaries をワームホール (Einstein-Rosen

bridge)が繋いでいる。この系においてホログラフィックエンタングルメントエントロピーを考える

と、CFT1 上に取った部分系 Aが大きくなるにつれて、RT surfaceはワームホール時空の throatに

巻き付くことが分かる。すなわち、ブラックホールエントロピーは TFD状態にある 2つの CFTの

間のエンタングルメントエントロピーと見做すことができる。この状況は境界にある 2つの場の理

論の量子もつれによってワームホールで結び付いた時空が作り出されたと見做すことができる。こ

れがより一般の状況でも成り立つという予想が [59]で与えられ、標語的に「ER=EPR予想」と呼ば

れている。また TFD状態において両サイドの CFTを時間発展させた状況は global quenchに対応

している [64]。

AdS/CFT対応の文脈で問題となる 2次元の holographic CFTsは、大自由度極限 c→∞ (large

c limit) およびエネルギーギャップの存在 ∆gap ∼ O(c) (sparse spectrum) を満たす特殊なクラス

の 2次元共形場理論である。これらの条件は、ゲージ理論の言葉では、前者は N → ∞に、後者は

λ→∞に相当する。1-intervalの部分系に関するエンタングルメントエントロピーの結果 (4.1.39),

(4.1.43), (4.1.46)は任意の 2次元共形場理論に共通であり、具体的なモデルの詳細に依存しないと

いう意味で universalな結果である点に注意が必要である。さらに高次元 d > 2の場合でも、球状の

部分系 A に対する真空状態（およびその摂動）のエンタングルメントエントロピーは universalな

結果を与えることが知られている [100, 101]。従ってこのような部分系のエンタングルメントエン

トロピーからは holographic CFTs に特有の情報を抜き出すことができないことに注意が必要であ

る。そこで系の詳細に依存するようなエンタングルメントエントロピーの設定を考え、holographic

CFTsの条件下における振る舞いを調べることで、重力側の計算との整合性を確認することが期待さ

れる。例えば部分系が n-disjoint intervalsから構成されるエンタングルメントエントロピーを考え

ると、これはツイスト演算子の 2N 点相関関数から計算されるため、この量は理論の詳細に依存して

いる。実際に、holographic CFTsの条件の下では、相互情報量 I(A : B)について調べた重力側の

相転移と同じ現象が起きることが確かめられている [96]。この事実は Ryu-Takayanagi 公式を支持

する重要な結果の一つである。次節では、より直接的に Ryu-Takayanagi公式の証明を行う。

4.3 Ryu-Takayanagi公式の証明

Ryu-Takayanagi公式を証明する試みは [102]に始まり、[92, 103]による改善を経て、一般的な状

況における証明が [18]で与えられた。この証明は AdS/CFT対応の一般原理を通して、重力理論側

でレプリカ法の対応物を構成することで行われる。これは古典重力極限 N → ∞における公式の導
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出を与えると同時に、次節で扱うホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正の効

果を明らかにする。尚、以下では簡単のために α′による高階微分項の補正は考えず bulkは Einstein

重力理論に従うものとする。

場の理論におけるレプリカ法を再掲すると、n次の Rényiエントロピーおよびエンタングルメン

トエントロピーは

Sn(A) =
logZn − n logZ1

1− n
, SA = lim

n→1
Sn(A), (4.3.1)

で与えられた。ここで Rényiエントロピー Sn(A)を重力理論側で表すことを考えたい。そのために

AdS/CFT対応の辞書である GKPWの関係 (2.4.18)式を用いて、分配関数 Zn を対応する重力理

論の分配関数として表すことにする。特に古典極限 N ∼ 1/
√
GN → ∞では、saddle point近似を

用いて重力側の分配関数は次のように与えられる。

ZCFT
n = ZAdS

n ∼ e−I(Mn). (4.3.2)

ここで I(Mn)は、∂Mn = Rn を境界条件とする運動方程式（Einstein方程式）によって生成され

た古典解Mn (∂Mn = Rn)の Einstein-Hilbert作用および物質場である。

I(Mn) = − 1

16πGN

ˆ
Mn

(
√
gR− 2Λ) + Imatter. (4.3.3)

レプリカ多様体Rn は、分配関数の積分空間として現れるために S1 の周期性を持っている。例え

ば図 4.1.4では ∂A周りに n回転すると元のシートに戻る。これに対応するR1 の周期性を座標 τ を

取って τ ∼= τ + 2π と置くと、レプリカ多様体 Rn の周期性は τ ∼= τ + 2πnと書ける。ここで境界

∂Mn 上の計量やその他の場は、n ∈ Nに依らずに

ϕ|B(τ + 2π) = ϕ|B(τ), (4.3.4)

を満たしている。この条件は nが整数のときは周期性 τ ∼= τ + 2πnと整合することに注意。Rn に

はレプリカ対称性 Zn があったことを思い出すと、この境界条件を満たす bulkの時空Mn も Zn 対

称性を持つと考えるのが自然である。すなわち、bulkにおいてもレプリカ対称性は破れていないも

のと仮定する。またMn 中に Zn 対称性の固定点が存在する場合、その周りの極座標 (r, τ)による

表示で計量は

ds2 = dr2 + r2
dτ2

n2
+ . . . , (4.3.5)

となる。ここで . . . は (r, τ)と直交する方向の計量である。
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エンタングルメントエントロピーを計算するためには、nを非整数に解析接続する必要がある。し

かし、非整数の nに対して τ ∼= τ + 2πnの周期性を取ると、境界条件 (4.3.4)と矛盾してしまう。そ

こで、bulkが持つ Zn 対称性と作用積分の局所性を利用して、オービフォールド

M̂n :=Mn/Zn, (4.3.6)

上の τ ∈ [0, 2π)の領域で定義される作用 I(M̂n)を計算し、それを n倍することによって元の作用

I(Mn)との解析接続を行う。

I(Mn) ≡ nI(M̂n). (4.3.7)

ただし M̂n は smoothな時空ではなく固定点（τ の S1 が潰れる点）の周りに conical singularityが

存在することに注意が必要である。すなわち、M̂n は計量 (4.3.5)を不変にしたまま τ ≃ τ + 2π の

周期性を持つため、固定点の周りで 2π(1 − 1
n ) の欠損角が生じている。一般に conical singularity

上の Ricci scalar Rは、デルタ関数型の特異性を持ち、Einstein-Hilbert作用の積分に寄与する*9。

しかし、元の多様体Mn が Einstein方程式の解として smoothな時空であったことを思い出すと、

I(M̂n) にはその寄与を含めないと考えるのが妥当である。この条件の下で、n ∈ N に関して式

(4.3.7) が成り立ち、右辺は非整数の n に関して well-defined に定義されて n ∈ R への解析接続に

なっている。

例えば有限温度状態に対応する Euclidean ブラックホール時空では、A を全体系と置いたとき、

bulk の深奥の点が Zn 対称性の固定点になっている（図 (4.3.1) ）。この場合、周期的な座標 τ は

Euclidean時間 tE である。具体的にM1 が 3次元の BTZブラックホールであるときの計量は

ds2 =
r2 − r2H
l2AdS

dt2E +
l2AdS

r2 − r2H
dr2 + r2dϕ2, (4.3.8)

であり、Mn 上の計量は

ds2 =
r2 − r2H
l2AdS

dt2E
n2

+
l2AdS

r2 − r2H
dr2 + r2dϕ2, (4.3.9)

となる。ただし lAdSはAdS半径である。固定点は r = rH の horizonにある。また今の convention

では温度は β = 2πl2AdS/rH ≡ 2π と規格化されている。これを horizon の付近で r2 = r2H(1 +

l−2
AdSr̃

2) +O(λ3)と展開すると、固定点周りの計量は

ds2 = dr̃2 + r̃2
dt2E
n2

+ r2H(1 + l−2
AdSr̃

2)dϕ2, (4.3.10)

*9 具体的には
´ √

gR = 4π(1− n)となる。
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図 4.3.1 Euclidean ブラックホール時空に対応するレプリカ多様体。この例では周期座標 τ は

Euclidean時間 tE である。オービフォールド上の conical singularity γn は、Lorentzianブラッ

クホール時空における事象の地平面上に存在する。

となり、式 (4.3.5)の形で書ける。

この例のように部分系 A を全体系に取らない場合は、boundary の Rn 上に Zn 対称性の固定点

∂A が存在する。エンタングルメントエントロピーの計算に現れるのは通常こちらの状況である。

この固定点は、運動方程式を通してMn へと伸長していくと考えることが自然である（図 4.3.2）。

この固定点の集合を γn で表す。γn は任意の自然数 n に対してMn を構成できるとき（またその

場合に限って）A に homologous になることが知られている [104]。すなわち γn は bulk における

codimension-2 surfaceである。

I(M̂n)には、γn 周りの conical singularityが 2π
n になるという条件を通して nの情報が反映され

る。この条件は、γn 上に

T =
1

4GN

n− 1

n
, (4.3.11)

の tensionを持った codimension-2の cosmic brane

Ibrane = T

ˆ
γn

√
h, (4.3.12)

を仮想的に配置して運動方程式を解くことで満たせる。ここで hij は brane上の induced metricで
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図 4.3.2 境界上の部分系 Aが entangling surface (周期座標 τ に関する固定点) ∂Aを持つ場合

の bulkのレプリカ多様体。∂Aの固定点は bulk内部に伸長していき、オービフォールド時空の

固定点 γn を形成する。γn は Aに homologousな codimension-2 surfaceである。

ある。T は 0 ≤ T ≤ 1
4GN

の任意の実数値を取る*10。特に n = 1の場合、cosmic braneが消滅し元

の時空に戻ることが分かる。このように解析接続された n ∈ Rの効果は cosmic braneの tensionに

押し付けられる形となる。尚、これらの操作は CFT側におけるオービフォールドおよびツイスト演

算子を用いた計算のアナロジーと見做せる。

以上から、重力理論における Rényiエントロピーは

Sn(A) =
logZn − n logZ1

1− n
=

n

n− 1

(
I(M̂n)− I(M1)

)
, (4.3.14)

と表せる。ここからエンタングルメントエントロピーを求める際に、Rényi エントロピーを直接扱

*10 簡単な例として、4次元平坦時空において z 軸上に codimension-1の cosmic string I = T
´ √

hを置いた状況を考
える。エネルギー運動量テンソルは Tµν = Tδ(x)δ(y)diag(1, 0, 0, 1)となる。T が十分に小さいときに gµν = ηµν+

hµν として線形アインシュタイン方程式を解くと、htt = hzz = 0, hxx = hyy = 8GNT log(r/r0), (x+iy ≡ reiτ )

となる。これを計量に戻すと、T の線形近似の範囲で

ds2 = dt2 + dz2 + (1− 8GNT log
r

r0
)(dx2 + dy2)

∼ dt2 + dz2 + dr′2 + (1− 4GNT )2r′2dϕ2, (4.3.13)

と書ける。ただしここで r′(r)は新しい動径座標である。従って、この時空は z 軸上に ϕ ≃ ϕ+ 2π(1− 4GNT )とな
る conical singularityを持つ [105, 106]。
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うよりも、モジュラーエントロピー (modular entropy)と呼ばれる次の量を導入すると便利である

[107]。

S̃n(ρ) = n2
∂

∂n

(
n− 1

n
Sn(ρ)

)
. (4.3.15)

これが n→ 1でエンタングルメントエントロピーに一致することは、

S̃n(ρA) = n2
∂

∂n

(
−1

n
log TrρnA

)
(4.3.16)

= log TrρnA −
nTr [ρnA log ρA]

TrρnA
(4.3.17)

→ SA (n→ 1), (4.3.18)

と確認できる。モジュラーエントロピーは、今の場合、式 (4.3.14)から、

S̃n = n2
∂

∂n

(
I(M̂n)− I(M1)

)
= n2

∂

∂n
I(M̂n), (4.3.19)

と表せる。最右辺は重力側の古典作用の M̂n 周りでの計量の変分 δnI = δgI|δgµν=∂ng
(n)
µν )
である。n

を変化させることは、固定点上の cosmic barneの tensionを変化させることに対応するため、δnI は

En 上に局在した量で表せると予想できる。実際、I(M̂n)が cosmic braneからの寄与を含めない作

用として定義されたことを思い出すと、cosmic braneを半径 ϵ→ 0の人工的な境界（“tube“）で覆

われた codimension-1の object γn(ϵ)と捉えて、境界付き時空の作用積分を考えることで右辺は計

算できる。ここで一般に、境界付き時空において Einstein-Hilbert作用に Gibbons-Hawking-York

項を加えた作用

I = IEH + IGHY = − 1

16πGN

ˆ
M

(
√
gR− 2Λ)− 1

8πGN

ˆ
∂M

K, (4.3.20)

の変分が

0 = δgI =

ˆ
M

Eδgg + δgIEH||∂M + δgIGHY, (4.3.21)

を満たしたことを思い出すと、

δgIEH|∂M = −δgIGHY, (4.3.22)

の関係式を得る*11。ただしここで運動方程式 E = 0 を用いた。また境界上の δg|∂M の項は計量に

*11 境界項は symplectic formを用いて

δgIEH|∂M =

ˆ
Θ(g, ∂g), (4.3.23)

で与えられる [108, 109]。
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Dirichlet条件を課して落としている。今の場合、I(M̂n)に同様の議論を適用することで

∂

∂n
I(M̂n) =

∂

∂n
Iγn(ϵ)(M̂n) =

1

8πGN

∂

∂n

ˆ
γn(ϵ)

K, (4.3.24)

を得る*12。ただしK は extrinsic curvatureのトレース (mean curvature)

Kµν := hαµh
β
ν∇αnβ , K = gµνKµν = ∇µnµ, (4.3.25)

であり、nµ は境界面上の規格化された outward-pointing normalである*13。今の場合、固定点周り

の計量 (4.3.5)を用いると、曲面は r = const.で与えられるから、nµ ∝ δrµ および 1 = nµn
µ によっ

て nµ = − 1
nδ

µ
r が分かる。ここで nµ を M̂n の外側に向かうように取るため負号が付くことに注意。

従って r = ϵの最低次のオーダーで

K|r=ϵ = ∇µnµ|r=ϵ =
1
√
g

∂

∂r
[
√
gnµ]|r=ϵ ∼ −

1

nϵ
, (4.3.30)

となる。従って

S̃n =
n2

8πGN

∂

∂n

ˆ
γn(ϵ)

K =
A(γn)

4GN
. (4.3.31)

を得る。すなわち、一般の n ∈ Rに関して、S̃n は cosmic braneの面積で与えられる [107]。

ここで特に n → 1 の極限を取ると、γn が時刻 τ = t = 0 上の最小（極値）曲面 γmin
A になるこ

とが分かる。これは n ∼ 1ときの γn 周りの計量の運動方程式から、曲面に垂直な方向の extrinsic

curvatures のトレースがゼロになる事実から従う [18]。このことは cosmic brane が tension less

*12 I(M̂n) には En(ϵ) 上の GHY 項は含まれていないことに注意。一方、I(M̂n) は AdS boundary の GHY 項を含
んでいるが、ここでは特に変分として cosmic brane の tensionn の変化を考えており、AdS boundary の境界項は
δngµν |z=ϵ = 0となって無視できることを暗に用いている。

*13 codimension-1の超曲面 B への射影を、unit normal vector nµ を用いて

hα
µ := δαµ − εnµn

α, (nµn
µ = ±1 ≡ ε), (4.3.26)

と定義する。ここから hα
µnα = 0 が従う。hµν |B は gµν から超曲面上に誘導された計量と見做せる。超曲面上の

induced metric hab とは、超曲面が Xα(xa)でパラメトライズされるとき

hab =
∂Xα

∂xa

∂Xβ

∂xb
hαβ , (4.3.27)

の関係にある。これらを前提に hµν を induced metricと呼ぶことが多い。一般に codimension-q の超曲面への射影
および extrinxic curvatureは、直交する q 個の normal vectors n(i) を用いて

hα
µ := δαµ −

q∑
i=1

n
(i)
µ n(i)α, (4.3.28)

Kα
µν := −hβ

µh
γ
ν∇βh

α
γ , (4.3.29)

で定義される。
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limitで時空中の極値曲面になる事実に対応している。

以上のことから、n→ 1の極限を取ることで

SA = lim
n→1

S̃n =
A(γmin

A )

4GN
, (4.3.32)

となり、Ryu-Takayanagi公式が示された。

4.4 Ryu-Takayanagi公式の量子補正

Ryu-Takayanagi 公式 (4.2.1) は AdS/CFT 対応の古典極限 O(N2) において成り立つ公式であ

る。N を無限大から下げていくと bulk の量子重力の効果が現れて、ホログラフィックエンタン

グルメントエントロピーは補正を受ける。前節の証明は、ホログラフィックエンタングルメント

エントロピー量子補正がどのような形で入るかを明らかにする。その効果は、本質的には bulk の

背景時空の上で量子化された場の理論のエンタングルメントエントロピーから現れる。以下では

Faulkner-Lewkowycz-Maldacenaによる議論 [21]に沿って、ホログラフィックエンタングルメント

エントロピーの量子補正の公式を導出する*14。

前節の議論において、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーへの leading order

O(N2)の寄与は、式 (4.3.2)から明らかなように経路積分の古典近似から現れた。次の sub-leading

order O(N0)の効果は、経路積分における半古典近似（1-loop補正）から生じる。すなわち、計量

やその他の場の古典解を backgroundとして固定して、その quantum fluctuation（graviton hµν や

その他の場の微小変分 φ）について考えればよい。半古典近似の範囲で、bulkの分配関数は

Zn = e−I(Mn)Zqn, (4.4.1)

と書ける。以下では Zqn による 1-loopの量子補正を求める。この方法は原理的には高次の量子補正

についても導出する処方を与える。

まずは nが正整数である場合について考える。レプリカされた背景時空Mn の計量を gn で表す。

この時空が持つ周期性を前節と同様に座標 τ ≃ τ + 2πn で表す。この座標 τ を bulk の Euclidean

時間と見做すと、Mn 上の分配関数は

Zqn = Tr[Pe−
´ 2πn
0

dτHbulk
n (τ)], (4.4.2)

*14 [21]とは異なる方法で AdS3/CFT2 対応に関する量子補正の計算が [110]で行われた。
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と表せる。ここで Hbulk
n (τ) は τ を Euclidean 時間と見なしたときの bulk の（一般に time-

dependent な）Hamiltonian であり、添字の n は Hbulk
n (τ) が背景計量 gn に依存していること

を表す。また P は Euclideanの時間順序積である。ここで τ → τ + 2π に関する理論の対称性を利

用して、M̂n 上の量子状態

ρ̂n := Pe−
´ 2π
0

dτHbulk
n (τ), (4.4.3)

を定義すると、Zqn はさらに
Zqn = Tr[ρ̂nn], (4.4.4)

と表せる。ρ̂n は M̂n 上の場の理論における thermal stateのアナロジーである。

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーを求めるには n > 1に解析接続を行う必要が

あった。ここでは式 (4.4.4)がその方法を与える。実際、前節で議論したように、M̂n ないし ĝn は

非整数の n > 1に対して、tensionが式 (4.3.11)で与えられる cosmic brane (4.3.12)を En 上に配置

した場合の運動方程式の解として定義された。従って、n > 1については ĝn → Hbulk
n (τ) → ρ̂n と

順繰りに矛盾なく定義されて、任意の n > 1に対する Zqn は式 (4.4.4)の右辺によって well-defined

である。

Rényiエントロピーは、式 (4.4.1)から

Sn = S(0)
n +

logZqn − n logZq1
1− n

≡ Scl
n + Sqn, . (4.4.5)

と分離する。ここで Scl
n は前節で求めた古典的寄与から来る Rényiエントロピー (4.3.14)である。

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正は

SqA = lim
n→1

Sqn

= − lim
n→1

∂

∂n
(log Tr[ρ̂nn]− n log Tr[ρ̂1])

= − lim
n→1

∂

∂n
(log Tr[ρ̂n1 ]− n log Tr[ρ̂1])− lim

n→1

(
∂
∂nTr[ρ̂n]

Tr[ρ̂1]

)
, (4.4.6)

と表せる。第一項は、元の時空M1 上の場の理論に関するエンタングルメントエントロピー (bulk

entanglement entropy)

SbulkMA
:= − lim

n→1

∂

∂n
(log Tr[ρ̂n1 ]− n log Tr[ρ̂1]) , (4.4.7)

である。ここで bulkの部分系MA は RT surafce γA と AdS boundaryで囲まれた領域である（図

4.4.1）。ここで部分系としてMA が現れるのは、bulkの γA 周りでの回転 τ を、bulkにおけるレプ
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図 4.4.1 ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの 1-loop 量子補正。Bulk 上の場

の理論に対して、Ryu-Takayanagi曲面 γmin
A と境界上の部分系 Aで囲まれた領域MA を部分系

と見做したときのエンタングルメントエントロピー Sbulk
MA

が寄与する。またこのオーダー O(N0)

では最小曲面 γmin
A の位置は変わらないが、backreactionに伴って面積A(γmin

A )が微小変化する。

リカ法の周期座標として取ったことを反映している。

簡単のために場の古典解を ϕ = 0と置くと、式 (4.4.6)の第二項は、M̂n上の quantum fluctuation

の作用 Ibulkn := I(ĝn + h)− I(ĝn)を用いて

− lim
n→1

∂
∂nTr[ρ̂n]

Tr[ρ̂1]
= lim
n→1

´
DhDφ

∂Ibulk
n

∂n e−I
bulk
n´

DhDφe−I
bulk
1

= lim
n→1

ˆ
dxd+1 ⟨∂nLbulk(ĝn;h, φ)⟩

=

ˆ
dxd+1 ⟨E(ĝ + h, φ)⟩ · ∂nĝn|n=1 + ⟨dΘ(ĝ + h, φ; ∂nĝ|n=1)⟩ (4.4.8)

−
ˆ
dxd+1dΘ(ĝ; ∂nĝ|n=1), (4.4.9)

と書ける。ここで Eは運動方程式に相当する項である。また最終行を求める際に、古典解について

の性質 E(ĝ) = 0を用いた。この表式の symplectic potential Θに関する項は、次のWald(-like)エ
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ントロピーを与える [21]*15。

⟨∆SqWald⟩ :=

ˆ
dxd+1 (⟨dΘ(ĝ, h, φ; ∂nĝ|n=1)⟩ − dΘ(ĝ; ∂nĝ|n=1)) . (4.4.11)

この項が現れる典型的な状況としては、例えば作用に ζϕ2R の coupling 項が含まれている場合が

相当する。ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの面積項が Einstein-Hilbert 作用

の R 項から現れたことを思い出すと、この coupling 項は古典的には ϕ = 0 として寄与せずとも、

quantum fluctuationの効果によって ζA(γmin
A ) ⟨ϕ2⟩ > 0となる寄与が新たに現れることが分かる。

式 (4.4.8)の第一項は運動方程式の期待値である。これは場が off-shellであるため、非ゼロの値を

持っている。そのため背景時空は backreactionを受けて

E(ĝ + h̄) ≡ −⟨E(ĝ + h, φ)⟩ , (4.4.12)

を満たすように g → g + h̄と変化する。ここで h̄は O(GN )の量であり、その定義から nには直接

依存しない。これを用いると、古典的な変分操作によって

ˆ
dxd+1 ⟨E(ĝ + h, φ)⟩ · ∂nĝn|n=1 = −

ˆ
dxd+1E(ĝ + h̄) · ∂nĝn|n=1

=

ˆ
dxd+1dΘ(ĝ + h̄, ∂nĝ)− ∂nI(ĝn + h̄)n=1, (4.4.13)

と書き換えることができる。ここで ĝn は saddle pointであるから I(ĝn + h̄) = I(ĝn) +O(h̄2)とな

り、I(ĝn + h̄)と I(ĝn)は h̄の 1次のオーダーで一致する。従って、第二項は前節の結果から表面積

A(γA) を与える。また第一項は、同様に backreaction を受けた時空において γA の面積を与える。

O(N0)の補正の範囲では minimal surfaceの位置は不変であるから、これらの項の差分は背景時空

の backreactionに伴う表面積の変化分を与える。

δA(γmin
A )

4GN
:=
A(γmin

A ; ĝ + h̄)

4GN
− A(γmin

A ; ĝ)

4GN
. (4.4.14)

*15 Wald エントロピーは、任意の重力理論（典型的には作用に高階微分項（RµναβR
µναβ , R2, . . . ) を含む重力理論）

に対する Bekenstein-Hawkingエントロピーの拡張として（Euclidean signatureで）

SWald = −2π

ˆ
horizon

dd−1y
√
γ

∂L
∂Rµναβ

εµνεαβ , (4.4.10)

と定義される。ここで γ は horizon 上の induced metric、εµν は binomial である。Riemann tensor による
Lagrangian の微分は、Rµναβ が計量 gµν と独立であると formal に見做して行う。このエントロピーは一般化され
た重力理論におけるブラックホールの 1st lawを満たす [108, 109]。また本文に現れる項は、τ の U(1)対称性を仮定
していないため厳密にはWald-likeエントロピーと呼ばれ、Waldエントロピーと同様の表式が存在することを仮定し
ている [21]。
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以上の議論では暗黙裡に置いたが、この他に重力理論の IR発散を制御するための counter terms

を作用に含める必要があり、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーにその寄与 Sc.t. が

現れる。これはホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正を finiteにする効果を

持つ。

以上の議論から、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーに対するオーダー O(N0)

（すなわち、O(G0
N )）の 1-loop量子補正は、次の形で与えられる。

SqA = SbulkMA
+
δA(γmin

A )

4GN
+ ⟨∆SqWald⟩+ Sc.t.. (4.4.15)

この公式はホログラフィックエンタングルメントエントロピーの 1-loop 量子補正を直接計算する

処方を与える。この計算の具体例は例えばスカラー場に関して [111]を参照。尚、量子補正を含めた

場合も（最も強い性質である）strong subadditivity (3.3.20) は成り立つ。実際、SbulkMA
は bulk の

エンタングルメントエントロピーであるから明らかにこれを満たし、さらに残りの項はすべて元の

minimal surface γmin
A 上の局所的な量であるから、小節 4.2.2で行った leading orderに対する証明

がそのまま成り立つ。

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正が重要になる状況の例として、共形

場理論における部分系を 2つ（A,Bと置く）取ってこれらを十分に離したときの相互情報量 I(A : B)

が挙げられる。式 (4.2.12)で見たように、holographic CFTsでは、2つの部分系の距離を十分に離

すと leading order O(N2)で SAB = SA + SB が成り立つ。このとき相互情報量は I(A : B) = 0と

なる。一方、相互情報量と場の理論の相関関数に関して、次の一般的な不等式が知られている [112]。

I(A : B) ≥ 1

2

CρAB
[OA,OB ]

||OA||2||OB ||2
2

. (4.4.16)

ここで OA,B はそれぞれ A,B 上に supportを持つ演算子であり、||OA||は operator norm（最大固

有値）を表す。また共分散 CρAB
は相関関数を用いて

CρAB
[OA,OB ] := Tr [ρABOA ⊗OB ]− Tr [ρAOA] Tr [ρBOB ] (4.4.17)

= ⟨OA ⊗OB⟩ρAB
− ⟨OA⟩ρA ⟨OB⟩ρB , (4.4.18)

と定義される*16。共分散は一般には共形場理論側で非ゼロの値を持つため、bulkで計算した相互情

*16 この不等式は、quantum Pinsker inequality

S(ρ||σ) ≥
1

2
||ρ− σ||21, (4.4.19)
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報量も有限の値を持っていなければならない。このことは bulk の相互情報量が量子補正まで含め

ると正の値を持つことを意味する。実際、球状の部分系 A と B が十分に離れた極限において、相

互情報量の量子補正の計算が AdS 側と CFT 側で行われ、それらが一致することが確かめられた

[113, 114]。その結果は、それぞれの部分系のサイズを lA,B、部分系間の距離を r、最も小さなスカ

ラー演算子の scaling dimensionを∆およびその縮退度を N∆ としたときに

I(A : B) = N∆

√
πΓ(2∆ + 1)

4Γ(2∆ + 3
2 )

(lAlB)2∆

r4∆
+ . . . , (r →∞), (4.4.21)

で与えられる。

4.5 Ryu-Takayanagi公式の一般化

Ryu-Takayanagi公式は静的な bulkの時空に対して定義された。一方、AdS/CFT対応において

は、例えば回転するブラックホール時空などの静的でない bulk の時空も考えられる。そのような

場合、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは次の Hubeny-Rangamani-Takayanagi

(HRT)公式で与えられる [9]。

SA = min

(
ext∂γA=∂A

γA∼A

A(γA)

4GN

)
. (4.5.1)

ここで γA は、Ryu-Takayanagi公式の場合と同様に、境界上の entangling surface ∂Aに端を持ち、

Aと homologousになるような bulkの codimension-2曲面である。以前と異なるのは、γA がある

時間一定面 t = t0 に制限されている必要が無い点である。ホログラフィックエンタングルメント

エントロピーは、それらの条件を満たす極値曲面、すなわち δA(γextA ) = 0 の解によって与えられ

る*17。この極小曲面を γextA で表す。この条件を満たす曲面が複数ある場合はその面積が最小のもの

を選択する。また静的な時空に対しては、この公式は Ryu-Takayanagi公式を再現する。

HRT 公式の場合、例えばホログラフィックエンタングルメントエントロピーの強劣加法性は、

maximin surface’s prescriptionと呼ばれる処方に従って、性質の良い一般の時空で成り立つことが

証明されている [35]。またこの公式の直接的な証明は、近年 [19]によって与えられた。

および任意の（有界）作用素 X,Y に対する不等式

||Y ||||X||1 ≥ TrXY, (4.4.20)

を用いると直ちに従う。詳細は付録 9.2.1参照。
*17 時間方向への変形を許した場合、γA の面積はいくらでも小さくできてしまう。そのため式 (4.2.1) の拡張として、最
小値ではなく極値を考える必要がある。
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次章ではこの公式を用いてホログラフィックエンタングルメントエントロピーの計算を行う。

尚、本論文では主に bulkが Einstein重力理論に従う場合を扱うが、弦理論による α′ ∼ l2s の補正

効果を考慮すると、重力作用には高階微分項が現れる。例えば Gauss-Bonne重力理論の作用は

IGB = − 1

16πGN

ˆ
Mn

(√
gR− 2Λ + λGB(Rµναβ − 4RµνR

µν +R2)
)
, (4.5.2)

で与えられる。このような場合、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは次の汎関数

SA = min
∂γA=∂A

1

4GN

ˆ
γA

√
h(1 + 2λGBRintrinsic), (4.5.3)

によって与えられる。ここで積分中の γA の intrinsic Ricci scalarが高階微分による補正効果を表し

ている。一般の高階微分重力理論のホログラフィックエンタングルメントエントロピーに関する議

論は [20, 24]等を参照。
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第 5章

Lorentz boostされた部分系のホログラ

フィックエンタングルメントエント

ロピー

本章では、著者らの研究結果 [1]に基づいて、Lorentz boostを受けた部分系のホログラフィック

エンタングルメントエントロピーについて詳しく解説する。

前章で述べたように、場の理論におけるレプリカ法を用いたエンタングルメントエントロピーの計

算は、一般的なセットアップの状況では技術的に困難である。例えば、相互情報量の計算などに現れ

る 2つ以上の disjointな部分系のエンタングルメントエントロピーの導出には、一般に複雑なレプリ

カ多様体上の分配関数を求める必要が生じる。また Cauchy面を時間一定面 (t = t0)以外に取った

場合、通常のレプリカ法から離れて複素時空へと解析接続した経路積分を取り扱わねばならない。し

かしこのような状況においても、holographic CFTsに関しては、ホログラフィックエンタングルメ

ントエントロピーの公式を用いることで、古典的な bulkの幾何学量としてエンタングルメントエン

トロピーを比較的容易に導出することが可能となる*1。

本章では、まず holographic CFTs における Lorentz boost を受けた部分系のエンタングルメン

トエントロピーを、HRT公式 (4.5.1)を応用して導出する。さらにその結果を用いて、一方の部分

系が Lorentz boostされた状況に対応する相互情報量について解析し、2つの部分系 A,B が互いに

light-like な関係になる極限において相互情報量 I(A : B) が普遍的な形で発散することを見る。ま

た同様の議論を、AdS/CFT 対応をより一般的な holography として拡張した非相対論な場の理論

*1 本章の議論に現れるエンタングルメントエントロピーは、全て leading order O(N2)で扱う。
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図 5.1.1 （左図）一般的な Cauchy面 Σとその上の部分系 A。部分系の量子状態 ρA は、Σ上

の量子状態 ρΣ の縮約密度行列として ρA = TrΣ\A[ρΣ] で定義される。部分系 A の domain of

dependene D(A) の内部では、Cauchy 面をどのように取ってもエンタングルメントエントロ

ピー SA は変わらない。（右図）このセットアップのエンタングルメントエントロピー SA に対応

する HRT surface γext
A 。

(Lifshitz-like fixed points)に関する双対性に適用する。

尚、holographic CFTs 以外における同様のセットアップを扱った先行研究として自由場 [115]

や RCFT[116]に関する研究が挙げられる。また以下で議論する canonical time sliceとは限らない

Cauchy面上の情報量は、エンタングルメントエントロピーを用いた c-定理 [117]や F -定理 [118]の

証明を行う際に現れる。

5.1 In holographic CFTs

場の理論におけるエンタングルメントエントロピーは、ある部分系の量子状態に関する von

Neumann エントロピーとして定義された（4.1節参照）。その際、全系の Hilbert 空間を定義する

Cauchy面は、canonical time slice (constant time slice) t = t0 に取る場合が多いが、相対論的な

場の理論においては、これを一般化して任意の Cauchy面 Σ上に Hilbert空間を定義することが可

能である。このとき Σ上の部分系は Lorentz boostを受けた形になる（図 5.1.1 ）。エンタングルメ
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ントエントロピー SA は、Cauchy面 Σ上の A以外の自由度 Ac = Σ\Aをトレースアウトした縮約

密度行列 ρA の von Neumannエントロピーとして定義される。

ここで任意の部分系 A に関して、その domain of dependence*2 D(A) 内における Cauchy 面

の取り方はエンタングルメントエントロピー SA に影響しないことに注意する。すなわち、図

5.1.1において D(A) 内で Cauchy 面として Σ の代わりに Σ′ を取った場合でも、Σ′ 上の量子状態

ρA′ は Σ 上の量子状態 ρA を HA 上のユニタリ演算子で時間発展させたものとして表せるため、

S(ρA) = TrHA
ρA log ρA はどちらの取り方を選んでも不変となる [120]。従って、エンタングルメン

トエントロピーを考える上では、domain of dependenceを共有する部分系（または Cauchy面）の

取り方は同一のものと見做してよく、domain of dependence D(A)を決定する entangling surface

∂Aの位置のみが重要となる*3。

本章で扱う holographic CFTsに関しては、Lorentz boostを受けた部分系のエンタングルメント

エントロピーは、HRT公式（式 (4.5.1)）を用いて求めることができる（図 5.1.1）。すなわち、重力

側の対応する時空において、∂Aを境界に持ち、Aと homologousな極値曲面 γextA の面積（複数あ

る場合は、それらの中で最小のもの）を計算すればよい。以下ではまず AdS3/CFT2 対応において

解析解を導出し、次に高次元 AdS/CFT対応に関してホログラフィックエンタングルメントエント

ロピーの表式を得て数値計算を行う。またその応用として、一方の部分系が Lorentz boostを受けた

ときの相互情報量の性質について各場合に調べる。

5.1.1 AdS3/CFT2 の場合

まずは最も単純な R1,1 上の 2次元共形場理論の真空に関して考える。簡単のために、部分系 A,B

のそれぞれの端点を

PA = (0, 0), QA = (x, t),

PB = (b, 0), QB = (b+ r, 0), (5.1.2)

*2 Domain of dependence D(A)は、情報伝達が光速以下でしか起きないことの帰結として、その内部における任意の
点上の情報を A 上の初期値問題から一意的に決定できる領域である（図 5.1.1）。これは formal には、時空 B 上の
closed achronal set Aに対する future (past) domain of dependence D+(A) (D−(A))を、そこから伸びる任意
の inextensible past(future)-directed causal curves が A と交わるような全ての点の集合と定義したとき、それら
の和集合

D(A) := D+(A) ∪ D−(A) ⊂ B, (5.1.1)

によって定義される [119]。尚、D(Σ) = B であるとき、Σを Cauchy面と呼ぶ。Cauchy面はその上の情報から時間
発展による全時空の情報を決定できるような（achronalな）空間的曲面である。

*3 この性質は、RT/HRT公式におけるホログラフィックエンタングルメントエントロピーの定義と consistentである。
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図 5.1.2 場の理論における部分系のセットアップ。Lorentz boostを受けた部分系 Aについて、

エンタングルメントエントロピー SA を求める。またその結果から、部分系Aと時間一定面 t = 0

上に定義された部分系 B との相互情報量 I(A : B)を計算する。

と取る（図 5.1.2 ）。以下の議論は、一般的な配置の部分系に関しても容易に拡張できる。bulkの時

空は Poincaré AdS3

ds2 = R2 dz
2 − dt2 + dx2

z2
, (5.1.3)

で与えられる。

Lorentz boostした（連結な）部分系のエンタングルメントエントロピー SA に関しては、相対論

的な場の理論における真空の Lorentz不変性に注意すれば、constant time slice上のエンタングル

メントエントロピーの結果から直接導出できる。すなわち、前章の結果から

SA =
c

3
log

lA
ϵ

=
c

6
log

x2 − t2

ϵ2
, (5.1.4)

を得る。ただし lA は Aの固有長さ、ϵは UV cutoffである。また Cauchy面が空間的曲面となる条

件から |x| > |t|を課している。

一方、2つの disjointな領域から成る部分系のエンタングルメントエントロピー SAB に関しては、

場の理論の Lorentz不変性からは明らかではない。ここでホログラフィックエンタングルメントエ
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図 5.1.3 非連結な部分系 A ∪ B に対する HRT surfaces。左図と右図の 2 通りの極値曲面がホ

モロジー条件を満たす。γext
AB には面積の和が小さい方が選ばれる。

ントロピーの性質を用いると、SAB は 2つの extremal surfaceの面積の和として

SAB = min

{
c

6
log

((x− b)2 − t2)(b+ r)2

ϵ2
, SA + SB

}
, (5.1.5)

と求められる。ただしここでホモロジー条件を満たす extremal surface γextA として、2つの候補が現

れていることに注意する（図 5.1.3 、および 4.2節の議論を参照）。前者は PA, QB および QA, PB を

それぞれ結ぶ測地線、後者は PA, QA および PB , QB をそれぞれ結ぶ測地線である。ホログラフィッ

クエンタングルメントエントロピーには、HRT公式の処方に従ってこれらのうちで面積の和が小さ

い方が選択される。どちらの曲面の面積が小さいかは Aと B の位置関係に依存する。特に前者の曲

面を用いて相互情報量を求めると

I(A : B) = SA + SB − SAB

=
c

3
log

r
√
x2 − t2

(b+ r)
√

(b− x)2 − t2
, (5.1.6)

を得る。ただしこの表式で I(A : B) < 0 となる場合は、選択される曲面の相転移によって、

I(A : B) = SA + SB − SAB = 0になると規約する。

ここで次の 2つの極限的な状況について考えよう、一つは部分系 Aが nullになる極限、もう一つ
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は 2つの部分系 A,B の相互位置が nullになる極限である。そこでパラメータ ϵ1,2 を

x− t ≡ ϵ1, (b− x)− t ≡ ϵ2, (5.1.7)

と定義して、それぞれのゼロ極限を考える*4。まず ϵ1 → 0の極限では、Aの固有長さ lA はゼロに

向かうため、

SA = 0, (A → null), (5.1.8)

となり、エンタングルメントエントロピーが消滅することが分かる。このとき γextA は boundaryに

近接した楕円形になる*5。さらに相互情報量の極限として

I(A : B) ∼ c

6
log

ϵ1
ϵ2

+ finite, (5.1.10)

を得る。ここから、A の null 極限 (ϵ1 → 0) では I(A : B) = 0 となり、図 5.1.3における右の

decouple した γextA が選ばれることが分かる。また逆に、A と B が null な相互位置になる極限

(ϵ2 → 0)では、相互情報量は log発散することが分かる。これは 2つの部分系が causalな関係にな

るとき、相互情報量によって測られる情報論的な相関が時空の因果律を反映して無限大になると解釈

できる。

次に R1,1 上の有限温度状態について、同様のセットアップで解析しよう。このとき bulkの時空は

BTZ black brane (2.2.21)に対応している。ここで 3次元重力理論の性質を反映して、BTZ black

braneは式 (2.2.17)と同様の座標変換を用いることで Poincaré AdS3 上の議論へ帰着できることに

注意する [9]。すなわち、BTZ black brane

ds2 = R2−f(z)dt2 + f−1(z)dz2 + dx2

z2
, (f(z) = 1− z2

z2H
), (5.1.11)

に対して座標変換

w± =

√
1− z2

z2H
e

x±t
zH , (5.1.12)

ζ =
z

zH
e

x
zH , (5.1.13)

*4 正確には、固有長さなどの量が UV cutoff ϵの長さになるまで ϵ1,2 に関する極限を取る。
*5 このことは、canonical time slice上の結果 (4.2.4)を Lorentz boostすることで分かる。すなわち、t = 0上の半円

z2 + x2 = l2 を boost変換 (X = cosh θx+ sinh θt, T = cosh θt+ sinh θx)すると

z2 +
X2

cosh2 θ
= l2, T = tanh θX, (5.1.9)

となって楕円形を得る。
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を施すと、

ds2 = R2 dζ
2 + dw+dw−

ζ2
, (5.1.14)

となり、局所的に Poincaré AdS3と一致する。曲面の極値性およびその面積は座標系の取り方に依ら

ないため、BTZ black braneにおける測地線の長さは Poincaré AdS3 上の測地線の長さとして求め

られる。ここでそれぞれの時空の UV cutoffの関係について、BTZ black brane上の点 (x, t, z = ϵ)

は Poincaréパッチの

ζ ≡ ϵ̃(x) =
ϵ

zH
e

x
zH , (5.1.15)

上に写されることに注意する。すなわち、Poincaré パッチから見た UV cutoff は x 方向の位置に

依存する。このことに注意して、Lorentz boostを受けた部分系 Aのエンタングルメントエントロ

ピーは

SA =
c

6
ln

∆w+∆w−

ϵ̃(0)ϵ̃(x)

=
c

6
ln

[
β2

π2ϵ2
sinh

(
π

β
(x+ t)

)
sinh

(
π

β
(x− t)

)]
, (5.1.16)

と求められる*6。ただし部分系 Aについて∆w±|z=0 ≡ e
x±t
zH − 1、および逆温度 β = 2πzH である。

一般の部分系に関する表式は、時間並進対称性および空間並進対称性を用いて式 (5.1.16) で

x→ ∆x, t→ ∆tと置き換えればよい。この結果を用いると、相互情報量は、

I(A : B) =
c

3
log

sinh(πrβ )

sinh(π(b+r)β )
+
c

6
log

sinh(πβ (x+ t)) sinh(πβ (x− t))
sinh(πβ (x− b+ t)) sinh(πβ (x− b− t))

, (5.1.18)

で与えられる。ここから同様に 2種類の null極限 (ϵ1,2 → 0)を取ると、pure AdS3 の式 (5.1.10)と

同じ振る舞い

I(A : B) ∼ c

6
log

ϵ1
ϵ2
, (5.1.19)

をすることが分かる。これは発散が本質的には量子状態の UV構造に由来するためと考えられる。

*6 ここで t = 0 と置くと、2 次元共形場理論上の有限温度状態に関するホログラフィックエンタングルメントエントロ
ピーの公式

SA =
c

3
log

β

πϵ
sinh

(
πl

β

)
, (5.1.17)

が得られる。
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5.1.2 AdSd+1/CFTd の場合

次に高次元の AdSd+1/CFTd 対応 (d > 2) において解析を行う。まずは R1,d−1 上の共形場理論

の真空状態を考える。これは bulkでは高次元 Poincaré AdS時空

ds2 = R2 dz
2 − dt2 + dx2 +

∑d−2
i=1 (dyi)2

z2
, (5.1.20)

に対応する。部分系 Aとして、Loremtz boostされた infinite strip

|x| ≤ ∆x

2
, |t| ≤ ∆t

2
, x =

∆x

∆t
t, |yi| ≤ L

2
(i = 1, . . . , d− 2), (5.1.21)

を取る。ただし Lは stripの長さ (L → ∞)である。この場合は、前節の Poincaré AdS3 と同様に

x−t平面における Lorentz boostを考えることで、canonical time sliceの結果 [78]から

SA =
Ld−2Rd−1

2GN

[
1

d− 2

(
1

ϵ

)d−2

− kd
(

1

l

)d−2
]
, kd ≡

π
d−1
2 2d−2

d− 2

(
Γ( d

2(d−1) )

Γ( 1
2(d−1) )

)d−1

, (5.1.22)

と導出できる。ただし l :=
√

(∆x)2 − (∆t)2 である。この表式から、ホログラフィックエンタング

ルメントエントロピーの性質を用いて、式 (5.1.2)と同様に配置した 2つの infinite strip A,B に関

する相互情報量

I(A : B) =
kdL

d−2Rd−1

2GN

−( 1√
x2 − t2

)d−2

−
(

1

r

)d−2

+

(
1

r + b

)d−2

+

(
1√

(x− b)2 − t2

)d−2
 ,

(5.1.23)

を得る。ただしこの表式でも I(A : B) < 0となる場合は極小曲面の相転移により I(A : B) = 0と

読み替える。

前節と同様の 2つの null極限に関しては、

I(A : B) ∼ kdL
d−2Rd−1

2GN

[
−
(

1√
2tϵ1

)d−2

+

(
1√
2tϵ2

)d−2
]

+ finite, (5.1.24)

を得る。この式から、相互情報量は Aの x − t平面における null極限で消滅し、かつ Aと B の相

互位置が nullになる極限で

I ∝ ϵ
d−2
2

2 , (5.1.25)

と発散することが分かる。
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次に R1,d−1 上の有限温度状態について考える。このとき bulkは高次元 AdS black brane

ds2 = R2−f(z)dt2 + f(z)−1dz2 + dx2 +
∑d−2
i=1 (dyi)2

z2
, f(r) = 1− zd

zdH
, (5.1.26)

で与えられる。ただし逆温度 β = 4πzH
d である。この場合は Lorentz boost に関する対称性は破れ

ているため、HRT公式を用いて極小曲面の面積を計算する。

Lorentz boostした infinite strip Aに関する codimension-2の極値曲面 γextA は、y 方向に関する

(L→∞の)対称性を考えると

X(z, y⃗) := X(z), T (z, y⃗) := T (z), (Z := z, Y i := yi), (5.1.27)

と z 座標のみに依存する形でパラメトライズできる。この曲面に対する induced metric

hab =
∂Xµ

∂xa
∂Xν

∂xb
gµν , (5.1.28)

の非自明な成分は

hzz = R2X
′2 − fT ′2 + f−1

z2
, hyiyi =

R2

z2
, (i = 1, . . . , d− 2), (5.1.29)

で与えられる。ただし X ′ = dX
dz , T

′ = dT
dz である。ホログラフィックエンタングルメントエントロ

ピーの曲面 (X,T )は、面積

A[X,T ]

4GN
=

1

4GN

ˆ
dd−2ydz

√
dethab

=
Ld−2Rd−1

2GN

ˆ z∗

ϵ

dz

zd−1

√
1

f(z)
+X ′2 − f(z)T ′2, (5.1.30)

に関する極値方程式

δA[X,T ] = 0, (5.1.31)

を解くことで与えられる。ただし z∗ は曲面 γextA の turning pointである。

式 (5.1.31)は、1次元系 Lagrangianの極値問題と見做せば X と T に関する運動方程式を解くこ

とに帰着する。そこで運動の定数 p, q を

1

q
:=

f(z)T ′

zd−1
√

1
f(z) − f(z)T ′2 +X ′2

, (5.1.32)

1

p
:=

X ′

zd−1
√

1
f(z) − f(z)T ′2 +X ′2

, (5.1.33)
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によって導入する。この関係式をX ′, T ′ について解いて、X ′, T ′ が z = z∗ で発散することを用いる

と、p, q, z∗ の間の関係式
1

q2
= f(z∗)

(
1

p2
− 1

z
2(d−1)
∗

)
, (5.1.34)

を得る。これらのパラメータと部分系のサイズ (∆x,∆t)は

∆t

2
=

1

q

ˆ z∗

0

dz

f(z)
√
h(z)

, (5.1.35)

∆x

2
=

1

p

ˆ z∗

0

dz√
h(z)

, (5.1.36)

h(z) := f(z)

(
1

z2(d−1)
− 1

p2

)
− f(z∗)

(
1

z
2(d−1)
∗

− 1

p2

)
, (5.1.37)

の関係にある。極値曲面 γextA = γextA (∆x,∆t)は、これらの関係の下で p, q, z∗ のうちの任意の 2つ

のパラメータによって特徴付けられる。ただしこのときパラメータの領域には制限がある点に注意

が必要である。例えば極値曲面を表すために (p, z∗)を用いる場合、まず q が実数になる要請からは

p < zd−1
∗ , (5.1.38)

が従う。さらに limz→0 h(z)→ +∞と z∗ が h(z) = 0の最小の根となる要請からは、h′(z∗) < 0が

必要条件として現れる。これを解いて

p2 ≥
z2d−2
∗ d( z∗zH )d

d− (2− d)(1− ( z∗zH )d)
, (5.1.39)

を得る。従ってパラメータ (p, z∗)は

zd∗
zdH
d

d− (2− d)(1− zd∗
zdH

)
≤ p

zd−1
∗

< 1, (5.1.40)

の範囲で有意な解を持つ。

これらを用いて、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーは

SA =
Ld−2Rd−1

2GN

ˆ z∗

ε

dz

z2(d−1)
√
h(z)

, (5.1.41)

で与えられる。このときに数値的に求めたエンタングルメントエントロピーは図 5.1.4 で与えら

れる。

前節と同様に、部分系 Aについて nulll極限を取ったときのエンタングルメントエントロピーの振
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図 5.1.4 AdS4 black brane 時空において infinite strip に取った部分系 A のサイズ (∆x,∆t)

に対するホログラフィックエンタングルメントエントロピー。部分系が空間的である要請から

|∆x| < |∆t| の範囲にのみエンタングルメントエントロピーが定義される。尚、図中では UV

cutoffの効果を差し引いている。

る舞いを調べよう。この状況はパラメータ (p, z∗)で表すと、 p
zd∗
を有限に保ったまま z∗ → 0と取る

極限に相当する。実際、このとき f(z)|z≤z∗ ≃ 1となるから

∆t

2
≃ 1

q

ˆ z∗

0

zd−1dz√
1−

(
z
z∗

)2(d−1)
=

√
πΓ( d

2(d−1) )

Γ( 1
2(d−1) )

zd∗
q
, (5.1.42)

∆x

2
≃ 1

p

ˆ z∗

0

zd−1dz√
1−

(
z
z∗

)2(d−1)
=

√
πΓ( d

2(d−1) )

Γ( 1
2(d−1) )

zd∗
p
, (5.1.43)

を得る。さらに関係式 (5.1.34)からは p ≃ q が得られ、また∆t,∆xは有限値であるから、この極限

は nullな部分系 ∆x/∆t ≃ 1に対応している。このときエンタングルメントエントロピーは

SA ≃
Ld−2Rd−1

2GN

ˆ z∗

ε

dz

zd−1

√
1−

(
z
z∗

)2(d−1)

=
Ld−2Rd−1

2GN

[
1

d− 2

1

ϵd−2
−
√
π

d− 2

Γ( d
2(d−1) )

Γ( 1
2(d−1) )

1

zd−2
∗

]
, (5.1.44)

となる。これは l =
√

(∆x)2 − (∆t)2 ≃
2
√
πΓ( d

2(d−1)
)

Γ( 1
2(d−1)

)
z∗ を用いて直すと、発散部分は

SA ∼ −
Ld−2Rd−1

2GN

2d−2
√
π
d−1

d− 2

Γ( d
2(d−1) )

d−1

Γ( 1
2(d−1) )

d−1

1

ld−2
= −kdL

d−2Rd−1

2GN

1

ld−2
, (5.1.45)

となり、高次元 pure AdSと同じ結果を得る。

相互情報量がエンタングルメントエントロピーの線形結合であることに注意すると、相互情報量の

発散も高次元 pure AdSと同じ振る舞いをすることが確かめられる。
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5.2 In Lifshitz theories

AdS/CFT対応の拡張の一つとして、時間方向と空間方向の非等方的 (aisotropic)なスケール変換

t→ λνt, x→ λx, , y⃗ → λt, (z → λz), (5.2.1)

に対して不変な理論に関する双対性が提案されている。これはこれは Lifshitz holography と呼

ばれる*7[30]。ここで ν は時間と空間の非等方性を特徴付ける dynamical exponent である。この

場合、ゲージ理論側は (5.2.1) に関する非相対論的なスケール不変性を持った相転移点上の理論

(Lifshitz-like fixed points)に対応している。例えば d = 3, ν = 2における toy modelは

I =

ˆ
dx2dt

[
(∂tϕ)2 − κ(∂2xϕ)2

]
, (5.2.2)

で与えられる。ただしここで κは fixed pointsを添字付けるパラメータである。

これに対応する重力解は、変換 (5.2.1)に対応する対称性を持った時空

ds2 =
dz2 − z2(1−ν)dt2 + dx2 + dy⃗2

z2
, (5.2.3)

によって与えられる (Lifshitz geometry)*8。このとき bulk における null energy condition を仮

定すると、dynamical exponent の範囲は ν ≥ 1 に制限される [123]。特に ν = 1 の場合、時空は

AdSd+1 となって通常の AdS/CFT対応に帰着する。

Lifshitz holographyはAdS/CFT対応の（νによる）1パラメータ拡張になっている。特に Lifshitz

時空において、時間一定面 t = t0 を取ると、Poincaré AdS時空における時間一定面 t = t0 と完全

に一致する。従って、これらの holographyの違いを見るには必然的に一般の Cauchy面を見る必要

がある。また次章で議論する entanglement wedgeを Lifshitz時空で考えようとすると、bulkの光

的測地線が causticsを持ってしまうため、AdS/CFT対応の場合と比べて別の処方が必要になるこ

とが知られている [31]。これらのことを鑑みて、本節の以下では、Lifshitz holographyにおいて前

節と同様に時間一定面にない（“Lorentz boost“を受けた）部分系のホログラフィックエンタングル

メントエントロピーを求める。これによって、時間方向まで考慮した Lifshitz holographyへの示唆

を得ることが期待される。

*7 Lifshitz holographyに関する近年の reviewは [121]を参照。
*8 この時空は物質場の入った Einstein重力理論の解として構成できる [30]。あるいは、重力理論そのものを Lifshitz対
称性を持つようにmodifyした Hořava-Lifshitz重力理論の解と見做すこともできる [122]。
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高次元の Lifshitz時空において、部分系を前節と同様の infinite strip (5.1.21)に取る。この場合、

面積汎関数は
A[X,T ]

4GN
=
Ld−2Rd−1

2GN

ˆ z∗

ϵ

dz

zd−1

√
1 +X ′2 − z2(1−ν)T ′, (5.2.4)

で与えられる。運動の定数を

1

q
:=

z2(1−ν)T ′

zd−1
√

1 +X ′2 − z2(1−ν)T ′2
, (5.2.5)

1

p
:=

X ′

zd−1
√

1 +X ′2 − z2(1−ν)T ′2
, (5.2.6)

によって定義すると、前節と同様にして、パラメータの関係式

1

q2
= z

2(1−ν)
∗

(
1

p2
− 1

z
2(d−1)
∗

)
, (5.2.7)

および

∆t

2
=

1

q

ˆ z∗

0

dz

f(z)
√
h(z)

, (5.2.8)

∆x

2
=

1

p

ˆ z∗

0

dz√
h(z)

, (5.2.9)

SA =
Ld−2Rd−1

2GN

ˆ z∗

ε

dz

z2(d−1)+ν−1

√
h̃(z)

, (5.2.10)

h̃(z) := z2(1−ν)
(

1

z2(d−1)
− 1

p2

)
− z2(1−ν)∗

(
1

z
2(d−1)
∗

− 1

p2

)
, (5.2.11)

を得る。極小曲面のパラメータを (p, z∗)に取った場合の値域の制限は√
ν − 1

d+ ν − 2
≤ p

zd−1
∗

< 1, (5.2.12)

で与えられる。特に d = ν = 2の場合は、これらは解析的に解ける。このときホログラフィックエ

ンタングルメントエントロピーは

SA =
R

4GN
log

(∆x)2η2

ϵ2
√

1− η2(log(
√

1+η
1−η ))2

(η :=
2p2

q
), (5.2.13)
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図 5.2.1 スケール不変量 fν,d(p, z∗)の数値計算による値。図では ν = 2と取っている。スケー

ル不変性を利用して z∗ = 1と設定した。時空の次元 dに対応して上限 fmax
ν,d が存在することが分

かる。

となる。ただし η は以下の関係式

∆t

2
=

q2

4p2
log

√
q + 2p2

q − 2p2
− q

2
, (5.2.14)

∆x

2
=

q

4p
log

√
q + 2p2

q − 2p2
, (5.2.15)

を通して ∆x,∆tに依存している。

これらの解は、Lifshitz対称性からの帰結として、パラメータのスケール変換

(∆t,∆x, z∗, p)→ (λν∆t, λ∆x, λz∗, λ
d−1p), (5.2.16)

に関する不変性を持っている。そこで∆x−∆t平面におけるスケール不変量

fν,d(p, z∗) :=
∆t

(∆x)ν
, (5.2.17)

に注目する。これを各次元において数値的に解析すると、時空の次元 dおよび dynamical exponent

ν に依存した O(1)の定数 fmax
ν,d による bound

∆t

(∆x)ν
≤ fmax

ν,d , (5.2.18)

が存在することが分かる（図 5.2.1 ）。これはホログラフィックエンタングルメントエントロピーを

定義可能な部分系のサイズ (∆x,∆t)が、∆x−∆t平面において、下に凸な曲線で制限されることを

意味する（図 5.2.2 ）。これは通常の AdS/CFT対応では任意の space-likeな部分系に対してホログ

ラフィックエンタングルメントエントロピーが定義されたことと対照的である。
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図 5.2.2 ホログラフィックエンタングルメントエントロピーを定義可能な boundaryの領域。部

分系のサイズを (∆x,∆t) と置いた。この領域は共形場理論では光的直線 ∆t = ∆x によって制

限されている。一方、Lifshitz時空の場合は下に凸な曲線∆t = fmax
ν,d (∆x)ν によって制限されて

いる。

この結果は、場の理論側において、Hilbert空間を

Htot = ⊗x∈ΣHx, (5.2.19)

と時空の各点上のテンソル積として局所的に分解できることを要請した場合、Cauchy面は canonical

time slice上でのみ定義可能であることを意味する。すなわち、Cauchy面上に∆t > 0となる領域が

僅かでもある場合、その領域上に微小な部分系を取ると、ホログラフィックエンタングルメントエン

トロピーの定義域 (5.2.18)から外れてしまう。これは Cauchy面上のHilbert空間が well-definedで

はないことを意味する。実際、非相対論的な理論では光速無限大となるため、domain of dependence

は常に canonical time slice上に潰れる*9。一方で、この結果は、一定以上の大きさ (∆x,∆t)を持っ

た部分系であれば、それが canonical time slice 上に存在しなくともエンタングルメントエントロ

*9 この事実は bulkの causalityから見ることもできる。Lifshitz時空 (5.2.3)において、z = z0 面上の x− t平面にお
ける光的曲線は

t = z
2(1−ν)
0 x, (5.2.20)

となる。すなわち、boundary z0 → 0に近付くと、光的曲線の軌道は t一定面へと漸近する。従って、boundary近
傍に局在する極値曲面 γext

A は常に t一定面上に存在する。
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図 5.2.3 Lifshitz時空におけるホログラフィックエンタングルメントエントロピー。図中には 2

つの extremal surfaceが現れているが、下の曲線をホログラフィックエンタングルメントエント

ロピーとして採用する。ここでは ∆x を固定して ∆t をパラメータとして変化させた。部分系の

サイズに関する bound　 ∆t = fmax
ν,d (∆x)ν に対応する点で曲線は途切れている。このときもホ

ログラフィックエンタングルメントエントロピーは有限値に留まる。尚、UV cutoffは予め差し

引いている。

ピーが定義可能となることを示唆している。すなわち、non-localな Hilbert空間の分割を行った場

合には、Lifshitz theory上の “Lorentz boost“を行った部分系に関して（少なくともエンタングルメ

ントエントロピーを定義できるという意味で）量子状態が well-definedとなることが予想される。

このような (∆x,∆t) に関する制限 (5.2.18) の下、ホログラフィックエンタングルメントエント

ロピー SA の振る舞いを求めると図 5.2.3 のようになる。ここから特に、式 (5.2.18) で与えられる

boundの極限に対して、UV cutoffを差し引いたホログラフィックエンタングルメントエントロピー

は、AdS/CFT対応における null極限とは異なり、有限値に留まることが分かる。

前節で議論した相互情報量の発散は、UV cutoff を差し引いたエンタングルメントエントロピー

の（負の）発散から生じたことを思い出すと、Lifshitz holography では、部分系 A,B の相互位置

を canonical time slice 上以外に取った場合は相互情報量は発散せずに常に有限となることが分か

る*10。

*10 以上の議論は、Lifshitz対称性をさらに拡張した hyperscaling violations geometryに関しても同様に成り立つ [1]。
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第 6章

Subregion/Subregion duality

AdS/CFT対応では通常、AdS時空の全域と共形場理論の全域に関する双対性を考える。これを

“microscopic“な双対性に分解すると、bulkの部分的な領域には、boundaryの部分的な領域が双対

となることが期待される。この発想を subregion/subregion duality と呼ぶ。これは AdS/CFT 対

応の基本原理を、より構成的な形で明らかにすることを目的とする。

Boundaryのある部分領域（部分系の domain of dependence）に対応する bulkの領域としては、

当初は causal wedgeと呼ばれる領域が考えられていた。しかし近年では、bulkの部分領域として、

entanglement wedge と呼ばれる領域が有力視されている。本論文でもこの立場に立って、以下で

entanglement wedgeに基づいた subregion/subregion dualityについて紹介する。

本章では、まず (4.4) 節で議論したホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子

補正の結果から出発して、boundary の部分系 A 上の相対エントロピーと、bulk の部分系 MA 上

の相対エントロピーが等しいことを見る。次に boundary の部分系に対応する bulk の部分領域と

して、entanglement wedge の定義とその性質について議論する。最後に、bulk reconstruction と

量子情報理論における量子誤り訂正符号の関連と、Dong-Harlow-Jafferis らによって証明された

entanglement wedgeu上の局所演算子の再構成定理について解説する。

6.1 相対エントロピーとバルク相対エントロピー

第 4章において、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの 1-loop量子補正 (4.4.15)が

S(ρA) = Tr
(
ρMA
Â(γextA )

)
+ S(ρMA

), (6.1.1)
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図 6.1.1 HRT surface γext
A を含むような AdS 時空のある Cauchy 面。Boundary の部分系

A, Ac に合わせて、bulkの領域もMA, Mc
A に分割される。

と表せることを見た*1。左辺の S(ρA)は boundary上の部分系 Aに対するエンタングルメントエン

トロピー、右辺の第 1項は面積期待値、第 2項は bulkにおける極小曲面 γextA とによって囲まれた空

間的曲面上の部分系MA に対する bulkのエンタングルメントエントロピーである（図 6.1.1）。ここ

で右辺の第 1項において、その期待値が γA の面積を与える area operator Âを導入した [124]。特

に 1/N expansionの leading orderでは、これは単位元 I に比例して古典的な極小曲面の面積

Tr
(
ρMA
Â(γextA )

)
=
A(γextA )

4GN
, (6.1.2)

を与える。また sub-leading orderでは、4.4節において現れた backreactionによる補正項 ⟨δA⟩が

Âの中に含まれている。

Âは一般に量子状態に依存する演算子である。これを見るために、まず boundaryの適当な量子

状態 ρtot を与えると、AdS/CFT対応に従ってその量子状態に対応した bulkの classicalな背景時

空が決定されることに注意する。ここで ρtot としては、bulk側が古典的なある背景時空上の量子重

力理論による記述を許すような量子状態の集合を想定している。例えば真空状態 ρtot = |Ω⟩ ⟨Ω|およ

*1 以下では簡単のために ⟨∆Sq
Wald⟩が現れない状況について考える。また Sc.t. は右辺の 1-loop 補正による発散を取り

除いた形として省略されている。
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びその励起状態に対しては、pure AdS時空とそれを摂動的に変化した時空が対応する。これらの量

子状態の集合を、後述する理由によって code subspaceと呼ぶ*2。真空状態の他にも、例えば有限温

度状態、TFDの周りの量子状態は bulkにおける古典的な描写を持つ。より一般に、このような古

典的な描像を持つ量子状態とその励起状態の集合のそれぞれに対応して、Hilbert空間の内部には複

数の code subspacesが存在する。holographic CFTsの全ての Hilbert空間の中で、これらの code

subspacesは各地に点在する部分集合を成していると考えられる。以下ではそれらのうちの一つを考

え、これをHcode で表す。

量子状態に対応して bulk の背景時空が決定されると、部分系 A を選ぶことで、その entangling

surface にアンカーされたホモロジー条件を満たす極小曲面として γextA が決まる。このとき area

operator Â(γextA ) は、γextA 上に局在した演算子である。このような構成のされ方によって、area

operator は量子状態 ρtot に依存している。またこれは AdS 時空上の量子重力理論におけるゲージ

不変な演算子になっている [23]。

6.1.1 場の理論における modular Hamiltonian

まずは準備として、場の理論におけるmodular Hamiltonian

KA = − log ρA, (6.1.3)

を導入する。KA はその定義から、全系の量子状態 ρtot や部分系 Aの取り方に依存する演算子であ

る。KA は部分系の量子状態 ρA に等しい情報を持っている。量子状態の定義 Trρ = 1, ρ ≥ 0から

は、K の正値性が従う。KA は一般に non-localな演算子であり、特別な場合を除いて具体的な表式

を得ることは困難である。

6.1.2 modular Hamiltonianの具体例

KA の例として、まず明らかな場合として有限温度状態 ρth ∝ e−βH に関して Aを全系に取った

ときが挙げられる。このとき modular Hamiltonian K は、全体系の Hamiltonian H と温度 β = 1

の下で一致する*3。

他に modular Hamiltonianの具体形が知られている例として、R1,d−1 = (t, x⃗)上の一般の場の理

*2 AdS/CFT対応の文脈で現れる “subspace“は正確には部分空間ではなく部分集合の意である。すなわち、|Ψ⟩ , |Φ⟩ ∈
Hcode であっても一般に |Ψ⟩+ |Φ⟩ ∈ Hcode とは限らない。これに関連した area operatorの議論は [23]を参照。

*3 正確には、有限温度状態の規格化因子 F = − logZ(β)分だけずれる。
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図 6.1.2 （左図）場の理論の真空状態において、部分系 Aを half planrに取ったときの量子状

態 ρA。この経路積分は、θ を Euclidean時間と見做すことで、β = 2π の有限温度状態と解釈で

きる。（右図）これを Lorentzian時空に写すと、ρA の modular Hamiltonian KA は、Rindler

時間 η = −iθ に対する Hamiltonian（すなわち、Lorentz boostの生成子）で与えられる。

論の真空状態に関して、部分系 Aを空間の half plane Rdx1>0 に取った場合が挙げられる。これを得

るには、まず A上の量子状態 ρA を Euclidean経路積分によって準備することを考える。これは原

点周りの回転 θ に関する（β = 2π の）有限温度状態として表せることに注意する。通常の有限温度

状態における時間 τ = itと Hamiltonianの関係を思い出すと、この量子状態は Rindler時間 θ ≡ iη

に対する系の Hamiltonian Hη を用いて

ρA =
1

Z(2π)
e−2πHη , (6.1.4)

と表せることが分かる（図 6.1.2）。ここで元の座標 (t, x1)と Rindler座標系とは

ds2E = dr2 + r2dθ2 → ds2 = dr2 − r2dη2, (6.1.5)

x = r cosh η, t = r sinh η, (6.1.6)

の関係にある。従って、時間対称性を生成する Killingベクトル ξ は

ξ = ∂η = x∂t + t∂x, (6.1.7)
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と表せる。故に、時刻一定面 t = 0上における modular Hamiltonianは

KA = 2πHη = 2π

ˆ
x1>0

ξµTµνϵ
ν = 2π

ˆ
x1>0

dxd−1xx1T00, (6.1.8)

となる。すなわち、KA は Rindler wedge内の時間発展 flowを生成する Lorentz boost演算子であ

る [125, 126]。

また共形場理論の真空状態については、任意の球状領域 B に対する modular Hamiltonian を、

domain of dependence D(B) から Rindler wedgeへの共形変換を利用して求められる。すなわち、

共形変換によって量子状態は

ρB = U†ρRindlerU =
1

Z
e−2πU†HηU ≡ 1

Z
e−2πHζ , (6.1.9)

と変化するため、D(B) 内における modular flow の生成子 Hζ を求めればよい。例えば R1,d−1 上

の原点を中心にした spherical region B = {r ≤ L, r =
√∑d−1

i=1 x
ixi} の domain of dependence

D(B) = {r + t ≤ L} ∩ {r − t ≤ L}, t ≡ x0 は、特殊共形変換および並進

xµ =
Xµ + CµX2

1 + 2(X · C) +X2C2
+ 2R2Cµ, Cµ := (0, 1/(2R), 0, . . . , 0), (6.1.10)

によって、R1,d−1 の (right) Rindler wedgeに写すことができる（図 6.1.3）。従って Rindler wedge

の結果から、modular flowの Killing vectorは

ξ = ∂ζ =
1

2L
((L2 − t2 − r2)∂t − 2txi∂i), (6.1.11)

となり、t = 0面上のmodular Hamiltonianは

KB = π

ˆ
B

dxd−1L
2 − r2

L
T00, (6.1.12)

となる [103]。この他にも R× Sd−1 上の共形場理論や、有限温度状態、励起状態における spherical

region B の modular Hamiltonianの具体形が得られている [127, 128, 129]。

6.1.3 modular Hamiltonianの双対性

AdS/CFT対応では、boundaryの部分系 Aに対するmodular Hamiltonian KA と、bulkの部分

系MA に対するmodular Hamiltonian KMA
は area operator Âを含めた双対関係にある。これを

[41]に従って導出する。
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図 6.1.3 （左図）共形場理論の真空状態において、球状に取った部分系 B と modular flow ζ。

（右図）共形変換によって D(B)を Rindler wedgeに写せる。modular flowは Rindler timeに

対応する。|X1| > |T |, X1 > 0の領域のみで D(B)を覆うことに注意。

まずエンタングルメントエントロピー SA は、modular Hamiltonian KA の量子状態 ρA における

期待値として

SA = −TrρA log ρA = TrρAKA, (6.1.13)

と書けることに注目する。従って、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正

(6.1.1)は、modular Hamiltonianを用いると

Tr(ρAKA) = Tr
(
ρMA
Â
)

+ Tr(ρMA
KMA

), (6.1.14)

と表せる。

次に演算子としての双対関係を見るために、code subspace 内の量子状態の摂動変化 ρA ∈

Hcode → ρ′A = ρA + δσA ∈ Hcode を考える。量子状態の摂動に対して、エンタングルメントエント

ロピーは

Tr(ρ′A log ρ′A)− Tr(ρA log ρA) = Tr(δσA log ρA) + TrδσA +O(δσ2
A)

= Tr(δσAKA) +O(δσ2
A), (6.1.15)
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と変化する。ただしここで TrδσA = 0を用いた。δσA = ρ′A − ρA であるから、この式は δσA の一

次において

δSA = δ ⟨KA⟩ , (6.1.16)

と表せる。これはエンタングルメントエントロピーの第一法則と呼ばれている*4[130]。この結果か

ら、(6.1.14)に対する摂動として

Tr(δσAKA) = Tr
(
δσMA

(
Â+KMA

))
, (6.1.17)

を得る。この微小変化 δσA は code subspaceにおいて任意であるから、これを積分して

Tr(σAK
(ρ)
A ) = Tr

[
σMA

(
Â(ρ) +K

(ρ)
MA

)]
, (6.1.18)

を得る。ここで上付きの添え字は、area operatorとmodular Hamiltonianが ρA によって定義され

たものであることを表す。ここから、modular Hamiltonianに関する bulkと boundaryの双対関係

として

ΠcKAΠc = Â(γextA ) +KMA
, (6.1.19)

を得る。ただし Πc は考えている code subspaceへの射影である。

6.1.4 量子相対エントロピーの双対性

ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの量子補正 (6.1.1)および modular Hamilto-

nian の双対性 (6.1.19) を用いると、boundary における相対エントロピーと bulk の相対エントロ

ピーが semiclassial近似 O(N0)の範囲で等しいことを示せる。すなわち、1 loop補正のオーダーで

*4 エンタングルメントエントロピーの第一法則は、相対エントロピー S(ρ||σ) = ∆S − ∆ ⟨Kσ⟩ が非負性および
S(ρ||ρ) = 0 を満たすことからの 1 次変分でゼロになることの帰結である。また相対エントロピーの 2 次の変分量は
Fisher情報量で与えられる。
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は extremal surface γextA の位置が変わらない*5 ことに注意して、

S(ρA||σA) = −S(ρA) + TrρAK
(σ)
A

= −Tr
(
ρMA
Â(γextA )

)
− S(ρMA

) + Tr
[
ρMA

(
Â(γextA ) +K

(σ)
MA

)]
= TrρMA

(
K

(σ)
MA
−K(ρ)

MA

)
= S(ρMA

||σMA
), (6.1.21)

を得る [38]*6。ここで γextA の位置が変わらないことから、2 つの量子状態 ρMA
, σMA

を同一の

Hilbert空間HMA(γext
A ) 上の量子状態として扱えることに注意。

尚、この議論は O(N2)以降の高次の量子補正を取り入れた場合に拡張できる。まず高次の量子補

正を取り入れたホログラフィックエンタングルメントエントロピーについて、その関数形が式 (6.1.1)

で与えられることを仮定して、曲面 χA の位置を右辺（面積項 Âと bulk entanglement entropy Sa

の和）が極小になるように定義する方法が提案されている [22]。すなわち、一般化されたホログラ

フィックエンタングルメントエントロピー（generalized entropy）を

S(ρA) := min
χext
A

(
Sbulk(χext

A ) + ⟨Â(χext
A )⟩

)
, for all orders in GN , (6.1.22)

で定義する。このように定義された極小曲面 χext
A を quantum extremal surfaceと呼ぶ。この仮定

の下で、modular Hamiltonianの双対関係 (6.1.19)は式 (6.1.1)からの帰結であったことから、同様

の議論で任意の 1/N のオーダーに対して modular Hamiltonianの双対関係 (6.1.19)が成り立つこ

とが分かる。一方、高次の量子補正を取り入れると χext
A の位置はそれぞれの量子状態に依存するよ

うになる。その結果、bulkと boundaryの相対エントロピーは一般には等しくならず、差分が生じ

*5 一般に、X を極小曲面への埋め込みとして、metricの摂動 g → g + δg に対する極小曲面 A(X, g)の変分は、δg の
1次のオーダーで

δA(X, g) =
δA(X, g)

δg
δg +

δA(X, g)

δX

δX

δg
δg, (6.1.20)

と書けるが、極小性から δA/δX = 0となり第 2項はゼロになる。第 1項は 1 loopレベルの量子補正として Âに現
れる。4.4節の議論を参照。

*6 これに類似した現象として、格子ゲージ理論における相対エントロピーは、格子の連続極限において、部分系 A 上の
代数 AA の選び方に伴う不定性が無くなることが知られている [84]。
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る。これは式 (6.1.1),(6.1.18)から

S(ρA||σA) = −S(ρA) + TrρAK
(σ)
A

= −S(ρ
(ρ)
MA

)− Tr
(
ρ
(ρ)
MA
Â(ρ)

)
+ Tr

[
ρ
(σ)
MA

(
Â(σ) +K

(σ)
MA

)]
= S(ρ

(σ)
MA
||σMA

)

+
(
S(ρ

(σ)
MA

) + Trρ
(σ)
MA
Â(σ)

)
−
(
S(ρ

(ρ)
MA

) + Trρ
(ρ)
MA
Â(ρ)

)
, (6.1.23)

と示せる。ただし量子状態の上付きの添字は、bulk の量子状態がどの量子状態を元にした χext
A =

χext
A (ρ) によって分割した bulk の部分領域 MA 上で定義されているかを表す。トレースに含まれ

る演算子は同じ bulk の領域上で定義されていなければならないことに注意。最終行は、2 つの

quantum extremal surface χext
A (ρ), χext

A (σ) 上で計算した generalized entropy の差分である。特

に O(N0)では χext
A (ρ)の定義から最終行の項は消滅して、かつ ρ

(σ)
MA

= ρ
(ρ)
MA
であるから、先述の結

果と一致する。また高次の量子補正を含めたときも、ρ(σ)MA
= σMA

と置いた場合、χext
A (ρ)と χext

A (σ)

のずれを一次の差分と仮定すれば、同様に最終行の項が消えて S(ρA||σA) = 0が言える。

一般の場合は、bulkと boundaryの相対エントロピーは完全には一致しなくなる。この場合の議

論については [131]を参照。また高階微分項による補正と量子補正の両方を取り入れた議論は [24]を

参照。

尚、エンタングルメントエントロピーの第一法則 (6.1.16)は、boundaryにおける量子状態の摂動

論に関する主張であるが、これを holographyの状況に適用すると、bulkにおける線形 Einstein方程

式を導出できる。この導出の概要は次の通りである。例として真空状態 ρおよびその摂動状態 ρ+δρ

を考えると、これに対応する背景時空は pure AdS時空に対する摂動であり、Fefferman-Graham計

量 (2.2.22)を用いて表せる。Ryu-Takayanagi公式を用いると、第一法則 (6.1.16)の左辺は、O(N2)

のオーダーでは計量の摂動に伴った極小面積の変化 δA = A[g + δg] − A[g]として表せる。また右

辺は、modular Hamiltonianの形が分かれば、共形場理論のエネルギー運動量テンソルの期待値の

微小変化として（例えば δ ⟨T00⟩を用いて）陽に書き下せる。さらに field-operator対応を用いると、

エネルギー運動量テンソルの期待値は、z → 0における計量の摂動 δg|z=0 によって表すことができ

る。従って、エンタングルメント第一法則は、両辺ともに bulkにおける計量の摂動を用いて表すこ

とができる。ここで特に部分系 Aとして球状領域を取ると、modular Hamiltonianの表式 (6.1.12)

を用いることができて、ある具体的な関数 F1,2 を用いて、schematicには

ˆ
γext
B

F1(x, z, δg) =

ˆ
B

F2(x, z = 0, δg|z=0), (6.1.24)
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と書ける。さらに Stockesの定理によって、これと同値な命題として

ˆ
b

δEµν = 0, (6.1.25)

を得る。ここで δEµν は線形 Einstein 方程式を与えるテンソルであり、b は γextB と B で囲まれ

た codimension-1 の領域である。この式が成り立つためには bulk の局所的な各点で δEµν = 0 が

必要十分条件であることから、線形 Einsiten 方程式を得る [25, 26]。この結果は、近年 non-linear

Einstein方程式（2次）にまで拡張された [27]。

6.2 Entanglement wedge と Bulk reconstruction

前節の結果

S(ρA||σA) = S(ρMA
||σMA

), (6.2.1)

に相対エントロピーの非退化性（式 (3.3.32)）を考慮すると、O(N0)で

ρA = σA ⇔ ρMA
= σMA

, (6.2.2)

を得る。これは bulkの部分系MA において発生した励起などの如何なる変化も、boundaryの部分

系 A上の量子状態の変化として現れることを意味する。すなわち、bulkの部分系MA 上の量子状態

と boundaryの部分系 A上の量子状態は等しい情報を持っており、boundaryの部分系 Aに双対な

bulkの領域がMA で与えられることが期待できる。

6.2.1 Entanglement wedge

Bulkの全体系が古典的な時空による記述を持っているとき、boundaryのある部分領域の情報に

bulk のある部分領域の情報が対応することを subregion/subregion duality と呼ぶ。換言すると、

boundaryの部分系の量子状態 ρA を固定したときに、それを縮約密度行列として与えるような（古

典的な bulk描像を持つ）全ての量子状態 ρtot の集合を考えて、それらの bulkに共通する部分領域

を「部分系 Aの情報 ρA のみによって決定される双対領域」であると考える。この意味で ρA と双対

な bulkの領域は “dual of density matrix ρA“とも言われる [34]。これは boundaryの部分系 Aに

おける量子状態 ρA を用いて、bulkのある領域の時空やその上の量子状態、局所演算子、相関関数な

どを復元できることを意味する。部分系 Aが同じであっても、ρA が異なるならば、一般には双対と

なる bulkの領域も変化する。
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図 6.2.1 Global AdS 時空における entanglement wedge。境界上の部分系 A の domain of

dependence D(A)に対して、bulkの entanglement wedge EA ≡ E(A)が対応する。Entangle-

ment wedge EA は、部分系 A と RT/HRT surface で囲まれた任意の Cauchy 面上の領域MA

に対して E(A) := D(MA)で定義される。

このような bulkの部分領域として、近年では entanglement wedgeと呼ばれる領域が考えられて

いる [34, 35, 37]。ここで entanglement wedgeは、boundaryの部分系A（または量子状態 ρA）に対

して、extremal surface γextA から決まる bulkの空間的超曲面MA に対する domain of dependence

D(MA)として定義される（図 6.2.1）。

EA := D(MA). (6.2.3)

これは bulkにおける codimension-0の部分領域である。以下ではこれを EA で表す。これに対応し

て、boundary では部分系 Aの domain of dependence D(A)を考える。すなわち、entanglement

wedgeに基づく subregion/subregion dualityは、これらの間の双対性

D(A)⇔ E(A), (6.2.4)

を主張する。尚、EA についてある Cauchy面を取ったMA を entanglement wedgeと呼ぶことも多

い。実際、第 (7)章では専らMA 上の幾何学量に関して議論する。

以下では entanglement wedge による subregion/subregion duality を支持する事実を見ていこ
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う。ここでは一旦、entanglement wedge に限らず、一般に部分系 A の dual の候補となる領域を

RA で表す。

まず相対論的な場の理論に関して、ある部分系とそれとは異なる部分系の domain of dependence

が等しいならば、これらの 2つの部分系は完全に同じ情報を持っていることに注意する。実際、この

とき片方の量子状態や演算子は、他方の量子状態や演算子のユニタリ時間発展によって表せる。従っ

て、boundaryの部分系 Aと双対になる bulkの領域 RA は、domain of dependenceを共有する部

分系に対して同一になる必要がある。そして実際に Entanglement wedgeがこの性質を満たしてい

ることは容易に確かめられる。すなわち、boundary の部分系に D(A) = D(A′) となる他の部分系

A′ を選んだとき、γextA′ がアンカーされる entangling surfaceは Aのそれと変わらないために

D(A) = D(A′)⇒ ∂A = ∂A′ ⇒ EA = EA′ . (6.2.5)

が成り立つ。このように entanglement wedge は boundary 上の domain of dependence に対し

て定義されている。以降では一般性を失わずに、D(A) を代表させる形で、部分系 A に対する

entanglement wedge EA を考える。Bulk の領域 RA 自身についても、boundary の部分系 A の情

報から復元できる bulkの最大領域として定義されることから、その領域の domain of dependence

と一致しなければならない (RA = D(RA)。Entanglement wedge がこの性質を満たすことはその

定義から明らかである。

EA = D(EA). (6.2.6)

次に部分系 Aが他の部分系 B に含まれている場合、bulkの領域 RB は、RA を含んでいなけれ

ばならない。これは B の量子状態をトレースアウトすることで Aの量子状態を得られることから自

然な要請である。そして実際に entanglement wedge が広いクラスの時空においてこの性質を満た

すことが示されている [35]。

A ⊂ B ⇒ EA ⊂ EB . (6.2.7)

また逆に、boundaryの部分系 Aが部分系 B と交わらないならば、bulkの領域 RA は B 上の変

化によって影響を受けるべきではない。この要請は RA として可能な最大領域に制限を与える。実

際、entanglement wedgeはこの制限を満たすことが知られている [34]。

A ∩B = ∅ ⇒ EA ∩ {J+(EB) ∪ J−(EB)} = ∅. (6.2.8)

ただし J+(−)(X)は bulkにおける部分領域 X の因果的未来（過去）であり、X の変化によって影

響を受ける（与える）領域を表す。
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これらの議論により、entanglement wedge は部分系の双対領域としての必要条件を満たしてい

ることが分かった。他に entanglement wedge による双対性を支持するより積極的な理由の一つ

として、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーに関する RT/HRT 公式が挙げられ

る。これを見るために、まず境界上で部分系 A の上の量子状態 ρA が与えられたとき、任意の部

分系 B ⊂ A について,、エンタングルメントエントロピー（von Neumann エントロピー）SB を

求めることが原理的には可能であることに注意する。これは bulk においては、γextA を境界に持つ

codimension-2 surfacesの族 ΓA = {γextB |B ⊂ A}の面積の情報を得たことに相当する。従って、あ

る部分系 Aの情報に対応する時空の領域は、少なくとも ΓA を含んでいると考えることが自然であ

る。Entanglement wedgeはこれを明らかに満たしている*7。

さらに、先述した相対エントロピーによる状態識別の同一性 (6.2.2)は、RA ≡ EA を根本的に裏

付けている。尚、この結果は 6.3節における証明においても本質的に用いられる。

これらの事実から、boundaryの部分系の bulkの双対領域は entanglement wedgeであると考え

られる。

6.2.2 Bulk reconstruction

Subregion/subregion duality の意味する結果をより明確にするために、ここでは共形場理論

側のある部分領域上の演算子を用いて bulk のある領域における局所演算子を書き表すことを

考える。これは現在では様々な方法が提案されているが、以下では標準的な方法である HKLL

reconstruction[42, 43]について述べる。

AdS/CFT対応の基本原理の一つである式 (2.4.17)、すなわち、共形場理論の (single trace)演算子

の 1点関数および normalizable fieldsの AdS boundaryにおける値の対応関係は、AdS boundary

付近における（重力理論の）演算子としての等式として

lim
z→0

z−∆ϕ(x, z) = O(x), (6.2.9)

が成り立つことを示唆する (“extrapolate dictionary“)[132]。この対応関係を bulkの内部に延長し

て、bulk の局所演算子を boundary の演算子によって表すことを考える [42]。このために、まず

*7 この ΓA を元にして定義された domain of dependence D(ΓA)は、RT/HRT surfaceが相転移を起こす場合など、
entanglement wedge の一部しか覆わず中心部に“欠損“を残すことがある。エンタングルメントエントロピーの議論
のみからは、EA ではなく D(ΓA)をRA の候補とすることも考えられる。しかし次章で議論するように、この“穴“の
部分に存在する幾何学量は、ρA から計算可能な他の情報量に対応することが予想される [2]。これに関連する議論は
[37]を参照。
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normalizable fieldsの boundaryにおける値を

ϕ+(x) := lim
z→0

z−∆ϕ(x, z), (6.2.10)

で定義したときに、次の関係式

ϕ(x, z) =

ˆ
Bd

dydK(x, z; y)ϕ+(y), (6.2.11)

を満たす関数 K(x, z; y) を、ϕ(x, z) に関する bulk の運動方程式を用いて求める。この K は

smearing functionと呼ばれる*8。この smearing functionを用いて bulkの局所演算子を

ϕ̂(x, z) :=

ˆ
Bd

dydK(x, z; y)O(y), (6.2.12)

で定義する。この方法によれば、bulkの局所演算子を共形場理論の “smear“された non-localな演

算子によって表せる。このように、semiclassicalな bulkの fluctuationとして現れる局所演算子を、

boundary側の演算子によって表現することを一般に bulk reconstructionと呼ぶ。これを用いると、

例えば bulkにおける 2点相関関数は

⟨ϕ(x, z)ϕ(x′, z′⟩AdS =

ˆ
Bd

dyd
ˆ
Bd

dy′dK(x, z; y)K(x′, z′; y′) ⟨O(y)O(y′)⟩CFT . (6.2.13)

と boundaryの共形場理論における 2点相関関数によって表される。

ここで重要な点は、K として boundaryの（全域ではなく）一部の領域上にのみ supportを持つも

のを選べることである [42, 43]。例えば global AdS時空に対しては、bulkの局所演算子が挿入され

ている点から space-likeな関係にある boundaryの領域上のみで非ゼロになるように K を構成でき

る。これを逆から見ると、一般には boundaryの部分系 A上に supportを持つK によって、bulkの

causal wedge CA に含まれている局所演算子を HKLLの方法で再構成できる。ここで causal wedge

CA とは、境界上の D(A)との情報のやり取りが可能な bulkの部分領域として

CA := J+(D(A)) ∩ J−D(A)), (6.2.14)

で定義される [32, 33]。すなわち、HKLL reconstructionは causal wedgeに属する局所演算子の再

構成法を与えている。

この結果は、D(A) 上の情報と双対な bulk の領域は少なくとも causal wedge CA を含んでいな

*8 これは (2.4.20) に現れる bulk to bulk propagator K∆ とは別物であることに注意。K∆ は non-normalizable

modesに対して定義される一方、smearing function K は normalizable modesに対して定義される。normalizable

fieldsは semiclassicalな bulk theoryの励起モードとして、bulkの局所演算子に相当する。
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図 6.2.2 Global AdS 時空の Cauchy 面上で見た Causal wedge CA と entanglement wedge

EA。部分系 Aとして 2-disjoint intervals A = A1 ∪ A2 を取っている。I(A1 : A2) > 0となる

ように大きく部分系を取ったとき、entanglement wedgeは causal wedgeと比較して bulkの深

部を覆っている。

ければならないことを示唆する。実際、entanglement wedge EA は常に causal wedge CA を含むこ

とが知られている [35]。一方、これらの領域は常に一致するとは限らない。EA ̸= CA となる典型的

な例としては、2 つの disjoint intervalsから成る部分系 A = A1 ∪ A2 において、A1, A2 を十分に

大きく取った場合が挙げられる（4.2.2節参照）。すなわち、相互情報量が I(A1 : A2) > 0となると

き、γextA1A2
は 2 つの部分系を繋ぐ形になり、CA と比較して EA の領域は bulk の深部に達する（図

6.2.2）。また causal wedgeはそれ自身の domain of dependenceと一般には一致しない [36]。従っ

て、causal wedge自体は bulkの双対領域の候補としては不適当である*9。

それでは entanglement wedgeにおける bulkの局所演算子はどのように再構成されるのか。これ

に関しては現在盛んに研究されており、様々な方法が提案されている。特に量子誤り訂正符号を用い

た議論からは、entanglement wedge EA 上の局所演算子を部分形 A上の演算子のみを用いて（原理

的には）再構成できることが証明された [41]。この結果は subregion/subregion dualityにおける重

力側の領域として、entanglement wedgeを考える新たな根拠の一つとなっている。次節ではこの再

*9 ただし、causal wedgeの domain of dependence D(CA)は、この要請からは候補として除外されないことに注意。
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構成定理について詳しく述べる。

尚、前節のmodular Hamiltonianにも関連する局所演算子の再構成法として、modular Hamilto-

nianに関する双対性 (6.1.19)から得られるもう一つの結論、すなわち、entanglement wedge上の局

所演算子に対して modular Hamiltonianの作用が bulk modular Hamiltonianの作用と一致するこ

とを用いる方法がある。

[ϕbulk,KA] = [ϕbulk,KMA
]. (6.2.15)

この事実は entanglement wedge 内の局所演算子は γextA 上に局在する area operator Â と常に

space-like になることから従う。この式と、bulk の modular flow に関して RT/HRT surface が

bifurcation surface になっている事実を用いると、γextA 上の局所演算子は共形場理論における

modular Hamiltonican KA と交換しなければならないことが分かる。この事実を利用して、2つの

交叉する RT/HRT surfaceの交叉点上に存在する局所演算子を、共形場理論の情報のみから再構成

する方法が近年提案された [133]。これは HKLL reconstructionと異なり bulkの背景計量の知識を

用いない点が特徴である。また他に modular flowを用いた方法として、部分系が spherical region

などの場合には HKLL reconstructionが A上の演算子のmodular flow sに沿った積分

ϕ(x, z) =

ˆ
ds

ˆ
A

d−→y d−1K(x, z;−→y , s)O(−→y , s), O(−→y , s) := U(s)†O(−→y , 0)U(s), (6.2.16)

と見做せることの類推から、この式を一般の状況（例えば上記の 2 disjoint intervals）に拡張して、

同様に modular flowによって局所演算子を定義する方法が提案されている [38, 134]。

6.3 量子誤り訂正符号とバルク再構成定理

Entanglement wedge EA 上の局所演算子を、部分系 A 上の演算子のみを用いた何らかの方法で

（例えば式 (6.2.12)のような形で）再構成できると仮定しよう。この仮定は、次に述べるように一見

して矛盾した状況を引き起こす [39]。

Boundaryの部分系 A,B を交叉する (A ∩ B ̸= ∅)ように取り、それぞれの entanglement wedge

EA と EB について、これらが交叉する領域上の点X ∈ EA ∩ EB の局所演算子 ϕ̂(X)について考える

（図 6.3.1）。仮定から、ϕ̂(X) は部分系 A, B のどちらの演算子のみによっても再構成可能である。

すると、ϕ̂(X)は Aと B に共通する領域 A ∩ B の Hilbert空間 HA∩B 上の演算子のみから構成さ

れていなければならない。ところが、一般にはX /∈ EA∩B となる点X が存在し、このような点上の

局所演算子は A ∩B 上の演算子のみからは再構成できない。
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図 6.3.1 Bulkの局所演算子の再構成に関する矛盾。（左図）X ∈ EA ∩EB 上の局所演算子 ϕ̂(X)

は、boundary の部分系 A,B どちらの上の演算子によっても再構成可能である。すると ϕ̂(X)

は部分系 A ∩ B 上の演算子によって表されているはずであるが、EA∩B によっては X を再構成

できない。（右図）X ∈ EA ∩ EB 上の局所演算子 ϕ̂(X) は、A ∪ B, B ∪ C, C ∪ A のいずれの

部分系によっても再構成可能であるから、これらに共通する 3 点 {p1,p2, p3} 上の演算子によっ
て表せるはずである。ここで A,B,C の位置を図中で僅かに回転させると、同様の議論から新た

な 3 点 {p′1,p′2, p′3} 上の演算子による ϕ̂(X) の再構成を得る。ところが、これら新旧の 3 点の間

には最早共通する領域が 1 点も無いため、ϕ̂(X) は再構成され得ないことになる。以上の議論は

entanglement wedgeを causal wedgeに置き換えても成り立つことに注意。

仮に何らかの事情によって、共通部分 A ∩ B の情報のみから X 上の局所演算子を再構成できる

と仮定しよう。しかしそれでも、より極端な状況を考えることで避けられない矛盾が生じる。今度

は 3つの部分系 A,B,C を図 6.3.1の右ように取り、簡単のために bulkの中心点 X について考えよ

う。このとき A,B,C のいずれの部分系によっても単独では ϕ̂(X)は再構成できないが、任意の 2つ

の部分系の組み合わせ A ∪ B, B ∪ C, , C ∪ Aで再構成が可能である。この 3通りの組み合わせに

共通する boundaryの領域は、それぞれの部分系の端点 ∂A ∪ ∂B ∪ ∂C ≡ {p1, p2, p3}のみである。

従って、ϕ̂(X) はこの 3 点上の演算子によって再構成されなければならない。ここで新たな部分系

A′, B′, C ′ を、元の A,B,C を図中で少しだけ回転させたものとして選ぶ。同様の議論を繰り返す

ことで、今度は 3点 ∂A′ ∪ ∂B′ ∪ ∂C ′ ≡ {p′1, p′2, p′3}上の演算子によって ϕ̂(X)は再構成されている

ことになる。しかし {p1, p2, p3}と {p′1, p′2, p′3}にはもはや 1点の共通部分も無く、従って ϕ̂(X)は
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如何なる boundaryの領域上の演算子によっても再構成され得ないことになってしまう。

以上の議論は entanglement wedge に限らず causal wedgeを用いた再構成に関しても同様に当て

はまることに注意する*10。Causal wedgeに関しては実際に HKLL reconstructionによる再構成が

可能であるから、これらの矛盾は局所演算子の再構成が可能であるという仮定や、双対となる部分領

域を entanglement wedgeに取ったことに起因するものではない。

それでは矛盾はどのように解決されるのか。これらの矛盾が生じた原因は、暗黙裡に置いていた

「それぞれの部分系によって再構成された演算子がすべて同一のものである」という仮定に由来する。

そこでこの仮定を放棄して、それぞれの部分系によって復元される局所演算子はそれぞれ異なるもの

であるが、対象となる量子状態への作用については同じであると考えよう。例えば図 6.3.1の後者の

例では、

ϕ̂AB |Φ⟩ = ϕ̂BC |Φ⟩ = ϕ̂CA |Φ⟩ , (6.3.1)

となっていれば bulkの局所演算子は矛盾なく定義される。ここで量子状態 |Φ⟩は背景時空に対応し

た code subspace Hcode に含まれる任意の状態 |Φ⟩ ∈ Hcode を表す。

このような量子状態や局所演算子は、量子情報理論における量子誤り訂正符号 (quantum error

correction, QEC)において議論される code subspace および logical operatorと同じ構造を持って

いる*11。そこで次に量子誤り訂正符号について簡潔に紹介する。

6.3.1 量子誤り訂正符号

量子誤り訂正符号とは、ある量子系の量子状態を別の量子系へと転送する際に用いる雑音等などに

よるエラーを低減するためのプロトコルである。ここでは特にそのようなエラーとして、AdS/CFT

対応の議論に関係する情報の部分的な喪失（トレースアウト）について考えよう。

具体例として、次の 3準位系 (qutrit)の量子状態

|ψ⟩ =
2∑
i=0

ai |i⟩ = a0 |0⟩+ a1 |1⟩+ a2 |2⟩ , (6.3.2)

を量子通信（CPTP写像）によって転送する状況を考える。ここで量子状態が含む情報とは、具体的

には係数 {ai}2i=0 のことを指す。ただ単純にこの量子状態を用いて通信を行うと、雑音等によって、

*10 実際、次に述べる quantum error correctionとの類似性は、最初に causal wedge上の再構成に基づいて指摘された
[39]。

*11 AdS/CFT 対応の文脈で semiclassical な bulk 描像を持った量子状態の集合を code subspace と呼ぶことはここに
由来する。
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例えば 2つの基底を flipさせるようなエラー (|0⟩ ←→ |1⟩)によって元とは異なる情報が受け手側で

復元されてしまう可能性がある。今考えている情報喪失に関しては、1つの qutritではそもそも転送

が失敗して全く情報が伝わらなくなってしまう。そこで情報の耐久性を上げるために、誤り訂正符号

のプロトコルを用いる必要が生じる。

古典的な情報理論における誤り訂正符号では、元となる情報（bitの列）と同一の系を複数用意し

ておき、それらを一斉に転送することで誤り確率を低減することが可能である。ところが量子情報理

論では、量子複製可能性定理が存在するため、未知である一般の量子状態についてそのコピーを作製

することは原理的に不可能である (No-cloning theorem)[135]。従って、古典情報理論のアナロジー

として、単純に元の量子状態を複数用意する方法は利用できない。

そこで量子情報理論における誤り訂正符号では、元となる量子状態を、より大きな Hilbert空間に

埋め込むことで情報の耐久性を向上させる。例えば量子状態 (6.3.2)の代わりに、3つの qutritから

成る Hilbert空間H123 = H1 ⊗H2 ⊗H3 の部分空間 H̃123 の元

|ψ̃⟩ =

2∑
i=0

ai |̃i⟩ ∈ H̃123, (6.3.3)

を考える。ここで部分空間 H̃123 の基底を

|0̃⟩ =
1√
3

(|000⟩+ |111⟩+ |222⟩), (6.3.4)

|1̃⟩ =
1√
3

(|012⟩+ |120⟩+ |201⟩), (6.3.5)

|2̃⟩ =
1√
3

(|021⟩+ |102⟩+ |210⟩), (6.3.6)

で定義した。また |0⟩ , |1⟩ , |2⟩は qutrit Hi (i = 1, 2, 3)の基底である。H̃123 には、元の Hilbert空

間が等長的に埋め込まれている。

量子状態 (6.3.3)を用いると、3つの qutritのうちどれか 1つが失われても受け手側で元の量子状

態を復元できる。実際、例えば 3 番目の qutrit が失われて、受け手側は 1 番目と 2 番目の qutrits

H12 = H1 ⊗H2 にしか操作を行えないと仮定しよう。このとき H12 上のユニタリ写像 U12 を、次

の基底の入れ替え

U(12) : |01⟩ 7→ |12⟩ 7→ |10⟩ 7→ |22⟩ 7→ |02⟩ 7→ |21⟩ 7→ |20⟩ 7→ |11⟩ 7→ |01⟩ , |00⟩ 7→ |00⟩ , (6.3.7)
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によって定義すると、その作用によって各基底は

U(12) |̃i⟩ = |i⟩ ⊗ 1√
3

(|00⟩+ |11⟩+ |22⟩), (6.3.8)

と変換する。これを |ψ̃⟩に作用させることで

U(12) |ψ̃⟩ = |ψ⟩ ⊗ 1√
3

(|00⟩+ |11⟩+ |22⟩), (6.3.9)

となり、1 番目の qutrit に量子状態 |ψ⟩ を復元できる。同様に U(23), U(31) を作ることで、他の

qutritの情報を喪失した場合でも必ず元の量子状態を復元可能になる。このプロトコルによって、任

意の 1 qutritの喪失に関する量子誤り訂正符号が達成されたことになる*12。

このように量子誤り訂正符号では、元となる量子状態をより大きな Hilbert空間の元に対応させる

ことで、一定範囲のエラーに対する情報の耐久性を得る。元となる量子状態の Hilbert 空間（メッ

セージ系）は、より大きな Hilbert空間（入力系）の部分空間となるように通常は等長写像によって

埋め込まれる。この埋め込まれた部分空間を符号空間 (code subspace)と呼び Hcode で表す。上の

例では、元の |ψ⟩を含む Hilbert空間がメッセージ系、3つの qutritによる Hilbert空間 H123 が入

力系、|0̂⟩ , |1̂⟩ , |2̂⟩が張る部分空間 H̃123 が code subspaceである。

以上では、量子誤り訂正符号における量子状態の対応に注目したが、次にメッセージ系上の演算子

が入力系でどのように表されるかを考える。メッセージ系は符号空間に等長に埋め込まれているの

で、符号空間上にメッセージ系における演算子と同じ作用をする演算子が存在することは明らかであ

る。ここで重要な点は、その符号空間上で表現される演算子が一意的ではないということである。こ

れを見るために、上記の具体例において

O |i⟩ =

3∑
i=1

Oji |j⟩ , (Oij := ⟨i|O|j⟩), (6.3.10)

と作用するメッセージ系の演算子を考える。次の符号空間上の演算子

Õ(12) := U†
(12)O(1)U(12) on H12, (O(1) := O ⊗ I ⊗ I), (6.3.11)

*12 一般に量子誤り訂正符号は、予め定められた範囲内のエラーに対して情報を保護するプロトコルである。これは極端な
状況として、全ての情報を受け手が喪失した場合は情報の復元がどのような方法でも不可能になることから明らかであ
ろう。
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図 6.3.2 AdS/CFT対応における Hilbert空間の構造。

を用いると、

Õ(12) |̃i⟩ = U†
(12)(O |i⟩)⊗

1√
3

(|00⟩+ |11⟩+ |22⟩) =

3∑
i=1

Oji |j̃⟩ , (6.3.12)

となり、メッセージ系の演算子 O と同じ作用を持つ演算子 Õ(12) を符号空間上に再現できる。とこ

ろが、同様に U(23), U(31) を用いて定義された Õ(23), Õ(31) についても O と同じ作用を持ってい

る。これらはそれぞれ H23, H31 上に supportを持った符号空間上の演算子である。このような符

号空間上の演算子を logical operatorsと呼ぶ。すなわち、メッセージ系の演算子は、符号空間上の

logical operators として複数の異なる support による表現方法を持っており、かつそれらの Hcode

上の量子状態に対する作用は常に一致する。

Õ(12) |ψ⟩ = Õ(23) |ψ⟩ = Õ(31) |ψ⟩ , ∀ |ψ⟩ ∈ Hcode. (6.3.13)

6.3.2 Bulk Reconstruction Theorem

量子誤り訂正符号における結果 (6.3.1) と式 (6.3.1) との間には、明らかな類似性を見出だせる。

この事実に基づいて、AdS/CFT 対応における holographic CFTs の Hilbert 空間のうち、古典的

な bulk 上の量子状態として表せるものの集合およびその上の局所演算子は、量子誤り訂正符号

に現れる code subspace と logical operators と同一の構造を持っているという主張が提案された

[39]。AdS/CFT対応の原理によれば、semiclassicalな bulk上の Hilbert空間は等長写像によって

holographic CFTの Hilbert空間の部分集合に埋め込まれている（図 6.3.2）。

Hbulk semiclassical
∼= Hcode ⊂ Hholographic CFT. (6.3.14)
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これは量子誤り訂正符号の言葉では、bulkにおける semiclassicalな理論をメッセージ系、境界上の

holographic CFTsを入力系と見做したことに相当する。

以上の発想に基づいて、entanglement wedge 上の局所演算子を対応する boundaryの部分系上の

演算子を用いて再構成できることの証明が行われた。すなわち、EA の Cauchy面 MA に含まれる任

意の演算子 ϕ̂MA
に対して、次の性質を満たす部分系 A上の演算子 OA が存在する。

∀ϕ̂MA
, ∃OA ∈ L(HA) s.t. ϕ̂MA

|Φ⟩ = OA |Φ⟩ , ∀ |Φ⟩ ∈ Hcode. (6.3.15)

以下では Dong-Harlow-Wall らの方法 [41] に沿ってこの定理の証明を行う（[39] も参照のこと）。

尚、以下の定理およびその証明は、AdS/CFT対応に依拠しない、純粋に量子力学に関する議論であ

る。これを AdS/CFT対応の状況に適用することで、再構成定理 (6.3.15)の証明が得られる。

定理 1. 有限次元*13Hilbert空間Hに関するテンソル積H = HA⊗HAc と、その部分空間Hcode ⊂ H

を考える。Hcode のテンソル積による表示Hcode = Ha ⊗Hac が、任意の量子状態 |ψ⟩ , |ϕ⟩ ∈ Hcode

に対して、次の性質

ρac = σac ⇒ ρAc = σAc , (6.3.16)

を満たすと仮定する。ただし

ρac := Tra |ψ⟩ ⟨ψ| , σac := Tra |ϕ⟩ ⟨ϕ| , (6.3.17)

ρAc := TrA |ψ⟩ ⟨ψ| , σAc := TrA |ϕ⟩ ⟨ϕ| , (6.3.18)

と定義した。このとき、Ha 上の（すなわち、Ha を supportと domainに持ち、かつ O†
a も同様の

性質を満たす）任意の演算子 Oa に対して、次の性質を満たすHA 上の演算子 OA が存在する。

OA |η⟩ = Oa |η⟩ , ∀ |η⟩ ∈ Hcode. (6.3.19)

Proof. 証明はOAを実際に構成して行う。また証明は式 (6.3.25)の導出までと、その後の式 (6.3.27)

の導出の 2部に分かれている。後者に関する詳細は付録 (9.2.2)を参照。

対象となる演算子 Oa は Hermitianであると仮定して一般性を失わないことに注意する。実際、任

意の演算子X は 2つの Hermitian演算子X+ = X+X†

2 , X− = X−X†

2i の線形結合X = X+ + iX−

によって表せるため、一般の演算子についてはそれぞれの部位に分解して以下と同様の議論を適用す

ればよい。

*13 数学的な煩雑さを避けるため、以降の議論は有限次元 Hilbert空間を仮定する。
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任意の量子状態 |ϕ⟩ ∈ Hcode に対して、λを実数パラメータとして

|ψ⟩ := eiλOa |ϕ⟩ , (6.3.20)

と定義する。演算子 Oa がHa 上で閉じているという仮定から、この状態に関して

ρac = σac , (6.3.21)

が成り立つ。従って、仮定から

ρAc = σAc , (6.3.22)

を得る。ここから任意のHAc 上の演算子 XAc に対して

⟨ϕ|XAc |ϕ⟩ = TrH [|ϕ⟩ ⟨ϕ|XAc ]

= TrHAc [σAcXAc ]

= TrHAc [ρAcXAc ]

= ⟨ψ|XAc |ψ⟩ , (6.3.23)

が成り立つことが分かる。これを |ψ⟩の定義において λの 1次まで展開すると、今は O†
a = Oa であ

るから、

0 = ⟨ϕ|XAc |ϕ⟩ − ⟨ϕ|e−iλOaXAceiλOa |ϕ⟩ = iλ ⟨ϕ|[Oa, XAc ]|ϕ⟩+O(λ2), (6.3.24)

となる。λは任意であったから、結局

⟨ϕ|[Oa, XAc ]|ϕ⟩ = 0, (∀ |ϕ⟩ ∈ Hcode, ∀XAc on HAc), (6.3.25)

を得る。

ここで付録 9.2.2の結果によって、式 (6.3.25)は命題と同値であることが分かる。すなわち、ρA を

ρA ≡ CC† と表したときの演算子 C および ρA を可逆な領域に制限した演算子 g := ρA|>0 によって

OA := COaC
†g−1, (6.3.26)

と OA を定義すると、式 (6.3.25)と合わせることで

OA |η⟩ = Oa |η⟩ , ∀ |η⟩ ∈ Hcode, (6.3.27)

が成り立つ。
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この証明では、Hilbert空間のテンソル積による分割H = HA⊗HAc に対して、Hcode が定理の仮

定 (6.3.16)を満たすような“適切な”部分系 aの選び方によってHcode = Ha⊗Hac と分割されてい

ることが肝要である。この注意の下、この定理をAdS/CFT対応の状況に適用すると、entanglement

wedgeによる bulkの分割 Hcode = HMA
⊗HMc

A
は、相対エントロピーの双対性から誘導された結

果 (6.2.2)によって、正にこの適切な選び方に相当することが分かる。従って、entanglement wedge

EA 上の局所演算子は、常に boundary の部分系 A 上の演算子として再構成が可能であることが言

える。

この結果は、boundaryの部分系の情報に対応する bulkの領域が entanglement wedgeであるこ

とを、bulk reconstructionの観点から支持している。
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第 7章

Holographic Entanglement of Purification

本章では、著者らの研究結果 [2] に基づいて、entanglement wedge に内在する幾何学量と、

entanglement of purificationと呼ばれる情報量の双対性に関して議論する。

前章までに見たように、AdS/CFT 対応におけるエンタングルメントエントロピーの双対性は、

量子情報理論を用いたホログラフィー原理の解析に基礎的な役割を果たしている。ここで量子情

報理論におけるエンタングルメントエントロピー SA = TrHA
ρA log ρA の操作論的な意味を考え

ると、これは全系 A ∪ Ac が純粋状態であるときに部分系 A とその補集合 Ac の間にある量子相

関（量子もつれ）の大きさ、すなわち A と Ac の間に存在する EPR ペアの数を表している*1。こ

の視点と、ホログラフィックエンタングルメントエントロピーの結果に基づいて、AdS/CFT 対応

における bulk の時空を量子もつれまたは “ebit“によって再構成する方法が活発に議論されている

[12, 10, 11, 17, 136, 40, 13, 137, 14, 15, 16]。

ここで注意すべきは、エンタングルメントエントロピーが量子もつれの測度として意味を持つの

は、全体系 A ∪ B(= A ∪ Ac) が純粋状態のときに限るということである*2。全体系が純粋状態に

ならない例には、有限温度状態 ρth における A と Ac の相関や、場の理論における 2 つの部分系

A,B(̸= Ac)の相関を考える場合などが含まれる。混合状態に対する古典相関や量子相関の測度は、

*1 このことは操作論的な議論を用いて数学的に定式化される。局所的な操作および古典通信 (local operations and

classical communication, LOCC)のみを用いることで、1つの |Ψ⟩AAc あたり SA 個の EPRペアを生産し、また
逆変換を行うことが可能である。詳しくは [44]等を参照。

*2 任意の 2 つの量子系 HA ⊗ HB 上の量子状態 ρAB に対して、A と B の間にある情報論的な相関を定量化する情
報量は 2 体相関測度 (bipartite correlation measures) と呼ばれる。良い性質を持った任意の相関測度は、純粋状
態に対してはエンタングルメントエントロピーと本質的に一致することが知られている (uniqueness theorem of

entanglement entropy)[71]。尚、純粋・混合状態の別に依らず、SA は ρA に関する von Neumann エントロピー
として、時空のある部分領域 A に含まれる自由度の多寡を測る情報量と見做すことができる。この見方による SA は
geometric entropy と呼ばれており、ブラックホールエントロピーを一般の時空の部分領域に拡張したものとして自
然に現れる [120]。
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図 7.0.1 Boundary の部分系 A ∪ B に対応する 2 種類の entanglement wedge MAB。左は

I(A : B) = 0 の状況、右は I(A : B) > 0 の状況を表す。MAB の連結性は holographic CFTs

における部分系 A,B の相関の有無に対応している。

純粋状態におけるエンタングルメントエントロピーの拡張となるような形で、相互情報量を始め

として現在までに様々な情報量が提案されている（[45, 138, 44]、または付録 9.3を参照）。しかし

AdS/CFT対応において、これらの混合状態の相関測度の（非自明な）双対性については長らく知ら

れていなかった*3。

一方、第 6章で見たように、holographic CFTs における量子状態 ρAB の情報は、AdS 時空の

entanglement wedge MAB に全て含まれている*4。従って、bulk における entanglement wedge

MAB の形状は、部分系 Aと B の間にある相関の情報を反映していることが期待される。

ここで例として、global AdS時空において図 7.0.1のような 2つの disjointな部分系 A,B を取っ

た場合の entanglement wedge MAB を考える。このときMAB は 2つの相を持つことに注意する。

すなわち、I(A : B) = 0⇔ SA+SB = SAB となる場合*5は、MAB は 2つの entanglement wedges

*3 混合状態の相関測度のうち、相互情報量 I(A : B) = SA + SB − SAB はホログラフィックエンタングルメントエン
トロピーの線形結合として自明な双対を持っている。

*4 以下では前章と同様に、codimension-0 の entanglement wedge EAB に対してある Cauchy 面を取った
codimension-1の空間領域をMAB で表し、これを同様に entanglement wedgeと呼ぶ。

*5 本章の議論は全て leading order O(N2)について行う。量子補正まで含めると、常に I(A : B) > 0となる（4.4節参
照）。
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に decouple する (MAB = MA ∪MB)。一方、I(A : B) > 0 となる場合は、MAB は bulk の内部

を通って boundary の A と B の間を橋状につなぎ合わせる。ここで相互情報量は総相関について

faithful な相関測度（式 3.3.25）であったことに注意すると、holographic CFTs では、MAB が 2

つに decoupleする場合は ρAB = ρA ⊗ ρB と product state になり、MAB が 2つの boundaryの

領域を結び付けている場合は ρAB ̸= ρA ⊗ ρB となることが分かる。この事実から、MAB の中間領

域MAB\(MA ∪MB)（図 7.0.1の薄い色の領域）の存在は、boundaryにおける Aと B の間の相関

の情報を反映していることが期待できる。特に、これを情報理論における相関測度と結びつける上

で顕著な幾何学量として、γmin
AB の間を繋ぐ codimension-2曲面*6 の最小面積が考えられる。例えば

B = Ac と置いた場合、この幾何学量はエンタングルメントエントロピーに帰着し、実際に Aと B

の相関を測ることが確認できる。

本章では、これらの観察に基づいて、まずは次節で entanglement wedge の最小断面積の一般的

な定義を与え、その幾何学的な性質について述べる。次に entanglement of purification と呼ばれ

るエンタングルメントエントロピーを拡張した相関測度について、その情報論的な性質を詳しく見

る。これらの一致に基づいて、この幾何学量が entanglement of purificationの重力双対であること

を提案する。またこの双対性に関して、tensor network の議論を援用した heuristic な証明につい

て議論する。さらにこの双対性の帰結として、holographic CFTsにおける古典的な時空を双対に持

つような量子状態（すなわち、code subspaces の元）は、entanglement of purification が strong

superadditivityと呼ばれる不等式を満たす特殊なクラスとして特徴付けられることを述べる。

7.1 Entanglement wedge cross section

本節では、boundaryの任意の 2つの部分系 A,B に対応する entanglement wedge MAB に対し

て、その最小断面積を定義する。このとき A,B はそれぞれが非連結な成分から構成されていてもよ

い。また、この幾何学量が満たす様々な性質について調べ、それらの証明を与える。

7.1.1 Entanglement wedge cross sectionの定義

最初に静的な bulkの時空について考える。任意の entanglement wedge MAB について、その境

界 ∂MAB は、boundary の部分系 A,B および部分系 A ∪ B に関する Ryu-Takayanagi 曲面 γmin
AB

*6 MAB 中の幾何学量 G がエンタングルメントエントロピーと同じ O(N2)オーダーの情報量 E と双対になることを仮
定すると、次元解析 E(A : B) ∼ G

GN
から、G が codimension-2の幾何学量であることが決まる。
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図 7.1.1 Entanglement wedge MAB の最小断面積 (entanglement wedge cross section)の定義。

によって構成されている。

∂MAB = A ∪B ∪ γmin
AB . (7.1.1)

ここでまず ∂MAB に対して、その分割 ΓA,ΓB ⊂ ∂MAB を

ΓA ∪ ΓB = ∂MAB , ΓA ∩ ΓB = ∅, A ⊂ ΓA, B ⊂ ΓB , (7.1.2)

を満たすように定義する。このとき定義から ∂ΓA = ∂ΓB である。次に ∂MAB を “boundary“と見

做して、部分系 ΓA に対する Ryu-Takayanagi 曲面を取り、それを Σmin
AB と置く。すなわち、Σmin

AB

は条件

∂ΣAB = ∂ΓA, ΣAB ∼ ΓA, (7.1.3)

を満たす codimension-2 の曲面 ΣAB のうち、その面積が最小のものである。ただし ∼ はホモ

ロジー条件を表す。この定義において、Σmin
AB は ∂MAB の分割の仕方に依存することに注意する

(Σmin
AB = Σmin

AB (ΓA))。そこでさらに、∂MAB の任意の分割 ΓA に対して最小化した Σmin
AB の面積

（を 4GN で割ったもの）を考え、これを entanglement wedge cross sectionとして定義する [2]（図

7.1.1参照）。



第 7章 Holographic Entanglement of Purification 131

mÚ 

mÛ 

m n n 

n m 

mÚ 

mÛ 

nÚ 

nÛ 

図 7.1.2 Entanglement wedge cross section EW (A : B) を与える最小曲面 Σ∗
AB の例。一般

に部分系が disjointな場合は A = A1 ∪A2, B = B1 ∪B2 等と見做して計算を行う。右の“穴”

は AdSブラックホール時空における事象の地平面を表す。

EW (MAB) := min
ΓA

A(Σmin
AB (ΓA))

4GN
(≡ EW (A : B)). (7.1.4)

この幾何学量は、直感的には entanglement wedge MAB の最小断面積を表している。EW (A : B)の

最小化を達成する Σmin
AB を Σ∗

AB で表す。いくつかの状況における Σ∗
AB の例を図 7.1.2に載せた*7。

EW (A : B) は常に 2 体系に対して定義されることに注意。図 7.1.2の場合、例えば左下の状況では

A = A1 ∪A2, B = B1 ∪B2 と見做して、Σ∗
AB の定義を行う。

EW (A : B)はMAB を構成する時空のみを用いて純粋に幾何学的に定義される。一方、MAB は

subregion/subregion duality の元で holographic CFTs の量子状態 ρAB と双対関係にあるため、

EW (A : B)を、boundaryにおける部分系の量子状態 ρAB に対して定義されていると見做せる。

EW (MAB) = EW (ρAB), MAB ⇔ ρAB . (7.1.5)

この事情は、純粋に幾何学的に定義されるホログラフィックエンタングルメントエントロピー

（4.2.1の右辺）を、bulkの時空を定める量子状態 ρtot および holographic CFTs上の部分系 Aに対

*7 最小面積を与える Σmin
AB が複数ある場合は、Σmin

AB の取り方には任意性が残る。その場合も、EW (A : B)の値は一意
的に決まる。
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して定義される量と見做せることと同様である。

静的であるとは限らない一般の時空に対する EW は、上記の手続きにおける “minimal surface“

を “extremal surface“に置き換えることで同様に定義される。すなわち、部分系 A,B および HRT

surface γextAB による境界 ∂MAB = A∪B ∪ γextAB を、まず ΓA,ΓB の 2つへと分割して、条件 (7.1.3)

を満たす極値曲面 Σext
AB(ΓA)（複数ある場合は、その中で面積が最小のもの）を定義する。この面積

を ΓA の取り方に対して最小化することで、covariantな entanglement wedge cross section

EW (MAB) := min
ΓA

A(Σext
AB(ΓA))

4GN
. (7.1.6)

が定義される。

以下では、EW が満たす一般的な性質について調べる。

7.1.2 Entanglement wedge cross sectionの性質

(W0) EW は常に非負である。

EW ≥ 0. (7.1.7)

これは EW がある曲面の面積として定義されていることから明らかである。

(W1) ρAB が純粋状態のとき EW (A : B)はエンタングルメントエントロピーと一致する。

EW (A : B) = SA = SB when ρAB is pure. (7.1.8)

このことは、純粋状態に対応するMAB
*8 に関しては、Σmin

AB が γmin
A (= γmin

B )と一致することから分

かる（図 7.1.3）。

(W2) EW は product statesに関して faithfulである*9。

EW (A : B) = 0⇔ ρAB = ρA ⊗ ρB . (7.1.9)

これは相互情報量の product statesに関する faithfulnessから従う（図 7.1.3）。

(W3) EW (A : B)は SA, SB で上から制限される。

EW (A : B) ≤ min{SA, SB}. (7.1.10)

*8 MAB が純粋状態に双対となるためには、任意の部分系 Aに対して SA = SAc が必要である。このことから、MAB

は少なくともブラックホールや境界上の端を持っていないことが分かる。
*9 相互情報量の場合と同様に、この性質も leading order O(N2)のみで成り立つと考えられる。量子補正を取り入れる
と、ρAB は完全な product statesにならず、Aと B には O(N0)の相関が残る。
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図 7.1.3 Entanglement wedge cross sectionの性質 (W1)-(W4)。

SA 以下になることは、ΓA に関するminimizationの中に（ΓA = Aと置くことで）Σmin
AB = γmin

A と

なる場合が含まれることから従う。SB についても同様（図 7.1.3）。

(W4) EW は部分系の縮小（トレースアウト）に関して単調に減少する。

EW (A : BC) ≥ EW (A : B). (7.1.11)

これは entanglement wedge nestingと呼ばれる式 (6.2.7)の性質 [35]

X ⊂ Y ⇒MX ⊂MY , (7.1.12)

から従う（図 7.1.3）。

(W5) EW は additivityを満たす。

EW (ρA1B1
⊗ σA2B2

) = EW (ρA1B1
) + EW (σA2B2

). (7.1.13)

ここで左辺は A = A1 ∪ A2, B = B1 ∪ B2 と見做したときの Σ∗
AB の面積、右辺の各項はそれぞれ

Σ∗
A1B1

, Σ∗
A2B2

の面積である。この等式は、(W2) によってMA1B1
とMA2B2

が decouple する結

果、Σ∗
AB = Σ∗

A1B1
∪ Σ∗

A2B2
(Σ∗

A1B1
∩ Σ∗

A2B2
= ∅)となることから分かる（図 7.1.4）。
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図 7.1.4 Entanglement wedge cross sectionの性質 (W5), (W7)。

(W6) EW は strong superadditivityを満たす。

EW (ρA1A2B1B2
) ≥ EW (ρA1B1

) + EW (ρA2B2
). (7.1.14)

この式と (W5) との違いは、A1B1 系と A2B2 系の間の相関の有無である。この効果は bulk の時

空でMA1A2B1B2
̸= MA1B1

∪MA2B2
となって現れる、この不等式の一般的な状況における証明は、

entanglement wedge nesting (7.1.12)および式 (6.2.8)から来る次の性質

X ∩ Y = ∅ ⇒MX ∩MY = ∅, (7.1.15)

によって従う。例えば 4つのそれぞれが連結な部分系 A1, A2, B1, B2 に関しては、図 7.1.5のように

3通りの配置が考えられる。この場合、上記の性質を用いるとそれぞれで式 (7.1.14)が成り立つこと

が確かめられる。特に 3 つめの配置に関しては、MA1B1
∩MA2B2

= ∅ の要請から、右辺の一方の

EW のみが非ゼロになることに注意。

(W7) EW (A : B)は相互情報量 I(A : B)の半分を下回らない*10。

EW (A : B) ≥ I(A : B)

2
. (7.1.16)

*10 この事実は、異なる文脈において [137]で最初に指摘された。
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図 7.1.5 Entanglement wedge cross section の性質 (W6)。Σ∗
AB の定義に現れる最小性から、

いずれの状況でも、それぞれの面積について A(Σ∗
A1A2B1B2

) ≥ A(Σ∗
A1B1

) +A(Σ∗
A2B2

)となる

ことが明らかである。

これを示すには、式を少し変形して

2EW (A : B) + SAB ≥ SA + SB , (7.1.17)

と書き表した後、Ryu-Takayanagi曲面 γmin
A , γmin

B のそれぞれの最小性に注意すればよい（図 7.1.4）。

(W8) 相互情報量は、holographic CFTsでは monogamy（式 (4.2.17)）

I(A : BC) ≥ I(A : B) + I(A : C), (7.1.18)

を常に満たすことが知られている [28]。この性質は、一般の量子系の相互情報量では成り立つとは限

らないことに注意。この式と (W7)を組み合わせると、次の不等式

EW (A : BC) ≥ I(A : B) + I(A : C)

2
, (7.1.19)

を得る。

(W9) I(A : B) = 0の phase transition pointにおいて、EW (A : B)は O(N2)の値からゼロへ

と離散的に変化（ジャンプ）する。特に I(A : B)がゼロに近いとき、EW (A : B) ≥ I(A : B)とな
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る*11。

以上の性質は、covariant に拡張した EW に関して [35] の方法を応用することで同様に証明で

きる。

7.1.3 Entanglement wedge cross sectionの例

以下では、EW の具体的な表式を AdS3/CFT2 対応の下で導出する。

まずは最も単純な Poincaré AdS3 時空

ds2 = R2 dz
2 − dt2 + dx2

z2
, (7.1.20)

について考える。任意の部分系 A,B について、真空における 2次元共形場理論の共形対称性を利用

することで、これらを原点 x = 0について対称な位置 A = [−b,−a], B = [a, b]に取ることができ

る。この配置のとき、I(A : B) > 0となる場合の γmin
AB は、原点を中心にした半径 a, bの 2つの半円

から成る（図 7.1.6）。このときは対称性から明らかに

EW (A : B) =
R

4GN

ˆ b

a

dz

z
=
c

6
log

b

a
, (7.1.21)

を得る。一方、相互情報量は

I(A : B) =
c

6
log

(a− b)2

4ab
=
c

6
log z (z > 1), (7.1.22)

で与えられる。ここで z は一般の部分系を A = [a1,a2], B = [b1, b2]と置いたときの cross ratio

z :=
(a2 − a1)(b2 − b1)

(b1 − a2)(b2 − a1)
> 0, (7.1.23)

である。z = 1は γmin
AB の相転移点であり、z < 1のときは I(A : B) = 0と読み替える*12。部分系

A,B の 4つの端点によって決まる EW は同様に cross ratioのみに依存するので、相互情報量から

得られる関係式 z = (a−b)2
4ab を逆に解いて、EW の一般形

EW (A : B) =
c

6
log[1 + 2z + 2

√
z(z + 1)], (7.1.24)

*11 量子情報理論に現れるほとんどのエンタングルメント測度は E#(A : B) ≤ I(A : B)を満たすため、この事実は、こ
れらの相関測度について E# = EW となることを禁止する。

*12 ここで用いる cross ratio は A,B を A = [0, z], B = [−∞,−1] に map することに注意。2 つの部分系が離れる極
限は z → 0に、接触する極限は z → ∞に対応する。
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図 7.1.6 Poincaré AdS3/CFT2 におけるEW (A : B)の計算例。境界上の部分系A,Bは x = 0

に関して対称となるように配置されている。この場合、Σ∗
AB は対称性から明らかに x = 0軸上に

存在する。

を得る。この表式から直接的に、(W4) EW は部分系の縮小 (z の減少) に関して単調減少、(W7)

EW (A : B) ≥ I(A:B)
2 、(W9) limz→+1EW (A : B) = c

6 log[3 + 2
√

2] > 0が確かめられる。

次に global AdS3 時空

ds2 = R2(− cosh2 ρdτ2 + dρ2 + sinh2 ρdϕ2), ϕ ∈ [−π, π], (7.1.25)

について考える。測地線の長さをこの時空において直接計算してもよいが、この場合は global AdS3

時空を座標変換によって局所的に Poincaré AdS3 時空へと写すと、先の結果から容易に一般式を得

られる。Glocal AdS3 と Poincaré AdS3 の各座標系は、t = τ = 0面上で

R cosh ρ =
R2

2z

(
1 +

x2 + z2

R2

)
,

R sinh ρ cosϕ =
R2

2z

(
−1 +

x2 + z2

R2

)
,

R sinh ρ sinϕ =
R

z
x, (7.1.26)
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と結び付いている（式 (2.2.11)）。特に境界上の部分系の位置は

x = ±R cot
ϕ

2
at boundary, (7.1.27)

と対応している。ただし x = 0は ϕ座標における ±π に位置することに注意。これを用いると、部

分系 A,B の global AdSにおける ϕ方向に関する位置を A = [ϕa1 , ϕa2 ], B = [ϕb1 , ϕb2 ]と表したと

き、相互情報量は

I(A : B) =
c

3
log

[
(cot

ϕb2

2 − cot
ϕb1

2 )(cot
ϕa2

2 − cot
ϕa1

2 )

(cot
ϕb1

2 − cot
ϕa2

2 )(cot
ϕb2

2 − cot
ϕa1

2 )

]

=
c

3
log

[
sin(

ϕb2
−ϕb1

2 ) sin(
ϕa2

−ϕa1

2 )

sin(
ϕb1

−ϕa2

2 ) sin(
ϕb2

−ϕa1

2 )

]

=
c

3
log

[
sin(π(b2−b1)L ) sin(π(a2−a1)L )

sin(π(b1−a2)L ) sin(π(b2−a1)L )

]
=
c

3
log z̃, (7.1.28)

と計算できる。ただし R× S1 上の holographic CFTに関してシリンダーの周の長さを L、部分系

A,B の位置を A = [a1,a2], B = [b1, b2]と表した。また

z̃ :=
sin(π(b2−b1)L ) sin(π(a2−a1)L )

sin(π(b1−a2)L ) sin(π(b2−a1)L )
, (7.1.29)

と定義した。同様にして、global AdS3 における EW の一般式

EW (A : B) =
c

6
log[1 + 2z̃ + 2

√
z̃(z̃ + 1)], (7.1.30)

を得る。

ここで図 7.1.7のような部分系 A,B の対となる部分系 Ā, B̄ の entanglement wedge cross section

EW (Ā : B̄)に関しては、部分系の取り替えによって

EW (z⊥) = EW (
1

z
), (7.1.31)

と表せることに注意する。ただしここで

z⊥ :=
(ā2 − ā1)(b̄2 − b̄1)

(b̄1 − ā2)(b̄2 − ā1)
=

(a1 − b2)(b1 − a2)

(a2 − a1)(b1 − b2)
=

1

z
, (7.1.32)
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図 7.1.7 部分系 A,B の対となる部分系 Ā, B̄ に関する EW。

である*13。

最後に BTZブラックホール

ds2 = −r
2 − r2H
R2

dt2 +
R2

r2 − r2H
dr2 + r2dϕ2

= R2−f(z)dt2 + f−1(z)dz2 +R2dϕ2

z2
, f(z) = 1− z2

zH2

, ϕ ≃ ϕ+ 2π, (7.1.33)

について EW の一般形を求める*14。この場合は、曲面 Σ∗
AB に全部で 4 種類の相が存在しており、

それぞれにおいて EW の表式は異なる（図 7.1.8）。まず (a)の場合は明らかに I(A : B) = EW (A :

B) = 0である。次に Σmin
AB が事象の地平面に端点を持たない (b), (c)について、(b)の場合は第 5章

の議論と同様に BTZブラックホールから Poincaré AdS3 時空への mapを利用することで

EW (A : B) =
c

6
log
[
1 + 2ζ + 2

√
ζ(ζ + 1)

]
, (7.1.34)

を得る。ただし S1 の周期を L = 2π と置いたとき、A = [a1, a2], B = [b1, b2]および β = 2πzH に

*13 ここから entanglement wedge の性質 (7.1.15) の例として、entanglement wedge MAB が connected である
(I(A : B) > 0 ⇔ z > 1) ことと、MĀB̄ が disconnected である (I(Ā : B̄) = 0 ⇔ 1

z
< 1) ことが同値であること

が分かる。。
*14 ここで空間座標を x ≡ Rϕ, x ∈ (−∞,∞)と置けば planar BTZに対応する。
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$  

#  

#  $  #  $  

#  $  

(a) (b) 

(c) (d) 

図 7.1.8 BTZブラックホール時空における Σ∗
AB の 4種類の相。

対して

ζ :=
sinh(π(b2−b1)β ) sinh(π(a2−a1)β )

sinh(π(b1−a2)β ) sinh(π(b2−a1)β )
, (7.1.35)

である。またこのとき I(A : B) = c
6 log ζ である。一方、部分系が十分大きい場合に現れる cに関し

ては、部分系の写り方に注意して

EW (A : B) = EW (ζ⊥) =
c

6
log

[
1 +

2

ζ
+ 2

√
2

ζ
(
2

ζ
+ 1)

]
, (7.1.36)

となる。最後に Σmin
AB が事象の地平面に端点を持つ (d)を考える。他方の端点が乗る最小曲面に関す

る部分系のサイズを l と置いたときに、turning pointは z∗ = zH tanh l
2zH
で与えられる。これを

用いて
A(ΣhAB(l))

4GN
=

R

4GN

ˆ zH

z∗

dz

z
√
f(z)

=
c

6
log

[
2 cosh2( πl2β )

sinh(πlβ )

]
, (7.1.37)

を得る。(d)の EW (A : B)は、この一般式を用いて、2つの ΣhAB の和として表せる。

EW の値の変化 (a)→ (b)→ (d)および変化 (c)→ (d)をそれぞれ図 7.1.9、 7.1.10に示した。
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図 7.1.9 EW (A : B)の (a) → (b) → (d)の変化。L = β = 2π、部分系を A = [−b,−a], B =

[a, b], a = π/15と取って bの関数としてプロットした。

0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
b

6

8

10

EW

図 7.1.10 EW (A : B) の (c) → (d) の変化。L = β = 2π、部分系を A = [−a, a], B =

[b, 2π − b], a = π/4と取って bの関数としてプロットした。黄色（青色）の線が (c) ((d))にそ

れぞれ対応する。

7.2 Entanglement of purification

本節では、量子情報理論における総相関測度の一つである entanglement of purificationについて

解説する。この情報量は [139]の中で定義された後、[140]において詳細な性質が調べられた。本節

の内容は主にこれらの文献に依っている。

7.2.1 Purification

まずは準備として purification と呼ばれる量子状態を定義する。ある量子系 HA 上の任意の量子

状態 ρA に対して、補助系を加えた量子系HAA′ = HA ⊗HA′ 上の純粋状態

|Ψ⟩AA′ ∈ HAA′ , (7.2.1)



第 7章 Holographic Entanglement of Purification 142

が次の性質を満たすとき、|Ψ⟩AA′ を ρA の purificationと呼ぶ。

TrA′ |Ψ⟩ ⟨Ψ|AA′ = ρA. (7.2.2)

任意の量子状態 ρA に対して purificationは常に存在する。例えば ρA を対角化して

ρA =
∑
i

pi |i⟩ ⟨i|A , (7.2.3)

と表したとき、補助系としてHA と同じものを持ってくると、次の量子状態

|ΨTFD⟩AA′ :=
∑
i

√
pi |i⟩A ⊗ |i⟩A′ , (7.2.4)

は、ρA の 1つの purificationを与える*15。このタイプの purificationは、第 2章において有限温度

状態 ρth に対する |TFD⟩（式 (2.4.28)）として既に現れていた。ある量子状態の purificationは 1つ

とは限らず、一般に無限個に存在する。例えば、上記の例において |ΨTFD⟩AA′ にHA′ 上のユニタリ

演算子 IA ⊗ UA′ を掛けた量子状態は、同様に ρA の purificationである。実際、U†
A′UA′ = IA′ に

よって

TrA′
[
(IA ⊗ UA′) |ΨTFD⟩ ⟨ΨTFD|AA′ (IA ⊗ UA′)†

]
= TrA′

[
|ΨTFD⟩ ⟨ΨTFD|AA′

]
= ρA. (7.2.5)

が成り立つ。また補助系の大きさに関しても、dimHA′ ≥ rankρA を満たすものであれば任意に選

べる。

尚、同様に次の性質

TrA′ρAA′ = ρA, (7.2.6)

を満たす量子状態 ρAA′ を、ρA の extensionと呼ぶ。すなわち、extensionは purificationの定義を

HAA′ 上の量子状態が混合状態である場合まで拡張したものである。一般に、ある量子状態に対する

extensionも無数に存在する。

7.2.2 Entanglement of purificationの定義

任意の量子系HA ⊗HB 上の量子状態 ρAB に対して、entanglement of purification EP (ρAB)を

次のように定義する*16。まず ρAB の purification を一つ選び、これを |Ψ⟩ABC′ と表す。次に補助

*15 このように、ある補助系を取ってきて対象となる混合状態 ρA を大きな純粋状態の一部と見做すことを「ρA を純粋化
する (purify ρA)」と呼ぶ。

*16 Entanglement of purificationと “entanglement purification“（エンタングルメント純粋化）は全くの別物である
点に注意されたい。前者は本論文で議論する 2体系の相関を測る情報量であり、後者は与えられた混合状態 ρAB から
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系HC′ を、任意の 2つの量子系 A′, B′ のテンソル積に分割する。

HC′ = HA′ ⊗HB′ .

このとき、|Ψ⟩AA′BB′ に関するエンタングルメントエントロピー

SAA = S(ρAA′), ρAA′ := TrBB′ |Ψ⟩ ⟨Ψ|AA′BB′ , (7.2.7)

を考えると、これは部分系 AA′ と BB′ の間の（量子）相関の大きさを与えている。尚、AA′BB′ の

純粋性から SAA′ = SBB′ となることに注意する。これらの手続きにおいて、(1) ρAB の purification

|Ψ⟩ABC′ の選び方 (2) C ′ = A′ ∪ B′ の分割の仕方、の両方に関して SAA′ を最小化する。この結果

を entanglement of purification EP (ρAB) として定義する。

EP (ρAB) := min
ρAB=TrA′B′ |Ψ⟩⟨Ψ|AA′BB′

SAA′(≡ EP (A : B)). (7.2.8)

この最小化を達成する |Ψ⟩AA′BB′ を |Ψ∗⟩AA′BB′ と表す。|Ψ∗⟩AA′BB′ は一般に複数存在するが、

その場合も EP (A : B) の値は一意的に決まる。有限次元系の場合は、Hilbert 空間 HA, HB の

次元をそれぞれ dA, dB と表したときに、EP の最小化は補助系の次元を大きくとも dA′ , dB′ ≤

rankρAB ≤ dAB と取ることで達成できることが知られている [141]。

Entanglement of purification EP は量子系 AA′ と BB′ の量子もつれを用いて定義されている

が、対象となる量子系 Aと B の量子もつれの測度ではないことに注意する*17。すなわち、EP は量

子もつれによる量子相関および量子状態の確率混合による古典相関の両方を測定する総相関測度の

一つである。実際、例えば次のような separable states

ρAB =
1

2
(|0⟩ ⟨0|A ⊗ |0⟩ ⟨0|B + |1⟩ ⟨1|A ⊗ |1⟩ ⟨1|B) , (7.2.9)

はその定義から Aと B の間に量子もつれを含んでいないが、この場合でも EP > 0となる。この点

や以下で述べる各種の性質において、EP は相互情報量 I に類似した情報量である（3.3.3節参照）。

EPR pairを取り出すためのプロトコル（またの名を entanglement distillation、エンタングルメント蒸留）である。
*17 混合状態に対する相関測度のうち、量子相関（厳密には、特に量子もつれに由来する量子相関）のみを測る情報量はエ
ンタングルメント測度と呼ばれる。EP はエンタングルメント測度ではない。
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7.2.3 Entanglement of purificationの性質

(P0) EP は常に非負である*18。

EP ≥ 0. (7.2.10)

これはエンタングルメントエントロピーの非負性から明らかである。

(P1) AB が純粋状態 ρAB = |ψ⟩AB のとき、EP (A : B)はエンタングルメントエントロピーと一

致する。

EP (A : B) = SA = SB when ρAB is pure. (7.2.11)

これを示すには、まず |ψ⟩AB はそれ自体が |ψ⟩AB の一つの purification であることに注意する

(A′ = B′ = ∅)。これが EP の定義に現れる最小値を達成することを見るために、純粋状態 |ψ⟩AB お

よびその任意の extension ρABC , (TrCρABC = |ψ⟩AB)に対しては一般に

I(AB : C) = 0, when ρAB is pure, (7.2.12)

が成り立つことに注意する。実際、ρABC に対する purification |Ψ⟩ABCD を考えると、相互情報量

の性質 (I3)から

I(AB : C) ≤ I(AB : CD) = SAB + SDC = 2SAB = 0, (7.2.13)

と示せる。従って、|ψ⟩AB の任意の purificationは、|Ψ⟩AA′BB′ = |ψ⟩AB⊗|ψ′⟩A′B′ と常に decouple

している。これと von Neumannエントロピーの加法性を合わせると、非自明な purificationは常に

AA′と BB′ の間の相関を増大させることが分かる。よって EP (A : B) = SA = SB を得る。

(P2) EP は product statesに関して faithfulである。

EP (A : B) = 0⇔ ρAB = ρA ⊗ ρB . (7.2.14)

これを順に示そう。まず ρAB = ρA ⊗ ρB であるときは、それぞれの系 A,B の独立な任意の

purification (|ψ⟩AA′ , |ψ⟩BB′) を考えて、|Ψ⟩AA′BB′ = |ψ⟩AA′ ⊗ |ψ⟩BB′ と取ることで EP (A :

B) = 0 を得る。逆に関しては、後に述べる相互情報量に対する不等式 (P7) および相互情報量の

faithfulnessから、

EP (A : B) = 0⇒ I(A : B) = 0⇒ ρAB = ρA ⊗ ρB , (7.2.15)

*18 量子情報理論に現れる情報量の中には、負の値を取り得るものもある。例えば quantum conditional entropy

S(A|B) = SAB − SB や tripartite mutual information I3(A : B : C) = SA + SB + SC − SAB − SBC −
SCA + SABC はその代表例である。
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と従う。

(P3) EP (A : B)は SA, SB で上から制限される。

EP (A : B) ≤ min{SA, SB}. (7.2.16)

このことは AB 系の任意の purificationに対して、補助系を Ã = ∅ (B̃ = ∅)となるように分割する

ことで、式 (7.2.8)の右辺を少なくとも SA (SB)まではminimizeできることから従う。

(P4) EP は部分系の縮小（トレースアウト）に関して単調に減少する。

EP (A : BC) ≥ EP (A : B). (7.2.17)

これは EP (A : BC)の最小化に現れる purificationsが、EP (A : B)の最小化に現れる purifications

に全て含まれていることから分かる。

(P5) EP は一般に subadditivityを満たす [140]。

EP (ρA1B1
⊗ σA2B2

) ≤ EP (ρA1B1
) + EP (σA2B2

). (7.2.18)

特に、ρA1B1 ⊗ ρA2B2 の最適な purification |Ψ∗⟩A1A2A′B1B2B′ が、ρA1B1 および ρA2B2 の最適な

purificationsのテンソル積（にユニタリ同値な形）で書ける

|Ψ∗⟩A1A2A′B1B2B′ = |Ψ∗
1⟩A1A′′B1B′′ ⊗ |Ψ∗

2⟩A2A′′′B2B′′′ , (7.2.19)

とき、またそのときに限って EP は additivity

EP (ρA1B1
⊗ σA2B2

) = EP (ρA1B1
) + EP (σA2B2

), (7.2.20)

を満たす。ここで左辺は、A = A1 ∪ A2, B = B1 ∪ B2 における A, B 間の相関、右辺はそれぞれ

A1, B1 間および A2, B2 間の相関を測っている。

(P6) 一般の量子系に対しては、EP は strong superadditivityを満たさないことが数値計算の結

果から示されている [142]。ただしこの結果は strong superadditivityを満たす量子系の存在を否定

しないことに注意。

(P7) EP (A : B)は相互情報量 I(A : B)の半分を下回らない。

EP (A : B) ≥ I(A : B)

2
. (7.2.21)

これは 2つの総相関測度 EP と I の関係性を与える不等式である。これを見るために、まず EP (A :
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B)の最小化を達成する補助系を A′, B′ と置くと、EP (A : B) = SAA′ = SBB′(= I(AA′:BB′)
2 )が成

り立つことに注意する。この 4体系に、付録 (9.2.3)の conditional entropyの joint subadditivity

S(AB|CD) ≤ S(A|C) + S(B|D), (7.2.22)

を適用すると、

S(A′B′|AB) ≤ S(A′|A) + S(B′|B)

⇒SAA′BB′ − SAB ≤ SAA′ − SA + SBB′ − SB
⇒SA + SB − SAB ≤ SAA′ + SBB′

⇒I(A : B) ≤ 2Ep(A : B), (7.2.23)

となり、式 (7.2.21)を得る。

(P8) EP (A : BC)は次の不等式を満たす。

EP (A : BC) ≥ I(A : B) + I(A : C)

2
. (7.2.24)

これを見るために、まず全体系 ABC が純粋状態であるときは、相互情報量に関して

I(A : BC) =2SA

=SA + SA + (SB − SAC) + (SC − SAB)

=I(A : B) + I(A : C), (7.2.25)

が成り立つことに注意する。これを EP (A : BC)の最小化を達成する purification AA′BCD′ に適

用すると

EP (A : BC) =
I(AA′ : BCD′)

2

=
I(AA′ : B) + I(AA′ : CD′)

2

≥ I(A : B) + I(A : C)

2
, (7.2.26)

を得る。ただし最終行で相互情報量の単調性 (3.3.28)を用いた。

(P9) EP (A : B) は相互情報量 I(A : B) によって上から制限されない*19。この事実は、EP が

*19 量子相関を測る情報量の多くは、I(A : B)（または I(A : B)/2）によって上から制限される

E# ≤ I(A : B), (7.2.27)

ことが知られている。
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entanglement of formation EF よりも常に大きい [139] ことと、EF が相互情報量を超える場合が

あることから従う。

7.2.4 Entanglement of purificationの例

Entanglement of purification EP は、その定義に“任意の purifications”に関する最適化を含ん

でいる。この事情は、低次元の Hilbert空間においてさえ EP の解析解の導出を困難にする。ここで

は原論文 [139] で行われた数値計算の例を簡単に紹介する。他の数値計算の例は [142, 143, 144] を

参照。

量子系 A,B を 2準位系とする。Bell states*20

|ψ0⟩AB =
1√
2

(|00⟩AB + |11⟩AB), (7.2.28)

|ψ1⟩AB =
1√
2

(|00⟩AB − |11⟩AB), (7.2.29)

|ψ2⟩AB =
1√
2

(|01⟩AB + |10⟩AB), (7.2.30)

|ψ3⟩AB =
1√
2

(|10⟩AB − |01⟩AB), (7.2.31)

を用いて、量子状態 ρAB を次のように定義する。

ρAB = e |ψ0⟩ ⟨ψ0|AB +
1− e

3

3∑
i=1

|ψi⟩ ⟨ψi|AB . (7.2.32)

ここで eは [0, 1]に含まれる任意の実数である。この ρAB に対する EP を考える。ρAB の purifica-

tionとしては、例えば |TFD⟩型の

|ΨTFD⟩AA′BB′ =
√
e |ψ0⟩AB |ψ0⟩A′B′ +

√
1− e

3

3∑
i=1

|ψi⟩AB |ψi⟩A′B′ , (7.2.33)

が存在する。この purificationに対する AA′ と BB′ の間のエンタングルメントエントロピーを求め

*20 これらはHA ⊗HB 上の最大エンタングルド状態 (EPR pairs)であり、2準位系の |0⟩ , |1⟩を qubitと呼ぶことに準
えて “ebit“と呼ばれることがある。
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るには、まずテンソル積の表示を

|ΨTFD⟩AA′BB′ = α(|00⟩AA′ |00⟩BB′ + |11⟩AA′ |11⟩BB′)

+ β(|01⟩AA′ |01⟩BB′ + |10⟩AA′ |10⟩BB′) (7.2.34)

+ γ(|00⟩AA′ |11⟩BB′ + |11⟩AA′ |00⟩BB′),

α :=

√
e

2
+

1

2

√
1− e

3
, β :=

√
e

2
− 1

2

√
1− e

3
, γ :=

√
1− e

3
, (7.2.35)

と組み直す。この表式から ρAA′ の固有値を求めると、これは 1つの (α+ γ)2 と 3つの β2 で与えら

れることが分かる。従って、この purificationに対するエンタングルメントエントロピー STFD
AA′ は

STFD
AA′ = −(

√
e

2
+

3

2

√
1− e

3
)2 log(

√
e

2
+

3

2

√
1− e

3
)2

− 3(

√
e

2
− 1

2

√
1− e

3
)2 log(

√
e

2
− 1

2

√
1− e

3
)2, (7.2.36)

となる。

この結果からは、EP に関する上限

EP (A : B) ≤ STFD
AA′ , (7.2.37)

が分かる。|ΨTFD⟩AA′BB′ は ρAB に対する purificationの一つであり、EP (A : B)の最小化を達成

するとは限らないことに注意。実際、数値的な結果から、|ΨTFD⟩AA′BB′ が最小化を達成するのは

e ∈ (0.005, 0.25)の範囲であることが確認されている [139]。

ρAB に対する任意の purificationsは、基準となる一つの purificationを用意して、そこに HA′B′

上の任意のユニタリ写像を掛けることで生成できる。例えば dA′B′ = 4 となる補助系に関しては、

|ΨTFD⟩AA′BB′ を基準状態として用いて

|Ψ(U)⟩AA′BB′ := IAB ⊗ UA′B′ |ΨTFD⟩AA′BB′ , (7.2.38)

と置くことで、ρAB の新たな purificationを得る。これらのエンタングルメントエントロピー SAA′

を計算して、様々な UA′B′ に関して最小化することで、EP に対する改善された上限を得る。しか

し、この例のように dA′B′ = dAB と取った “minimal“な purificationが、EP の最適化において十

分であるとは限らない。実際、数値的な結果から、上記の例の ρAB のうち e ∈ (0.69, 1)の範囲の量

子状態に関しては、dA′B′ = 6と置いた場合が dA′B′ = 4の場合よりも小さな EP の上限を与えるこ

とが分かっている。尚、先述のように、EP の最小化の達成には、最大でも dA′B′ = d3AB と取れば
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十分であるから、この例の場合は補助系として最大で 8つの 2準位系を用意すれば十分である。

尚、e = 1
4 と置いたときの量子状態は完全に無相関 ρAB = ρA ⊗ ρB である。このとき確かに

|Ψ⟩AA′BB′ は AA′ と BB′ の product stateに分解し、EP = 0を与えることが分かる。これは (P2)

の状況の具体例を与える。また (P3)に相当する purificationについては、|ΨTFD⟩AA′BB′ において

A′B′ の分割を A′ = ∅となるように選んで

|Ψ̃TFD⟩AA′BB′ =
√
e |ψ0⟩AB |ψ0⟩B′B′ +

√
1− e

3

3∑
i=1

|ψi⟩AB |ψi⟩B′B′ , (7.2.39)

を考えれば良い。このとき確かに SAA′ = SA である。

7.3 Proposal

以上で述べた EW と EP の類似性に基づいて、著者らはこれらが AdS/CFT対応の下で双対関係

にあることを提案した*21。

EW (A : B) = EP (A : B). (7.3.1)

ここで EW と EP の性質のうち、(W0)-(W4), (W7)-(W9) および (P0)-(P4), (P7)-(P9)に関して

は、それぞれ明らかに一致している。性質 (W5) の加法性に関しては、entanglement wedge が分

離しているとき、全体の Σ∗
AB はそれぞれの entanglement wedgesで独立に求めた Σ∗

A1B1
, Σ∗

A2B2

の和集合で与えられるため、これは (P5) における EP の加法性の成立条件と整合している。性質

(W6)の strong superadditivityは、EP が一般に満たすとは限らない非自明な性質である。これは

holographic CFTsに関して、EP を用いた新たな特徴付けを予想する（7.4.1節参照）。

尚、式 (7.3.1)は O(N2)における双対性である。高次のオーダーに関しては、ホログラフィック

エンタングルメントエントロピーの量子補正（(4.4)節参照）と類似の機構で、EW に量子補正が現

れることが予想される。

7.3.1 Heuristicな証明

以下では、AdS/CFT対応の tensor networkによる記述を用いることで、予想 (7.3.1)の heuristic

な証明を与える。この洞察は、特に holographic CFTsにおいて EP を計算する際に、その方法の指

針となることが期待される。

*21 [2]の後に、同様の提案が [143]によって独立に与えられた。また、この予想の拡張について [145]の議論も参照。
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まずは準備として、purificationを重力側で見た場合に、それがどのような時空となり得るかにつ

いて考察しよう。Holographic CFTsの量子状態を ρAB、AdS時空の entanglement wedge をMAB

と置く。ある純粋状態 |ψ⟩ABC が ρAB の purificationであるとは、条件

TrC |ψ⟩ ⟨ψ|ABC = ρAB , (7.3.2)

を満たすことであった。また純粋状態の仮定からは、任意の X ⊂ ABC に対して

SX = SXc , (Xc = ABC\X), (7.3.3)

が必要である。ここで仮に |ψ⟩ABC が双対な時空MABC を持つとした場合、MABC は、式 (7.3.2)

および subregion/subregion dualityの性質から

MAB ⊂MABC , γ
min
AB (MAB) = γmin

AB (MABC), (7.3.4)

を満たすことが要請される。すなわち、ρABC が ρAB の情報を含んでいることに対応して、entan-

glement wedge MABC もMAB を含んでいなければならず、さらにトレースアウトによって補助系

HC の情報を消したときに ρABC は ρAB に戻ることからは、MABC\MC = MAB が必要である*22。

また式 (7.3.3)からは、MABC のトポロジーが自明であること（すなわち、ブラックホールのような

欠陥や境界 ∂MABC に端が無いこと）が要請される。これらの条件を満たすMABC の自明な例とし

ては、(AB)c をトレースアウトする前の純粋状態に対応する AdS時空が挙げられる。以上の議論に

おいて、|ψ⟩ABC は所期の holographic CFTsの Hilbert空間に一般には含まれていないことに注意

する。

以上の議論から、上記の条件を満たす中のあるクラスの時空 MABC は、境界 ∂MABC 上に定

義されたある場の理論に含まれる purification |ψ⟩ABC と双対になっていることが期待される*23。

Boundary の場の理論は、MAB では A ∪ B 上のみで定義されている一方、MABC ではその全体

∂MABC 上で定義される点に注意。

ここでは、これを実現する一つの方法として、tensor networkにおける AdS/CFT対応の記述を

用いた方法を議論する。Bulkの AdS空間を tensor networkとして表現する発想は最初に [12]で提

案された。それ以降この方法は様々な角度から検証されている。特に [136]では、bulkの空間内にお

*22 例えば、boundaryの Aと B を非常に短い距離で結ぶ時空をMAB に付加してMABC を作ると、MABC における
RT surface γmin

AB (MABC) は、一般に元の曲面 γmin
AB (MAB) と異なる可能性がある。この場合、γmin

C (MABC) =

γmin
AB (MABC) ̸= γmin

AB (MAB)となり、トレースアウトによって元の時空に戻らない (MABC\MC ̸= MAB)。
*23 ここで“あるクラス”の最も強い仮定は、任意の上記の条件を満たす時空について purificationとの双対性を認めるこ
とである。この場合、以下の記述と同様にMABC = MAB と置くことで証明が得られる。
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ける任意の閉かつ凸な曲面 σ に対して、boundaryの純粋状態 |ψ⟩にユニタリ写像 U(σ)を掛けるこ

とで、σ 上の純粋状態

|Ψ(σ)⟩Hσ
:= U(σ) |ψ⟩ , (7.3.5)

を定義することが提案された。ここで曲面が凸であるとは、その上の任意の RT surface が σ で

囲まれた空間中に含まれることを指す。これは Surface/State correspondence と呼ばれており、

asymptotic AdS boundaryとは限らない一般の曲面上の AdS/CFT対応を tensor networkに基づ

いて与える。尚、連続系における同様の議論は最近 [14, 15, 16]によって与えられた。

これを今の状況に対して適用しよう。まず σ として、A,B およびそれらを結ぶ任意の凸曲面 γ̃AB

から成る曲面を取る。

σ := A ∪B ∪ γ̃AB , (7.3.6)

このとき σ は閉かつ凸である。ここで式 (7.3.5)によって定義された純粋状態 |Ψ(σ)⟩を考える。こ

の量子状態は、ρAB の一つの purificationになっている。実際、純粋性は定義から明らかであり、ま

た U はユニタリ演算子であるから

Trγ̃AB
[|Ψ(σ)⟩ ⟨Ψ(σ)|] = Tr(AB)c [|ψ⟩ ⟨ψ|] = ρAB , (7.3.7)

となって条件 (7.3.2) が従う。ここで Hγ̃AB
は、HA, HB に対する補助系として機能している。こ

こで EP の定義に従って、まず γ̃AB を 2つの部分系 A′, B′ に分割し、RT surface γmin
AA′(= γmin

BB′)

を一つ決める。さらにこの操作を (1) 任意の σ (γ̃AB)の取り方 (2) γ̃AB = A′ ∪ B′ の分割の仕方、

に対して最小化する。その結果、γ̃AB = γAB と取ることで Ep = EW を得る（図 7.3.1）。

ただし、以上の証明では EP の最小化を達成する purificationが少なくとも 1つは重力双対を持つ

（または tensor networkによる描像を持つ）ことを仮定していることに注意。そうでない場合は、以

上の議論は EP に対する上限 EP ≤ EW を与える。

7.4 Strong superadditivityと holographic CFTsの相関

EP と EW の双対性は、(W6) からの帰結として、holographic CFTs において EP が strong

superadditivityを満たすことを予想する。

EP (ρA1A2B1B2
) ≥ EP (ρA1B1

) + EP (ρA2B2
). (7.4.1)



第 7章 Holographic Entanglement of Purification 152
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図 7.3.1 Surface/State 対応を用いた EP = EW の証明。任意の凸曲面 γ̃AB について、σ 上

に定義される量子状態 |Ψ(σ)⟩ は、ρAB の purification になっている。γ̃AB およびその分割

γ̃AB = A′ ∪B′ に関して右図のように取ることで、EW = EP を得る。

実際に EP を holographic CFTs において計算してこの成否を確認することは、予想 (7.3.1) の非

自明な検証を与える。(P6) で述べたように、式 (7.4.1) は一般の量子系で成り立つとは限らず、実

際に数値的な検証によってこれを破るケースの存在が示されている [142, 139]。尚、(P5)における

subadditivityはあくまで decoupleした ρA1A2B1B2 に関する不等式であり、strong superadditivity

が成り立つ量子系の存在を否定しないことに注意。

このように、一般の量子系では成り立つとは限らないが、古典時空に対応する holographic CFTs

では常に成り立つような性質が、（ホログラフィック）エンタングルメントエントロピーに関して知

られている [28, 29]。その一つとして、4.2.2節で議論した holographic CFTsにおける相互情報量の

monogamy (4.2.17)がある。ここで一般の 2体相関測度 E#(A : B)に対して、次の不等式

E#(A : BC) ≥ E#(A : B) + E#(A : C), (7.4.2)

が満たされるとき、E# は monogamousであると言う [146]。Monogamyは相関の量子性を表して

おり、本来はエンタングルメント測度に期待される性質である。すなわち、全体の相関 E#(A : BC)
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を固定した上で、Aと B が可能な最大の相関を持ったと仮定しよう。このときmonogamyから

E#(A : BC) = E#(A : B)⇒ E#(A : C) = 0, (7.4.3)

となり、A, B は他の系と相関を持たないことが言える。これが“一夫一妻制”(monogamy)の名前

の由来である。このような相関の排他性は性質は古典系には見られないものである*24。従って、相

互情報量に基づいて言えば、holographic CFTsの量子状態に含まれている相関は純粋に量子的な相

関が大部分を占めていると解釈できる*25。これらは holographic CFTs の code subspaces に対し

て、情報論的な特徴付け (constrains)を与えると見做すことができる*26。

ここで strong superadditivityに戻ると、これもまたある種の（monogamyほどは強くない）量

子性を表す不等式である。すなわち、一般に非負の相関測度 E# が monogamyを満たすならば、自

動的に strong superadditivityを満たすことに注意する。このことは式 (7.4.2)を繰り返し用いて

E#(A1A2 : B1B2) ≥ E#(A1A2 : B1) + E#(A1A2 : B2) ≥ E#(A1 : B1) + E#(A2 : B2), (7.4.4)

と示せる。また distillable entanglementと呼ばれる entanglement measureは、strong superaddi-

tivityを満たすことが知られている [138]。従って、EP の strong superadditivityは、ある種の相関

の量子性として holographic CFTsに新たな特徴付けを与えることが期待される。

*24 尚、エンタングルメント測度E# について、E# がmonogamyを満たなさい場合でも (E#)α (α > 1)がmonogamy

を満たすことがしばしば起こる。この観察に基づいて、monogamyに関するより直感的となるような定義の拡張が最
近 [147]で与えられた。

*25 EP および EW は monogamyを満たさず、特に純粋状態に関しては polygamyと呼ばれる (7.4.2)の不等号を逆に
したものが常に成り立つことが (P1), (P7) （あるいは (W1), (W7)）から容易に示せる。

*26 前節で議論した時空の purification を拡張して extension まで認めると、squashed entanglement と呼ばれる量子
相関測度を用いて、holographic CFTsにおける相互情報量の monogamyを説明することもできる。
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第 8章

まとめと今後の展望

本論文では、量子情報理論における数々の手法を応用した AdS/CFT対応の解析について述べて

きた。ここでは全体をまとめながら、今後の方向性について検討を加える。

本論文の前半では、AdS/CFT 対応と量子情報理論、およびそれら 2 つを結びつける基礎とな

るホログラフィックエンタングルメントエントロピーの公式について議論した。この公式によれ

ば、holographic CFTs におけるエンタングルメントエントロピーは、AdS 時空上のある種の極小

曲面の面積として表される。すなわち、AdS 時空における幾何学の構造は、共形場理論の量子状

態における相関構造に書き込まれており、素朴には、boundary におけるエンタングルメントエン

トロピーの情報から bulk の時空を復元できることが期待される [10, 11]。これを実行する具体的

な方法は、tensor network による AdS 空間の記述をはじめとして様々な角度から検討されている

[12, 148, 13, 15, 16, 137]。このメカニズムを理解することは、将来的に AdS時空以外の背景時空上

のホログラフィー原理を理解するために重要であると考えられる。

第 4章では、静的な時空に対する Ryu-Takayanagi 公式に関して、Euclidean AdS 時空のレプリ

カ多様体による証明を議論した。その証明の具体的な手続きからは、エンタングルメントエントロ

ピーに対する量子補正がどのように入るかが明らかになり、特に O(N0)のオーダーにおける量子補

正は、bulkの背景時空上で量子化された場に対するエンタングルメントエントロピーから生じるこ

とを見た。この結果に基づいて、任意のオーダーの量子補正や超弦理論の効果から生じる高階微分の

重力項を含めた場合のホログラフィックエンタングルメントエントロピーの一般公式が提案されて

いる [22, 20, 24]。これはゲージ自由度 N と t’ Hooft coupling λを有限に取った場合の AdS/CFT

対応に踏み込む議論であり、これを検証することは低エネルギー領域から離れた量子的な時空に関す

る情報を探る上で重要だと考えられる。

第 5章では、著者らの研究 [1]に基づいて、Lorentz boostを加えた部分系に対するエンタングル
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メントエントロピーの HRT公式を用いた導出と、相互情報量に対する応用について議論した。さら

に AdS/CFT 対応の 1 パラメータ拡張である Lifshitz holography に関して、同様の解析からゲー

ジ理論側の Cauchy 面とその局所性に対する制限を加えた。これに関連して、Lifshitz holography

では、entanglement wedgeを AdS時空と同じ方法で定義すると causticsが発生し、entanglement

wedge を閉じた部分空間とするためには新たな処方が必要になることが知られている [31]。この事

情を理解して Lifshitz holographyの妥当性を検証することは、ホログラフィー原理の適用範囲に示

唆を与えることが推察される。

本論文の後半では、AdS時空の entanglement wedgeと holographic CFTsの部分系が等価な情報

を持っていることを主張する subregion/subregion dualityについて議論した。これを正当化する根

拠として、それぞれの部分系上の量子状態の空間に関する相対エントロピーが O(N0)で一致するこ

とを確認した。また演算子に基づく根拠として、量子誤り訂正符号を援用した entanglement wedge

のバルク再構成定理について述べた。これらの双対性は、holographic CFTsにおけるある Cauchy

面上（或いは domain of dependence内）の議論によって示されていたことに注意する。ここでさら

に Hamiltonian による量子状態の時間発展という観点を含めると、boundary の量子状態の時間変

化に伴って、bulkの時空が dynamicalに再構成されていく様子が想像できる。実際、これに関連し

て、両サイドの共形場理論が相互作用を持つように deformした Hamiltonianを用いた |TFD⟩の時

間発展を考えると、bulkの時空が traversable wormholeに対応することが示されている [60]。この

ような時間依存する量子状態による時空の再構成は、boundaryの自由度から bulkに一般相対性理

論を含んだ重力理論が現れるメカニズムに深く関わっていると推察される。

第 7章では、ホログラフィックエンタングルメントエントロピー公式の帰結である「holographic

CFTs上の相関の情報は、時空の幾何学に関係している」という洞察を発展させて、entanglement

wedgeの最小断面積 EW が entanglement of purification EP と双対関係にあるという予想を与え

た。これを支持する複数の証拠を挙げ、さらに一般の purification の重力対応に関して検討を加え

た。Holographic CFTsにおいて EP を計算して、既に得られている EW の一致を確認することは

今後の重要課題である。EP の定義には無数の量子状態に関する最小化操作が含まれており、この

事情は有限次元系においてさえ計算の実行を困難にしている。そこで解析解を得るためには、エン

タングルメントエントロピーに対するレプリカ法のような、新規の手段を開発する必要があると考

えられる。また EP の定義に現れる purification を場の理論において理解することは、それ自体が

興味深い問題である。特に共形場理論など性質の良い場の理論においては、ある条件を満たす多様

体上の経路積分によって表す方法が有効になると期待される [14, 15, 16]。またこの予想の完全な証
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明を与えるには、レプリカ法に対応する bulkのレプリカ多様体のように、purificationの重力双対

を明らかにすることが重要だと考えられる。本論文で見たように、entanglement wedge に基づく

subregion/subregion dualityは数々の状況証拠を持っているが、その一方で双対性を成り立たせて

いる機構は未だ分かっていない。EP = EW 予想の証明は、holographic CFTsと AdS時空とのそ

れぞれの部分系がどのようなメカニズムで対応するかを直接明らかにし、AdS/CFT 対応のメカニ

ズムの一端を解明することが期待される。

また混合状態に対する相関測度には、entanglement measures と呼ばれる量子相関のみを測る情

報量が数多く存在する [44]。幾何学的な双対性を持つ entanglement measure を検証することは、

AdS/CFT対応における量子もつれと時空の関係性に新たな知見を齎すと考えられる。また本論文で

は専ら 2体相関について議論したが、3つ以上の調子系の間にはたらく multipartite entanglement

の存在が知られている。これらは 2体間量子もつれの和には還元できない異種の相関であり、この

情報もまた AdS時空に書き込まれていることが推測される。本論文では主に様々な情報量に焦点を

当てたが、この他に量子情報理論では、量子状態に対する数多くの量子操作が存在する。AdS/CFT

対応の文脈では、例えば local projectionや swappingなどの操作の場の理論における表現が議論さ

れている [65]。特に量子もつれの互換性を論じる上で重要な LOCC操作が、holographic CFTsや

AdS時空においてどのように表せるかは興味深い問題である。
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第 9章

付録

Notations

本論文では、特に断らない場合、自然単位系:

ℏ = c = kB = 1,

を用いる。

以下に一般相対性理論に関する conventionsを列挙する。これらの定義は、文献によって正負号の

分だけ異なるため注意が必要である。

Signature:

gµν = (−,+, . . . ,+).

Riemann tensor:

[∇µ,∇ν ]ωα ≡ R β
µνα ωβ , R

β
µνα = ∂νΓβµα − ∂µΓβνα + ΓλµαΓβνλ − ΓλναΓβµλ.

Ricci tensor:

Rµα := gνβRµναβ = R λ
µλν .

Stress-Energy momentum tensor:

Tµν = − 2√
−g

δSmatter

δgµν
,
(
Tµν = 2√

−g
δSmatter

δgµν

)
.

Actions:

IEH = 1
16πGN

´
M
dDx
√
−g (R− 2Λ) , Iscalar = − 1

2

´
dDx
√
−g
(
∂µϕ∂µϕ+m2ϕ2

)
.

Einstein equation:

Gµν + gµνΛ ≡ Rµν − 1
2gµνR+ gµνΛ = 8πGNTµν .

Euclidean time:　



第 9章 付録 159

it = τE .

Euclidean path integral:

Z =
´
ϕeiI[ϕ] →

´
ϕe−IE [ϕ], gEµν = (+,+, . . . ,+).

Euclidean Actions:

I
(Euclidean)
EH = − 1

16πGN

´
M
dDx
√
−g (R− 2Λ) , I

(Euclidean)
scalar = 1

2

´
dDx
√
g
(
∂µϕ∂µϕ+m2ϕ2

)
.

Gibbons-Hawking-York term:

I
(Euclidean)
EH + I

(Euclidean)
GHY = − 1

16πGN

´
M
dDx
√
g (R− 2Λ)− 1

8πGN

´
∂M

dD−1x(K −K0)
√
h.

Projection, normal:

hνµ = δνµ − εnµnν , nµnµ ≡ ε =


−1 (nµ timelike)

1 (nµ spacelike)

,

Extrinsic curvature:

Kαβ = hλαh
η
β∇λnη, nµ for GHY is outward− pointing.

9.1 Schwarzschildブラックホールエントロピーの導出

ブラックホールエントロピーの公式 (2.1.7)を Euclidean経路積分を用いて導出する。重力理論の

分配関数*1 は古典近似の範囲で

Z =

ˆ
Dge−IE [g] ∼ e−IE [gcl] (9.1.1)

と表せる。ここで物質場を含まない重力理論の Euclidean作用は、一般に

IE = IEH + IGHY + Icounter term

= − 1

16πGN

ˆ
M

dDx
√
g (R− 2Λ)− 1

8πGN

ˆ
∂M

dD−1y
√
γ(K −K0), (9.1.2)

と書ける。M, gµν は考えている D 次元時空およびその計量、∂M, γµν はM の D − 1次元境界面

および誘導計量である。境界がある場合、Einstein-Hilbert作用の変分 δIEH には bulkの Einstein

方程式に対応する項の他に boundary上の変分 (δg|∂M , ∂δg|∂M )に比例した項が現れる。Diricclet

条件 δg|∂M = 0を課したとき、∂δg|∂M の項を相殺するために Gibbons-Hawking-York項 IGHY を

*1 重力理論における IE は物質場の作用と異なり一般に positive definite とは限らず、Euclidean 経路積分の妥当性は
明らかでないが、ここではその点を保留して取り扱う。
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導入した。またK は、∂M 上の射影

hνµ = δνµ − nµnν , nµnµ ≡ 1, (9.1.3)

を用いて定義された extrinsic curvature

Kµν := hλµh
η
ν∇λnη, (9.1.4)

のトレース (mean curvature)

K := gµνKµν = ∇µnµ, (9.1.5)

である。ただし nµ は outward-pointing unit normalである*2。Icounter term は、作用積分に現れる

体積無限大の効果（IR発散）を差し引くために導入された、基準となる時空M0 における境界項で

ある。このような操作をホログラフィック繰り込みと呼ぶ。

具体例として、Schwarzschildブラックホールのエントロピーを導出しよう。虚時間 τ = itによっ

て Euclid化した Schwarzschildブラックホールの計量は、

ds2 =

(
1− 2GM

r

)
dτ2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (9.1.6)

で与えられる。パラメータの範囲は

0 ≤τ < β, (9.1.7)

(rH ≡) 2GNM ≤r <∞ , (9.1.8)

0 ≤θ < π, (9.1.9)

0 ≤ϕ < 2π (9.1.10)

である。特に Euclidean時間方向 τ ∼= τ + β が周期化されていることに注意する。温度と事象の地

平面の位置については、古典解が smoothな時空であること、すなわち conical singularityが生じな

い要請から

β = 16πGNM = 8πrH , (9.1.11)

と関係性が決まる。

この古典解において、発散を正則化するために IR cutoffを r = r∞(→∞)と置いて作用を計算す

る。まず Schwarzschild時空は bulkにおいて平坦であり、R = Λ = 0である。従って IEH = 0とな

*2 Kµν の定義は nµ の向きに依存して正負が逆転する点に注意。ここでは R2 上の領域M = {(x1, x2)|x2
1 + x2

2 ≤ l2}
に対して円周 ∂M = S1 を取ったときK > 0となるように conventionを取っている。
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り、古典作用への寄与は境界 r = r∞上の項のみから生じる。K を計算するために outward-pointing

normal vectorを求める。今 ∂M は超曲面 r = r∞(const.)で与えられており、

nµ ∝ ∂µr = δrµ, 1 = nµnµ = grrn2r, (9.1.12)

からこれは

n =
√
grr∂r =

(
1− 2GM

r

) 1
2

∂r, (9.1.13)

と求まる。従って mean curvatureは

K = ∇µnµ

=
1
√
g
∂µ(
√
gnµ)

∼ 2

r∞
− GM

r2∞
+O

(
1

r3∞

)
, (r∞ →∞) (9.1.14)

となる。よって

IGHY = − 1

8πGN

ˆ
r=r∞

dD−1y
√
γK

= − 1

8πGN

ˆ β

0

dτ

ˆ 1

−1

d cos θ

ˆ 2π

0

dϕr2∞

√
1− 2GM

r∞
(

2

r∞
− GM

r2∞
)

= −2r∞ − 3GNM

2GNT
+O

(
1

r∞

)
, (9.1.15)

を得る。ここで O(r∞)の発散項を差し引く counter termを求める。この場合、基準として ∂M を

平坦時空に埋め込んときの mean curvatureを採用する。すなわち、induced metric

ds2|∂M =

(
1− 2GM

r∞

)
dτ2 + r2∞

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (9.1.16)

を再現するように平坦時空M0 上に埋め込むと

ds2|M0
=

(
1− 2GM

r∞

)
dτ2 + dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
, (9.1.17)

を得る。同様にmean curavtureを計算すると、

n0 = ∂r, (9.1.18)

から

K0 =
1

r2
∂r(r

2) =
2

r∞
, (9.1.19)
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となり、

Icounter =
1

8πGN

ˆ β

0

dτ

ˆ 1

−1

d cos θ

ˆ 2π

0

dϕr2∞

√
1− 2GM

r∞

2

r∞

=
2r∞ − 2GNM

2GNT
+O

(
1

r∞

)
, (9.1.20)

を得る。従って古典作用は

IE = −2r∞ − 3GNM

2GNT
+

2r∞ − 2GNM

2GNT
=

β2

16πGN
, (9.1.21)

となる。ここから S = (1− β∂β) logZ(β)に従ってエントロピーを計算すると

S = (1− β∂β)(−IE) =
4πr2H
4GN

=
Ahorizon

4GN
. (9.1.22)

となって、Schwarzschildブラックホールに対する Bekenstein-Hawkingの公式を得る。

9.2 量子情報理論に関する補題

本節では、本文中で用いた量子情報理論に関する補題の証明を与える。以下に現れる用語の定義は

[149, 69]などを参照。

9.2.1 相互情報量による共分散の上限

相互情報量と相関関数の関係性を与える不等式 [112]

I(A : B) ≥ 1

2

CρAB
[OA,OB ]

||OA||2||OB ||2
2

, (9.2.1)

を証明する。ここでは簡単のために有限次元 Hilbert空間を扱う。また行列のトレースノルム (trace

norm)を

||A||1 := Tr[
√
A†A]. (9.2.2)

で定義する。これは行列 A の特異値の和である。本論文で扱うように、A がユニタリ対角化可能

（正規行列）の場合、特異値は Aの固有値の絶対値に等しい。このことはトレースノルムの一般的な

性質 ||A||1 = ||U†AV ||1 から明らかである。
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補題 2. 量子 Pinsker-Csiszár不等式

S(ρ||σ) ≥ 1

2
||ρ− σ||21. (9.2.3)

Proof. まず演算子 σ − ρの固有値正の domainに対する射影を P で表す。また Q = I − P と定義

する。u = TrρP, v = TrσP と書くと、トレースノルムは

||σ − ρ||1 = Tr(σ − ρ)P − Tr(σ − ρ)Q = 2Tr(σ − ρ)P = 2(v − u) ≥ 0, (9.2.4)

と表せる。この結果と定義から 0 ≤ u ≤ v ≤ 1である。

Binary projection {P, I − P}で生成される ρの restriction

ρ→ ρ|P =

(
Tr(ρP ) 0

0 Tr(ρ(I − P ))

)
∈ H2, (9.2.5)

に対して、量子相対エントロピーの CPTP単調性*3 から

S(ρ||σ) ≥ S(ρ|P ||σ|P )

= u log
u

v
+ (1− u) log

1− u
1− v

≥ 2(u− v)2

= 2||σ − ρ||21 (9.2.6)

= 2||ρ− σ||21, (9.2.7)

となり、式 (9.2.3)を得る [150]。ただし途中で任意の 0 ≤ u ≤ v ≤ 1に対する不等式

u log
u

v
+ (1− u) log

1− u
1− v

≥ 2(u− v)2, (9.2.8)

および || −A||1 = ||A||1 を用いた。また一般に POVM {M†
kMk},

∑n
k=1M

†
kMk = I に関する測定

*3 量子情報理論において、量子状態 ρ ∈ S(H)の任意の変化は、完全正値トレーズ保存写像 (completely positive trace

preserving map, CPTP map) 写像と呼ばれる S(H) から別の状態空間 S(H′) への写像として与えられる。詳しく
は [69]などを参照。
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結果への restriction R(ρ) : Hd → Hn が CPTP写像であることは

ρ→ R(ρ) =


p1

p2
. . .

pn

 =

n∑
k=1

Tr(M†
kρMk) |k⟩ ⟨k|

=

d∑
i=1

n∑
k=1

|k⟩ ⟨i|M†
kρMk |i⟩ ⟨k|

=
∑
i,k

M̃†
(ik)ρM̃(ik),

∑
i,k

M̃†
(ik)M̃(ik) = I

 ,

と d× n個の Kraus演算子 M̃(ik) := Mk |i⟩ ⟨k|を用いて表せることから分かる。

補題 3.

|TrAB| ≤ ||A||1||B||. (9.2.9)

Proof.
√
AA† の固有値および固有ベクトルをそれぞれ αi, |i⟩で表す。三角不等式および Schwarz

の不等式から

|TrAB| =

∣∣∣∣∣∑
i

⟨i|AB|i⟩

∣∣∣∣∣
≤
∑
i

|⟨i|AB|i⟩|

≤
∑
i

||A† |i⟩ ||||B |i⟩ ||

≤ ||B||
∑
i

||A† |i⟩ ||

= ||B||
∑
i

||
√
AA† |i⟩ || (9.2.10)

= ||A†||1||B|| (9.2.11)

= ||A||1||B||, (9.2.12)

を得る。ここで ||A |i⟩ ||2 = ⟨i|A†A|i⟩ = ⟨i|
√
A†A
√
A†A|i⟩ = ||

√
A†A |i⟩ || を用いた。最後に

||A†||1 = ||A||1 を用いて、補題の式を得る。
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以上の補題 2と補題 3から、相互情報量は

I(A : B) = S(ρAB ||ρA ⊗ ρB)

≥ 1

2
||ρAB − ρA ⊗ ρB ||21

≥ 1

2

(
Tr[(ρAB − ρA ⊗ ρB)OA ⊗OB]

||OA ⊗OB ||

)2

=
1

2

CρAB
[OA,OB ]

||OA||2||OB ||2
2

, (9.2.13)

と共分散を上から制限する。

9.2.2 バルク再構成定理の証明に用いる補題

以下に現れる記号の定義は本文 6.3節を参照。

補題 4. Hilbert空間 H = HA ⊗HAc、およびその部分空間 Hcode ⊂ Hを考える。Hcode 上の任意

の Hermitian演算子 O について、次の 2つの命題は同値である [39]。

1.任意の code subspaceの元 |ϕ⟩ ∈ Hcode およびHAc 上の任意の演算子 XAc について

⟨ϕ|[O,XAc ]|ϕ⟩ = 0, (9.2.14)

が成り立つ。

2. HA 上のある演算子 OA が存在して、

O |ϕ⟩ = OA |ϕ⟩ , ∀ |ϕ⟩ ∈ Hcode, (9.2.15)

が成り立つ。

Proof. 命題 2.から命題 1.は、OA の Hermitian性および [OA, XAc ] = 0から直ちに従う。以下で

は命題 1.から命題 2.を示す。

Hcode を張る H の基底を {|̃i⟩AAc}di=1, (d := dimHcode) で表す。Hilbert 空間 Hcode に補助系

HR を付け足した最大エンタングルド状態

|Φ⟩ :=
1√
d

d∑
i=1

|i⟩R ⊗ |̃i⟩AAc , (9.2.16)

を考える。補助系としては、具体的には code subspaceと同一の系 HR ∼= Hcode を選べばよい。こ

れと最大エンタングルド状態 (9.2.16)の Rと AAc に関する対称性から明らかなように、Hcode 上の
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任意の演算子 O ≡ OAAc には |Φ⟩に対して同一の作用を及ぼすHR 上の演算子 OR が存在する。

OR ⊗ IAAc |Φ⟩ = IR ⊗OAAc |Φ⟩ . (9.2.17)

実際、OR := OT がこの関係を満たすことは容易に確かめられる。

さらにHA, HAc の基底を用いて

|̃i⟩AAc =

dA∑
α=1

dAc∑
ξ=1

Ciξα |α⟩A ⊗ |ξ⟩Ac , dA,Ac := dim(HA,Ac), (9.2.18)

と顕に書くと、|Φ⟩は

|Φ⟩ =
1√
d

d∑
i=1

dA∑
α=1

dAc∑
ξ=1

Ciξα |i⟩R ⊗ |α⟩A ⊗ |ξ⟩Ac (9.2.19)

≡ 1√
d

∑
a,α

Cαa |a⟩RAc ⊗ |α⟩A , (9.2.20)

と書ける。ここで簡便のために添字を a = (i, ξ)と略記した。このとき |Φ⟩のHA における状態は

ρA := TrRAc |Φ⟩ ⟨Φ|

=
1

d

∑
a,α

∑
b,β

δabCαaC
∗
βb |α⟩ ⟨β|A

=
1

d

∑
α,β

∑
a

CαaC
∗
βa |α⟩ ⟨β|A

≡ CC†, (9.2.21)

と表せる。ここで C : HR ⊗HAc → HA は、その要素が Cαa = 1√
d
⟨α|C|a⟩で定義される（非正方）

演算子である。同様にして

ρRAc = CTC∗, (9.2.22)

を得る。ここで部分空間 ker ρA ⊂ HA の任意の元 |p⟩A（すなわち、固有値がゼロの固有ベクトルの

張る部分空間）は、|̃i⟩AAc と直交する ⟨p, ξ |̃i⟩ = 0, ∀ξ ことに注意する*4。すなわち、|Φ⟩は ker ρA

に属する成分を含んでいないため、ρA が可逆であると仮定しても一般性を失わない。そこで可逆な

*4 このことは C の特異値分解を

U†CV = Σ =

c1 0

. . .
. . .

cn 0

 , (9.2.23)



第 9章 付録 167

ρA を改めて ρA ≡ g と表すと、
CC†g−1 = g−1CC† = I, (9.2.25)

が成り立つ。さらに C と g を用いてHA 上の演算子

OA := COC†g−1, (9.2.26)

を定義する。ただし右辺の O はHR ⊗HAc 上の演算子 OTR ⊗ IAc の意味である。

以上の準備の下、式 (9.2.17)および命題 1.からは

0 = ⟨ϕ|[IR ⊗OAAc , ρRAc ⊗ IA]|ϕ⟩ = ⟨ϕ|[OR ⊗ IAAc , ρRAc ⊗ IA]|ϕ⟩ , ∀ |ϕ⟩ ∈ Hcode, (9.2.27)

が従う。ここで Hermitian演算子 A,B の交換子 i[A,B]は Hermitianであることに注意すると、こ

の式は演算子 [OR ⊗ IAAc , ρRAc ⊗ IA] = [OT , CTC∗]の Hcode 上の固有値が全てゼロあることを意

味する。従って

C†CO = OC†C on Hcode, (9.2.28)

を得る。この結果から、Hcode 上で

OAC = COC†g−1C

= g−1CC†COC†g−1C

= g−1COC†CC†g−1C

= g−1COC†C

= g−1CC†CO

= CO

= COTR, (9.2.29)

が成り立つ。このことを用いると（最初に演算子 O を HR 上の演算子 OR へと mapしたことと同

と表したとき、ρA はHA における同じ基底で

U†ρAU = ΣΣ† =

|c1|2
. . .

|cn|2

 , (9.2.24)

となり、cα′ = 0ならば Cα′a = 0 ∀a ∈ (i, ξ)が従うことから分かる。
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じ要領で）、

OR |Φ⟩ =
1√
d

∑
a,α

Cαa

(∑
b

(OR)ba |b⟩RAc

)
⊗ |α⟩A

=
1√
d

∑
b,α

(COTR)αb |b⟩RAc ⊗ |α⟩A

=
1√
d

∑
b,α

∑
β

(OA)αβCβb |b⟩RAc ⊗ |α⟩A

=
1√
d

∑
b,β

Cβb |b⟩RAc ⊗

(∑
α

(OA)αβ |α⟩A

)
= OA |Φ⟩ , (9.2.30)

を得る。従って式 (9.2.17)と合わせて

O |Φ⟩ = OA |Φ⟩ , (9.2.31)

を得る。

この式の両辺にHR 上の Projection |i⟩ ⟨i|R を掛けることで、Hcode の任意の基底に対して

O |̃i⟩AAc = OA |̃i⟩AAc , (9.2.32)

が成り立つ。すなわち、OA は命題 2.を満たすHA 上の演算子である。

9.2.3 Conditional entropyの joint subadditivity

補題 5. Conditional entropy S(A|B) = SAB − SB は、任意の量子系において、次の不等式 (joint

subadditivity)を満たす。

S(AB|CD) ≤ S(A|C) + S(B|D), (9.2.33)

Proof. まず von Neumannエントロピーの strong subadditivityから

SABC + SB ≤ SAB + SBC , (9.2.34)

が成り立つ。ここで C を改めて C ∪D と置いて、両辺に SD を加えると

SABCD + SB + SD ≤ SAB + SBCD + SD, (9.2.35)
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となる。右辺に strong subadditivityを再び用いて

SABCD + SB + SD ≤ SAB + SBD + SCD, (9.2.36)

となる。これを両辺整理することで (9.2.33)を得る [149]。

9.3 エンタングルメント測度

ここでは代表的な混合状態に対する 2体量子相関測度に関する性質をまとめる [2]。エンタングル

メント測度に関する包括的なレビューは [151, 45, 138, 44]を参照（尚、エンタングルメント測度の性

質表は [152]も参照のこと）。また統一性を持たせるために、一部本文と重複する記述を許している。

9.3.1 エンタングルメント測度の一般論

一般の 2体相関測度を E#(A : B) ≡ E#(ρAB)で表す。混合状態に対するエンタングルメント測

度には様々なものが提案されているが、まずはこれらの性質の一般論を述べる。

E#が次の性質を満たすとき、本論文ではこれを（性質の良い）エンタングルメント測度 (bipartite

entanglement measures)と呼ぶ*5。

(A1) E# は非負の量であり、separable states ρAB ∈ Sep(HAB) に対してゼロになる。

E# ≥ 0. (9.3.1)

ρAB ∈ Sep(HAB)⇒ E#(ρAB) = 0. (9.3.2)

これは separable states の定義から当然要求される性質である。一方、この逆の E#(ρAB) = 0 ⇒

ρAB ∈ Sep(HAB)については、ここでは一旦要請しない。これらを両方満たして

E#(ρAB) = 0⇔ ρAB ∈ Sep(HAB) (9.3.3)

が成り立つ E# は、separable statesに関して faithfulであるという*6。例えば以下で定義する ED

は faithfulではない。

*5 “良い性質”の公理系にはいくつかの流儀 (options) がある。Negativity など、以下の性質の全ては満たさないが量
子もつれの測度として機能する情報量も存在する。

*6 総相関測度の product statesに関する faithfulnessと混合されないように注意されたい。
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(A2) E# は純粋状態に対してエンタングルメントエントロピーと一致する。

E#(A : B) = SA = SB when ρAB is pure. (9.3.4)

この要請は、後述するエンタングルメントエントロピーの唯一性定理によって、純粋状態に対する

エンタングルメント測度は本質的にはエンタングルメントエントロピーで与えられることの帰結で

ある。

(A3) E# は LOCCに対して平均的に単調減少する。

ρAB → Λ(ρAB) =
∑

piρ
i
AB ⇒ E#(ρAB) ≥

∑
i

piE#(ρiAB). (9.3.5)

ここで LOCC (local operations and classical communications)とは、A系と B 系におけるそれぞ

れの局所的操作と、それらの間の古典通信（古典的な混合）のみを許すような量子操作（CPTP写

像）のことである。これは一般に Kraus演算子を用いて次の形に表せる*7。

Λ(ρAB) =
∑
i

V iA ⊗W i
BρAB(V iA ⊗W i

B)†. (9.3.6)

このような一連の操作の結果、量子状態が確率混合 {pi, ρiAB} となるとき、E# によって測った量

子もつれの平均値は増大しないことを要求する。LOCCは量子もつれを特徴付けるために導入され

た操作であり、この要請はエンタングルメント測度の公理として最も本質的なものだと考えられて

いる。

以下でエンタングルメント測度に関連する性質の定義を述べる。

・E# は次の条件を満たすとき、漸近的連続性 (asymptotic continuity)を持つという：ρn, σn を

dn 次元 Hilbert空間上の量子状態としたとき、n→∞の極限で次が成り立つ。

||ρn − σn||1 → 0 ⇒ E#(ρn)− E#(σn)

log dn
→ 0. (9.3.7)

これはエンタングルメント測度に関して、量子状態の間の距離に関する連続性を述べている。すなわ

ち、これを満たす E# では、（トレースノルムによって測った）2つの量子状態の距離が近いとき、量

子もつれの大きさも同じ程度になる。ρn は典型的には ρn = ρ⊗nAB のような量子状態が想定されてい

る。このような漸近的なセットアップにおける情報量の振る舞いは、以下の議論でも度々現れる。

・漸近性に関係して、任意の量子状態に対して E# から作られる次の量が定義できるとき、E# は

*7 この形の CPTP 写像が常に LOCC であるとは限らない点に注意。この形で表せる一般の量子操作は separable

operationsと呼ばれている。すなわち、LOCCは separable operationsの（同一でない）部分集合ある。
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regularizableであるという。

E∞
# (ρAB) :=

E#(ρ⊗nAB)

n
. (9.3.8)

・d次元の最大エンタングルド状態 |Φ+
d ⟩ = 1√

d

∑d
i=1 |i⟩A⊗|i⟩B に対して、規格化条件E#(|Φ+

d ⟩) =

log dを満たすとき、E# は normalizableであるという*8。

・E# が任意の量子状態 ρ, σと λ ∈ [0, 1]に対して E#(λρ+ (1−λ)σ) ≤ λE#(ρ) + (1−λ)E#(σ)

を満たすとき、E# は convexであるという*9。

E# の性質を表す不等式を以下のように定義する*10。

(i) (Full) Additivity

E#(ρA1B1
⊗ σA2B2

) = E#(ρA1B1
) + E#(σA2B2

). (9.3.9)

(ii) Subadditivity

E#(ρA1B1 ⊗ σA2B2) ≤ E#(ρA1B1) + E#(σA2B2). (9.3.10)

(iii) Superadditivity

E#(ρA1B1
⊗ σA2B2

) ≥ E#(ρA1B1
) + E#(σA2B2

). (9.3.11)

(iv) Strong superadditivity

E#(ρA1A2B1B2) ≥ E#(ρA1B1) + E#(ρA2B2). (9.3.12)

(v) Monogamy

E#(ρAB1B2) ≥ E#(ρAB1) + E#(ρAB2). (9.3.13)

上記のいずれも相関は A系列と B 系列の間で測っている。E# が任意の量子状態に対して上記の不

等式を満たすとき、例えば (i)ならば E# は (full) additiveである、などという。E# が additiveな

らば、これは自動的に sub/superadditiveである。また E# が monogamousであるならば自動的に

strong superadditiveである（7.4節参照）。例えばEsq は additiveであり、EF , ERは additiveでは

*8 (A2)を課せば、この条件は自動的に満たされる。
*9 ほとんどのエンタングルメント測度が convexityを満たしており、数学的な取り扱いの意味でも重要であるため、これ
を公理に含める場合もある。

*10 von Neumannエントロピーに対して用いられる用語と混同されないように注意されたい。この場合は、(i) additive

S(ρ⊗σ) = S(ρ)+S(σ)、(ii) subadditive S(ρAB) ≤ S(ρA)+S(ρB)、(iii) strong subadditive SABC +SB ≤
SAB + SAC である。
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ないが subadditiveである。尚、(i)において ρ = σ と置いた場合を extensivity (partial additivity,

i.i.d. additivity)と呼ぶ。

これらの用語は、エンタングルメント測度に限らず相互情報量や entanglement of purificationな

ど一般の相関測度に対して用いられる。

以下では、(A1)-(A3)を満たすいくつかの代表的なエンタングルメント測度について紹介する。ま

たトレース距離を Dtr(ρ, σ) := ||ρ− σ||1、d次元最大エンタングルド状態を Φ+
d で表す。

9.3.2 Distillable entanglement

ED(ρAB) := sup
r

{
r

∣∣∣∣ lim
n→∞

[
inf

Λ∈LOCC
Dtr

(
Λ(ρ⊗nAB),Φ+

2rn

)]
= 0

}
. (9.3.14)

Distillable entanglement ED は、n個の量子状態 ρ⊗nAB から、LOCCのみを用いて、最大エンタン

グルド状態を可能な限り多く m 個取り出したときの比率 r = m
n を、漸近的な状況 n → ∞ にお

いて測る情報量である。ED の特徴としては、faithfulness を満たさないことが挙げられる。すな

わち、ED は entangled states に対して量子もつれを検出しない場合がある。また ED は strong

superadditivity を満たすことが知られている。この相関測度は、後に述べる意味で一般的なエン

タングルメント測度 E# の下限となる量である。また次の不等式（hashing inequality）を満たす

[153]。

ED(A : B) ≥ max{SA − SAB , SB − SAB}. (9.3.15)

ED は稀に entanglement concentrationと呼ばれることもある。

9.3.3 Entanglement cost

EC(ρAB) := inf
r

{
r

∣∣∣∣ lim
n→∞

[
inf

Λ∈LOCC
Dtr

(
ρ⊗nAB ,Λ(Φ+

2rn

)]
= 0

}
. (9.3.16)

Entanglement cost EC は、可能な限り少ないm個の最大エンタングルメント状態から、LOCCの

みを用いて、n個の量子状態 ρ⊗nAB を作り出したときの比率 r = m
n を、漸近的な状況 n→∞におい

て測る情報量である。EC は faithfulness、convexity、subadditivityを満たすことが知られている。

また monogamyは一般には満たさないことが分かっている。定義からして ED の対であることから

分かるように、この量は後に述べる意味で一般的なエンタングルメント測度 E# の上限となる。さ

らに次に述べる entanglement of formationとは regularizationの関係にある。
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9.3.4 Entanglement of formation

EF (ρAB) := inf
ρAB=

∑
pi|ψi⟩⟨ψi|AB

∑
i

piS(TrB [|ψi⟩ ⟨ψi|AB ] . (9.3.17)

ここで最小化は ρAB =
∑
pi |ψi⟩ ⟨ψi|AB を満たす任意の分解 {pi, |ψi⟩}について取る。この操作は

一般に convex roofと呼ばれる。Entanglement of formation EF は、次の関係式によって EC と結

び付いている。

EC(ρAB) = lim
n→∞

EF (ρ⊗nAB)

n
. (9.3.18)

EF は faithfulness、asymptotic continuity、convexity、subadditivityを満たす一方、additivityお

よびmonogamyを満たさないことが知られている*11。また EC より小さくなることはなく、さらに

は相互情報量を超える場合があるため、その意味で過剰な相関の見積もりを行う情報量といえる。稀

に entanglement of creationと呼ばれることがある。またその Rényi化についても議論されている

[155]。

9.3.5 Relative entropy of entanglement

ER(ρAB) := min
σAB∈Sep(HA⊗HB)

S(ρAB ||σAB). (9.3.19)

ER は相対エントロピーを用いて定義されたエンタングルメント測度である。この情報量は定義から

明らかに faithfulであり、また asymptotic continuity、convexity、subadditivityを満たす。一方

で、monogamyや additivity、strong superadditivityについては満たさないことが知られている。

またこのような方法によるエンタングルメント測度の定義の一般化として、(1) 相対エントロピーに

代わる状態空間の距離化（f -divergenceなど）を用いる方法 (2) 最小化を取る集合を PPT statesな

どに変える方法、が挙げられる。

*11 EF の additivityは様々な命題と同値であることが知られる重要な未解決問題であったが、2008年に否定的に解決さ
れた [154]。
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9.3.6 Squashed entanglement

Esq(ρAB) :=
1

2
inf

ρAB=TrCρABC

I(A : B|C). (9.3.20)

ここで I(A : B|C)は conditional mutual indormation

I(A : B|C) = SAC + SBC − SC − SABC ≥ 0, (9.3.21)

である。最小化は ρAB に関する任意の extensionについて行う（extensionの定義は 7.2.3節参照）。

Esq は asymptotic continuity、convexityに加えて、additivityおよび monogamyを満たす点が最

大の特徴である。さらに faithfulであることが 2011年に [152]において示された。Esq は現在知ら

れている限り最も性質の良いエンタングルメント測度である。しかし、entanglement of purification

と同様の事情で、計算の実行が困難であるという問題を抱えている。またこれについても Rényi化

した情報量が議論されている [155]。

相関測度の大小関係

相互情報量 I、entanglement of purification EP を含めたこれらの大小関係は次の通りである。

ED ≤ Esq ≤ EC ≤ EF ≤ EP . (9.3.22)

ED ≤ ER ≤ EF . (9.3.23)

Esq ≤
I

2
≤ EP . (9.3.24)

ER ≤ I. (9.3.25)

尚、EC は I/2 を超える場合があり、EF は I を超える場合がある。また hashing inequality （式

(9.3.15)）からは

I(A : B)

2
+ max

{
I(A : B)

2
− SA,

I(A : B)

2
− SB

}
≤ ED(A : B) ≤ Esq(A : B) ≤ I(A : B)

2
,

(9.3.26)

を得る。ここで max の中身は (I3) から常に負であることに注意。ここで最左辺は coherent infor-

mation IcohA⟩B := SB − SAB = −S(A|B)と呼ばれ、様々なエンタングルメント測度に対して普遍的

かつ tractableな下限を与える。
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9.3.7 Remarks

エンタングルメントエントロピーの唯一性

純粋状態に関してはエンタングルメントエントロピーが本質的には一意的な尺度を与える [71]。こ

れは次の事実から来ている（詳細は [138]を参照のこと）。

E# が LOCC単調性 (A3)、asymptotic continuity、regularizability、normalizablityを満たすな

らば、次の関係が成り立つ。

ED ≤ E∞
# ≤ EC . (9.3.27)

さらに E# が extensivityを満たすならば、

ED ≤ E# ≤ EC , (9.3.28)

が成り立つ。

ここで純粋状態に対して ED(ρAB) = EC(ρAB) = SA であったことを思い出すと、以上の性質を

満たす任意のエンタングルメント測度 E# は、純粋状態に対して常にエンタングルメントエントロ

ピーと一致することが分かる。

Regularization of EP

EC のアナロジーとして、次の量を定義する [139]。

ELOq(ρAB) := inf
r

{
r

∣∣∣∣ lim
n→∞

[
inf

Λ∈LOq
Dtr

(
ρ⊗nAB ,Λ(Φ+

2rn

)]
= 0

}
. (9.3.29)

ELOq は量子状態 ρ⊗nAB の生成に用いる操作を local operations and asymptotically vanishing

communication (LOq)と呼ばれる操作に変更したものである。LOqは、LOCCをさらに漸近的な

状況 n→∞において古典通信による寄与が無視できるような操作に限定したものである。ここから

明らかに EC ≤ ELOq が常に成り立ち、ELOq は EC と類似の操作論的な意味を持つ。ELOq はエン

タングルメント測度の性質を満たさず、I や EP に近い情報量である点に注意する。ELOq と EP の

間には次の関係が知られている。

ELOq(ρAB) = lim
n→∞

EP (ρ⊗nAB)

n
. (9.3.30)

また EP は subadditiveであるから、一般に ELOq ≤ EP が成り立つ。特に、EP が additivityを満

たすような量子状態 ρAB に対しては、これら 2つの相関測度は一致する。
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