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概要

Hダイバリオン (uuddss)はバリオン数 2、SU(3)フレーバー 1重項のエキゾチックハドロ
ンである。1977年に Jaffeによりその存在が予言され、MITバッグ模型や Skyrme模型を用
いた解析から H粒子が安定である可能性が理論的に示唆されたが、その後の実験でダブルハイ
パー核 ( 6

ΛΛHe)が発見され、少なくとも現実世界 (physical point)においては、Hダイバリオ
ンは強い相互作用に対して安定な束縛状態でないことが示された。しかしながら共鳴状態とし
て存在する可能性などは現在なお指摘されており、また近年の格子 QCD の計算においても、
フレーバー SU(3)対称で質量の大きな領域において Hダイバリオンは安定であることが指摘
されるなど、H粒子は依然、ハドロン物理学における興味の対象となっている。
本研究では、フレーバー SU(3) 対称領域の中でも重要な領域の一つである、カイラル極限

(mu = md = ms = 0)での Hダイバリオンの性質の解明を試みる。なお、格子 QCDはハド
ロン質量を計算する上で強力な手法である一方、ゼロ質量粒子の扱いが困難であるという側面
があり、カイラル極限の計算には向かない。それゆえ本研究では、格子 QCD とは相補的に、
近年の非摂動的手法であるホログラフィック QCDの枠組みにおいて、ソリトン描像を用いた
解析を行う。ホログラフィック QCDは、超弦理論においてmassless QCDと等価な Dブレー
ン系 (S1-compactified D4/D8/D8)からラージ Nc でのゲージ/重力対応によって導かれる理
論であり、全てのバリオンは南部-Goldstoneボソンと (軸性)ベクトル中間子からなるトポロ
ジカルなカイラル・ソリトンとして現れる。そこで本研究では、H ダイバリオンを、Skyrme

模型での解析に用いられたのと同様の SO(3) 型のヘッジホッグ・ソリトン解として記述し、
SU(2)でのバリオンを解析した先行研究にならい、まずホログラフィック QCDでの SO(3)型
のソリトンに対する作用を導出した。その際、低エネルギーの有効理論で重要な、masslessの
南部-Goldstoneボソンと最も軽いベクトル中間子のみを考慮した。そしてその作用に基づいた
数値解析を行い、ホログラフィック QCD における H ダイバリオンの質量及び半径を計算し
た。その結果、特にカイラル極限での質量に関する結果として、Hダイバリオンの質量はバリ
オン数 1のヘッジホッグ・ソリトン質量のほぼ 2倍であることを明らかにした。またこのこと
より、カイラル極限において Hダイバリオンの質量は 2核子質量よりも小さくなるという示唆
を得た。
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第 1章

序論

現在の素粒子物理学において、強い相互作用の基礎理論は量子色力学 (quantum chromody-

namics: QCD) であり、これはクォークやグルーオンによって記述される。また陽子や中性
子といった一連の粒子はハドロンと呼ばれ、ハドロンはより基本的な階層であるクォークやグ
ルーオンによって構成されると考えられている。数百種類にも及ぶ沢山のハドロンが今日まで
の様々な実験により観測されているが [1]、これらはクォーク模型 [2–4] の観点から通常 2つの
グループに大別される。1つはバリオン (baryon)と呼ばれるグループで、これは 3つのクォー
ク (qqq)から成る。先に挙げた陽子や中性子などはバリオンの一種である。そしてもう 1つは
中間子 (メソン、meson)と呼ばれる、2つのクォーク (qq̄) から成る粒子のグループである。例
としては、湯川博士により予言されたパイ中間子などがこれにあたる。クォーク模型に基づく
この分類法は 1960 年代 Gell-Mann と Zweig により提唱され、これがハドロンと呼ばれる粒
子の集まりに秩序をもたらした。多くのハドロンは 2つないし 3つのクォークから構成される
粒子として記述することでよく説明できたのである。ところでこの、ハドロンがクォークから
なるという考え方そのものは、ハドロンを構成するクォークの数を必ずしも 2つまたは 3つに
制限するものではない。すなわち対象とするハドロンと同じ量子数さえ持っているものであれ
ば、原理的には、例えば中間子に対して qqq̄q̄ (テトラクォーク)や、バリオンに対して qqqqq̄

(ペンタクォーク)といったクォークの組み合わせを考えても構わない。このような qqq または
qq̄以外のクォーク構成を持つハドロンはエキゾチックハドロンと呼ばれている。通常の qqqあ
るいは qq̄によるハドロンの記述が大きな成功を収めた一方で、こういったエキゾチックハドロ
ンの存在は長年議論されてきた。そしてついに近年、テトラクォークの存在が確認されたこと
により [5, 6]、エキゾチックハドロンは現在ハドロン物理学において大きな注目を集めている。
ここまではハドロンのバリオン数 B が B = 0 (中間子)または B = 1 (バリオン)であるこ

とを暗に仮定して述べたが、一方でバリオン数が B ≥ 2というエキゾチックハドロンを考える
こともまた可能である。ただし上に述べたエキゾチックハドロンと同様、ここでも問題となる
のは、それらが観測可能か否か、すなわちある程度低いエネルギーでの安定な束縛状態として
存在しうるか、ということである。歴史的には、後に述べるように、安定に存在しうるバリオ
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ン数 B = 2のハドロンの存在が Jaffeによって予言された [7]。今日その粒子は Hダイバリオ
ンと呼ばれ、uuddssというクォーク構成を持つとされる。
本研究の研究対象はまさにこの Hダイバリオンである。この序論では、Hダイバリオンを取

り巻く理論的背景とその観測、そして Hダイバリオンに関する最近の研究結果について述べた
上で、最後に本研究の目的とそこで用いられる手法についての説明を行い、本論文の構成をま
とめることとする。

1.1 Hダイバリオンとは
Hダイバリオンは uuddssの束縛状態であり、バリオン数 B = 2を持つエキゾチックハドロ

ンである。以下ではクォーク模型によるハドロンの分類ついて簡単に述べ、Hダイバリオンは
クォーク模型においてどのようなハドロンとして分類されているかを見ることから始める。

1.1.1 クォーク模型による分類

今日において存在が確認されているクォークは u, d, s, c, b, tの 6種類である。このクォー
クの種類はフレーバーと呼ばれる。基礎理論である QCD に現れるクォークのカレント質量
で見ると、この 6 種のうち c, b, t クォークの質量は 1GeV 以上であり、数 MeV 程度の u, d

クォークやせいぜい 100MeV程度である sクォークなどに比べてこれらは非常に重い [1]。そ
のため 1GeV程度の低エネルギー領域におけるハドロンを考える場合には、c, b, tクォークは
無視して u, d, s クォークのみを考えれば良い。理論で考慮に入れるクォークのフレーバー数
を Nf と書くと、これは Nf = 3の場合に相当する。
1960年代前半までに見つかっていたハドロンに対して、Gell-Mannらはこれらのハドロン

が SU(3)群を用いて分類できることを提唱した [2–4]。それを以下に説明しよう。まずスピン
J = 1/2、バリオン数 B = 1/3を持つクォーク q という粒子を導入し (その反粒子は反クォー
ク q̄、バリオン数 B = −1/3)、ハドロンはこれらクォークの複合系であると考える。バリオン
数を正しく実現するようなクォークの構成を考えると、バリオン (B = 1)は qqq, qqqqq̄, ...か
ら、また中間子 (B = 0)は qq̄, qqq̄q̄, ...からそれぞれ成るものと考えられる。ここで u, d, sの
3フレーバーを持つクォークに対し、SU(3)のリー代数 su(3)をクォークのフレーバー空間と
考えて、各フレーバーを以下のようにその基本表現の標準基底に対応させることとする*1。

u ∼

 1
0
0

 d ∼

 0
1
0

 s ∼

 0
0
1

 (1.1.1)

この基本表現を 3表現と呼ぶ。このとき反クォークは 3̄表現 (3表現の反傾表現)に対応させ
る。このように考えた上で、q と q̄ の組み合わせからなるクォークの複合系は、それに対応す

*1 より正確には、su(3) の複素化 su(3)C ∼= sl(3,C) の基本表現を考え、その表現空間 C3 をクォークのフレー
バー空間と考える。以下 su(3)は常に sl(3,C)を指すものとする。
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る 3表現と 3̄表現からなる積表現の表現空間としてその q, q̄ の組で表されるハドロンの空間
を構成し、この積表現を既約分解することでハドロンが分類されるものと考えるのである。
またここでクォークのウェイト図と呼ばれるものを見ておこう。そのためにまずクォークの

持つ量子数について述べる必要がある。以下でも Nf = 3のクォークについて考える。このと
きクォークの持つ量子数は、電荷 Q、アイソスピン I (その第 3成分 I3)、バリオン数 B、スト
レンジネス S、ハイパーチャージ Y、そしてスピン J である。ハイパーチャージは Y ≡ B+S

で定義され、また電荷は Q = e (I3 + Y/2) という関係を持つ (中野-西島-Gell-Mann の法
則 [8, 9])。上で述べたようにクォークのバリオン数とスピンは皆等しく B = 1/3, J = 1/2で
あることから、クォークの状態はアイソスピンの第 3成分 I3 とハイパーチャージ Y という 2

つの量子数により指定されることがわかる。ところでクォークが su(3)の 3表現に対応すると
いう仮定から、Lie代数の表現論を用いてそれぞれのウェイトベクトルという量を考えること
ができる。SU(3)の生成子は 8つあり、これを {Fi}i=1,...,8 と書こう。ここでは su(3)の基本
表現に焦点を当てて述べるが、その際この生成子は通常 Gell-Mann行列 {λi}i=1,...,8 を用いて
Fi = λi/2 と取ることが多い。ここで Gell-Mann行列は

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 (1.1.2)

λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 =

√
1

3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


と定義される。ここで生成子の中で互いに可換な最大個数の組を取ってくる。SU(3) の場合
その最大個数は 2 であり (これは表現によらない)、上の Gell-Mann 行列を用いた表式では
{H1 = F3, H2 = F8} と取れる。すると生成子の組は標準基底を固有ベクトルとして同時対
角化されており、その 2 つの固有値を並べたベクトルをウェイトベクトルと呼ぶ。例えば u

クォークに対応するウェイトベクトル µu は

|µu⟩ ≡

 1
0
0

 ∴
{
H1|µu⟩ = 1

2 |µu⟩
H2|µu⟩ = 1

2
√
3
|µu⟩

←→ µu =
(1
2
,

1

2
√
3

)
(1.1.3)

であり、他も同様に µd = (− 1
2 ,

1
2
√
3
)、µs = (0, − 1√

3
) となる。ここまでに述べた量子数と

ウェイトベクトルについての整理を兼ねて、これらを表にまとめる。
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Q/e I3 B S Y µ

u 2/3 1/2 1/3 0 1/3 ( 12 ,
1

2
√
3
)

d -1/3 -1/2 1/3 0 1/3 (− 1
2 ,

1
2
√
3
)

s -1/3 0 1/3 -1 -2/3 (0, − 1√
3
)

上表より、ウェイトベクトルの第 1成分 µ1 はアイソスピンの第 3成分 I3 と、第 2成分 µ2 は
ハイパーチャージ Y とそれぞれ同じふるまいをすることがわかる。よってこれらを

I3 = H1 Y =
2√
3
H2 (1.1.4)

と関係づける。すなわち、3フレーバーのクォークは su(3)の 2成分ウェイトベクトルとして
それぞれ表すことができる。このウェイトベクトルを平面上に図示したものはウェイト図と呼
ばれる。クォークのウェイト図は以下の図 1.1のようになる。上に述べたように、ハドロンは
3表現と 3̄表現の組み合わせによる積表現に対応するので、それらの状態もまたウェイト図と
して図示することができる。

d u

s

Y

I31/2-1/2

1/3

-2/3

I3

du

Y

s
1/2-1/2

2/3

-1/3

図 1.1 クォークと反クォークのウェイト図。ここでベクトルの成分は (I3, Y ) と取った。
また反クォークはクォークの反傾表現であるので、そのウェイトベクトルはクォークのそれ
の符号を逆転させたものとなる。

実際に幾つかの例を用いてクォーク模型でのハドロンの分類について見よう。まず中間子に
ついて、それが最も簡単なクォークの構成 qq̄ からなる場合を考える。qq̄ から成る中間子はそ
れに対応する積表現 3⊗ 3̄におけるウェイトベクトルに対応すると考えられる。まず 3⊗ 3̄表
現を既約分解すると、



8 第 1章 序論

3⊗ 3̄ = 1⊕ 8 (1.1.5)

となる。(なお SU(N) の既約分解は Young 図を用いて組合せ論的に行うことができる。この
方法は有用で、SU(3) の表現の既約分解にもしばしば用いられるので、ここでも Young 図を
併記する。その分解の規則についてここでは述べないが、例えば文献 [10] などを参照された
い。) すなわち qq̄ から成る中間子は、1重項と 8重項とに分解される。この様子をウェイト図
1.2に図示する。

K*+

ω

Y

I31/2-1/2

1

-1

-1 1

K*0

K*- K*0

ρ- ρ+ρ0
φ

JP=1- (ベクトル)

K+

η

Y

I31/2-1/2

1

-1

-1 1

K0

K- K0

π- π+π0
η’

JP=0- (擬スカラー)

図 1.2 中間子のウェイト図。左は擬スカラー中間子、右は最も軽いベクトル中間子の組で
ある。左右ともそれぞれ 9つのウェイトベクトルからなり、中心は 3重点になっている。こ
の 3重点のうち 1つ (左では η′、右では ϕ)はそれぞれ中間子 1重項をなし、それ以外の 8

点がそれぞれ中間子 8重項をなす。

次にバリオンが qqq から成る場合を考える。これに対応する積表現は 3⊗ 3⊗ 3であり、こ
れを既約分解すると、

3⊗ 3⊗ 3 = 1⊕ 8⊕ 8⊕ 10 (1.1.6)

となる。実際に観測されている代表的なバリオンとして、核子 N (陽子 p、中性子 n) はスピ
ン・パリティが JP = 1/2+ のバリオン 8重項に、また∆粒子は JP = 3/2+ のバリオン 10重
項にそれぞれ属しているが、上の既約分解はこの観測事実を再現していると言える。この様子
をウェイト図 1.3に図示する。
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p

Y

I3

1

-1

-1 1

n

Ξ- Ξ0

Σ- Σ+Σ0

JP=1/2+ (8重項)

Λ0

Y

I3

1

-1

-1 1

Ξ*- Ξ*0

Σ*- Σ*+Σ*0

JP=3/2+ (10重項)

Δ++Δ+Δ0Δ-

Ω- -2

図 1.3 バリオン 8重項と 10重項のウェイト図。

以上がクォーク模型によって通常行われるバリオン (qqq)と中間子 (qq̄)の分類である。また
テトラクォークやペンタクォークといったエキゾチックハドロンや、より高いエネルギー領域
において c, b, tクォークを含むようなバリオンの分類にもこの群論を用いた方法は有効である
と考えられている*2。
さて、クォーク模型を用いたハドロンの分類について概説してきたが、本研究の研究対象で

ある Hダイバリオンは、このクォーク模型の下でどのようなハドロンとして分類されるだろう
か。Hダイバリオンはバリオン数 B = 2のハドロンであり、これを再現する最も単純なクォー
クの構成としては qqqqqq が考えられる。これをクォーク模型によって分類するために、対応
する積表現 3⊗ 3⊗ 3⊗ 3⊗ 3⊗ 3を既約分解することは可能だが、ここでは特に小さな質量
を持つハドロンについて知りたいので、代わりに qqq バリオンの多重項のうち最も質量の小さ
いバリオン 8重項を用いて qqqqqq というクォーク構造を作ることとする*3。すなわち 2つの
バリオン 8重項の組に対応する積表現 8⊗ 8を既約分解する。

8⊗ 8 = 1⊕ 8⊕ 8⊕ 10⊕ 10⊕ 27 (1.1.7)

*2 フレーバー数 Nf の場合には SU(Nf )による分類が行われる。
*3 これは、(3⊗ 3⊗ 3)⊗ (3⊗ 3⊗ 3) = (1⊕ 8⊕ 8⊕ 10)⊗ (1⊕ 8⊕ 8⊕ 10) という積の展開において、エネ
ルギーの最も低い多重項からなる 8⊗ 8 部分のみを見ていることに相当する。
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すると上式より、qqqqqqの中の 8⊗ 8表現からはフレーバー 1重項がただ１つ現れることがわ
かる。実はこれが Hダイバリオンに対応している。すなわち Hダイバリオンは uuddssから
なる SU(3)フレーバー 1重項のハドロン粒子として定義される。またこのときスピンは J = 0

であるとする。Hダイバリオンのウェイト図を図 1.4に示す。

Y

I3
H

図 1.4 8⊗ 8表現から現れる 1表現のウェイト図。中心のフレーバー 1重項が Hダイバリ
オンに対応している。

1.1.2 量子色力学 (QCD)

上のクォーク模型におけるクォークは、ハドロンをその複合系として記述するために導入さ
れた粒子である。そしてこの考えに基づいて行われた SU(3)によるハドロンの分類は実験事実
をよく説明したため、ハドロンがクォークの複合系である可能性が考えられるようになった。
しかしながらその後の実験により、クォークはハドロンを構成する基本粒子の候補であるにも
関わらず、それ単体では観測されないことがわかった。この事実はクォークの閉じ込めと呼ば
れ、クォークの間には互いをハドロンの中に閉じ込めようとする強い力が働いていると考えら
れている。このクォーク間の相互作用は強い相互作用と呼ばれている。
このように、単体のクォークを観測できないという問題はあるものの、クォーク模型でハド

ロンの説明のために導入されたクォークは幾多の理論的進展と実験的検証を経て、今や素粒子
の一員としてその地位を確立している。ただしそれはクォーク模型におけるクォークではな
く、場の量子論を基礎とする素粒子標準模型において、強い相互作用を記述する基本的自由度
としてのクォークである。
強い相互作用の場の理論は量子色力学 (QCD)と呼ばれ、これはクォーク場 q(x)とグルーオ

ン場 Aµ(x) により記述される。QCD は次のラグランジアンによって記述される*4(記法の詳

*4 これは古典場のラグランジアンであり、正準量子化をするためにはこれにゲージ固定項と Faddeev-Popov 項
を付け加える必要がある。
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細については補遺 A参照のこと)。

LQCD = −1

2
trFµνF

µν + q̄(iγµDµ −m)q (1.1.8)

ここで

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ] (1.1.9)

Dµ = ∂µ + igAµ (1.1.10)

クォーク場 q(x) ≡ t(u, d, s, c, b, t)の成分 u(x), d(x), ...はそれぞれが各フレーバーに対応す
るスピン 1/2の 4成分 Diracスピノルであり、かつ SU(3)ゲージ群の基本表現でもある。す
なわちここでのクォークはフレーバー自由度に加えて、SU(3)の基本表現として 3成分の新た
な自由度を持っている。これはカラー自由度と呼ばれる。これによって各フレーバーのクォー
ク場、例えば u(x)などは

u(x) =

 ur(x)
ug(x)
ub(x)

 (1.1.11)

と表され、これら ur, ug, ub がそれぞれ 4 成分 Dirac スピノルであるような構造を持ってい
る (r, g, bは赤、緑、青を表す)。またグルーオン場 Aµ(x)は SU(3)ゲージ場 (随伴表現)であ
り、8つの独立な成分を持つ。グルーオンはクォーク間の強い相互作用を媒介する粒子であり、
クォークとの相互作用においてその色を交換する。そのためグルーオン自身もまたカラー自由
度を持っており、グルーオンは自己相互作用を持つ (SU(3)の非可換性)。
また QCDのラグランジアン (1.1.10)においてクォークの質量項が無視できる場合には、フ
レーバー自由度に関して次のような大域的対称性を持つ (一般のフレーバー数 Nf で表す)。

qL =


q
(1)
L

q
(2)
L
...

q
(Nf )
L

 7→ eiθLUL


q
(1)
L

q
(2)
L
...

q
(Nf )
L

 UL ∈ SU(Nf )L (1.1.12)

qR =


q
(1)
R

q
(2)
R
...

q
(Nf )
R

 7→ eiθRUR


q
(1)
R

q
(2)
R
...

q
(Nf )
R

 UR ∈ SU(Nf )R (1.1.13)

ここで

qL ≡
1− γ5

2
q qR ≡

1 + γ5
2

q γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 (1.1.14)

この U(Nf )L× U(Nf )R 対称性はカイラル対称性と呼ばれており、またこの対称性が成り立
つ極限 (クォーク質量 mq → 0) はカイラル極限と呼ばれる。ここで U(Nf )L × U(Nf )R は
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U(1)L × U(1)R × SU(Nf )L × SU(Nf )R と分解できるが、このうち U(1)L × U(1)R の部分
群 U(1)A (θL = −θR としたもの) の対称性は、量子論においてはあらわに破れる。これは
U(1)A アノマリーとして知られる。よって U(1)L×U(1)R の対称性は、実際には部分群 U(1)V

(θL = θRとしたもの)まで破れ、QCDはカイラル極限においてU(1)V×SU(Nf )L×SU(Nf )R

という対称性を持つ。またさらに、SU(Nf )L×SU(Nf )R のうち部分集合 SU(Nf )A (UL = U†
R

なるもの)の変換に関する対称性は、QCDにおいては自発的に破れ、それに伴う南部-Goldstone

ボソンとして、パイ中間子を含む擬スカラー中間子の組が現れると考えられている。このた
め結局、カイラル極限における QCDのカイラル対称性は U(1)V × SU(Nf )L × SU(Nf )R →
U(1)V × SU(Nf )V (SU(Nf )V は UL = UR なるもの全体) まで自発的に破れる。U(1)V はバ
リオン数保存則を与え、SU(Nf )V はフレーバー多重項の分類に用いられる。この SU(Nf )V こ
そが、クォーク模型での分類に用いられた SU(Nf )なのである。
ところで QCD の登場により、クォークに色という新たな自由度が加わったが、このとき

クォークの閉じこめは「カラーの閉じこめ」として次のように解釈される。すなわち、色を
持った状態に対しては強い相互作用によって白色の状態にしようとする強い力が働き、そのた
めに少なくとも低エネルギー領域において現れる粒子は全て白色の粒子となる。そしてこの白
色の粒子こそがハドロンというわけである。これによるとクォークの閉じこめは、それが色を
持っているために単体では観測されないのだと説明される。またグルーオンも色を持つため、
グルーオンの輻射なども観測されないはずである*5。すなわち「色」は白色のハドロンの中に
閉じ込められてしまうと言える*6。このカラーの閉じこめは、場の理論に基づく非摂動的な解
析である格子 QCDの数値計算により、クォーク間ポテンシャルが長距離では線形 V (r) ∼ σr

となることなどによって示されている (例えば [11])。
また QCD は漸近的自由性と呼ばれる著しい特徴を持つことが知られている。すなわち

QCD において、短距離スケール (高エネルギー領域) ではゲージ場の結合定数 g が小さくな
り、逆に長距離のスケール (低エネルギー領域)においては結合定数 g が大きくなるのである。
そのため、クォークがハドロンから飛び出そうとして遠くへ離れるほど結合定数は大きくな
り、強い力によってハドロンの中に引き戻されてしまうのだと考えられる。またこの漸近的自
由性により、高エネルギー現象 (例えば深非弾性散乱など)に対しては、QCDの摂動計算を用
いた解析を行うことができる。しかし逆に言えばこれは、ハドロンなどの低エネルギー現象は
QCDの非摂動領域において解析する必要があることを意味する。非摂動的な解析は一般に難
しく、実際、クォークの閉じこめ現象を QCDから理論的かつ解析的に説明することは、今日
まで残る未解決問題の一つである。
このような事情から、ハドロン物理の解析的研究においては南部-Jona-Lasinio 模型やカイ

*5 グルーオンのみでカラー 1重項をなしたグルーボールについてはハドロン同様に観測されうる。
*6 ここで「白色」という言葉をもう少し正確に述べておくと、これはカラー SU(3)の 1重項のことを指している。

qqq はカラー SU(3)の 3⊗ 3⊗ 3表現をなし、既約分解 (1.1.6)からこれはカラー 1重項を持つ。これがバリ
オンである。また中間子 qq̄ のカラー 1重項についても同様である。
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ラル摂動論といった QCDの有効理論ないしはそれに準ずる現象論的模型を用いた解析がしば
しば行われてきた。以下に述べる Jaffeの Hダイバリオンの予言も、そのような現象論的模型
の枠組みにおいてなされたものである。

1.1.3 Jaffeによる予言

ハドロンを解析するための現象論的模型として、バッグ模型というものがある (レビューとし
ては、例えば [12]など)。この模型ではその名の通り、クォークをバッグ (袋)の中に閉じ込め
てハドロンを作る。このときバッグの内側はクォークが自由粒子として存在する摂動的な真空
とし、外側はハドロンを基本的な自由度とする非摂動的な真空であるとする。そのためクォー
クは基本的にバッグからは出られないと考え、それを再現するような境界条件をバッグ表面に
おいて与える。その条件の与え方などによって様々なバッグ模型が存在するが、中でも最初に
論じられた最も簡単な模型はMITバッグ模型で [13]、これはバッグの境界においてクォーク
から作られる種々のカレントが外に出ないという単純な条件をおいた模型である。非常に単純
な構造を持った模型ではあるが、これを用いてハドロン質量を求めると実験結果の傾向をそれ
なりによく再現することは特筆に値する。このとき核子 N (バリオン 8重項)と ∆粒子 (バリ
オン 10重項)の質量差は、次のクォーク間の色磁気相互作用 (1グルーオン交換)を考慮するこ
とによって与えられる [14,15]。

∆EM = −αc

R

8∑
a=1

∑
i>j

(σi · σj)λ
a
i λ

a
jM(miR, mjR) (1.1.15)

ここで αc = g2/4π、R はバッグの半径 (バッグは球形と仮定)、a はカラーの足であり、σi

と λai はそれぞれ i番目のクォークのスピンベクトルとカラーベクトルを表す。ここに現れる
σkλa という積がカラー・スピン SU(6)cs の生成子をなすことから、この相互作用は SU(6)cs

の 2次の Casimir演算子に対する依存性を持つことが特徴的である。またハドロンがカラー・
スピン SU(6)cs のどの多重項に属しているかに応じて、それが属するフレーバー多重項も系の
対称性によって決まる。そのためハドロンの質量は、それがどのフレーバー多重項に属してい
るかによって大体決まるとも言える*7。
そしてこのことに目をつけた Jaffeは、バリオン数が B = 2の粒子で特に質量の小さなもの

が存在することを、MITバッグ模型を用いて次のように予言した。まず 6つのクォークを閉じ
込めたバッグを考えてバリオン数 B = 2のハドロン (ダイバリオン)を作る。このときクォー
ク間の色磁気相互作用のエネルギーに対する寄与は次のように与えられる [7]。

∆EM = αc

[
8N − 1

2
C6 +

4

3
J(J + 1)

]
M (1.1.16)

*7 SU(3)フレーバーで sクォーク質量のみms ̸= 0とする場合など、カイラル極限から外れる場合には、多重項
の間にも当然質量差が生じる。



14 第 1章 序論

ここで N はクォーク数、J はハドロンのスピン、C6 は SU(6)cs の 2次の Casimir演算子、M
は定数である。この表式から、Casimir演算子の値が大きな SU(6)cs 多重項ほどその質量は小
さくなることがわかる。qqqqqq からなるダイバリオンに対して、C6 が最大となる SU(6)cs 多
重項は完全対称な 490表現である [7]。このとき対称性から、フレーバー多重項については完
全反対称でなければならない。特に SU(3)フレーバーを考える場合には、(1.1.7)式を思い出す
と、ダイバリオン (qqqqqq)はフレーバーについて 1重項、8重項、10重項、…と既約分解され
るので、完全反対称なフレーバー 1重項を持っている。したがって、この SU(3)フレーバー 1

重項 (uuddss)はクォーク間の色磁気相互作用によってとりわけ質量が小さくなることが期待
される。なお S 波状態の SU(3)フレーバー 1重項のスピンは J = 0であるので [7]、(1.1.16)

式からこの状態が最も小さな質量を持つダイバリオンであることがわかる。実際にMITバッ
グ模型を用いてこのダイバリオンの質量MH を計算すると、MH = 2150MeV となり、これ
は uuddss のクォーク組成を与える 2 つのバリオンの組、例えば ΛΛ の閾値 2231MeV (実験
値 [1])などよりも小さな値を持つことが明らかになった*8。
この結果をもって Jaffeは、スピン J = 0、SU(3)フレーバー 1重項のダイバリオンが特に小

さい質量を持ち、強い相互作用に対して安定な束縛状態として存在することを予言し、uuddss
の組であることにちなんでそれをダイハイペロンと名付けた。今日ではこの粒子は Hダイバリ
オンと呼ばれている。

1.1.4 Skyrme模型を用いた解析

Jaffe の予言以降、H ダイバリオンの安定性は種々の模型を用いて理論的に調べられること
となった。そのような研究の一つに Skyrme 模型を用いた解析がある [16, 17]。ここではその
概要と結果について簡単に述べよう。Skyrme模型 [18–20] は非線形シグマ模型にその起源を
持っており、ラグランジアンはカイラル場と呼ばれる SU(Nf )値関数 U(x)を用いて次のよう
に表される。

LSkyrme = −
f2π
4

tr(LµL
µ) +

1

32e2
tr[Lµ, Lν ]

2
(
Lµ ≡

1

i
U†∂µU

)
(1.1.17)

このラグランジアンの下でトポロジカルなソリトン解 (スキルミオン)を求め、バリオンはその
ソリトン解として記述されるとするのが、この Skyrme模型である。ただしそのソリトン解を
厳密に導出することは困難であり、実際には解の形を仮定して解析を行うことが多い。そこで
しばしば用いられるのはヘッジホッグ解と呼ばれる対称性のよいものである。
このヘッジホッグ解を用いて、Skyrme模型の枠組みで Hダイバリオンの性質を調べること

ができる。ここで用いられるのは SO(3)型のヘッジホッグ解と呼ばれるもので、以下のような
形を持つ (Nf = 3) [16,17]。

*8 uuddss を与える他の 2 バリオン (8 重項) の閾値は NΞ (nΞ0 : 2254MeV, pΞ− : 2260MeV)、ΣΣ(Σ0Σ0 :

2385MeV, Σ+Σ− : 2387MeV) であり、いずれも ΛΛの閾値より大きい。
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U(x) = ei{(Λ·x̂)F (r)+((Λ·x̂)2−2/3)φ(r)} ∈ SU(3)f (1.1.18)

F (r), φ(r) ∈ R (r ≡ |x|, x̂ ≡ x/r)

ここで {Λi=1,2,3}は so(3)の生成子である。これをラグランジアン (1.1.17)に代入して解を求
めると、カイラル極限*9での質量について

MH ≃ 1.92MB=1 (1.1.19)

という関係を得る [16]。ただしMB=1 は同じ枠組みで求めた B = 1のバリオンの質量である。
ここで Skyrme模型において、カイラル極限でのバリオン 8重項 (N, Λ, Σ, Ξ) の質量M8 は
B = 1バリオン質量とM8 > MB=1の関係にあるので、上の関係 (1.1.19)はまたMH < 2M8、
すなわちカイラル極限における Hダイバリオンの質量が 2核子質量よりも小さいことを意味し
ている。この結果はMITバッグ模型を用いた Jaffeの結果を支持するものである。

1.1.5 ダブルハイパー核の発見

上のような理論的背景から、Hダイバリオンは安定な束縛状態として存在する可能性が高い
と考えられていた。しかしながら、その後の実験でダブルハイパー核 ( 6

ΛΛHe) が発見されたこ
とにより、少なくとも現実世界 (physical point)においては、Hダイバリオンが強い相互作用
に対して安定な束縛状態でないことが明らかとなった [22]。ここではダブルハイパー核の存在
が Hダイバリオンの探索にどう関わっているかについて簡単に述べる。
原子核は通常、陽子 p (uud)と中性子 n (udd)によって構成される。一方、ストレンジクォー

ク s を含むような SU(3) フレーバーのバリオンはハイペロンと呼ばれ、ハイペロンを含むよ
うな原子核はハイパー核と呼ばれる。すなわちハイパー核とはストレンジネス S を持つような
原子核のことである。その中でも特に、Λ 粒子を 2 つ含むような原子核はダブル Λ ハイパー
核と呼ばれる。以下ではこれを単にダブルハイパー核と呼ぼう*10。このような原子核の存在は
ΛΛの相互作用を知る上での手がかりとなるため、その探索は Jaffeによる Hダイバリオンの
予言以前から行われていた。ところでダブルハイパー核は s クォークを 2 つ含むためストレ
ンジネス S = −2 を持つが、H ダイバリオンを 1 つ含むものもまたそのような原子核の一つ
である。ヘリウム原子を例にとってこの両者の様子を図 1.5に示す。ΛΛと H粒子はいずれも
uuddss というクォークの集まりであるため、例えば H 粒子の質量が ΛΛ の閾値 (2231MeV)

よりも十分小さい場合には、S = −2 を持つ 6He の基底状態は H 核となるだろう。また逆も
然りである。両者の質量がある程度近い場合には少し複雑で、S = −2の 6Heの基底状態は両
者の束縛エネルギーの大小などから決まると考えられる。このようにして Jaffe の予言以降、
S = −2を持つ原子核の探索は Hダイバリオンの存在性を検証する上でも重要な意味を持つこ
ととなった。

*9 ここでのラグランジアン (1.1.17) は質量項を持たないため、これに基づく計算は必然的にカイラル極限での結
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p n Λp n Λ

ダブルハイパー核

p np n H

H核

図 1.5 ストレンジネス S = −2を持つ原子核 6Heの様子。sクォークを含む部分について
は ΛΛや H粒子など、候補が複数考えられる。

そして実際に実験で観測されたのは、 6
ΛΛHeのダブルハイパー核であった。KEK-E373実験

における (K−, K+)反応を用いた “NAGARA” event *11で、今井グループによって 2001年
に発見された*12 [22]。この結果から Hダイバリオンの束縛エネルギーは 6MeVより小さくな
ることが見積もられ、少なくとも現実世界 (physical point)においては H粒子が強い相互作用
に対して安定な束縛状態でないことが証明された。また同時に、この実験の結果は H粒子の質
量に下限を与え、

MH ≥ 2223.7MeV (1.1.20)

であることが明らかとなった。この下限は ΛΛの閾値 2231MeVと非常に近い値にある。

1.2 Hダイバリオンに関する研究の現状
ダブルハイパー核 6

ΛΛHe の発見によって束縛状態としての安定性が否定された H ダイバリ
オンであるが、この粒子に対する研究を放棄してしまうのは全くの時期尚早である。実際、
physical pointにおいて否定されたのはその強い相互作用に対する安定性であり、実験が与え
る質量の下限 (1.1.20)が ΛΛの閾値と非常に近い値であることからも、H粒子が ΛΛの閾値近
傍で不安定な共鳴状態として存在する可能性は依然として否定できない。
この予想に対して肯定的な示唆を与える最近の理論的研究として、例えば文献 [27]がある。

そこでは低エネルギー有効理論に基づいて S = −2の 2-バリオン散乱におけるH粒子のクォー
ク質量に対する依存性が調べられており、physical pointにおける HダイバリオンはNΞの閾

果を与える。なお QCDの対称性に基づいてラグランジアンにクォーク質量を導入することは可能である [21]。
*10 ストレンジネス S = −2を持つ原子核を総称してダブルハイパー核と呼ぶこともあるようである。
*11 (K−, K+)反応とはK−+p → K++Ξ− のことで、これにより生じた Ξ− を 12Cに捕獲させ、Ξ−+ 12C →

6
ΛΛHe + 4He + t と反応させることによりダブルハイパー核が生成される。そしてその後、ダブルハイパー核
は弱い相互作用によって 6

ΛΛHe → 5
ΛHe + p+ π− と崩壊する。

*12 ダブルハイパー核を同定したとする報告はそれまでにも存在したが [23–26]、それらはいずれもその結果の解釈
に不確定な要素が残っていた。
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値のすぐ下にエネルギーを持つ共鳴状態として現れるという結果が示されている。
また最近のハドロン実験においても H ダイバリオンの探索は依然行なわれている。KEK

で行われた Belle 実験では、1S 状態あるいは 2S 状態のボトモニウム Υ(1S), Υ(2S) の崩壊
Υ(1S, 2S) → HX で生じる H → Λpπ− あるいは H → ΛΛ という反応の観測から ΛΛ の閾
値近傍での H 粒子の発見を試みたが、明確な証拠は得られなかった [28]。また LHC を用い
た ALICE実験では、鉛-鉛衝突における H → Λpπ− 崩壊の観測を試みたが、Hダイバリオン
のシグナルはやはり得られなかった [29]。また今後の Hダイバリオンに関する実験としては、
J-PARCでの ΛΛの閾値近傍における Hダイバリオンの探索実験が予定されている (J-PARC

E42実験) [30]。
このように、physical pointでの ΛΛの閾値近傍における Hダイバリオンの存在性は現在盛

んに研究されている。一方、H粒子に対する別の視点からの興味として、unphysicalではある
が general なクォーク質量領域における H ダイバリオンについての研究結果もまた注目を集
めている。安定な束縛状態としての H粒子が否定されたのは physical pointにおいてであり、
generalな質量領域ではひょっとすると H粒子が安定に存在するかもしれないというわけであ
る。実際、SU(3)対称 (mu = md = ms)かつクォーク質量が大きい領域 (図 1.6網掛け部分)

においては、Hダイバリオンが安定な束縛状態として存在することが NPLQCD、HAL QCD

両グループの格子 QCDを用いた計算によって示された [31–33]。このような unphysicalな領

安定に束縛

カイラル極限 
(mu=md=ms=0)

図 1.6 格子 QCDによる計算結果 (文献 [33]中の図を引用、加筆)。横軸はパイ中間子の質
量Mπ、縦軸は K中間子の質量MK であり、グラフの各点がクォーク質量を変えたときの
それぞれ世界に対応する。現実世界 (physical point)は特に青点で表されている。図中の対
角線上が SU(3) 対称な領域であり、網掛け部分に含まれる赤点または緑点のそれぞれにお
いて H粒子が安定な束縛状態として存在することが示された。点の横にはそこでの H粒子
の束縛エネルギーが付記されてある。また原点 (mu = md = ms = 0)は、本研究の研究対
象とするカイラル極限である。

域における H ダイバリオンの研究は、幾分アカデミックなものではあるが、クォーク質量に
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よって粒子の束縛エネルギーが変化するという非常に興味深い物理を我々に提供する。現実世
界での現象の記述はもちろん重要だが、一方でその物理をより深く理解するためにはこういっ
た研究や考察が不可欠であろう。
ところで一般のクォーク質量領域における H粒子の質量を計算する手段として、ここでは格

子 QCDによる数値計算が用いられた。これは QCDに直接基づく第一原理計算であり、QCD

の非摂動領域を解析する上で信頼できる方法の一つである。計算機技術の進歩により、近年で
はスーパーコンピューターを用いた大規模数値シミュレーションによるハドロン質量の精密計
算が可能となった。したがって今日では、ハドロン質量を計算する上で格子 QCDによる数値
計算は非常に強力な手法であると言える。しかし一方でこの手法は、質量が非常に小さな粒子
を扱うことが困難であるという側面を持っている。軽い粒子は格子空間の中で大きく動き回る
ため、空間体積をその分大きく取っておく必要が生じ、それにより計算時間が膨大となってし
まうのである。この問題は、質量を持った粒子に対しては計算技術の進歩によって解決しうる
が、massless粒子を扱う場合には格子空間を無限に大きく取る必要があるため、これを数値シ
ミュレーションで扱うことは不可能である。よって特に massless クォークを含むような一般
のクォーク質量領域におけるハドロン質量の計算には、格子 QCDによる数値計算を用いるこ
とができない。それゆえ、例えばカイラル極限における Hダイバリオンの質量を求めるといっ
た場合には、QCDの有効理論を用いるなど、他の非摂動的手法による解析が必要となる。

1.3 本研究の目的及びその手法
以上の背景から、本研究では一般のクォーク質量領域として特にカイラル極限における Hダ

イバリオンの質量及びその性質を調べることをその目的とする。しかしながら上で述べたよう
に、カイラル極限、すなわち u, d, sクォークが全て masslessである領域 (ここでは 3フレー
バーとして考える) での Hダイバリオンの質量を求める場合、この計算は格子 QCDの数値的
手法では扱えず、したがって他の手段に頼る必要がある。この序論でも述べたMITバッグ模
型や Skyrme模型を用いた Hダイバリオンの計算は、格子 QCDの手法によらない非摂動的な
計算の例であるが、こういった有効理論は QCDとの厳密な対応関係が不明確である場合が多
く、他のクォーク領域での格子 QCDを用いた計算結果に匹敵するほどの信頼性を持つもので
はない。
ところで近年、QCD の非摂動的側面への解析的なアプローチとして「ホログラフィック

QCD」と呼ばれる模型が超弦理論の枠組みにおいて提案された [34, 35]。これは超弦理論にお
いて Dブレーンと呼ばれる物体を用いて構築された、QCDと等価な Dブレーン系である。そ
してMaldacenaの提唱した AdS/CFT対応を用いてこの系を解析することにより、中間子の
質量スペクトルや低エネルギーにおける中間子の現象論がこの枠組み一つで統一的に記述で
きることが明らかとなった。このことは QCD の非摂動領域に対する解析的手法がホログラ
フィック QCDによって与えられる可能性を示唆している。またこの模型は低エネルギー領域
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において QCDと等価であるため、ホログラフィック QCDを用いた計算は格子 QCDと同様、
QCDに基づいた計算であると言える。
そこで本研究では、カイラル極限における H ダイバリオンの諸性質を、ホログラフィック

QCDの枠組みを用いて解析する。格子 QCDによる第一原理計算ではないものの、QCDと等
価な Dブレーン系を用いた本研究での計算結果は、格子 QCDでのそれに匹敵する信頼性を持
つものと期待される。
本論文は以下のように構成される。まず本研究で用いる手法であるホログラフィック QCD

について、その枠組みに関するレビューを第 2章で行う。第 3章、第 4章では本研究の結果に
ついて述べる。本研究ではまずホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンの作用を導出
するが、その結果を主に第 3章において述べる。そして第 4章では、第 3章で導かれた作用に
基づいて行った Hダイバリオンに対する数値計算の手法とその結果について述べ、カイラル極
限における Hダイバリオンの性質について議論する。
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第 2章

ホログラフィック QCD

序論でも述べたように、QCDの非摂動領域においてハドロンを解析する際、格子 QCDによ
る第一原理計算は強力な手法であるものの、この手法にはmassless粒子を扱うことが困難であ
るという側面がある。そのため本研究のようにカイラル極限でのハドロンを調べる際には、む
しろ格子 QCD以外の解析的な手法が必要である。そのような方法の一つとして、とりわけバ
リオンに焦点を当てて言うならば、歴史的には前章に述べた Skyrme模型による解析がある*1。
ただしこの模型はカイラル場のソリトン解を存在させるためにカイラル場の 4次の微分を含む
Skyrme項を現象論的に導入しており、さらにはこの模型と QCDとのつながりが不明確であ
るなどの点があるため、Skyrme模型は、QCDに基づくバリオンの解析という観点からは結局
のところ一現象論に過ぎないというのもまた事実である。これまでに用いられてきた他の多く
の有効模型も、やはり QCDとの厳密な対応関係は不明確なものが多く、QCDに基づく解析
的手法と呼べるほど信頼性の高いものではない。
しかし近年、QCDの非摂動領域の解析に有用な手法を与える可能性を持つ理論の存在が、弦

理論の枠組みにおいて提唱された。「AdS/CFT対応」と呼ばれる超弦理論と超対称ゲージ理論
との対応関係がMaldacenaによって 1997年に提示され [36]、それ以降 QCDに対応する超弦
理論側の記述が模索された。1998年にはWittenによって超弦理論から 4次元 Yang-Mills理
論を構築する方法 [37]が提案され、そして 2005年、酒井と杉本により提案された D4/D8/D8

模型 (酒井・杉本模型) [34, 35]が低エネルギー領域ではラージ Nc massless QCDと等価な理
論であることが示された。彼らはまたこの模型が中間子の現象論をよく再現することを明らか
にした。これにより、酒井・杉本模型は QCDに基づいてその非摂動領域に対する有用なアプ
ローチを与えるものと考えられている。
本研究では、酒井・杉本模型において Hダイバリオンを記述し、QCDに基づく非摂動的解

析を行う。その準備として、以下では特に酒井・杉本模型の枠組みを中心にレビューし、最後
にそこでのバリオンの記述について述べる。

*1 Skyrme模型は始めカイラル極限で定義されるが、カイラル模型と同様の方法で現象論的にクォーク質量を導入
することは可能である。
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2.1 準備
以下の説明は超弦理論に基づいて述べられるが、ここではその心の準備として、弦理論に関

して以下で必要となる前提知識について、厳密さは追求せずごく簡単に述べる。

開弦と閉弦
弦理論は、粒子の代わりに弦をその基本的自由度とする理論である。このとき弦には開いた

弦 (開弦)と閉じた弦 (閉弦)がある。弦の典型的な長さはストリング長 ls と呼ばれ、これは弦
理論において唯一の次元を持ったパラメータである。また粒子の運動によって時空の中に作ら
れる世界線に対応して、弦の運動によって時空中に作られる軌跡は世界面であり、逆に弦の運
動は世界面を指定することで決まる。

超弦理論
弦理論を世界面上の場の理論であると考えたとき、そこに超対称性が存在する場合それは超

弦理論と呼ばれる。以下では弦理論として超弦理論のみを考える。この下で弦を量子化する
と、アノマリーを回避するためには弦の運動する時空の次元が 10でなければならない [38]。

弦の量子化
弦を量子化すると、弦の振動からたくさんのモードが現れる。超弦理論では、閉弦と開弦か

ら、例えば

• 閉弦 → 重力場 gµν 、ディラトン場 ϕ、B場 Bµν 、...

• 開弦 → ゲージ場 Aµ、スカラー場 Φ、フェルミオン場 ψ、...

というmasslessモードが現れる。またこれに加え、質量がO(1/ls)のオーダーのmassiveモー
ドが現れる。

Dブレーン
また超弦理論では、弦とは別に Dブレーンと呼ばれる物体もある。10次元時空に埋め込ま

れた (p + 1)次元の物体で、その上に開弦の端点が乗れるものを Dpブレーンと呼ぶ。以下開
弦の端点は常に Dブレーン上にあるものとする。

Dブレーン上の masslessボソン場
同じ Dpブレーン上に端点を持つ開弦の振動から現れる masslessボソン場は

• Aµ(x
0, ..., xp) : ゲージ場 (µ = 0, 1, ..., p)

• Φi(x0, ..., xp) : スカラー場 (i = p+ 1, ..., 9)
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となる。Dブレーンに平行な方向の振動からゲージ場が、また垂直な方向の振動からボソン場
が生じる。

N 枚の Dブレーン上のゲージ理論
D ブレーンを N 枚重ねた場合を考える。するとその D ブレーンの上に端点を持つ開弦

は、端点を別々の D ブレーン上に置くことも可能である。この端点の置き方によって生じる
N ×N の自由度により、N 枚重なった Dブレーン上の開弦から生じる masslessボソン場は
U(N)ゲージ理論を構成する*2。

Dブレーンと重力の結合
Dブレーン間をつなぐ開弦がそのままぐるっと一周する様子を考えると、それは Dブレーン

の間を閉弦が伝播しているとも見なせる。すなわち Dブレーンは閉弦を放出しており、この見
方から、Dブレーンは重力の源になると考えられる。よって Dブレーンがあるとその周りの時
空は曲がり、また弦の結合が弱い場合にその曲がった時空は超重力解として与えられる。

ゲージ/重力対応
上では、N 枚重なった Dブレーンから U(N)ゲージ理論が現れることを見た。そして Dブ

レーンは重力場を作ることも見た。Dブレーンにはこのような 2つの側面があり、これら 2つ
の理論が Dブレーンを通じて等価であるとするのがゲージ/重力対応である。すなわちこの対
応は、ある U(N)ゲージ理論とある曲がった時空における弦理論とは等価であることを主張す
る。これらがそれぞれどのようなゲージ理論あるいは重力解に対応するかは、もちろん考える
Dブレーンによる。Maldacenaは D3ブレーンから現れる 4次元の N = 4超対称ゲージ理論
と AdS5 × S5 上の超重力理論に対してこの対応関係を初めて提示したので、しばしばこれは
AdS/CFT対応とも呼ばれる。

2.2 酒井・杉本模型
2005年に酒井・杉本が提案した模型 [34]は、IIA型の弦理論において D4ブレーンと D8ブ

レーンを用いて massless QCDの horographic dualを構築するというものである。この模型
では QCDのカイラル対称性 U(Nf )L × U(Nf )R が D8-D8ブレーン上のゲージ対称性として
実現している。そしてこの対称性は D4 ブレーンの作る超重力解において U(Nf )V にまで自
発的に破れ、それに伴う南部-Goldstone ボソンとして massless のパイ中間子が現れるため、
Kruczenskiらの D4/D6模型 [40]のような困難はここでは起こらない。また D4/D8/D8模型
の利点はこのことにとどまらず、中間子の質量スペクトルをよく再現し、さらにはベクターメ
ソン・ドミナンスを始めとする低エネルギーでの中間子の現象論を記述することにも成功して

*2 ただしこの U(1)部分は Dブレーンの重心運動に相当し、SU(N)と decoupleする [39]。
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いる [35]。そのためこの D4/D8/D8ブレーン系による酒井・杉本模型は、低エネルギーの非
摂動領域におけるハドロン物理を QCDに基づいて調べるための非常に有用な解析的手法を与
えるものと考えられる。本研究ではこの模型を用いて Hダイバリオンの性質を調べることとす
るが、そのための準備として、以下では酒井・杉本模型についてより詳しく解説する。

2.2.1 D4/D8/D8ブレーン系

まず Dブレーンの配置から話を始めよう。この模型においてまず基本となるのは、Witten

による S1 コンパクト化された Nc 枚の D4ブレーンを用いた 4次元 Yang-Mills (YM)理論の
構成 [37]である。この D4ブレーンの YM理論を土台として、その上にフレーバー自由度を担
う Dブレーンを導入するのであるが、この酒井・杉本模型においてはフレーバー Dブレーン
として Nf 枚の D8-D8対を S1 方向と直交するように配置する。この配置についてもう少し正
確に述べておこう。10 次元 Minkowski 空間の 1 方向 (x4 方向とする) を S1 コンパクト化し
た 10次元時空M4 × S1 ×R5 を考える (M4 は 4次元Minkowski空間)。ここで S1 の半径は
M−1

KK とする。そしてM4 × S1 方向に広がりを持つ D4ブレーンを Nc 枚、またM4 × R5 方
向に広がりを持つ D8ブレーンと D8ブレーンを Nf 枚ずつ、この 10次元時空上にそれぞれ配
置する。このとき D4、D8-D8ブレーンが共有する 4次元Minkowski空間で各 Dブレーンは
ともにM4 全体に広がっているものとし、また広がっていない次元での配置に関して、D4ブ
レーンは 5次元 Euclid空間 R5 の原点に、D8-D8ブレーンは S1 上で互いに離れて、それぞれ
配置されているものとする。各 Dブレーンの広がる次元について表 2.1に、また配置の視覚的
な様子を図 2.1にそれぞれ示す。

表 2.1 Dブレーンの配置

0 1 2 3 (4) 5 6 7 8 9

D4 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ - - - - -

D8-D8 ◦ ◦ ◦ ◦ - ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

ここでこの D ブレーン系の持つ対称性について述べておく。まず D ブレーンの配置から、
D4、D8 (D8) ブレーンはともに 4 次元 Minkowski 空間全体に広がっているため、M4 上の
Poincaré対称性、特に Lorentz対称性 SO(3,1)を持つ。また同様に、この Dブレーン配置は
5次元 Euclid空間 R5 ∋ (x5, ..., x9) での SO(5)回転に対しても不変である*3。また低エネル
ギー領域においては、D4ブレーン上に U(Nc)ゲージ対称性が、D8-D8ブレーン上に U(Nf )

ゲージ対称性がそれぞれ存在する。

*3 この Dブレーン配置は 5次元 Euclid空間での並進対称性は持っていない。というのも、この Dブレーン配置
は R5 での D4 ブレーンの位置に関する情報を含んでおり、並進によってその位置が変化してしまうためであ
る。また系が SO(5)の回転対称性を持つのも、D4ブレーンを R5 の原点に配置したことによるものであり、一
般の位置にあってはその回転対称性すら失われる。
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x4 ≡ τ

S1

x5-9

x0-3 :表示せず
10次元

D8 × Nf

D8 × Nf

D4 × Nc{

4-4弦

4-8弦

4-8弦

8-8弦

8-8弦

閉弦

図 2.1 10次元時空における D4/D8/D8ブレーン系の配置の様子。ただしここでは S1 方
向の x4 と x5−9 の動径方向のみで描かれており、4次元時空 x0−3 の情報は図の各点にそれ
ぞれ備わっているものと見る必要がある。またそれぞれの D ブレーンに端点を持つ開弦も
同時に描かれており、閉弦、8-8弦及び 8̄-8̄弦に対する網掛けは、本文中に述べる decoupling

極限においてこれらが D4 ブレーン上の massless モードと decouple してしまうことを示
している。

さて、このように配置された Dブレーン上での開弦の振動から生じる masslessスペクトル
を次に見ていくが、その前に decoupling極限について述べておく。decoupling極限とは、弦
理論における唯一の次元を持ったパラメータであるストリング長 ls を 0 に取る極限である。
この極限 ls → 0によって、諸々の相互作用を切ることができる。まず開弦と閉弦との相互作
用の強さは、10次元 SUGRAの重力定数 G10 ∼ gsl

2
s によって与えられる。ここで ∼はオー

ダーが等しいことを表す。gs は閉弦の結合定数であり、これは小さい値に取っておくべきもの
であることを考えると、ls → 0の極限においては G10 ∼ gsl

2
s → 0となり、開弦と閉弦との相

互作用が切れることがわかる。またこの極限を取った際、D4ブレーンに端点を持つ開弦 (4-4

弦、4-8弦、4-8̄弦) の振動から生じるmasslessモードと 8-8弦及び 8̄-8̄弦から生じるmassless

モードとの間の相互作用は切れてしまう*4。よってこれらをまとめると、ls → 0の極限におい
て、D4ブレーンに端点を持つ開弦から生じる masslessモードは、閉弦、8-8弦及び 8̄-8̄弦か
ら生じる masslessモードとの相互作用を持たず、両者は decoupleすることとなる。そのため
以下では decoupling極限の下で閉弦、8-8弦及び 8̄-8̄弦の存在を無視し、D4ブレーンに端点
を持つ開弦から生じる masslessスペクトルについて述べよう。

4-4弦
Wittenの D4ブレーンを用いた YM理論の構成と同様に、4-4弦から生じるフェルミオ
ンに対し S1 方向に沿って反周期境界条件を課すことで、フェルミオンは O(MKK)の質

*4 これは作用を具体的に書くことによってわかる。
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量を獲得する。それゆえ 4-4弦から masslessフェルミオンは現れない。
一方、4-4 弦から生じるボソン場のうち massless となり得るものは、4 つのゲージ場
A

(D4)
µ (µ = 0, 1, 2, 3)と 6つのスカラー場 A

(D4)
4 ,Φi (i = 5, ..., 9)であり、これらは全て

D4ブレーン上の U(Nc)ゲージ群の随伴表現である。なおここでは S1 コンパクト化の
ために、元々 x4 方向のゲージ場成分であった A

(D4)
4 はもはやゲージ場ではなく、単な

るスカラー場であることに注意されたい。さて、S1 コンパクト化の際、フェルミオンに
反周期境界条件を課したことで超対称性が破れているため、上に挙げたボソン場のうち
スカラー場に関しては、その輻射補正が超対称性によりボソンとフェルミオンとでそれ
ぞれ打ち消しあうなどの機構が存在しない。ゆえにこの場合、スカラー場 A

(D4)
4 ,Φi は

一般に輻射補正によって質量を獲得する。ただし A
(D4)
4 ,Φi のトレース部分、すなわち

U(1)部分である a4 と ϕi については例外で、D4ブレーンを記述する DBI作用が定数
のシフト A

(D4)
4 → A

(D4)
4 +α1Nc、Φi → Φi +αi1Nc の下で不変であるためにmassless

性が保たれる。しかしながらこれらのモードは、10次元時空における D4ブレーンの重
心運動に付随する、ソリトンの集団運動としてのmasslessモードであり、Dブレーン上
での低エネルギーの物理には影響を及ぼさないと期待されるため、以下の低エネルギー
領域での議論の際にはこれらのモードを無視することとする。
一方 A

(D4)
µ に関してはゲージ場であるため massless性が保たれる。またこれは U(Nc)

ゲージ群の随伴表現であるので、A(D4)
µ は QCDのグルーオン場と解釈される。

4-8弦と 4-8̄弦
まず注目するべきは、表 2.1に示した Dブレーンの配置についてである。この表から、
それぞれの Dブレーンのうち一方のみが広がりを持つ次元の数（すなわち表の各次元の
欄を縦に見た際に ◦と-が並ぶ次元の数、以下 #ND と記す）を数えると、#ND = 6で
あることがわかる。一般に 2 つの D ブレーンがそれぞれ座標軸に沿って配置されてい
る場合に、上に述べた数 #ND が 4の倍数でなければ超対称性が破れることが知られて
いる [38]。今の場合、#ND = 6は 4の倍数ではないので、この D4-D8及び D4-D8ブ
レーンによっても超対称性が破れており、その結果それぞれの D ブレーンに端点を持
つ 4-8 弦と 4-8̄ 弦の振動からは massless ボソンが現れない。一方フェルミオンについ
ては massless モードが存在する。D4 ブレーンの U(Nc) ゲージ群に対する変換性を調
べると、これらのフェルミオンは U(Nc) の基本表現になっており、さらに Lorentz 群
SO(3,1)に対する変換性を調べると、4-8弦の masslessフェルミオンは左手系、4-8̄弦
のそれは右手系のカイラリティをそれぞれ持つことがわかる。またこれらの massless

フェルミオン (qfL, q
f̄
R) はそれぞれ D8-D8 ブレーンの U(Nf ) ゲージ対称性の添字 f, f̄

を持っているが、今の decoupling 極限においては D8 ブレーン上のゲージ場との相互
作用が切れているために、この U(Nf ) ゲージ対称性は dynamical なもの (局所的ゲー
ジ対称性)ではなく、単に (qfL)f=1,...,Nf

または (qf̄R)f̄=1,...,Nf
という Nf 重項に対する
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大域的な U(Nf ) ゲージ対称性として機能している。すなわち D8-D8 ブレーン上での
ゲージ対称性は、D4ブレーン上の massless場に関する大域的な U(Nf )D8 × U(Nf )D8

ゲージ対称性としての役割を持つ。酒井・杉本模型においては、これを QCD の持つ
U(Nf )L × U(Nf )R カイラル対称性であると解釈する。これらのことから、Nf フレー
バーを持つ 4-8弦、4-8̄弦のWeylフェルミオン (qfL, q

f̄
R)は合わせて QCDのクォーク

場と解釈される。

以上より、D4ブレーンに端点を持つ開弦の masslessモードからクォークとグルーオンに対
応するモードが得られることがわかった。ところで decoupling極限においては、D4ブレーン
上のモードと閉弦、8-8弦及び 8̄-8̄弦のモードとの相互作用は無視できることをあらかじめ述
べたが、8-8̄弦のモードについてもここで言及しておく。

8-8̄弦
Dブレーンの配置を思い出すと、D8-D8ブレーン対は S1 上で互いに離して置かれてい
た。このときの D8ブレーンと D8ブレーンとの距離を ∆x4 とすると、8-8̄弦から生じ
るタキオンモードの質量は

m2
tachyon =

(
∆x4

2πα′

)2

− 1

2α′ (2.2.1)

と与えられる。ここで α′ ≡ l2s である。よってこのモードを massiveにして以下の議論
で無視するためには、D8ブレーンと D8ブレーンを(

∆x4

2πα′

)2

>
1

2α′ ∴ ∆x4 >
√
2πls (2.2.2)

となるよう離しておけばよく、以下では ∆x4 をそのように取っておくものとする。

これにより、考慮すべき開弦のモードについては全て述べた。一方ここまでの議論では、そ
れぞれの弦から生じる massiveモードや Kaluza-Kleinモードといったモードの扱いについて
明確には触れて来なかった。以下ではこれについて述べるとともに、ここで考えた Dブレーン
配置が真に QCDと等価になるようなパラメータの取り方について説明する。まず上に見たよ
うに、4-4弦からグルーオン場 A

(D4)
µ が、4-8弦と 4-8̄弦からクォーク場 (qfL, q

f̄
R)が既にそれ

ぞれ得られており、したがってそれらの弦から生じる massiveモードや Kaluza-Kleinモード
などは、massless QCDを構成する上で不要なモードである。そのため真に QCDと等価な模
型を得るには、これらの質量が理論のエネルギースケールと比べて十分に大きくなるよう調整
し、不要なモードを理論から消し去る必要がある。そこでまず、QCDの構成に不要なモード
をその質量のオーダーとともに列挙しよう。
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モード 質量
開弦の massiveモード mstr ∼ 1/ls

Kaluza-Kleinモード mKK ∼MKK

8-8̄弦のモード mw ∼ 1
α′MKK ∼ m2

str

MKK

またこれらに加え、閉弦、8-8弦及び 8̄-8̄弦のモードも不要である。先に述べたように、これ
らを無視するためには decoupling 極限 ls → 0 が必要であった。ところでストリング長 ls は
次元を持ったパラメータなので、ls → 0という表記は実際のところ正確ではなく、本来なら理
論のエネルギースケール (仮に E と書こう)を用いて lsE → 0と表されるべきである。ここで
は QCDを構成したいので、エネルギースケールとしては ΛQCD を用いるのが良い。よってこ
の模型における decoupling極限は正確には lsΛQCD → 0と書かれる。またこのエネルギース
ケール ΛQCD を用いて、上に挙げた不要なモードたちを排除するための条件は以下のように表
される。

ΛQCD

mstr
→ 0

ΛQCD

MKK
→ 0

ΛQCD

mw
→ 0 (2.2.3)

このうち massive モードに対する条件 (左式) は、実は decoupling 極限と同じ内容である。
よってエネルギースケール ΛQCD を有限に保ちつつ、上の 3条件が満たされるようパラメータ
を調整することができれば、酒井・杉本模型は真に QCDと等価な Dブレーン系となる。ここ
でmw のオーダーの式より

mw

mstr
∼ mstr

MKK
(2.2.4)

が成り立つので、

MKK < mstr (∴ lsMKK < 1) (2.2.5)

と取ることにすると、上に挙げたモードの質量の大小関係は

MKK < mstr < mw (2.2.6)

となる。するとMKK が十分大きければ、条件 (2.2.3)は全て満たされることになって便利であ
る。よって以下では lsMKK を 1より小さい値に固定するものと考える。次に ΛQCD を固定す
ることを考えよう。QCDの結合定数 gYM が十分小さい場合、ΛQCD は 1ループの計算で

ΛQCD ∼MKKe
− #

g2
YM

Nc (2.2.7)

と表せる (#は数係数)。ΛQCD を有限に保ちつつMKK →∞とするためには、’t Hooft結合
定数 λ ≡ g2YMNc を λ→ 0とする必要がある (そしてこのとき上の 1ループの計算が信頼でき
る)。ところで YM結合定数 gYM は今のブレーン配置における D4ブレーンの DBI作用から

g2YM = 2πgslsMKK (2.2.8)
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であるので [34]、弦の結合定数は

gslsMKKNc ∼ λ ∼
−1

log(ΛQCD/MKK)
(2.2.9)

∴ gs ∼
−1

lsMKKNc log(ΛQCD/MKK)
(2.2.10)

と表される。この gs も弦理論の摂動展開を用いる上で十分小さく取っておくべきであるが、
lsMKK < 1を固定して ΛQCD/MKK → 0とする限りは gs ≪ 1となり問題ない。ここでNc の
値は任意である。よって以上から、酒井・杉本模型が真に QCDと等価な Dブレーン系となる
のは以下の極限においてである。

lsMKK < 1 : 固定の下で MKK →∞ (2.2.11)

実際このとき、ΛQCD を有限の値に固定しておけば、上に現れた諸量は

λ≪ 1 gs ≪ 1 g2YM ≪ 1 (2.2.12)

ΛQCD

mw
<

ΛQCD

MKK
<

ΛQCD

mstr
→ 0 (2.2.13)

となり、これまでの要請を全て満たしている。またこの結果は Nc の値によらず成り立つこと
に注意されたい。
以上の考察から、D4/D8/DB ブレーン系の開弦理論から得られるゲージ理論が MKK →
∞ (lsMKK : 固定)の極限で massless QCDと等価になることがわかった。この極限において
QCDを構成する massless場を改めて表にまとめておく。

場 U(Nc) SO(3,1) SO(5) U(Nf )L ×U(Nf )R

A
(D4)
µ adj. 4 1 (1,1)

qfL fund. 2+ 1 (fund.,1)

qf̄R fund. 2− 1 (1,fund.)

2.2.2 D4ブレーン解におけるプローブ D8ブレーン

次に D4/D8/D8 ブレーン系を超重力理論 (SUGRA) によって記述しよう (ここでの超重力
解による記述がよくなる条件については後に述べる)。D ブレーンは重力と結合している、す
なわち重さを持っているので、一般に Dブレーンが存在するとその周りの時空は曲がる。今の
D4/D8/D8ブレーン系においても、各 Dブレーンはそれぞれ重力の源となっている。ここで、
同じ位置に重ねて配置した同種の Dブレーンを１つのまとまりと見ると、この Dブレーン系
は Nc 枚の D4ブレーンのまとまりと、それぞれ Nf 枚ずつある D8ブレーンのまとまりと D8

ブレーンのまとまりとから構成される。このように見た上で、Nf ≪ Nc という状況を考えて
みよう。このとき D4 ブレーンのまとまりは D8-D8 ブレーンのまとまりに比べて極端に重く



2.2 酒井・杉本模型 29

なり、この D ブレーン系を源とする重力場は主に D4 ブレーンのまとまりによって作られる
だろう。するとこの系では近似的に、D8-D8ブレーンの作る重力場を無視して、D4ブレーン
のまとまりによって作られる重力場の中を D8-D8ブレーンが運動するという記述がよくなる。
このように、D8-D8ブレーンが D4ブレーンの重力場に与える反作用を無視して、D4ブレー
ンの作る重力場のみを用いて系を記述する近似をプローブ近似と呼ぶ。以下ではこのプローブ
近似を Nf ≪ Nc の下で用いることとする。すなわち D4ブレーンは単に重力の源であると考
えて背景重力場に置き換えてしまい、その背景重力場の下での D8-D8ブレーンに対する解析
を行う*5。ただし Dブレーンは超弦理論における物体であるので、上に述べた Dブレーンの
作る重力場というのは実際には超重力解として与えられることに注意されたい。
D4ブレーンの作る超重力解は以下のように与えられる。

ds2 =

(
U

R

)3/2(
ηµνdx

µdxν + f(U)dτ2
)
+

(
R

U

)3/2(
dU2

f(U)
+ U2dΩ2

4

)
(2.2.14)

eϕ = gs

(
U

R

)3/4

F4 = dC3 =
2πNc

V4
ϵ4 f(U) = 1− U3

KK

U3

ここで xµ(µ = 0, 1, 2, 3) と x4 ≡ τ は D4 ブレーンの広がる方向であり、U は 5 次元空間
R5 ∋ (x5, ..., x9)での極座標の動径方向を表す。また (x5, ..., x9)での極座標の角度方向は S4

をなし、dΩ2
4, ϵ4, V4 = 8π2/3はそれぞれ S4 の線要素 (line element)、S4 の体積要素 (volume

form)、S4 の体積を表す。xµ(µ = 0, 1, 2, 3)部分の計量は ηµν = diag(−,+,+,+)である。ま
た Rと UKK は定数のパラメータであり、特に Rは gs, ls を用いて

R3 = πgsNcl
3
s (2.2.15)

と表される。
ここで D4 解 (2.2.14) の形から、τ と U が空間的座標であるために f(U) ≥ 0、ゆえに

U ≥ UKK が要請される。すなわち、この超重力解はホライズン U = UKK を持つ。ところで
U = UKK は f(U) = 0の点に対応しているため、解 (2.2.14)は一般にこの点で特異性を持つ。
しかしここでは座標 τ が周期的であるために、この周期をうまく取ることでこの特異性を回避
することができる。そのように τ の周期 δτ を取ると、

τ ∼ τ + δτ δτ ≡ 4π

3

R3/2

U
1/2
KK

(2.2.16)

となる。またこれから S1 の半径M−1
KK は

MKK ≡
2π

δτ
=

3

2

U
1/2
KK

R3/2
(2.2.17)

と与えられる。

*5 これはちょうど惑星の周りを運動する小惑星の記述のようである。
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また gYM, R, δτ, MKK の定義 (2.2.8)、(2.2.15)、(2.2.16)、(2.2.17) から、R, UKK, gs は
gYM, MKK, ls を用いてそれぞれ

R3 =
1

2

g2YMNcl
2
s

MKK
UKK =

2

9
g2YMNcMKKl

2
s gs =

1

2π

g2YM

MKKls
(2.2.18)

と表すことができる。
さて、上で与えた D4 解 (2.2.14) の下でのプローブ D8 ブレーンの配位を求めよう。D8 ブ

レーンは 10 次元時空中の 9 次元物体なので、式を 1 つ与えればその配位は決まる。ここで
D8 ブレーンは x0−3 の全空間に広がり、x5−9 での回転対称性があるものを考えているので、
その配位を決める式は τ と U の関数として表される。それを U = U(τ)と書こう*6。この配
位 U = U(τ)を用いると、D4解の下での D8ブレーン上の誘導計量は以下のように与えられ
る*7。

ds2D8 =

(
U

R

)3/2

ηµνdx
µdxν +

((
U

R

)3/2

f(U) +

(
R

U

)3/2
U ′2

f(U)

)
dτ2 +

(
R

U

)3/2

U2dΩ2
4

≡ gµνdxµdxν + gττdτ
2 + gS4dΩ2

4

≡ (gD8)MNdx
MdxN (M,N = 0, 1, 2, 3, τ, S4) (2.2.19)

ここで U ′ = d
dτU である。この誘導計量の下で D8ブレーンの作用を最小化する配位が求める

ものである。ゲージ場のゆらぎを無視すると、D8ブレーンの作用は

SD8 = −T8
∫
d9xe−ϕ

√
−det(gD8) (2.2.20)

で与えられる (Tp = 1

(2π)plp+1
s

)。ここで誘導計量の行列式は

det(gD8) = det(gµν) · det(gττ ) · det(gS4)

= −
(
U

R

) 3
2 ·4

·
[(

U

R

)3/2

f(U) +

(
R

U

)3/2
U ′2

f(U)

]
·
[(

R

U

)3/2

U2

]4
= −

(
U

R

)3/2

U8

[
f(U) +

(
R

U

)3
U ′2

f(U)

]
(2.2.21)

となるので、D8ブレーンの作用は

SD8 ∝
∫
d4xdτ U4

√
f(U) +

(
R

U

)3
U ′2

f(U)
(2.2.22)

*6 一般には f(τ, U) = 0の形で表される。しかしここでは差し当たって誘導計量を導くことを念頭に置いており、
また計量の中では配位の局所的な情報しか要らないため、今の場合には局所的に陽な関数として U = U(τ) と
書いてよい。また局所的にはその逆関数 τ = τ(U) を持つとして構わない。しかしこれらが大域的に許される
かは、実際に解いてみないとわからないことである。

*7 ここで gS4 は添字の足があらわでないが、gS4 = (R/U)3/2U2 · diag(1, 1, 1, 1)の意味である。
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となる。この表式から、被積分関数には陽な τ 依存性がないことがわかる。そのような場合に
は、最小作用の原理から導かれる運動方程式と等価な式として、力学でのエネルギー保存則と
同様の関係式

d

dτ

(
U4f(U)√

f(U) + (RU )3 U ′2

f(U)

)
= 0 (2.2.23)

が得られる*8。これを積分して解いたものが D4解における D8ブレーンの配位を表す。初期
条件として τ = 0で U(0) = U0 (≥ UKK)、U ′(0) = 0を与えて積分すると、解は

τ(U) = ±
∫ U

U0

dU
U4
0 f(U0)

1/2

(UR )3/2f(U)
√
U8f(U)− U8

0 f(U0)
(2.2.24)

と与えられる。また初期条件において特に U0 = UKK の場合には

τ(U)|U0=UKK
= ±δτ

4
(2.2.25)

という解を得る*9。以下 U0 = UKK の場合を考えることとする。この解 (2.2.25) に基づいて
D8-D8 ブレーンの配位を考えると、D8 ブレーンと D8 ブレーンは U = UKK でくっついて
1 つの D8 ブレーンになってしまうことがわかる。これについて説明しよう。D8 ブレーンは
D8ブレーンと同じ作用 (2.2.20) によって記述されるので、その配位についても D8ブレーン
と全く同じ解 (2.2.25) (あるいは一般に (2.2.24)式)を得る。ところで元々の Dブレーン配位
を思い出すと、8-8̄弦から生じるモードに質量を与えるべく D8ブレーンと D8ブレーンは S1

上で互いに離して配置されていた。D4 解によって重力側の記述を行う際にも、D4 ブレーン
から遠く離れた無限遠方では D4 ブレーンの作る重力場の影響は無視されて、D8-D8 ブレー
ンは本来の離れた配置になっているはずである。しかしながら D4解の下での D8及び D8ブ
レーンの配位は τ(U) = δτ/4 または τ(U) = −δτ/4 の 2 つに限られているため、無限遠方
(U → ∞)で D8ブレーンと D8ブレーンとが互いに離れて位置しているためには、それぞれ
がこの 2通りの配位から別々のものを選んでいる必要がある。そこで例えば D8ブレーンの配
位を τ(U) = δτ/4、また D8 ブレーンの配位を τ(U) = −δτ/4 と選ぶと、この 2 つの配位は
D4解のホライズン U = UKK でつながっているので、その結果 D8-D8ブレーンは U = UKK

でくっついて 1つの D8ブレーンになるのである*10。このときの D8ブレーンの配位の様子を
図 2.2に示す。

*8 SD8 の被積分関数を L(U,U ′)と書くと、今の場合 d
dτ

(U ′ ∂L
∂U′ − L) = 0が成立する。

*9 これは、U > UKK において dτ
dU

|U0=UKK
= 0 であることと、そこでの 2つの解 τ(U)|U0=UKK

= ± const.

が初期条件 U ′(0) = 0のために τ = 0でなめらかに接続しなければならないことからわかる。
*10 ここでは特に U0 = UKK の場合について述べたが、一般の U0 の場合にも全く同じ議論から D8-D8ブレーン
が τ = 0でつながって 1つの D8ブレーンをなすことがわかる。
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ここで U0 = UKK の場合を議論する上で便利な座標系に移る。10次元座標のうち (U, τ)部
分を次のように座標変換する。U

3 = U3
KK + UKKr

2

θ =
2π

δτ
τ =

3

2

U
1/2
KK

R3/2
τ

{
y = r cos θ

z = r sin θ

[(U, τ)と (r, θ)] [(y, z)と (r, θ)]

(2.2.26)

このとき D4解の計量 (2.2.14)の (U, τ)部分を (r, θ)を用いて表すと

ds2(U,τ) =

(
U

R

)3/2

f(U) dτ2 +

(
R

U

)3/2
dU2

f(U)

=
4

9

(
R

U

)3/2(
UKK

U
dr2 + r2dθ2

)
(2.2.27)

となるが、これはまた (y, z)を用いて

=
4

9

(
R

U

)3/2{(
1− h(r)y2

)
dy2 +

(
1− h(r)z2

)
dz2 − 2h(r)yzdydz

}
(2.2.28)

と表せる。ここで

h(r) ≡ 1

r2

(
1− UKK

U

)
(2.2.29)

であり、これは r = 0 (U = UKK)で正則な関数である。

図 2.2 D4解におけるプローブ D8ブレーンの配位 (文献 [41]より引用)。

この新しい座標系の下での D8ブレーン解の配位とそれに対する誘導計量を導く。上での議
論から、D4解における D8ブレーンの配位は結局 (U, τ)平面上での関係式 τ(U) = ±δτ/4 で
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与えられたが、これは (r, θ)平面での

θ = ±2π

δτ

δτ

4
= ±π

2
(2.2.30)

に対応しており、また (y, z)平面においては y = 0に対応している。すなわち D4解の下での
D8 ブレーンは、M4 ∋ (x0, x1, x2, x3) 全体に広がり、z 軸上全体に伸び、さらに (x5, ..., x9)

での極座標の角度部分 S4 を覆うような配位をとっている。このような D8ブレーン上の誘導
計量は、D8ブレーンが y 方向に広がりを持たないことを考慮して (2.2.28)式で y = 0, dy = 0

とすることにより、(2.2.14)式から

ds2D8 =

(
Uz

R

)3/2

ηµνdx
µdxν +

4

9

(
R

Uz

)3/2
UKK

Uz
dz2 +

(
R

Uz

)3/2

U2
z dΩ

2
4 (2.2.31)

≡ gMNdx
MdxN

と与えられる。ただしここで

U3
z = U3

KK + UKKz
2 (2.2.32)

である。
以上で D4解における D8ブレーンについての必要な情報が得られた。ここで次のトピック

に移る前に、これまで用いてきた D4ブレーンの SUGRA近似が妥当となる条件について述べ
ておこう。まず第一に、IIA型超重力理論は IIA型超弦理論の有効理論であり、これは ls より
十分大きいスケールでのみ有効となるものである*11。今の D4の超重力解 (2.2.14)における時
空のトポロジーは R4 × R2 × S4 となっており、この時空の曲率半径は RS4 ∼

√
λls で与えら

れる。よってこの SUGRA解による記述が良い近似になるためには、ストリング長 ls が時空
の典型的な長さスケールである曲率半径 Rs4 よりも十分小さくなければならないので、

ls
RS4

≪ 1 ∴ 1≪ λ (2.2.33)

を満たす必要がある。そして第二に、超弦理論の摂動展開 (トポロジー展開) において、弦の
ループ補正を無視した際に支配的となるツリー・ダイアグラム (すなわち古典論)が超重力理論
に相当するので、超弦理論を超重力理論で近似するためには、弦の有効結合定数 eϕ が十分小さ
くなければならない。D4解 (2.2.14)の eϕ は

eϕ = gs

(
U

R

)3/4

= gs

(
UKK

R

)3/4(
U

UKK

)3/4

(2.2.34)

=
λ3/2

3
√
3πNc

(1 + r2)1/4 (∵ (2.2.18), (2.2.26))

*11 これは、弦のmassiveモードを無視して理論に現れるモードの種類を限定するために必要である。
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であるので、この条件は

eϕ ≪ 1 ⇒ λ3/2

Nc
≪ 1 ∴ g4YMλ≪ 1 (2.2.35)

と表すことができる。よってこれらをまとめると、SUGRA近似が妥当であるのは

g4YM ≪
1

λ
≪ 1 (2.2.36)

のときである。この状況は λ ≡ g2YMNc を有限かつ十分大きい値 (λ≫ 1)に取り、これを保ち
つつ gYM → 0, Nc →∞ とすることによって実現できる。
ただしこの場合には、実はMKK →∞と取れないことに留意しておく必要がある。SUGRA

近似が良いときには gYM ≪ 1であるので、この場合も ΛQCD は (2.2.7)式のように表せるが、
λ≫ 1の下で ΛQCDを有限に保つには、MKKの値を λの値に応じて小さく取る必要が生じる。
すなわち gYM → 0の場合に、λ≫ 1としつつ lsMKK < 1を固定してMKK →∞とする極限は
取れないのである。そのため SUGRA近似が妥当な領域 (gYM → 0, Nc → ∞, λ ≫ 1 : 有限)

での D4/D8/D8ブレーン系は、massless QCDの自由度に加えて、先に述べたような QCDに
は不必要なモード (massiveモード、Kaluza-Kleinモード、8-8̄モード) を含んだ理論に対応し
ていることになる。

(D4/D8/D8ブレーン系)
SUGRA 近似≃ (強結合 massless QCD) + (不必要なモード)

このような事情はあるものの、一旦そのことには目をつむって、この D4解におけるプローブ
D8ブレーン系を強結合 (λ≫ 1) massless QCD の holographic dualであるとして解析を進め
ると、低エネルギーでの中間子の現象論をいくつも説明できることは驚くべきことである。こ
のことからも、実はこの SUGRA近似の下で余分なモードの存在による QCDへの影響はさほ
ど大きくないとも考えられる。

2.2.3 プローブ D8ブレーン上のゲージ理論

前小節で D4解の下でのプローブ D8ブレーンの配位とその上の誘導計量が得られた。これ
に基づいて、以下ではこの D8ブレーン上のゲージ理論を調べる。この解析によって我々は最
終的に中間子の有効理論を導出することができる。
再びプローブ D8ブレーン上での開弦の振動から生じるmasslessスペクトルを見ることから

始めよう。今の場合 D4ブレーンはもはや背景重力場と化しており、D8ブレーン以外に Dブ
レーンは存在しないので、この系に現れる開弦は 8-8弦のみである。ここで D8ブレーンは S4

のトポロジーを持っているために、その上でフェルミオンを考えるとこれは必ず質量を獲得し
てしまう。よってこの 8-8 弦からは massless フェルミオンが現れず、massless スペクトルは
ボソンとしてのみ現れうる。8-8弦から生じるボソン場のうち masslessとなり得るものは、9

つのゲージ場 Aµ (µ = 0, 1, 2, 3), Az, Aθi (i = 1, 2, 3, 4)と 1つのスカラー場 Φである。ここ
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で (θ1, ..., θ4)は S4 の座標である。対称性を利用すると、これらのモードのうちいくつかは排
除することができる。2.2.1での対称性の議論を思い出すと、この模型は時空に関して次のよう
な対称性を持っていた。

• 4次元Minkowski空間M4 上の Lorentz対称性 SO(3,1)

(あるいはより広く Poincaré対称性)

• 5次元 Euclid空間 R5 上の SO(5)回転対称性

このうち SO(5)対称性は QCDには存在しないので、酒井・杉本模型の Dブレーン系が QCD

と等価であるためには、この SO(5) 変換に対する多重項などは存在してはならないはずで
ある。そのため以下では、理論に現れるモードに関して SO(5) 1 重項にのみ焦点を当てるこ
ととし、SO(5) 多重項の存在は理論から除外する。このことを踏まえて上に挙げた 8-8 弦の
massless ボソン場を見てみると、まず S4 方向への弦の振動から生じる Aθi は SO(5) 多重項
である。そのため以下の解析においては Aθi = 0としてこれらのモードを理論から排除する。
また他のゲージ場についても、その引数をあらわに書くと Aµ(x

µ, z, θi), Az(x
µ, z, θi)である。

SO(5)変換への依存性を排除するために、以下ではこれらの場が S4 の座標 θi によらないと仮
定し、Aµ(x

µ, z), Az(x
µ, z)であるとする。ところでスカラー場 Φは別の理由によって理論か

ら除外できる。このモードは y 方向への弦の振動から生じたものであり、Φは一般に y 方向の
パリティ変換 y 7→ −y (以下 Z2 と記す) に対し不変でない。一方ここでのプローブ D8ブレー
ンの配位を思い出すと、これは y 方向への広がりを持たず、したがって Z2 不変である。また
この模型と対応しているべき QCDにはこのような Z2 変換性は存在しないため、先の SO(5)

対称性と同様、Z2 不変でないものもやはり理論から除外されなければならない。よって以下で
はスカラー場 Φについても Φ = 0としてこれを排除する。
結局、以下の解析に現れる D8ブレーン上のゲージ場は

Aµ(x
µ, z) (µ = 0, 1, 2, 3) Az(x

µ, z) (2.2.37)

の 5つである。その結果、元々 D8ブレーン上で 9次元のゲージ理論であったものが 5次元の
ゲージ理論に簡約化されることとなる。次にこれについて見ていこう。プローブ D8ブレーン
を記述する有効作用は以下で与えられる。

SD8 = −T8
∫
d9xe−ϕ

√
−det(gMN + 2πα′FMN ) + SCS (2.2.38)

ただしゲージ場の field strengthは

FMN = ∂MAN − ∂NAM + i[AM , AN ] (M,N = 0, 1, 2, 3, z) (2.2.39)

とする。ここで Chern-Simons項 SCS は massless QCDのカイラルアノマリーを記述するた
めに必要となるが、実は 1/λ展開の主要項ではない。そのため SUGRA近似の下で行われる
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以下の解析においては、差し当たって CS 項を無視して DBI 作用項のみに注目するとして良
い*12。
まず上の DBI作用を α′ について展開しよう。

g = (gMN ) g−1 = (gMN ) F = (FMN ) (2.2.40)

として、行列M についての展開式

det(1 +M) = exp
[
tr
(
M − 1

2
M2 + · · ·

)]
(2.2.41)

を用いると、被積分関数に現れる行列式は

det(g + 2πα′F ) = det g · det(1 + 2πα′g−1F )

= det g · exp
(
− 1

2
(2πα′)2 tr(g−1F )2 + · · ·

)
(∵ tr(g−1F ) = 0 )

= det g ·
(
1− 1

2
(2πα′)2 tr(g−1F )2 +O(α′3)

)
(2.2.42)

となるので、

√
−det(g + 2πα′F ) =

√
−det g

√
1− 1

2
(2πα′)2 tr(g−1F )2 +O(α′3)

=
√
−det g

(
1− 1

4
(2πα′)2 tr(g−1F )2 +O(α′3)

)
=
√
−det g

(
1 +

1

4
(2πα′)2gMNgPQ trf (FMPFNQ)

)
+O(α′3)

と展開できる。ただし最後の行の trf はフレーバーの足についてのトレースである。ここで
D4解での D8ブレーン上の誘導計量は

(gMN ) =


gµν 0 0

0 gzz 0

0 0 gS4

 (2.2.43)

ここで

gµν =

(
Uz

R

)3/2

ηµν (2.2.44)

gzz =
4

9

(
R

Uz

)3/2
UKK

Uz
(2.2.45)

gS4 =

(
R

Uz

)3/2

U2
z · diag(1, 1, 1, 1) (2.2.46)

*12 このプローブ D8ブレーンの CS項について解析すると、低エネルギー有効理論におけるカイラルラグランジア
ンのWess-Zumino-Witten 項を正しく導くことがわかる [34]。しかしながらこのカイラルアノマリー項は本
研究に直接関係しないため、本論文においてこれ以上の CS項への言及は行わない。
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であるので、

det g = det gµν · det gzz · det gS4

= −
(
Uz

R

) 3
2 ·4

· 4
9

(
R

Uz

)3/2
UKK

Uz
·
[(

R

Uz

)3/2

U2
z

]4
= −4

9

(
R

Uz

)3/2
UKK

Uz
U8
z

∴
√
−det g =

2

3

(
R

Uz

)3/4(
UKK

Uz

)1/2

U4
z (2.2.47)

また

gMNgPQ trf (FMPFNQ) = gµνgρσ trf (FµρFνσ) + 2gµνgzz trf (FµzFνz)

=

(
R

Uz

)3

ηµνηρσ trf (FµρFνσ) +
9

2

Uz

UKK
ηµν trf (FµzFνz) (2.2.48)

である。よって DBI作用は、D4解 (2.2.14)を用いて

SDBI
D8 = −T8

∫
d4xdz ϵ4 e

−ϕ
√
−det g

(
1 +

1

4
(2πα′)2gMNgPQ trf (FMPFNQ)

)
+O(α′3)

= −T8V4
2

3

1

gs
R3/2U

1/2
KK

∫
d4xdz

[
U2
z + (2πα′)2

(
R3

4Uz
ηµνηρσ trf (FµρFνσ)

+
9

8

U3
z

UKK
ηµν trf (FµzFνz)

)]
+O(α′3)

(2.2.49)

と α′ 展開される。ここで係数を

T̃ ≡ T8V4
2

3

1

gs
R3/2U

1/2
KK (2.2.50)

とし、ゲージ場と関係のある部分の最低次の項だけ見ると、

SDBI
D8 ≃ −T̃ (2πα′)2

∫
d4xdz

(
R3

4Uz
trF 2

µν +
9

8

U3
z

UKK
trF 2

µz

)
(2.2.51)

となる。ただしここでフレーバーのトレース trf を単に trと記した。この表式はもう少し簡単
な形に直せる。まず

Z ≡ z

UKK
K(Z) ≡ 1 + Z2 (2.2.52)

とすると、

Uz = UKK

(
1 +

z2

U2
KK

)1/3
= UKK

(
K(Z)

)1/3
(2.2.53)
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であり、また (2.2.17)式より

M2
KK =

9

4

UKK

R3
(2.2.54)

であるので、作用 (2.2.51)は

SDBI
D8 ≃ −T̃ (2πα′)2

R3

2

∫
d4xdZ

(
1

2
K(Z)−1/3 trF 2

µν +
9

4

UKK

R3
K(Z) · U2

KK trF 2
µz

)
= −κ

∫
d4xdZ

(
1

2
K(Z)−1/3 trF 2

µν +M2
KKK(Z) trF 2

µZ

)
(2.2.55)

と表せる。ここで

AZ ≡ UKKAz ∴ FµZ = UKKFµz (2.2.56)

とし、また係数 κは (2.2.15)式を用いて計算すると

κ ≡ 1

2
T̃ (2πα′)2R3 =

λNc

216π3
(2.2.57)

である。これで表式がすっきりしたが、もう少しだけ表式を簡単にできる。作用 (2.2.51)に現
れるパラメータ ls, R, UKK, gs は (2.2.18) 式により全てMKK, UKK, ls を用いて表すことが
できるが、それらを用いて表した作用 (2.2.55) はMKK, UKK, ls のうち ls にはよらない。そ
のため一般性を失うことなく

2

9
M2

KKl
2
s = (g2YMNc)

−1 = λ−1 (2.2.58)

と取ることができる。このとき (2.2.18)式を用いると

UKK =
1

MKK
R3 =

9

4

1

M3
KK

1

gsl3s
=

4π

9
NcM

3
KK (2.2.59)

となるので、ここでMKK = 1の単位系を用いることにすると、上はそれぞれ

UKK = 1 R3 =
9

4

1

gsl3s
=

4π

9
Nc (2.2.60)

と書けて表式が簡単になる。よって以下MKK = 1単位系を採用しよう。このとき

Z =
z

UKK
= z ∴ FµZ = Fµz (AZ = Az) (2.2.61)

となって Z と z の区別がなくなるため、上の作用 (2.2.55)は単に

SDBI
D8 ≃ −κ

∫
d4xdz tr

(
1

2
K(z)−1/3F 2

µν +K(z)F 2
µz

)
(2.2.62)

と表せる。以上により、プローブ D8ブレーン上の９次元のゲージ理論は、(2.2.55)式あるい
は (2.2.62) 式のような 5 次元のゲージ理論に簡約化されることがわかった。ただしここでの
ゲージ理論は、D4ブレーンの作る SUGRA解の影響を受けて、5次元目の z 方向に関しては
K(z)により時空が曲がっていることに注意されたい。
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2.2.4 中間子の有効理論

上では D8ブレーンの DBI作用から 5次元 Yang-Mills作用 (2.2.55)または (2.2.62) を得た
が、この作用から中間子を記述する有効理論を導くことができる。そのことを見るために、以
下ではまずこの 5次元ゲージ理論において Aµ, Az の持つゲージ自由度について述べる。
5次元 YM作用 (2.2.55)の z 積分を先に実行して 4次元の作用を得ることを考えると、それ

が有限であるためには、field strengthが z → ±∞で FMN → 0 となることが必要である。こ
れにより、ゲージ場 AM は z → ±∞において pure gaugeの形*13でなければならない。

AM (xµ, z)→ 1

i
V −1
± (xµ, z)∂MV±(x

µ, z) (z → ±∞) (2.2.63)

以下ではこれを漸近的な条件として満たすゲージ変換のみを扱うこととする。AM のゲージ変
換は一般に次のように与えられる。

AM (xM ) 7→ Ag
M (xM ) ≡ g(xM )AM (xM )g−1(xM ) +

1

i
g(xM )∂Mg

−1(xM ) (2.2.64)

ここでは初めに AM → 0 (z → ±∞)となるゲージについて見ていく。あるゲージにおいて
AM の漸近的なふるまいが (2.2.63)であったとき、

V (xµ, z)→ V±(x
µ, z) (z → ±∞) (2.2.65)

となる U(Nf ) 値関数 V (xµ, z) を考え、ゲージ関数 g(xµ, z) = V (xµ, z) によってゲージ変換
(2.2.64)を行うと、

AM (xµ, z)→ 0 (z → ±∞) (2.2.66)

とできることがわかる。この漸近条件 AM → 0 を保つ残りのゲージ自由度は、変換 (2.2.64)

において

∂Mg(x
µ, z)→ 0 (z → ±∞) (2.2.67)

を満たすようなゲージ関数 g(xµ, z)での変換である。この残りのゲージ自由度を gres(xµ, z)と
呼ぼう。この条件 (2.2.67) から gres(xµ, z) は、z → ±∞ において座標によらない U(Nf ) 値
g± を持つ。すなわち

g± ≡ lim
z→±∞

gres(xµ, z) (2.2.68)

この状況を D8ブレーンと関連付けて考えてみる。プローブ Dブレーンは元々あった D8-D8

ブレーン対が D4 解のホライズン z = 0 でくっついて 1 つになったものであったが、無限遠
方 z → ±∞ では依然として元の D8-D8 ブレーン対としての配置を保っている。そのため

*13 ゲージ変換によって AM → 0 (z → ±∞)とできる配位の一般形である。
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z → ∞での D8ブレーン上には U(Nf )L の大域的ゲージ対称性が、また D8ブレーン上には
U(Nf )R の大域的ゲージ対称性がそれぞれ残っているはずである。そこで、上に見た残りの
ゲージ自由度 gres における z → ±∞での組 (g+, g−) ∈ U(Nf )×U(Nf )を、D8-D8ブレーン
対の z → ±∞ での大域的ゲージ対称性の組 U(Nf )L×U(Nf )R と対応させよう。これをもっ
て gres の (g+, g−) ∈ U(Nf )L×U(Nf )R を、この模型における QCDの持つカイラル対称性と
解釈する。
この解釈はまた酒井・杉本模型において QCDの低エネルギー有効理論を構築するために用

いることができる。QCDの低エネルギー有効理論として知られるカイラル模型において、カ
イラル場 U(xµ) ∈ U(Nf )はカイラル変換 (g+, g−) ∈ U(Nf )L ×U(Nf )R の下で

U(xµ) 7→ g+U(xµ)g−1
− (2.2.69)

と変換する。そこで酒井・杉本模型においても

U(xµ) ≡ P exp

(
− i
∫ ∞

−∞
dz′Az(x

µ, z′)

)
∈ U(Nf ) (2.2.70)

という量を考えると、これは上の変換性を実現する。よってこれを酒井・杉本模型におけるカ
イラル場と定義しよう。またここで後の便利のために

ξ−1
± (xµ) ≡ P exp

(
− i
∫ ±∞

0

dz′Az(x
µ, z′)

)
(2.2.71)

という量を定義して、上で定義したカイラル場を

U(xµ) = ξ−1
+ (xµ)ξ−(x

µ) (2.2.72)

と表しておく。
これまでの AM → 0ゲージにおける考察から、酒井・杉本模型は QCDのカイラル対称性を

実現し、またこの対称性に基づいてカイラル模型のカイラル場 U(xµ)に対応するものを含むこ
とがわかった。このことは酒井・杉本模型が QCDの低エネルギー有効理論を含むことを示唆
しているが、それについてより詳しく見るために、今度は Az = 0となるゲージに移る。ゲー
ジ関数 g を

g−1(xµ, z) = P exp

(
− i
∫ z

0

dz′Az(x
µ, z′)

)
(2.2.73)

と取ってゲージ変換 (2.2.64)を行うと、

Az 7→ 0 (2.2.74)

Aµ 7→ gAµ(x
µ, z)g−1 +

1

i
g∂µg

−1 (2.2.75)

→ 1

i
ξ±∂µξ

−1
± (z → ±∞) (2.2.76)
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となり、Az = 0に取れる。またその代償として z → ±∞ではもはや Aµ → 0でなくなるもの
の、pure gaugeの形なので、これは作用 (2.2.55)を有限に保つゲージである。このゲージにお
ける Aµ を、z 軸上の直交関数系を用いて z 方向に沿って展開することを考える。(2.2.76)式
は z → ±∞での Aµ のふるまいを規定しており、この漸近条件を満たすように Aµ を以下の
ように展開することができる。

Aµ(x
µ, z) =

1

i
ξ+(x

µ)∂µξ
−1
+ (xµ)ψ+(z) +

1

i
ξ−(x

µ)∂µξ
−1
− (xµ)ψ−(z) +

∑
n≥1

B(n)
µ (xµ)ψn(z)

(2.2.77)

ただしここで ψ±(z)は

ψ±(z) ≡
1

2
± 1

π
arctanZ ≡ 1

2
± ψ̂0(z) (2.2.78)

ψ̂0(z) ≡
1

π
arctanZ (2.2.79)

と定義される z 軸上の関数であり、それぞれ

ψ+(z)→

{
1 (z →∞)

0 (z → −∞)
(2.2.80)

ψ−(z)→

{
0 (z →∞)

1 (z → −∞)
(2.2.81)

を満たす。また {ψn(z)}n=1,2,... はこの ψ±(z)と直交関係にあり、z → ±∞で ψn(z) → 0と
なる何らかの直交関数系である。{ψn(z)}の取り方は任意であるが、ここでは微分方程式

−K(Z)1/3
∂

∂Z

(
K(Z)

∂

∂Z
ψn(z)

)
= λnψn(z) (2.2.82)

の正則な解であるとする。このとき ψ±(z) が (2.2.82) 式のゼロモードになっていることは容
易に確かめられる。またこれらの {ψn(z)}に対し、正規直交関係を以下のように定める。

κ

∫
dZ K(Z)−1/3ψm(z)ψn(z) = δmn (m,n = 1, 2, ...) (2.2.83)

この内積に関して {ψn(z)}は ψ±(z)と直交する。またこのとき (2.2.82)を用いて

κ

∫
dZ K(Z)∂Zψm(z)∂Zψn(z) = λnδmn (2.2.84)

が成り立つことをここで述べておく。{
lµ ≡ 1

i ξ+∂µξ
−1
+

rµ ≡ 1
i ξ−∂µξ

−1
−

{
αµ ≡ lµ − rµ
βµ ≡ 1

2 (lµ + rµ)
(2.2.85)

と定義すると、上の展開は
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Aµ(x
µ, z) = lµ(x

µ)ψ+(z) + rµ(x
µ)ψ−(z) +

∑
n≥1

B(n)
µ (xµ)ψn(z) (2.2.86)

= αµ(x
µ)ψ̂0(z) + βµ(x

µ) +
∑
n≥1

B(n)
µ (xµ)ψn(z) (2.2.87)

と表される。
この展開 (2.2.87)に現れる場がどのようなモードに対応しているかを調べる。そのために、
展開 (2.2.87)を作用 (2.2.55)に代入して場の 2次まで展開する。まず field strengthは、場の
2次まで残すと

FZµ = ∂ZAµ (∵ Az = 0 ゲージ)

= αµ∂Z ψ̂0 +
∑
n≥1

B(n)
µ ∂Zψn (2.2.88)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ]

≃ (∂µlν − ∂ν lµ)ψ+ + (∂µrν − ∂νrµ)ψ− +
∑
n≥1

(∂µB
(n)
ν − ∂νB(n)

µ )ψn

= −i[lµ, lν ]ψ+ − i[rµ, rν ]ψ− +
∑
n≥1

(∂µB
(n)
ν − ∂νB(n)

µ )ψn

≃
∑
n≥1

(∂µB
(n)
ν − ∂νB(n)

µ )ψn (2.2.89)

ただし Fµν の変形では lµ, rµ が pure gaugeであるために成り立つ関係式{
∂µlν − ∂ν lµ + i[lµ, lν ] = 0

∂µrν − ∂νrµ + i[rµ, rν ] = 0
(2.2.90)

を用いた。この field strengthを用いて作用を計算すると、まず第 1項は

− κ
∫
d4xdZ

1

2
K(Z)−1/3 trF 2

µν

≃ −1

2

∫
d4x

∑
n,m

tr(∂µB
(n)
ν − ∂νB(n)

µ )(∂µB(m)ν − ∂νB(m)µ)

(
κ

∫
dZK(Z)−1/3ψnψm

)
= −1

2

∫
d4x

∑
n≥1

tr(∂µB
(n)
ν − ∂νB(n)

µ )2 (∵ (2.2.83)式)

となる。
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また第 2項は

− κ
∫
d4xdZM2

KKK(Z) trF 2
µZ

≃ −
∫
d4x trαµα

µ

(
M2

KKκ

∫
dZK(Z)(∂Z ψ̂0)

2

)
− 2M2

KK

∫
d4x

∑
n

trαµB
(n)µ

(
κ

∫
dZK(Z)∂Z ψ̂0∂Zψn

)
−
∑
n,m

∫
d4xM2

KK trB(n)
µ B(m)µ

(
κ

∫
dZK(Z)∂Zψn∂Zψm

)

= −
∫
d4x
(f2π
4

trαµα
µ +

∑
n≥1

λnM
2
KK trB(n)

µ B(n)µ
)

(∵ (2.2.84))

(2.2.91)

ここで

f2π
4
≡M2

KKκ

∫
dZK(Z)(∂Z ψ̂0)

2 (2.2.92)

と定義した。またカイラル場 U = ξ−1
+ ξ− に対して

Lµ ≡
1

i
U†∂µU (2.2.93)

と定義すると、αµ は

αµ = ξ−Lµξ
−1
− (2.2.94)

と表せる。これを用いると、作用 (2.2.55)は場の 2次までで

SDBI
D8 ≃ −

∫
d4x
[f2π
4

trLµL
µ +

∑
n≥1

(1
2
tr(∂µB

(n)
ν − ∂νB(n)

µ )2 + λnM
2
KK trB(n)

µ B(n)µ
)]

(2.2.95)

と表される。この表式からわかることをいくつか述べよう。まず第 1項はカイラルラグランジ
アンそのものであり、これから ξ± はパイ中間子からなる場であることがわかる。また (2.2.70)

式で定義された量をカイラル場と同定することはこの結果からも支持される。そして第 2項は
質量を持つベクトル場のラグランジアンである。第 1項がパイ中間子の項であったので、この
ベクトル場 B

(n)
µ はベクトル中間子または軸性ベクトル中間子を表す場であると解釈しよう。

すると、ラグランジアンに現れる質量m2
n = λnM

2
KK はそれぞれ (軸性)ベクトル中間子の質量

であると解釈できる。またこれらが (軸性)ベクトル中間子を表すという解釈は、パリティ変換
に対するベクトル場 B

(n)
µ のふるまいを見ることでより信頼できるものとなる。まず 4次元の

パリティ変換は 5次元空間において

(x0, x1, x2, x3, z) 7→ (x0,−x1,−x2,−x3,−z) (2.2.96)
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と定義されるとする*14。このとき ψn(−z) = (−1)n+1ψn(z)であることと、ゲージ場 Aµ が奇
パリティを持つことから、ψn が奇 (偶)パリティを持つなら B

(n)
µ は偶 (奇)パリティを持つこ

とがわかる。すなわち

• nが奇数 → B
(n)
µ はベクトル中間子

• nが偶数 → B
(n)
µ は軸性ベクトル中間子

である。
以上により、D8ブレーンの 5次元 YM作用 (2.2.55)から中間子の有効理論が導出できるこ

とが明らかになったが、その有効理論を用いて種々の解析を行うためには有効作用の具体形が
必要である。それを以下に導出する。ところで、ここでの解析に用いた SUGRA近似が妥当で
あるためにはMKK を無限に大きく取ることができず、そのためにMKK が理論のカットオフ
スケールになっていたことを思い出すと、低エネルギー有効作用の導出にあたってエネルギー
の大きなベクトル中間子を無限に含むことは不自然であろう。よって以下の導出においては、
パイ中間子のモードに加え、エネルギーの最も低いベクトル中間子である ρ中間子*15のモード
のみを考慮することとする。すなわち Aµ の展開を

Aµ(x
µ, z) ≃ lµ(xµ)ψ+(z) + rµ(x

µ)ψ−(z) + ρµ(x
µ)ψ1(z) (2.2.97)

として有効作用を導く。ただしここで ρµ(x
µ) ≡ B1

µ(x
µ)は ρ中間子場である。また以下では

表記を簡単にするために、MKK = 1単位系を用いることとし、Z と z を同一視する。上の展
開 (2.2.97)の下での作用の第 2項は、先の計算 (2.2.91)より

−κ
∫
d4xdzK(z) trF 2

µz ≃ −
∫
d4x
(f2π
4

tr(LµL
µ) +m2

ρ tr(ρµρ
µ)
)

(2.2.98)

となることが容易にわかる。また作用の第 1項については、まず field strength Fµν を求める。
(2.2.90)式及び (2.2.85)式を用いて計算すると、

Fµν ≃− i([lµ, lν ] + [rµ, rν ]− [lµ, rν ]− [rµ, lν ])ψ+ψ− + (∂µρν − ∂νρµ)ψ1

+ i[ρµ, ρν ]ψ
2
1 + i([lµψ+ + rµψ−, ρν ] + [ρµ, lνψ+ + rνψ−])ψ1

=− i[αµ, αν ]ψ+ψ− + (∂µρν − ∂νρµ)ψ1 + i[ρµ, ρν ]ψ
2
1

+ i([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])ψ̂0ψ1 + i([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])ψ1 (2.2.99)

ここで 1行目の変形に ψ± − ψ2
± = ψ+ψ− を用いた。

*14 この変換は 5次元の本義 Lorentz変換に含まれ、したがって 5次元作用はこの変換について対称である。
*15 この模型は massless QCDの holographic dualであり、必然的にカイラル極限を考えているため、ここでの

ρ中間子というのは ρ中間子を含むベクトル中間子 8重項の総称である。
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よってこの 2乗は

FµνF
µν =− [αµ, αν ]

2ψ2
+ψ

2
− + (∂µρν − ∂νρµ)2ψ2

1 − [ρµ, ρν ]
2ψ4

1

− ([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])
2ψ̂2

0ψ
2
1 − ([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])

2ψ2
1

− 2i[αµ, αν ](∂µρν − ∂νρµ)ψ+ψ−ψ1 + 2[αµ, αν ][ρµ, ρν ]ψ+ψ−ψ
2
1

+ 2[αµ, αν ]([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])ψ+ψ−ψ̂0ψ1

+ 2[αµ, αν ]([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])ψ+ψ−ψ1 + 2i(∂µρν − ∂νρµ)[ρµ, ρν ]ψ3
1

+ 2i(∂µρν − ∂νρµ)([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])ψ̂0ψ
2
1

+ 2i(∂µρν − ∂νρµ)([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])ψ2
1

− 2[ρµ, ρν ]([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])ψ̂0ψ
3
1 − 2[ρµ, ρν ]([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])ψ

3
1

− 2([αµ, ρν ] + [ρµ, αν ])([βµ, ρν ] + [ρµ, βν ])ψ̂0ψ
2
1 (2.2.100)

となる。ここで上式の各項に現れる ψ±, ψ1, ψ̂0 の積の偶奇性について見ておく。というのも、
以下でこれらについて最終的に z 積分を行うため、奇関数となる基底の積を持つ項は作用に寄
与しないからである。基底の z 方向のパリティはそれぞれ

ψ1(−z) = ψ1(z) ψ̂0(−z) = −ψ̂0(z) ψ+ψ− =
1

4
− ψ̂2

0 7→ ψ+ψ− (2.2.101)

なので、上式に現れる積のうち奇関数のものは

ψ+ψ−ψ̂0ψ1 ψ̂0ψ
2
1 ψ̂0ψ

3
1 (2.2.102)

の 3つである。よってこれらを持つ 4つの項は z 積分で 0となり作用に寄与しない。また上式
のトレースを取る際、αµ と Lµ の関係式 (2.2.94)を用いて

tr[αµ, αν ]
2 = tr[Lµ, Lν ]

2 (2.2.103)

となることを用いると、有効作用は第 1 項と第 2 項の寄与を合わせて以下のように表され
る [41]。
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SDBI
D8 ≃

∫
d4x
{
− f2π

4
tr(LµLµ) +

1

32e2
tr[Lµ, Lν ]

2 (chiral/Skyrme)

− 1

2
tr(∂µρν − ∂νρµ)2 −m2

ρ tr(ρ
µρµ) (ρ-kinetic/ρ-mass)

− ig3ρ tr
{
[ρµ, ρν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
(3ρ coupling)

+
1

2
g4ρ tr[ρµ, ρν ]

2 (4ρ coupling)

+ ig1 tr
{
[αµ, αν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
(∂ρ-2α coupling)

− g2 tr
{
[αµ, αν ][ρµ, ρν ]

}
(2ρ-2α coupling)

− g3 tr
{
[αµ, αν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
(ρ-2α-β coupling)

− ig4 tr
{
(∂µρν − ∂νρµ)

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
(ρ-∂ρ-β coupling)

+ g5 tr
{
[ρµ, ρν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
(3ρ-β coupling)

+
1

2
g6 tr

(
[αµ, ρν ] + [ρµ, αν ]

)2
(2ρ-2α coupling)

+
1

2
g7 tr

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)2}
(2ρ-2β coupling)

(2.2.104)

ここで各項に現れる結合定数の定義は以下の通り (MKK = 1単位系)。

f2π
4
≡ κ

∫
dzK(z)(∂zψ̂0)

2 =
κ

π
(2.2.105)

1

16e2
≡ κ

∫
dzK(z)−1/3ψ2

+ψ
2
− (2.2.106)

m2
ρ ≡ κ

∫
dzK(z)(∂zψ1)

2 = λ1 (2.2.107)

g3ρ ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ3

1 (2.2.108)

g4ρ ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ4

1 (2.2.109)

g1 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ+ψ−ψ1 (2.2.110)

g2 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ+ψ−ψ

2
1 (2.2.111)

g3 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ+ψ−ψ1 = g1 (2.2.112)

g4 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ2

1 = 1 (2.2.113)

g5 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ3

1 = g3ρ (2.2.114)

g6 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ̂2

0ψ
2
1 (2.2.115)

g7 ≡ κ
∫
dzK(z)−1/3ψ2

1 = 1 (2.2.116)
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この表式からわかることをいくつか述べる。まずパイ中間子のみの寄与を見ると、これは
Skyrme 模型のラグランジアンそのものである。すなわち、Skyrme 模型においては現象論的
に手で加えていた Skyrme項が、酒井・杉本模型では有効作用の高次項として自ずと現れるの
である。これは特筆すべきことであり、またある意味では Skyrme模型において Skyrme項を
加えることの根拠を QCDに基づいて与えているとも言える。一方ベクトル中間子のみの寄与
について、一見するとこれはmassive Yang-Mills理論のラグランジアンである。ところがその
自己相互作用部分に注目すると、これらの結合定数は g23ρ/g4ρ ≃ 0.90、すなわち g23ρ ̸= g4ρ と
なっており [41]、通常の massive Yang-Mills理論とはわずかに形が異なる点に注意されたい。

2.3 酒井・杉本模型におけるバリオンの解析
以上により、酒井・杉本模型において D4解の下でのプローブ D8ブレーンから得られる 5

次元 YM作用から、QCDの低エネルギー有効理論として、中間子を基本的な自由度に持つ理
論が導かれた。この解析はラージNc 極限の下で行われているため、これがラージNc QCDの
holographic dualになっていることを考えると、そこで導かれる有効理論が中間子のみの自由
度で記述されるというのは極めて自然なことである。一方で、バリオンはこの模型においてど
のように記述されるのだろうか？ここでラージ Nc QCDの知恵を借りるならば、酒井・杉本
模型におけるバリオンとは、上に導かれた中間子の有効理論でのソリトン解であると考えられ
る。この考えに基づいて、ホログラフィック QCDを用いたバリオンの解析を行うことができ
る。その解析手法はいくつか提案されているが (例えば [41, 42])、そのうち本論文では名和ら
によって行われた、ヘッジホッグ解を用いた方法 [41] を以下に紹介する。また後に見るよう
に、本研究における Hダイバリオンの研究はここで述べる名和らの方法に基づいて行われる。

2.3.1 ヘッジホッグ解を用いた方法

前節で見たように、酒井・杉本模型から導かれた中間子の有効作用は、パイ中間子からの寄
与として Skyrme模型を自然に包含していた。そのため、この中間子の有効理論においてソリ
トン解を調べる上で Skyrme 模型における解析手法を用いることは極めて自然な考え方であ
る。ところで Skyrme模型におけるバリオンの記述は、一般にヘッジホッグ解を用いることが
多く、特に有名なものとしては SU(2)ヘッジホッグ解による核子の記述がある [20]。このよう
な背景の下、SU(2)ヘッジホッグ解を用いて酒井・杉本模型におけるバリオンを調べるという
最初の仕事が文献 [41]において行われた。すなわちそこでは、カイラル場 U(x)を SU(2)ヘッ
ジホッグ解

U(x) = ei(τ ·x̂)F (r) ∈ SU(2) (2.3.1)(
x̂i ≡ xi

r
, r ≡ |x|, τi : Pauli行列, F (r) ∈ R

)
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として有効作用 (2.2.104)に代入し、その解を調べるということが行われた。ここで境界条件を{
F (0) = π

F (∞) = 0
(2.3.2)

とすると、このヘッジホッグ解はバリオン数 B = 1のバリオンを記述する。
ところで Skyrme模型とここでの中間子の有効理論との大きな違いは、ベクトル中間子の寄

与の有無である。この観点から、酒井・杉本模型の中間子有効理論は Skyrme模型にベクトル
中間子の寄与を含めて拡張したものと見ることができる。ここでの有効作用 (2.2.104)はカイ
ラル場に加え、ベクトル中間子の寄与として ρ中間子場 ρµ(x)を含んでいる。そのため、ヘッ
ジホッグ解を用いた解析を行う際には、カイラル場に加えて ρ中間子場に対しても SU(2)ヘッ
ジホッグ解を与える必要がある。それをここでは以下のように与えることとする*16。

ρ0(x) = 0 ρi(x) = εijkx̂
jG(r)τk ∈ su(2) (G(r) ∈ R) (2.3.3)

ここで G(r)の境界条件は、{
G(0) = 0 (r = 0での正則性)

G(∞) = 0 (r →∞で ρi → 0)
(2.3.4)

と定める。このヘッジホッグ解は ’t Hooftと Polyakovによるモノポールの議論 (例えば [43]

を参照) において SU(2) ゲージ場に対して用いられた ’t Hooft-Polyakov Ansatz と同じ形で
ある。ここで ρi の形は、カイラル場の SU(2)ヘッジホッグ解と同様の実空間とアイソスピン
空間での同時回転に対する不変性に加え、ベクトル場としての奇パリティ性を要請することに
より与えられる。またベクトル中間子場にこのヘッジホッグ解を用いて、Skyrme模型にベク
トル中間子の寄与を加えた研究も過去に行われている (例えば [44])。
これらの Ansatz (2.3.1)、(2.3.3)を用いて有効作用 (2.2.104)を書き下すのであるが、パイ

中間子の寄与は Lµ の他に αµ, βµ の形でも現れているので、このヘッジホッグ解に対する ξ±

の形についてここで言及する必要がある。Az = 0ゲージにおける残りのゲージ自由度を用い
て ξ−1

+ = ξ− ≡ ξ となるゲージを取ることができ、以下ではこの ξ−1
+ = ξ− ゲージを採用する。

このときカイラル場の表式 (2.2.72)から

U(x) = ξ(x)2 = ei(τ ·x̂)F (r) (2.3.5)

∴ ξ(x) = ei(τ ·x̂)F (r)/2 (2.3.6)

と与えられる。この ξ 及び U の表式を用いて Lµ, αµ, βµ を計算すると、

*16 ここでの ρi の表式は文献 [41]でのものと少しだけ異なっており、文献 [41]における −G̃(r)がここでの G(r)

に対応することに注意されたい。
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L0(x) = 0 Li(x) =
(
x̂ix̂jF ′ + δ̂ij

sinF cosF

r
+ εijkx̂

k sin
2 F

r

)
τj (2.3.7)

α0(x) = 0 αi(x) =
(
x̂ix̂jF ′ + δ̂ij

sinF

r

)
τj (2.3.8)

β0(x) = 0 βi(x) =
1

2
εijkx̂

k 1− cosF

r
τj (δ̂ij ≡ δij − x̂ix̂j)

となり [41]、これから SU(2)ヘッジホッグ解に対する有効作用を書き下すと以下のようになる。

SSU(2) = −
∫
d4x

{
f2π
4

[
2
(
F ′2 +

2 sin2 F

r2

)]
(chiral term)

+
1

32e2

[16 sin2 F
r2

(
2F ′2 +

sin2 F

r2

)]
(Skyrme term)

+
1

2

[
8
( 3

r2
G2 +

2

r
GG′ +G′2

)]
(ρ-kinetic term)

+m2
ρ[4G

2] (ρ-mass term)

+ g3ρ

[
16
G3

r

]
(3ρ coupling)

+
1

2
g4ρ[16G

4] (4ρ coupling)

− g1
[16
r

{(1
r
G+G′

)
F ′ sinF +

G

r2
sin2 F

}]
(∂ρ-2α coupling)

− g2
[16
r2
G2 sin2 F

]
(2ρ-2α coupling)

+ g3

[16
r3
G sin2 F (1− cosF )

]
(ρ-2α-β coupling)

− g4
[16
r2
G2(1− cosF )

]
(ρ-∂ρ-β coupling)

− g5
[16
r
G3(1− cosF )

]
(3ρ-β coupling)

+ g6[16G
2F ′2] (2ρ-2α coupling)

+ g7

[ 8
r2
G2(1− cosF )2

]}
(2ρ-2β coupling)

(2.3.9)

この作用から導かれる F (r), G(r)についての Euler-Lagrange方程式を解くことにより、ホロ
グラフィック QCDにおけるヘッジホッグバリオンの性質を調べることができる。なお、その
解析結果は本研究での Hダイバリオンについての結果との比較に用いられるので、これについ
ては後の章で改めて示すこととする。
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第 3章

ホログラフィック QCDにおける
Hダイバリオンの記述

前章の終わりに、ホログラフィック QCDにおける SU(2)ヘッジホッグ解を用いたバリオン
の記述について見た。本研究ではこれと同様の手法を用いて、ホログラフィック QCDの枠組
みにおいて Hダイバリオンの記述を試みる。

3.1 SO(3)型ヘッジホッグ解
前章にも述べたように、ラージ Nc QCDにおいて、バリオンは中間子の有効理論でのソリ

トン解として記述される [45]。よってホログラフィック QCDにおいてもバリオンはホログラ
フィック QCDから導出される中間子有効理論の中でのソリトン解として記述されるはずであ
る。またホログラフィック QCDから導かれる中間子の有効理論が Skyrme模型を自然に包含
していることは前章で見た通りである。この事情から、ホログラフィック QCDでのソリトン
解を考える上で Skyrme 模型の手法を用いることは極めて自然であり、その考えに基づいて
前章では、核子の記述に対して Skyrme 模型と同様の SU(2) ヘッジホッグ解を用いた解析を
行った。
ところで序章に述べたように、H ダイバリオンは Skyrme 模型において SO(3) ヘッジホッ

グ解を用いて記述される [16, 17]。ホログラフィック QCD でのバリオンの記述に対する上の
考え方に基づくならば、ホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンの記述は Skyrme模
型で用いられた SO(3) ヘッジホッグ解によって行うのが妥当であろう。すなわち、ホログラ
フィック QCDで Hダイバリオンを記述する上で、カイラル場に対しては

U(x) = ei{(Λ·x̂)F (r)+((Λ·x̂)2−2/3)φ(r)} ∈ SU(3)f (3.1.1)

F (r), φ(r) ∈ R (r ≡ |x|, x̂ ≡ x/r)

という形の Ansatzを採用する。ここでバリオン数 B = 2の Hダイバリオンを記述するため
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の境界条件は {
F (0) = π

F (∞) = 0

{
eiφ(0)/3 = −ei2πk/3 (k ∈ Z)
eiφ(∞)/3 = 1

(3.1.2)

であり [16, 17]、{Λi=1,2,3}は so(3)の生成子

Λ1 = λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 Λ2 = −λ5 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 (3.1.3)

Λ3 = λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 (3.1.4)

である。これらはまた

[Λi,Λj ] = iεijkΛk (3.1.5)

tr[(Λ · x̂)2 − 2/3] = 0 (Λ · x̂)3 = Λ · x̂ (3.1.6)

を満たす。
一方、Skyrme模型はパイ中間子によるカイラル場だけで記述されていたのに対し、ホログ

ラフィック QCDはこれに加えてベクトル中間子場も存在する。低エネルギー領域では最もエ
ネルギーの低い ρ中間子の寄与が特に重要であると考え、前章ではベクトル中間子のうち ρ 中
間子のみを考慮した中間子有効理論 [41] を構築したが、本研究においてもこの有効理論を用
いることとする。このとき ρ 中間子場の Ansatz についても、本研究では前章で見た先行研
究 [41]と同じく ’t Hooft-Polyakov Ansatz

ρ0(x) = 0 (3.1.7)

ρi(x) = εijkx̂
jG(r)Λk ∈ so(3) ⊂ su(3) (G(r) ∈ R) (3.1.8)

を ρ 中間子の記述に用いることとする。ただしここでは SO(3)ヘッジホッグ解を考えるため、
ρ中間子場の Ansatzに含まれる回転の生成子についても、核子の記述に用いた SU(2)の τi/2

ではなく、上で定義された SO(3)の Λi を用いる。また境界条件については SU(2)ソリトンの
場合と同様に

G(0) = G(∞) = 0 (3.1.9)

と取る。

3.2 SO(3)ソリトンに対する有効作用の導出
前節で採用した Ansatzを用いて、ホログラフィック QCDにおける SO(3)ヘッジホッグソ

リトン解としての Hダイバリオンを記述する有効作用を、具体的な計算によって以下に導出す
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る。そのための準備として、まず作用 (2.2.104) に現れる αµ, βµ を SO(3)ヘッジホッグ解に
ついて計算する。
(なお、Lµ で表される Skyrme作用部分は、Skyrme模型で SO(3)ヘッジホッグ解を用いた先
行研究 [16, 17]と全く同様であるので、それについて本章で述べることはしない。ただしそこ
での計算は以下に示す本研究での計算の基礎となっているため、補遺 Bにまとめておいた。以
下の計算においてもしばしば補遺 Bを参照する。)

3.2.1 αµ, βµ の計算

第 2章で見たように、これらは (2.2.85)式

αµ(x) ≡ lµ(x)− rµ(x) (3.2.1)

βµ(x) ≡
1

2
{lµ(x) + rµ(x)} (3.2.2)

によって lµ, rµ で書かれるので、これらの計算から始める。計算を簡単にするため、以下では
2.3節同様 ξ−1

+ = ξ− ゲージを採用する。

ξ−1
+ (x) = ξ−(x) ≡ ξ(x) (3.2.3)

このゲージにおいてカイラル場は

U(x) = ξ−1
+ (x)ξ−(x) = ξ(x)2 (3.2.4)

と表せるので、SO(3)ヘッジホッグ解の下で ξ は

U(x) = ξ(x)2 = ei[(Λ·x̂)F+((Λ·x̂)2−2/3)φ]

∴ ξ(x) = e
i
2 [(Λ·x̂)F+((Λ·x̂)2−2/3)φ]

= ei[(Λ·x̂)F/2+((Λ·x̂)2−2/3)φ/2] (3.2.5)

となる。一方、ξ−1
+ = ξ− ゲージにおいて lµ, rµ は

lµ(x) ≡
1

i
ξ+(x)∂µξ

−1
+ (x) =

1

i
ξ†(x)∂µξ(x) (3.2.6)

rµ(x) ≡
1

i
ξ−(x)∂µξ

−1
− (x) =

1

i
ξ(x)∂µξ

†(x) (3.2.7)

と表され、これに (3.2.5)式を代入すれば、SO(3)ヘッジホッグ解に対する lµ, rµ の表式が求
まる。
ここで SO(3)ヘッジホッグ解に関して定義される intrinsic parity Pint の下での lµ, rµ の変

換性について触れておく。SO(3)ヘッジホッグ解に関する intrinsic parity Pint は次で定義さ
れる。

Pint :

{
F (r) 7→ −F (r)
φ(r) 7→ −φ(r)

(3.2.8)
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このとき ξ は

ξ(x)
Pint7→ ξ†(x) (3.2.9)

と変換するので、lµ と rµ は Pint の下で

lµ(x)
Pint←→ rµ(x) (3.2.10)

と互いに入れかわる。よって lµ の表式を求めれば、rµ は Pint により直ちに求まる。
Static solitonについて lµ の時間成分は L0 と同様に

l0 =
1

i
ξ†∂0ξ = 0 (3.2.11)

である (補遺 B参照)。さらに (3.2.5)、(3.2.6)式と (3.1.1)、(B.8)式との比較から、空間成分
li は Li (補遺 B)において {

F 7→ F/2

φ 7→ φ/2
(3.2.12)

としたものであるので、li の行列成分は (B.30)式より直ちに

(li)mn = x̂i
(
−δmnφ

′

3
+ δ̂mnφ

′

2
− iεjmnx̂

j F
′

2

)
− i

r
(δ̂imx̂ng0g

∗
2 − δ̂inx̂mg∗0g2)

− 1

r
(εijmx̂

j x̂ng0g
∗
1 + εijnx̂

j x̂mg∗0g1) (3.2.13)

と求まる。ここで

g0(r) = e−iφ/3 (3.2.14)

g1(r) = ieiφ/6 sin
F

2
(3.2.15)

g2(r) = eiφ/6 cos
F

2
− e−iφ/3 (3.2.16)

である。またこれに Pint を施せば ri が求まる。Pint の下で

g0 7→ g∗0 g1 7→ g∗1 g2 7→ g∗2 (3.2.17)

に注意すると、行列 ri の成分表示

(ri)mn = −x̂i
(
−δmnφ

′

3
+ δ̂mnφ

′

2
− iεjmnx̂

j F
′

2

)
− i

r
(δ̂imx̂ng∗0g2 − δ̂inx̂mg0g∗2)

− 1

r
(εijmx̂

j x̂ng∗0g1 + εijnx̂
j x̂mg0g

∗
1) (3.2.18)
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を得る。
上で求めた lµ, rµ の表式を (3.2.1)、(3.2.2)式に代入して αµ, βµ の表式をそれぞれ求めるこ

とができる。まず時間成分はそれぞれ

α0 = 0 (3.2.19)

β0 = 0 (3.2.20)

である。空間成分についても

g0g
∗
1 + g∗0g1 = −2 sin F

2
sin

φ

2
(3.2.21)

g0g
∗
1 − g∗0g1 = −2i sin F

2
cos

φ

2
(3.2.22)

g0g
∗
2 + g∗0g2 = −2

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(3.2.23)

g0g
∗
2 − g∗0g2 = −2i cos F

2
sin

φ

2
(3.2.24)

に注意して計算すると、αi, βi の行列成分はそれぞれ

(αi)mn = x̂i
(
−δmn 2

3
φ′ + δ̂mnφ′ − iεjmnx̂

jF ′
)

− 2

r
cos

F

2
sin

φ

2
(δ̂imx̂n + δ̂inx̂m)

+
2i

r
sin

F

2
cos

φ

2
(εijmx̂

j x̂n − εijnx̂j x̂m) (3.2.25)

(βi)mn =
i

r

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(δ̂imx̂n − δ̂inx̂m)

+
1

r
sin

F

2
sin

φ

2
(εijmx̂

j x̂n + εijnx̂
j x̂m) (3.2.26)

と求まる。
ここで後の計算のために、αi, βi, ρi で書かれる交換子

[αi, αj ], [βi, ρj ] + [ρi, βj ], [αi, ρj ] + [ρi, αj ]

の行列成分についてまとめておく。上で求めた αµ, βµ の行列成分 (3.2.25)、(3.2.26) 式及び
ρiの行列成分

(ρi)mn = εijkx̂
jG(Λk)mn

= −iG(δimx̂n − δinx̂m) (3.2.27)

を用いて計算すると、以下を得る。
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[αi, αj ]mn ≡ [αi, αj ]
(S)
mn + [αi, αj ]

(A)
mn (3.2.28)

[αi, αj ]
(S)
mn = −2i

r
(F ′ cos

F

2
sin

φ

2
+ φ′ sin

F

2
cos

φ

2
)(H

(1)
ij )mn

− i

r2
sinF sinφ{(H(2)

ij )mn + 4(H
(3)
ij )mn} (3.2.29)

[αi, αj ]
(A)
mn = −2

r
(F ′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′ cos

F

2
sin

φ

2
)(H

(4)
ij )mn

+
4

r2
{cos2 F

2
sin2

φ

2
(H

(5)
ij )mn + sin2

F

2
cos2

φ

2
(H

(6)
ij )mn} (3.2.30)

([βi, ρj ] + [ρi, βj ])mn ≡ ([βρ]ij)
(S)
mn + ([βρ]ij)

(A)
mn (3.2.31)

([βρ]ij)
(S)
mn =

i

r
G sin

F

2
sin

φ

2
{(H(2)

ij )mn + 4(H
(3)
ij )mn} (3.2.32)

([βρ]ij)
(A)
mn = −2

r
G(1− cos

F

2
cos

φ

2
)(H

(5)
ij )mn (3.2.33)

([αi, ρj ] + [ρi, αj ])mn ≡ ([αρ]ij)
(S)
mn + ([αρ]ij)

(A)
mn (3.2.34)

([αρ]ij)
(S)
mn = −iGφ′(H

(7)
ij )mn (3.2.35)

([αρ]ij)
(A)
mn = GF ′(H

(8)
ij )mn +

2

r
G sin

F

2
cos

φ

2
(H

(9)
ij )mn (3.2.36)

ここで右肩の (S), (A)はそれぞれ行列の対称部分、反対称部分であることを表す。また上で導
入した {(H(a)

ij )}a=1...9 は以下の通り：

(H
(1)
ij )mn ≡ (x̂iεjmkx̂

kx̂n + x̂iεjnkx̂
kx̂m)− (x̂jεimkx̂

kx̂n + x̂jεinkx̂
kx̂m) (3.2.37)

(H
(2)
ij )mn ≡ (δ̂imεjnkx̂

k + δ̂inεjmkx̂
k)− (δ̂jmεinkx̂

k + δ̂jnεimkx̂
k) (3.2.38)

(H
(3)
ij )mn ≡ εijkx̂kx̂mx̂n (3.2.39)

(H
(4)
ij )mn ≡ (x̂iδ̂jmx̂n − x̂iδ̂jnx̂m)− (x̂j δ̂imx̂n − x̂j δ̂inx̂m) (3.2.40)

(H
(5)
ij )mn ≡ δ̂imδ̂jn − δ̂inδ̂jm (3.2.41)

(H
(6)
ij )mn ≡ εimkεjnlx̂

kx̂l − εinkεjmlx̂
kx̂l (3.2.42)

(H
(7)
ij )mn ≡ (x̂iδ̂jmx̂n + x̂iδ̂jnx̂m)− (x̂j δ̂imx̂n + x̂j δ̂inx̂m) (3.2.43)

(H
(8)
ij )mn ≡ (x̂iεjmkx̂

kx̂n − x̂iεjnkx̂kx̂m)− (x̂jεimkx̂
kx̂n − x̂jεinkx̂kx̂m) (3.2.44)

(H
(9)
ij )mn ≡ (δ̂imεjnkx̂

k − δ̂inεjmkx̂
k)− (δ̂jmεinkx̂

k − δ̂jnεimkx̂
k) (3.2.45)



56 第 3章 ホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンの記述

また後に必要となるこれらの積をあらかじめ計算したものを以下にまとめておく。
(H

(1)
ij )mn(H

(2)
ij )mn = 0

(H
(1)
ij )mn(H

(3)
ij )mn = 0

(H
(2)
ij )mn(H

(3)
ij )mn = 0

(3.2.46)

{
(H

(2)
ij )mn(H

(2)
ij )mn = 16

(H
(3)
ij )mn(H

(3)
ij )mn = 2

(3.2.47)


(H

(4)
ij )mn(H

(5)
ij )mn = 0

(H
(5)
ij )mn(H

(5)
ij )mn = 4

(H
(5)
ij )mn(H

(6)
ij )mn = 4

(3.2.48)


(H

(7)
ij )mn(H

(7)
ij )mn = 8

(H
(8)
ij )mn(H

(8)
ij )mn = 8

(H
(9)
ij )mn(H

(9)
ij )mn = 0

(H
(8)
ij )mn(H

(9)
ij )mn = 0

(3.2.49)

準備が整ったので、以下では SO(3)ソリトンに対する作用を各項毎に計算していく。
(ただし chiral termと Skyrme termの表式については補遺 Bにて (B.71)と与えられる。)

3.2.2 ρ-kinetic term

まず ρ中間子場の Ansatz (3.1.7)、(3.1.8) 式について

∂0ρi = ∂iρ0 = 0 (3.2.50)

より、有効作用 (2.2.104)の ρ-kinetic termは

−1

2

∫
d4x tr(∂µρν − ∂νρµ)2 = −1

2

∫
d4x tr(∂iρj − ∂jρi)2

= −
∫
d4x tr[(∂iρj)(∂iρj)− (∂iρj)(∂jρi)] (3.2.51)

と表される。ここで ρi の空間微分は

∂iρj = εjabΛb

( δ̂ia
r
G+ x̂ix̂aG′

)
(3.2.52)

である。これを用いてトレースの各項を計算する。
トレースの第 1項は、

(∂iρj)(∂iρj) = εjabεjcdΛbΛd

( δ̂ac
r2
G2 + x̂ax̂cG′2

)
(3.2.53)
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のトレースを取って

tr(∂iρj)(∂iρj) = 4
( 2

r2
G2 +G′2

)
(3.2.54)

と求まる。ここで so(3)の生成子 Λi のトレースに対し

tr(ΛaΛb) = 2δab (3.2.55)

を用いた。
トレース第 2項についても同様に

(∂iρj)(∂jρi) = εjabεicdΛbΛd

{ δ̂iaδ̂jc
r2

G2 +
( δ̂ia
r
x̂j x̂c +

δ̂jc

r
x̂ix̂a

)
GG′

}
(3.2.56)

のトレースを取ると、(3.2.55) 式を用いて

tr(∂iρj)(∂jρi) = −4
( 1

r2
G2 +

2

r
GG′

)
(3.2.57)

を得る。これから ρ-kinetic termは

−1

2

∫
d4x tr(∂µρν − ∂νρµ)2 = −1

2

∫
d4x 8

( 3

r2
G2 +

2

r
GG′ +G′2

)
(3.2.58)

として与えられる。

3.2.3 ρ-mass term

SO(3)ソリトンに対する中間子有効作用 (2.2.104)の ρ-mass termは、so(3)の生成子 Λi の
トレース (3.2.55) 式を用いると

−m2
ρ

∫
d4x tr(ρµρµ) = −m2

ρ

∫
d4x tr(ρiρi) (∵ ρ0 = 0)

= −m2
ρ

∫
d4x 4G2 (3.2.59)

と求まる。

3.2.4 3ρ coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 3ρ coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

− ig3ρ
∫
d4x tr

{
[ρµ, ρν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
= −ig3ρ

∫
d4x tr

{
[ρi, ρj ](∂iρj − ∂jρi)

}
(∵ ρ0 = 0)

= −ig3ρ
∫
d4x 2 tr

{
[ρi, ρj ](∂iρj)

}
(3.2.60)
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ここで ρi の交換子は

[ρi, ρj ] = iεiabεjcdεbdeΛex̂
ax̂cG2 (3.2.61)

と表される。これと ρi の空間微分 (3.2.52) 式を用いると

[ρi, ρj ](∂iρj) = −iεiabεjcdεbdeεijfΛeΛf x̂
ax̂c

G3

r
(3.2.62)

(3.2.55) 式を用いてトレースを取ると

tr
{
[ρi, ρj ](∂iρj)

}
= −4iG

3

r
(3.2.63)

となるので、SO(3)ソリトンに対する 3ρ coupling term

−ig3ρ
∫
d4x tr

{
[ρµ, ρν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
= −g3ρ

∫
d4x 8

G3

r
(3.2.64)

を得る。

3.2.5 4ρ coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 4ρ coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

1

2
g4ρ

∫
d4x tr[ρµ, ρν ]

2 =
1

2
g4ρ

∫
d4x tr[ρi, ρj ]

2 (∵ ρ0 = 0) (3.2.65)

ここで ρi の交換子 (3.2.61) 式より

[ρi, ρj ]
2 = −εiabεifgεjcdεjhkεbdeεgklx̂ax̂cx̂f x̂hΛeΛlG

4 (3.2.66)

(3.2.55) 式を用いてこのトレースを取ると

tr[ρi, ρj ]
2 = −4G4 (3.2.67)

となり、4ρ coupling termは

1

2
g4ρ

∫
d4x tr[ρµ, ρν ]

2 = −1

2
g4ρ

∫
d4x 4G4 (3.2.68)

と表される。
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3.2.6 ∂ρ-2α coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の ∂ρ-2α coupling termは、static solitonに対して

ig1

∫
d4x tr

{
[αµ, αν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
= ig1

∫
d4x tr

{
[αi, αj ](∂iρj − ∂jρi)

}
= ig1

∫
d4x 2 tr

{
[αi, αj ](∂iρj)

}
(3.2.69)

ここで (∂iρj)の行列成分は (B.13)式を用いて

(∂iρj)mn = −iεbmnεjab

( δ̂ia
r
G+ x̂ix̂aG′

)
(3.2.70)

であり、これと αi の交換子 (3.2.28)、(3.2.30) 式を用いると、(3.2.69) 式のトレースは

tr
{
[αi, αj ](∂iρj)

}
= [αi, αj ]mn(∂iρj)nm

= [αi, αj ]
(A)
mn εbmn · iεjab

( δ̂ia
r
G+ x̂ix̂aG′

)
(∵ (∂iρj)は反対称行列)

= −i8
r

{(1
r
G+G′

)(
F ′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′ cos

F

2
sin

φ

2

)
+

1

r2
G(1− cosF cosφ)

}
(3.2.71)

と表される。ここで

2
(
sin2

F

2
cos2

φ

2
+ cos2

F

2
sin2

φ

2

)
= 1− cosF cosφ (3.2.72)

を用いた。これから ∂ρ-2α coupling termは

ig1

∫
d4x tr

{
[αµ, αν ](∂µρν − ∂νρµ)

}
= g1

∫
d4x

16

r

{(1
r
G+G′

)(
F ′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′ cos

F

2
sin

φ

2

)
+

1

r2
G(1− cosF cosφ)

}
(3.2.73)

と表される。

3.2.7 2ρ-2α coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 2ρ-2α coupling termは、static solitonに対して

−g2
∫
d4x tr

{
[αµ, αν ][ρµ, ρν ]

}
= −g2

∫
d4x tr

{
[αi, αj ][ρi, ρj ]

}
(3.2.74)

ここで ρi の交換子 (3.2.61)の行列成分は (B.13) 式を用いて

[ρi, ρj ]mn = εemnεiabεjcdεbdex̂
ax̂cG2 (3.2.75)
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であり、これと αi の交換子 (3.2.28)、(3.2.30) 式を用いると、(3.2.74) 式のトレースは

tr
{
[αi, αj ][ρi, ρj ]

}
= [αi, αj ]mn[ρi, ρj ]nm

= −[αi, αj ]
(A)
mn εemn · εiabεjcdεbdex̂ax̂cG2 (∵ [ρi, ρj ]は反対称行列)

= − 8

r2
G2(1− cosF cosφ) (3.2.76)

となる。ここで (3.2.72) 式を用いた。よって 2ρ-2α coupling termは

−g2
∫
d4x tr

{
[αµ, αν ][ρµ, ρν ]

}
= g2

∫
d4x

8

r2
G2(1− cosF cosφ) (3.2.77)

と表される。

3.2.8 ρ-2α-β coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の ρ-2α-β coupling termは、static solitonに対して

−g3
∫
d4x tr

{
[αµ, αν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= −g3

∫
d4x tr

{
[αi, αj ]

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
(3.2.78)

であり、αi や βi, ρi の交換子 (3.2.28)、(3.2.31) 式を用いてこのトレースを計算すると

tr
{
[αi, αj ]

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
= [αi, αj ]mn

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)
nm

=
(
[αi, αj ]

(S)
mn + [αi, αj ]

(A)
mn

){
([βρ]ij)

(S)
nm + ([βρ]ij)

(A)
nm

}
= [αi, αj ]

(S)
mn([βρ]ij)

(S)
mn − [αi, αj ]

(A)
mn([βρ]ij)

(A)
mn (3.2.79)

第 1項は (3.2.29)、(3.2.32) 式を用いて

[αi, αj ]
(S)
mn([βρ]ij)

(S)
mn

=
1

r3
G sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2

{
(H

(2)
ij )mn(H

(2)
ij )mn + 16(H

(3)
ij )mn(H

(3)
ij )mn

}
(∵ (3.2.46) 式)

=
16

r3
3G sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2
(∵ (3.2.47) 式)

第 2項は (3.2.30)、(3.2.33) 式を用いて

[αi, αj ]
(A)
mn([βρ]ij)

(A)
mn = −16

r3
G(1− cosF cosφ)

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(∵ (3.2.48) 式)

とそれぞれ表されるので、結局

tr
{
[αi, αj ]

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
=

16

r3
G
{
3 sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2
+ (1− cosF cosφ)

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)}
(3.2.80)
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となる。よって ρ-2α-β coupling termは

− g3
∫
d4x tr

{
[αµ, αν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= −g3

∫
d4x

16

r3
G
{
3 sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2
+ (1− cosF cosφ)

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)}
(3.2.81)

と表される。

3.2.9 ρ-∂ρ-β coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の ρ-∂ρ-β coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

− ig4
∫
d4x tr

{
(∂µρν − ∂νρµ)

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= −ig4

∫
d4x tr

{
(∂iρj − ∂jρi)

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
= −ig4

∫
d4x 2 tr

{
([βi, ρj ] + [ρi, βj ])(∂iρj)

}
(3.2.82)

と表される。このトレースは (3.2.31)、(3.2.70) 式を用いて

tr
{
([βi, ρj ] + [ρi, βj ])(∂iρj)

}
= ([βi, ρj ] + [ρi, βj ])mn(∂iρj)nm

= ([βρ]ij)
(A)
mn εbmn · iεjab

( δ̂ia
r
G+ x̂ix̂aG′

)
= i

8

r2
G2
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(3.2.83)

と計算されるので、結局 ρ-∂ρ-β coupling termは

− ig4
∫
d4x tr

{
(∂µρν − ∂νρµ)

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= g4

∫
d4x

16

r2
G2
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(3.2.84)

となる。

3.2.10 3ρ-β coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 3ρ-β coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

g5

∫
d4x tr

{
[ρµ, ρν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= g5

∫
d4x tr

{
[ρi, ρj ]

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
(3.2.85)

であり、このトレースは ρi と βi の交換子の行列成分 (3.2.31)、(3.2.75)を用いて
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tr
{
[ρi, ρj ]

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)}
=
(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)
mn

[ρi, ρj ]nm

= −([βρ]ij)(A)
mnεemnεiabεjcdεbdex̂

ax̂cG2 (∵ [ρi, ρj ] は反対称行列)

=
8

r
G3
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(3.2.86)

と表されるので、3ρ-β coupling termは

g5

∫
d4x tr

{
[ρµ, ρν ]

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)}
= g5

∫
d4x

8

r
G3
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(3.2.87)

となる。

3.2.11 2ρ-2α coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 2ρ-2α coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

1

2
g6

∫
d4x tr

(
[αµ, ρν ] + [ρµ, αν ]

)2
=

1

2
g6

∫
d4x tr

(
[αi, ρj ] + [ρi, αj ]

)2
(3.2.88)

αi, ρi の交換子 (3.2.34) 式を用いてこのトレースは

tr
(
[αi, ρj ] + [ρi, αj ]

)2
= ([αi, ρj ] + [ρi, αj ]

)
mn

([αi, ρj ] + [ρi, αj ]
)
nm

= {([αρ]ij)(S)
mn + ([αρ]ij)

(A)
mn}{([αρ]ij)(S)

mn − ([αρ]ij)
(A)
mn}

= ([αρ]ij)
(S)
mn([αρ]ij)

(S)
mn − ([αρ]ij)

(A)
mn([αρ]ij)

(A)
mn (3.2.89)

ここで (3.2.49) 式を用いると、第 1項は

([αρ]ij)
(S)
mn([αρ]ij)

(S)
mn = −8G2φ′2 (3.2.90)

第 2項は

([αρ]ij)
(A)
mn([αρ]ij)

(A)
mn = 8G2F ′2 (3.2.91)

とそれぞれ計算されるので、2ρ-2α coupling termは

1

2
g6

∫
d4x tr

(
[αµ, ρν ] + [ρµ, αν ]

)2
= −g6

∫
d4x 4G2(F ′2 + φ′2) (3.2.92)

と表される。

3.2.12 2ρ-2β coupling

中間子有効作用 (2.2.104)の 2ρ-2β coupling termは、SO(3)ソリトンに対して

1

2
g7

∫
d4x tr

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)2
=

1

2
g7

∫
d4x tr

(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)2
(3.2.93)
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βi, ρi の交換子 (3.2.31)を用いてこのトレースは

tr
(
[βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)2
= ([βi, ρj ] + [ρi, βj ]

)
mn

([βi, ρj ] + [ρi, βj ]
)
nm

= {([βρ]ij)(S)
mn + ([βρ]ij)

(A)
mn}{([βρ]ij)(S)

mn − ([βρ]ij)
(A)
mn}

= ([βρ]ij)
(S)
mn([βρ]ij)

(S)
mn − ([βρ]ij)

(A)
mn([βρ]ij)

(A)
mn (3.2.94)

第 1項は (3.2.46)、(3.2.47) 式より

([βρ]ij)
(S)
mn([βρ]ij)

(S)
mn = −16

r2
3G2 sin2

F

2
sin2

φ

2
(3.2.95)

第 2項は (3.2.48) 式より

([βρ]ij)
(A)
mn([βρ]ij)

(A)
mn =

16

r2
G2
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)2
(3.2.96)

とそれぞれ計算されるので、2ρ-2β coupling termは

1

2
g7

∫
d4x tr

(
[βµ, ρν ] + [ρµ, βν ]

)2
=− g7

∫
d4x

8

r2
G2
[
3 sin2

F

2
sin2

φ

2
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)2]
(3.2.97)

と表される。
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3.2.13 SO(3)ヘッジホッグ解に対する有効作用

以上の計算をまとめると、ホログラフィック QCD において H ダイバリオンを記述する
SO(3) ソリトンに対し、有効作用は profile function F (r), φ(r), G(r) を用いて以下のように
表される。

SSO(3) = −
∫
d4x

{
f2π
4

[
2F ′2 +

2

3
φ′2 +

8

r2
(1− cosF cosφ)

]
(chiral term)

+
1

32e2
16

r2

[
(F ′2 + φ′2)(1− cosF cosφ) + 2F ′φ′ sinF sinφ

+
1

r2
{
(1− cosF cosφ)2 + 3 sin2 F sin2 φ

}]
(Skyrme term)

+
1

2

[
8
( 3

r2
G2 +

2

r
GG′ +G′2

)]
(ρ-kinetic term)

+m2
ρ[4G

2] (ρ-mass term)

+ g3ρ

[
8
G3

r

]
(3ρ coupling)

+
1

2
g4ρ[4G

4] (4ρ coupling)

− g1
[16
r

{(1
r
G+G′

)(
F ′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′ cos

F

2
sin

φ

2

)
+

1

r2
G(1− cosF cosφ)

}]
(∂ρ-2α coupling)

− g2
[ 8
r2
G2(1− cosF cosφ)

]
(2ρ-2α coupling)

+ g3

[16
r3
G
{
3 sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2

+ (1− cosF cosφ)
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)}]
(ρ-2α-β coupling)

− g4
[16
r2
G2
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)]
(ρ-∂ρ-β coupling)

− g5
[8
r
G3
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)]
(3ρ-β coupling)

+ g6[4G
2(F ′2 + φ′2)] (2ρ-2α coupling)

+ g7

[ 8
r2
G2
{
3 sin2

F

2
sin2

φ

2
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)2}]}
(2ρ-2β coupling)

(3.2.98)

また以下ではこの作用を単に

SSO(3)[F (r), φ(r), G(r)] =

∫
d4x LSO(3)(F (r), φ(r), G(r)) (3.2.99)

と書くこともある。
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ここで上の表式 (3.2.98) からわかることとして、chiral term 以外の部分については chiral

profile function F (r), φ(r) の入れかえについて対称であることを指摘しておく。

3.3 ホログラフィック QCDにおける SO(3)ソリトン解
前節において、ホログラフィック QCDでの SO(3)ソリトンに対する作用の表式を得た。以

下ではこの作用の下でソリトン解を求める方法について述べる。

3.3.1 Euler-Lagrange方程式

ホログラフィック QCD における SO(3) ソリトン解は、上で導出した作用 (3.2.98) を用い
て求めることができる。SO(3) ヘッジホッグ解は 3 つの profile function F (r), φ(r), G(r) に
よって決定されるので、SO(3)ソリトン解は作用 (3.2.98)から導かれる F (r), φ(r), G(r)それ
ぞれの Euler-Lagrange方程式の解によって与えられる。
作用 (3.2.98) の下での profile function に対する Euler-Lagrange 方程式は以下のように表

される。

∂L

∂F (r)
− d

dr

( ∂L

∂F ′(r)

)
= f2π

(
2 sinF cosφ− 2rF ′ − r2F ′′)+ 1

2e2

[ 1
r2
{2 sinF cosφ+ sin 2F (1− 2 cos 2φ)}

− 2F ′′(1− cosF cosφ)− 2φ′′ sinF sinφ− (F ′2 + φ′2) sinF cosφ− 2F ′φ′ cosF sinφ
]

+ 16g1

[
(2G′ + rG′′) sin

F

2
cos

φ

2
− G

r
sinF cosφ

]
− 8g2 ·G2 sinF cosφ

+ 16g3
G

r

[
3
(
cosF sin

F

2
+

1

2
sinF cos

F

2

)
sinφ sin

φ

2
+

1

2
sin

F

2
cos

φ

2

(
1− cosF cosφ

)
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
sinF cosφ

]
− 8g4 ·G2 sin

F

2
cos

φ

2
− 4g5 · rG3 sin

F

2
cos

φ

2

− 8g6
[
2rG2F ′ + r2G(2G′F ′ +GF ′′)

]
+ 4g7 ·G2

[
sinF (1− 2 cosφ) + 2 sin

F

2
cos

φ

2

]
= 0

(3.3.1)
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∂L

∂φ(r)
− d

dr

( ∂L

∂φ′(r)

)
= f2π

(
2 sinφ cosF − 2

3
rφ′ − 1

3
r2φ′′

)
+

1

2e2

[ 1
r2
{2 sinφ cosF + sin 2φ(1− 2 cos 2F )}

− 2φ′′(1− cosφ cosF )− 2F ′′ sinφ sinF − (φ′2 + F ′2) sinφ cosF − 2φ′F ′ cosφ sinF
]

+ 16g1

[
(2G′ + rG′′) sin

φ

2
cos

F

2
− G

r
sinφ cosF

]
− 8g2 ·G2 sinφ cosF

+ 16g3
G

r

[
3
(
cosφ sin

φ

2
+

1

2
sinφ cos

φ

2

)
sinF sin

F

2
+

1

2
sin

φ

2
cos

F

2

(
1− cosφ cosF

)
+
(
1− cos

φ

2
cos

F

2

)
sinφ cosF

]
− 8g4 ·G2 sin

φ

2
cos

F

2
− 4g5 · rG3 sin

φ

2
cos

F

2

− 8g6
[
2rG2φ′ + r2G(2G′φ′ +Gφ′′)

]
+ 4g7 ·G2

[
sinφ(1− 2 cosF ) + 2 sin

φ

2
cos

F

2

]
= 0

(3.3.2)

∂L

∂G(r)
− d

dr

( ∂L

∂G′(r)

)
= 8
(
2G− 2rG′ − r2G′′)+ 8m2

ρ · r2G+ 24g3ρ · rG2 + 8g4ρ · r2G3

+ 16g1

[
r
{
F ′′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′′ cos

F

2
sin

φ

2
+

1

2
(F ′2 + φ′2) cos

F

2
cos

φ

2

− F ′φ′ sin
F

2
sin

φ

2

}
− 1

r
(1− cosF cosφ)

]
− 16g2 ·G(1− cosF cosφ)

+ 16g3
1

r

[
3 sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
(1− cosF cosφ)

]
− 32g4 ·G

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
− 24g5 · rG2

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)
+ 8g6 · r2G(F ′2 + φ′2) + 16g7 ·G

[
3 sin2

F

2
sin2

φ

2
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)2]
= 0 (3.3.3)

ただしここに現れるL は

L ≡ −r2LSO(3) (3.3.4)(
LSO(3) =

∫ ∞

0

4πr2drLSO(3) = −4π
∫ ∞

0

drL

)

であり、作用 (3.2.98)でのラグランジアン LSO(3) 自身でないことに注意されたい。
上の 3式 (3.3.1)-(3.3.3)を連立して解 F (r), φ(r), G(r)を求めることにより、ホログラフィッ

ク QCDでの SO(3)ソリトン解を得ることができる。

3.3.2 SO(3)ソリトンのエネルギー

ところで、SO(3)ソリトンのエネルギーは、今の場合 SO(3)ソリトンの作用を用いて直ちに
求まる。というのも、SO(3)ヘッジホッグ解は static soliton解であるため、そのエネルギー
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はラグランジアンを用いて

ESO(3)[F (r), φ(r), G(r)] = −
∫
d3x LSO(3)(F (r), φ(r), G(r))

と表されるからである。
これから、SO(3)ソリトンのエネルギー（静止質量）は

ESO(3)[F (r), φ(r), G(r)] ≡
∫ ∞

0

4πdrr2E(F (r), φ(r), G(r)) (3.3.5)

ここで

E(F (r), φ(r), G(r))
(
= −LSO(3)(F (r), φ(r), G(r))

)
=
f2π
4

[
2F ′2 +

2

3
φ′2 +

8

r2
(1− cosF cosφ)

]
+

1

32e2
16

r2

[
(F ′2 + φ′2)(1− cosF cosφ) + 2F ′φ′ sinF sinφ

+
1

r2
{
(1− cosF cosφ)2 + 3 sin2 F sin2 φ

}]
+

1

2

[
8
( 3

r2
G2 +

2

r
GG′ +G′2

)]
+m2

ρ[4G
2] + g3ρ

[
8
G3

r

]
+

1

2
g4ρ[4G

4]

− g1
[16
r

{(1
r
G+G′

)(
F ′ sin

F

2
cos

φ

2
+ φ′ cos

F

2
sin

φ

2

)
+

1

r2
G(1− cosF cosφ)

}]
− g2

[ 8
r2
G2(1− cosF cosφ)

]
+ g3

[16
r3
G
{
3 sinF sin

F

2
sinφ sin

φ

2
+ (1− cosF cosφ)

(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)}]
− g4

[16
r2
G2
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)]
− g5

[8
r
G3
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)]
+ g6[4G

2(F ′2 + φ′2)] + g7

[ 8
r2
G2
{
3 sin2

F

2
sin2

φ

2
+
(
1− cos

F

2
cos

φ

2

)2}]
(3.3.6)

と与えられる。
ホログラフィック QCD での SO(3) ソリトン解を得る方法として前小節で述べたのは、

Euler-Lagrange方程式を解くというものであった。一方これと全く等価な方法として、上で得
たエネルギーの表式 (3.3.5) を最小化するような profile functionを求める、という方法もある
（実際、(3.3.6) 式より E = −LSO(3) であり、エネルギーを profile functionについて変分して
エネルギーを最小化する際に解くべき方程式は Euler-Lagrange方程式そのものである）。ソリ
トン解を求める上ではもちろんどちらの方法を用いても構わない。本研究においては、後に見
るように、SO(3)ソリトン解を与える profile functionを数値的に求める際に後者の方法、す
なわちエネルギーを最小化する方法を用いることとする。



68 第 3章 ホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンの記述

3.4 SU(2)ソリトンの有効作用との関係
本章ではこれまで、ホログラフィック QCDから導かれる中間子有効理論におけるソリトン

解として SO(3) ヘッジホッグ解を採用し、SO(3) ソリトンに対する有効作用やエネルギーの
表式を求めてきた。この節では本題から少し離れて、前章で見たホログラフィック QCDでの
SU(2)ソリトンに対する有効作用を、本章で求めた SO(3)ソリトンの有効作用から得る方法に
ついて述べる。
結論を先に述べてしまうと、SU(2) ソリトンの作用は SO(3) ソリトンの作用 (3.2.98) と以

下の関係にある。

SSU(2)[F̃ (r), G̃(r)] =
1

4
SSO(3)[F (r) = 2F̃ (r), φ(r) = 0, G(r) = 2G̃(r)] (3.4.1)

すなわち SO(3)ソリトンの有効作用において、profile functionのうち φを 0にし、F と Gを
2倍した上で、全体を 1/4倍すると SU(2)ソリトンの作用に帰着するのである。ここで SU(2)

の profile functionは SO(3)のものと区別するためにチルダを付してある。
上の関係式 (3.4.1)は、SO(3)ソリトンの作用 (3.2.98)の具体形を用いてあらわに確かめる

ことができる。ここではそれを作用の各項に対して逐一行うことはしないが、その手順につい
て簡潔に述べておく。
各項を見る際に、まず φ = 0とおく。このとき

1− cosF cosφ
φ=0−−−→ 1− cosF

= −2 sin2 F
2

にのみ注意して、4をくくり出すよう作用を変形すると、

LSO(3)(F, φ = 0, G) = 4LSU(2)(F̃ = F/2, G̃ = G/2) (3.4.2)

が得られる。これが (3.4.1)を与えることは明らかである。
このように、作用の間の関係式 (3.4.1) は具体的な考察から直接確かめることができるが、

SO(3)の作用から SU(2)の作用を導くための操作に対して、より一般的な視点から説明を与え
ることもできる。
まずカイラル場と ρ中間子場に対する SU(2)ヘッジホッグ解は、前章において

Ũ = exp[i(τ · x̂)F̃ ] (3.4.3)

ρ̃0 = 0, ρ̃i = εijkx̂
jτkG̃ (3.4.4)

と与えられた。ここで τi は Pauli行列である。
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一方、SO(3)ヘッジホッグ解は

U = exp[i{(Λ · x̂)F + ((Λ · x̂)2 − 2/3)φ}] (3.4.5)

ρ0 = 0, ρi = εijkx̂
jΛkG (3.4.6)

ここで Λi は so(3)の生成子である。この 2通りの Ansatzの違いは以下の 2点である。

• profile functionの個数が異なる：
SU(2)では (F̃ , G̃)の 2つ、SO(3)では (F,φ,G)の 3つ
• 回転の生成子が異なる：
SU(2)では {Λ̃i = τi/2 ∈ su(2)}、SO(3)では {Λi ∈ so(3)}

特に profile functionに関する大きな違いとして、SO(3)の持つ φが SU(2)には存在しない。
そこで SO(3)の Ansatzにおいて φ = 0としてみると、

U |φ=0 = exp[i(Λ · x̂)F ] (3.4.7)

となり、上の SU(2)の Ansatz Ũ と同じ形になることがわかる。よって φ = 0の下では SU(2)

と SO(3)の Ansatzがそれぞれ同じ形を持つ。
φ = 0の下での 2つの Ansatz間の差異をより詳しく見るために、今度は回転の生成子に注
目する。SU(2)の Ansatzは Pauli行列 τi で書かれているが、これを so(3)の生成子 Λi を用
いて書かれた SO(3)の Ansatzと比較する際には、むしろ su(2)の生成子 Λ̃i = τi/2で表した
ものを考えるべきである。SU(2)についてそのように書き直した上で、それぞれの Ansatzを
φ = 0の下で比較すると以下のようになる。

SU(2) SO(3)

Ũ = exp[i(Λ̃ · x̂)2F̃ ] U |φ=0 = exp[i(Λ · x̂)F ]
ρ̃i = εijkx̂

jΛ̃k 2G̃ ρi = εijkx̂
jΛkG

これから SU(2)と SO(3)の Ansatzの間には、profile functionについて

2F̃ ↔ F 2G̃↔ G (3.4.8)

という対応関係があることが見て取れる。
以上が SU(2)と SO(3)の作用の関係式 (3.4.1)での profile functionに対する操作

F → 2F̃ φ→ 0 G→ 2G̃ (3.4.9)

についての説明である。残るは全体に掛かる 1/4の因子についてであるが、これは Ansatzに
用いている Lie代数の基底が SU(2)と SO(3)とでは生成子として因子が 2だけずれているこ
とに由来する。そのことを見るには、有効作用の元となる D8ブレーン上の 5次元 Yang-Mills

作用まで一度さかのぼって考えると見通しが良い。
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D8ブレーン上の 5次元 Yang-Mills作用 (2.2.62)は

SDBI
D8 ≃ −κ

∫
d4xdz tr

(
1

2
K−1/3F 2

µν +KF 2
µz

)
(3.4.10)

と表された。ここに現れるトレース

tr(FMNFPQ) (M,N,P,Q = 0-3, z) (3.4.11)

に注目して、これが SU(2)と SO(3)それぞれの Ansatzに対してどのようにふるまうかを調べ
る。まず上の作用に現れる field strength FMN は Nf 枚の D8ブレーン上での SU(Nf )ゲー
ジ理論を記述するものであり、su(Nf )に値を持つゲージ場 AM を用いて

FMN = ∂MAN − ∂NAM + i[AM , AN ] ∈ su(Nf ) (3.4.12)

と表された。この su(Nf )に値を持つ field strengthによって書かれた 5次元 Yang-Mills作用
の下で、ゲージ場 AM を

Az = 0 (3.4.13)

Aµ = lµψ+ + rµψ− + ρµψ1 ∈ su(Nf ) (3.4.14)

とすることで、中間子の有効理論を導くことができるのであった。ここで lµ, rµ は

lµ =
1

i
ξ†∂µξ ∈ su(Nf ) (3.4.15)

rµ =
1

i
ξ∂µξ

† ∈ su(Nf ) (3.4.16)

また

ξ ∈ SU(Nf ) (3.4.17)

であり、lµ, rµ, ρµ は全て su(Nf ) に値を持つ関数である。これらが SU(2) 及び φ = 0 での
SO(3)の Ansatzに対してそれぞれどのようになるかを考えてみると、SU(2)ヘッジホッグ解
については lµ, rµ, ρµ がそれぞれ su(2)に値を持つ関数となることは上に述べたとおりである。
一方 SO(3)ヘッジホッグ解については、まず Ansatzの表式から ρi が so(3)に値を持つことは
明らかである。また φ = 0の下で ξ は

ξ = exp[i(Λ · x̂)F/2] (3.4.18)

であり、expの引数は so(3)に値を持っているので、その結果 lµ, rµ もまた so(3)に値を持っ
ていることが示せる。よってこれらの結果をゲージ場 (3.4.14) 式に用いると、結局それぞれの
Ansatzについて

• SU(2)の Ansatzに対しては Aµ ∈ su(2)

• SO(3)の Ansatzで φ = 0としたものに対しては Aµ ∈ so(3)
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であることがわかる。また Lie 代数 su(2), so(3) はそれぞれかっこ積 [·, ·] について閉じてい
るので、各 Ansatz に対する field strength もそれぞれ対応する Lie 代数に値を持つことが言
える。
これらを踏まえて field strengthのトレース (3.4.11)を見てみると、まず SO(3)ヘッジホッ

グ解については FMN ∈ so(3)より、FMN は Λi の線形結合で表される。これを F ∼ Λと書
くことにすると、それらのトレースは

tr(FF ) ∼ tr(ΛΛ) (3.4.19)

となる。一方 SU(2)の場合も FMN ∈ su(2)より、field strengthは τi の線形結合として表さ
れ、上と同様に

tr(FF ) ∼ tr(ττ) (3.4.20)

である。
ここでトレースについて、SO(3)は

tr(ΛiΛj) =
1

2
δij (3.4.21)

であるのに対し、SU(2)では

tr(τiτj) = 2δij (3.4.22)

あるいは

tr(Λ̃iΛ̃j) =
1

2
δij (Λ̃i = τi/2) (3.4.23)

であったことに注意する必要がある。SO(3)と SU(2)の比較をする上では、同じように規格化
された Λi と Λ̃i とを用いて行うのが自然であり、その考えに基づいてそれぞれの Ansatzに対
する作用 S を比較すると

SU(2) SO(3)

S ∼ tr(ττ) = 4 tr(Λ̃Λ̃) S ∼ tr(ΛΛ)

となり、SO(3)と SU(2)とでは 4だけ因子がずれることが見て取れる。
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かくして、(3.4.1) 式での作用全体にかかる 1/4の因子は、Ansatzに用いていたそれぞれの
Lie代数の基底 (Λi と τi)を生成子に書き直して見たときに 2だけ因子がずれていることに由
来すると説明することができる*1。
このようにして手に入れた作用の間の関係式 (3.4.1) によって、我々は SO(3) の作用から

SO(3)ソリトンのみならず、SU(2)ソリトンをも調べることができる。その点においてこの関
係式は非常に重宝する。

*1 ここでの説明と称した一連の記述は、もっともらしくはあるものの、これらはあくまで “説明”であり、関係式
(3.4.1)をより一般的な視点から演繹的に証明できたわけではない。例えば field strength FMN は上で述べた
ように、ある Ansatzに対してそれに対応する Lie代数に値を持つことがわかっており、Lie代数の適当な基底
を用いてその線形結合として表すことができるが、その基底の取り方は通常どのように取っても一向構わない。
上の説明では特に su(2) の基底として τi を取っていたが、本来なら初めからこれを su(2) の生成子 Λ̃i に取っ
ても良かったのである。しかしそうするとここでの 1/4 の因子の説明は成り立たないことになる。もちろん関
係式 (3.4.1) は 2 つの Ansatz の持つ性質によるものであり、用いているそれぞれの Lie 代数の基底 Λi, τi の
相違点及び類似点と密接に関係していると考えられるが、その視点から一般的な証明をこの関係式に対して与え
ることは、残念ながら現状敵っていない。ただ、そのような不足はあるものの、関係式 (3.4.1)自身は作用の具
体形から直接示すことのできる厳密に正しい式であることに変わりはない。
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第 4章

ホログラフィック QCDに基づく
数値解析

前章では、ホログラフィック QCDにおいて Hダイバリオンを記述するための有効作用を導
出した。以下ではその有効作用 (3.2.98) に基づき、H ダイバリオンを記述する SO(3) ソリト
ン解を数値的に求める [46]。またその解に対してソリトンの質量や半径などを計算し、これを
SU(2)ソリトン解と比較することでカイラル極限における Hダイバリオンの性質を調べる。特
にここでの質量の比較は、本研究の主題の一つでもあるカイラル極限での Hダイバリオンの安
定性を考察する上で重要である。また Skyrme模型による Hダイバリオンの記述との比較も行
い、本研究で用いたホログラフィック QCDでのバリオンの記述の特徴について考察する。

4.1 解の配位
前章 3.3節において、有効作用 (3.2.98)の下でホログラフィック QCDでの SO(3)ソリトン

解を求める方法について述べた。そこでも少し触れたように、本研究では SO(3)ソリトン解を
得るための手段として、エネルギーを最小化するような SO(3)ソリトンの profile functionを
求める方法を採用する。以下ではまずその数値的手法について述べる。

4.1.1 エネルギー最小化の方法

3.3.2において、SO(3)ソリトンのエネルギーは

ESO(3)[F (r), φ(r), G(r)] ≡
∫ ∞

0

4πdrr2E(F (r), φ(r), G(r)) (4.1.1)

という形で表された。これを数値的に扱うためには座標を離散化して積分を離散和で書き直す
必要がある。以下では離散的な profile functionをそれぞれ

F (r)→ XI φ(r)→ YI G(r)→ ZI (4.1.2)
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と表記する。ここで I は離散化した座標を表すラベルであり、元の座標で r = 0の点を I = 1

に対応させ、I = 1, 2, ...とする。このときエネルギーは

E
(
X1, ..., XI , ...;Y1, ..., YI , ...;Z1, ..., ZI , ...

)
(4.1.3)

の形で表される。これを最小化する手続きについて述べよう。初めに XI , YI , ZI (I = 1, 2, ...)

についてある配位が与えられており、そこから XI , YI , ZI をそれぞれどのように変えていけば
エネルギー E を最小化できるかを考える。あるXI に注目し、これを両隣のXI+1, XI−1 を用
いて次のように表してみる。

XI = XAI +∆X (4.1.4)

ただしここで XAI は XI+1 と XI−1 の平均

XAI ≡
XI+1 +XI−1

2
(4.1.5)

であり、∆X はその平均からのずれを表す。このとき、他の配位は変えずに XI だけを変化さ
せることは、ずれ∆X を動かすことに対応しており、このように表すと、与えられた配位の中
でエネルギーをより小さくする XI を見出す上での見通しが良くなる。実際、XI を (4.1.4) 式
で表し、エネルギーの表式を ∆X で展開すると、

E
(
XI = XAI +∆X;XJ ̸=I , YJ , ZJ

)
= Ē +AXI(∆X)2 − 2BXI(∆X) +O

(
(∆X)3

)
ここで ∆X は十分小さいと仮定して、3次以上の項を無視すると

= Ē +AXI

(
∆X − BXI

AXI

)2

−
(
BXI

)2
AXI

≥ Ē −
(
BXI

)2
AXI

(4.1.6)

となるので、エネルギーをより小さくするような XI は (4.1.6)の等号が成立するような ∆X

によって与えられることがわかる。よってエネルギーを最小化する手続きとして、与えられた
配位に対し各 XI の値を順に

XI → XAI +
BXI

AXI
(4.1.7)

に変えてゆくという操作を考えることができる。また YI , ZI についても全く同様の操作を行え
ばよい。すなわち

YI = YAI +∆Y
(
YAI ≡

YI+1 + YI−1

2

)
(4.1.8)

ZI = ZAI +∆Z
(
ZAI ≡

ZI+1 + ZI−1

2

)
(4.1.9)
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と書いて、エネルギーを ∆Y,∆Z についてそれぞれ展開した表式

E
(
YI = YAI +∆Y ;XJ , YJ ̸=I , ZJ

)
= Ē +AYI(∆Y )2 − 2BYI(∆Y ) +O

(
(∆Y )3

)
(4.1.10)

E
(
ZI = ZAI +∆Z;XJ , YJ , ZJ ̸=I

)
= Ē +AZI(∆Z)

2 − 2BZI(∆Z) +O
(
(∆Z)3

)
(4.1.11)

に現れる量 AYI , BYI あるいは AZI , BZI を用いて、各 YI , ZI を順に

YI → YAI +
BYI
AYI

ZI → ZAI +
BZI

AZI
(4.1.12)

と変えてゆくのである。
こうして得た最小化の手続きを実際に数値的に行うことを考える。離散化された座標間の間

隔を Aとおき、 (4.1.1) 式において∫ ∞

0

→
∞∑
I=1

dr → A r → rI ≡ (I − 1)A (4.1.13)

という置き換えをすると、エネルギー積分は離散和として

E
(
X1, ...;Y1, ...;Z1, ...

)
= 4π

∞∑
I=1

A r2IEI (4.1.14)

の形に表される。これは A→ 0の極限で元のエネルギー積分 (4.1.1)を再現するとされる。

lim
A→0

E
(
X1, ...;Y1, ...;Z1, ...

)
= ESO(3)[F (r), φ(r), G(r)] (4.1.15)

しかし実際の数値計算において A → 0の極限を取ることは不可能であり、以下 Aは有限の座
標間隔を表すものとする。また上の離散和の表式では I についての和を 1から∞まで足し上
げているが、これも実際の数値計算においては実行できない。そのため以下では元の r 積分を
有限区間 [0, R]での積分（ただし R > 0は有限）とし、区間 [0, R]を座標間隔 Aで N − 1等
分したものを離散化された座標に用いる。このとき I = 1, 2, ..., N であり、

A ≡ R

N − 1
r1 = 0 rN = R (4.1.16)

またエネルギーは

E
(
X1, ..., XN ;Y1, ..., YN ;Z1, ..., ZN

)
= 4πA

N∑
I=1

r2IEI (4.1.17)

と与えられる。
離散化された SO(3)ソリトンのエネルギー (4.1.17)の具体的な表式を以下に記しておく。
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微分を含む項は差分に置き換えるなどして (3.3.6) 式を離散化すると、以下を得る。

N∑
I=1

r2IEI

=
f2π
2

[
N−1∑
I=1

(
rI +

A

2

)2{(XI+1 −XI

A

)2
+

1

3

(YI+1 − YI
A

)2}
+

N∑
I=1

4
(
1− cosXI cosYI

)]

+
1

2e2

[
N−1∑
I=1

[{(XI+1 −XI

A

)2
+
(YI+1 − YI

A

)2}{
1− cos

(XI+1 +XI

2

)
cos
(YI+1 + YI

2

)}
+ 2

XI+1 −XI

A

YI+1 − YI
A

sin
(XI+1 +XI

2

)
sin
(YI+1 + YI

2

)]
+

N∑
I=1

1

r2I

{(
1− cosXI cosYI

)2
+ 3 sin2XI sin

2 YI

}]

+ 4

[
N−1∑
I=1

{(
rI +

A

2

)(
ZI+1 + ZI

)ZI+1 − ZI

A
+
(
rI +

A

2

)2(ZI+1 − ZI

A

)2}
+

N∑
I=1

3Z2
I

]

+

N∑
I=1

[
4m2

ρr
2
IZ

2
I + 8g3ρrIZ

3
I + 2g4ρr

2
IZ

4
I

]
− 16g1

[
N−1∑
I=1

{
ZI+1 + ZI

2
+
(
rI +

A

2

)ZI+1 − ZI

A

}
×
{
XI+1 −XI

A
sin
(XI+1 +XI

4

)
cos
(YI+1 + YI

4

)
+
YI+1 − YI

A
cos
(XI+1 +XI

4

)
sin
(YI+1 + YI

4

)}
+

N∑
I=1

ZI

rI

(
1− cosXI cosYI

)]
− 8g2

N∑
I=1

Z2
I

(
1− cosXI cosYI

)
+ 16g3

N∑
I=1

ZI

rI

{
3 sinXI sin

XI

2
sinYI sin

YI
2

+
(
1− cosXI cosYI

)(
1− cos

XI

2
cos

YI
2

)}

− 16g4

N∑
I=1

Z2
I

(
1− cos

XI

2
cos

YI
2

)
− 8g5

N∑
I=1

rIZ
3
I

(
1− cos

XI

2
cos

YI
2

)
+ g6

N−1∑
I=1

(
rI +

A

2

)2(
ZI+1 + ZI

)2{(XI+1 −XI

A

)2
+
(YI+1 − YI

A

)2}
+ 8g7

N∑
I=1

Z2
I

{
3 sin2

XI

2
sin2

YI
2

+
(
1− cos

XI

2
cos

YI
2

)2}
(4.1.18)

またこの表式を用いて AXI , BXI などの表式も得ることができる。ここでは導出はしないが、
結果は以下のようになる。
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AXI

=
f2π
2

[
1

A2

{(
rI +

A

2

)2
+
(
rI −

A

2

)2}
+ 2 cosXAI cosYI

]
+

1

2e2

[
1

A2

{
2− cos

(3XI+1 +XI−1

4

)
cos
(YI+1 + YI

2

)
− cos

(XI+1 + 3XI−1

4

)
cos
(YI + YI−1

2

)}
− 1

A2

XI+1 −XI−1

2

{
sin
(3XI+1 +XI−1

4

)
cos
(YI+1 + YI

2

)
− sin

(XI+1 + 3XI−1

4

)
cos
(YI + YI−1

2

)}
+

1

8

{ 1

A2

(XI+1 −XI−1

2

)2
+
(XI+1 −XI

A

)2}
cos
(3XI+1 +XI−1

4

)
cos
(YI+1 + YI

2

)
+

1

8

{ 1

A2

(XI+1 −XI−1

2

)2
+
(XI −XI−1

A

)2}
cos
(XI+1 + 3XI−1

4

)
cos
(YI + YI−1

2

)
− YI+1−YI

A2

{
cos
(3XI+1+XI−1

4

)
+
XI+1−XI−1

8
sin
(3XI+1 +XI−1

4

)}
sin
(YI+1 + YI

2

)
+
YI−YI−1
A2

{
cos
(XI+1+ 3XI−1

4

)
− XI+1−XI−1

8
sin
(XI+1+ 3XI−1

4

)}
sin
(YI+YI−1

2

)
+

1

r2I

{
cosXAI cosYI + cos 2XAI

(
3 sin2 YI − cos2 YI

)}]
+ g1

[
1

2

{ZI+1 + ZI

2
+
(
rI +

A

2

)ZI+1 − ZI

A

}{ 1

A

[
8 cos

(3XI+1 +XI−1

8

)
+
XI+1 −XI−1

2
sin
(3XI+1 +XI−1

8

)]
cos
(YI+1 + YI

4

)
+
YI+1 − YI

A
cos
(3XI+1 +XI−1

8

)
sin
(YI+1 + YI

4

)}
− 1

2

{ZI + ZI−1

2
+
(
rI −

A

2

)ZI − ZI−1

A

}{ 1

A

[
8 cos

(XI+1 + 3XI−1

8

)
− XI+1 −XI−1

2
sin
(XI+1 + 3XI−1

8

)]
cos
(YI + YI−1

4

)
− YI − YI−1

A
cos
(XI+1 + 3XI−1

8

)
sin
(YI + YI−1

4

)}
− 8

rI
ZI cosXAI cosYI

]
− 4g2Z

2
I cosXAI cosYI

+ 8g3
ZI

rI

[
3
{
cosXAI cos

XAI

2
− 5

4
sinXAI sin

XAI

2

}
sinYI sin

YI
2

+
1

4
cos

XAI

2
cos

YI
2

+
{
1− 5

4
cos

XAI

2
cos

YI
2

}
cosXAI cosYI + sinXAI sin

XAI

2
cosYI cos

YI
2

]
− 2g4Z

2
I cos

XAI

2
cos

YI
2
− g5rIZ3

I cos
XAI

2
cos

YI
2

+
4g6
A2

[(
rI +

A

2

)2(ZI+1 + ZI

2

)2
+
(
rI −

A

2

)2(ZI + ZI−1

2

)2]
+ 2g7Z

2
I

[
cosXAI

(
1− 2 cosYI

)
+ cos

XAI

2
cos

YI
2

]
(4.1.19)
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BXI

=
f2π
2

[
1

A2

{(
rI +

A

2

)2
−
(
rI −

A

2

)2}XI+1 −XI−1

2
− 2 sinXAI cosYI

]
+

1

2e2

[
1

A2

XI+1 −XI−1

2

{
− cos

(3XI+1 +XI−1

4

)
cos
(YI+1 + YI

2

)
+ cos

(XI+1 + 3XI−1

4

)
cos
(YI + YI−1

2

)}
− 1

4

{ 1

A2

(XI+1 −XI−1

2

)2
+
(XI+1 −XI

A

)2}
sin
(3XI+1 +XI−1

4

)
cos
(YI+1 + YI

2

)
− 1

4

{ 1

A2

(XI+1 −XI−1

2

)2
+
(XI −XI−1

A

)2}
sin
(XI+1 + 3XI−1

4

)
cos
(YI + YI−1

2

)
+
YI+1 − YI

A2

{
sin
(3XI+1 +XI−1

4

)
sin
(YI+1 + YI

2

)
− 1

2

XI+1 −XI−1

2
cos
(3XI+1 +XI−1

4

)
sin
(YI+1 + YI

2

)}
− YI − YI−1

A2

{
sin
(XI+1 + 3XI−1

4

)
sin
(YI + YI−1

2

)
+

1

2

XI+1 −XI−1

2
cos
(XI+1 + 3XI−1

4

)
sin
(YI + YI−1

2

)}
− 1

2r2I

{
2 sinXAI cosYI + sin 2XAI

(
3 sin2 YI − cos2 YI

)}]
− 2g1

[{ZI+1 + ZI

2
+
(
rI +

A

2

)ZI+1 − ZI

A

}{ 1

A

[
4 sin

(3XI+1 +XI−1

8

)
− XI+1 −XI−1

2
cos
(3XI+1 +XI−1

8

)]
cos
(YI+1 + YI

4

)
+
YI+1 − YI

A
sin
(3XI+1 +XI−1

8

)
sin
(YI+1 + YI

4

)}
−
{ZI + ZI−1

2
+
(
rI −

A

2

)ZI − ZI−1

A

}{ 1

A

[
4 sin

(XI+1 + 3XI−1

8

)
+
XI+1 −XI−1

2
cos
(XI+1 + 3XI−1

8

)]
cos
(YI + YI−1

4

)
− YI − YI−1

A
sin
(XI+1 + 3XI−1

8

)
sin
(YI + YI−1

4

)}
− 4

rI
ZI sinXAI cosYI

]
+ 4g2Z

2
I sinXAI cosYI

− 8g3
ZI

rI

[
3
(
cosXAI sin

XAI

2
+

1

2
sinXAI cos

XAI

2

)
sinYI sin

YI
2

+
1

2
sin

XAI

2
cos

YI
2

(
1− cosXAI cosYI

)
+
(
1− cos

XAI

2
cos

YI
2

)
sinXAI cosYI

]
+ 4g4Z

2
I sin

XAI

2
cos

YI
2

+ 2g5rIZ
3
I sin

XAI

2
cos

YI
2

+
4g6
A2

XI+1 −XI−1

2

[(
rI +

A

2

)2(ZI+1 + ZI

2

)2
−
(
rI −

A

2

)2(ZI + ZI−1

2

)2]
− 4g7Z

2
I

[
sinXAI

(1
2
− cosYI

)
+ sin

XAI

2
cos

YI
2

]
(4.1.20)
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AYI

=
f2π
2

[
1

3A2

{(
rI +

A

2

)2
+
(
rI −

A

2

)2}
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これらを用いて、I = 1, N でのXI , YI , ZI について与えられる境界条件の下で、上に述べた
操作 (4.1.7)、(4.1.12)を X2, Y2, Z2 から XN−1, YN−1, ZN−1 まで順に行い、この手続きを繰
り返し行うことで、最終的にエネルギーを最小化することができる*1。

*1 最小化する汎関数の形によっては、一度 local minimumにはまってしまうとそこから抜け出せず、本来の最小
値を与える点まで到達できないこともあるが、今の場合にはそのようなことは起こらないと思われる。
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4.1.2 結合定数の値

実際に数値計算を行う際には、理論に現れる種々のパラメータにそれぞれ値を与えておく必
要がある。SO(3)ソリトンの有効作用 (3.2.98)に現れる結合定数は fπ, e,mρ, g3ρ, g4ρ, ga(a =

1, ..., 7) であり、第 2 章 2.3 で述べたように、これらは全てホログラフィック QCD の持つ 2

つのパラメータMKK, κ にのみ依存するものであった。そのため、これらの結合定数のうちい
ずれか 2つについて実験値を再現するようMKK と κの値を定めれば、残りの結合定数の値は
自動的に与えられることとなる。例として、パイ中間子崩壊定数 fπ と ρ中間子質量 mρ の実
験値

fπ = 92.4MeV mρ = 776.0MeV (4.1.25)

を再現するように理論のパラメータを定めると、MKK と κの値は

MKK ≃ 948.0MeV κ ≃ 7.46× 10−3 (4.1.26)

となり、このとき残りの結合定数は

e ≃ 7.315 (4.1.27)

g3ρ = g5 ≃ 5.17 (4.1.28)

g4ρ ≃ 29.7 (4.1.29)

g1 = g3 ≃ 0.0341 (4.1.30)

g2 ≃ 0.180 (4.1.31)

g6 ≃ 0.070 (4.1.32)

g4 = g7 = 1 (4.1.33)

と与えられる [41]。以下の数値計算では結合定数に対して上の値を用いることとする。

4.1.3 SO(3)ソリトン解

4.1.1 に述べた方法を用いて、以下ではエネルギーを最小化する profile function の配位を
求める。解がバリオン数 B = 2の SO(3)ソリトンの境界条件 (3.1.2)、(3.1.9) を満たすよう、
I = 1, N での XI , YI , ZI に対して条件

X(1) = π X(N) = 0
Y (1) = π Y (N) = 0
Z(1) = 0 Z(N) = 0

(4.1.34)

を課し、この境界条件の下でエネルギーを最小化すると、図 4.1のようになる。ここで積分範
囲の上端 R (= rN、N 番目の座標)は 5 fmとし*2、また N = 151として、範囲 [0, R]を 150

*2 より大きく取っても結果に有意な差はないことがわかっている。
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図 4.1 エネルギーを最小化するバリオン数 B = 2 の SO(3) ソリトンの profile function

F (r), φ(r), G(r) の配位。ここで G(r)は見やすくするために符号を反転してスケールを変
えてある。

分割した各点 rI を座標に用いた。このことは以下に示すいずれの結果においても同様である。
また ρ中間子の profile function G(r)については、見やすくするために符号を反転してスケー
ルを変えてある。
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図 4.2 バリオン数 B = 2の SO(3)ソリトン解のエネルギー密度。ただしここではエネル
ギー密度そのものではなく、それに 4πr2 をかけたものをプロットしている。

この SO(3) ソリトン解について、エネルギー密度は図 4.2 のようになる。またエネルギー
密度 (3.3.6) は、南部-Goldstone ボソン部分 (chiral + Skyrme)、ρ 中間子部分 (ρ-kinetic +

ρ-mass + 3ρ + 4ρ)、そして NGボソンと ρ中間子の相互作用部分 (g1 ～ g7)という 3つの部
分に分解できるが、それらのエネルギー密度全体に対する各寄与の内訳を図 4.3に示す。ただ
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しこれらの図ではエネルギー密度 E(r)そのものではなく、それに 4πr2 をかけたものをプロッ
トしている*3。
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NG-boson Contribution
1795MeV (107.3%)

Total Energy Density 
1673MeV (100%)

Interaction Contribution
-241MeV (-14.4%)

Vector-meson Contribution
119MeV (7.1%)

図 4.3 エネルギー密度の各部分の寄与の内訳。ここではその積分値と、それが全エネル
ギーに対して占める割合も併記している。

このエネルギー密度を積分することで、カイラル極限での Hダイバリオンの質量を求めるこ
とができる。上で求めた SO(3)ソリトン解は static solitonであり、そのエネルギー密度の積
分によって与えられるエネルギーは静止質量に等しい。よってホログラフィック QCDにおけ
るカイラル極限での Hダイバリオンの静止質量は、バリオン数 B = 2の SO(3)ソリトン解の
静止質量として

MH ≡MSO(3)
B=2 ≃ 1673MeV (4.1.35)

と求まる。併せてここで、図 4.3に示したエネルギー密度の各部分の、全エネルギーに対する
寄与の内訳を以下の表にまとめておく。

エネルギー 割合 (%)

全エネルギー 1673MeV 100%

NGボソン部分 1795MeV 107.3%

ρ中間子部分 119MeV 7.1%

相互作用部分 -241MeV -14.4%

またこのとき、Hダイバリオンの半径を計算することもできる。上で得たエネルギー密度を

*3 エネルギー密度 E(r)そのものは原点付近での振る舞いがやや不安定であり、かつエネルギーの表式における被
積分関数は実際 E(r)ではなく 4πr2E(r)であるため、プロットする上で興味があるのはむしろ 4πr2E(r)の方
である。
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用いて SO(3)ソリトン解の平均二乗半径

⟨r2⟩ =
∫∞
0
drr2 · r2E(r)∫∞

0
drr2E(r)

(4.1.36)

を計算することができるが、これを Hダイバリオンの半径 rH の二乗と定義すると、ホログラ
フィック QCDにおける Hダイバリオンの半径は、カイラル極限で

rH ≡
√
⟨r2⟩ ≃ 0.413fm (4.1.37)

と与えられる。

4.2 ベクトル中間子の効果
ホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンについて幾つかの情報を得たので、種々の

比較を行うことでこの結果についてより詳しく調べていく。初めに以下ではホログラフィック
QCDでの Hダイバリオンの記述を、同じくソリトン描像を用いた Skyrme模型による Hダイ
バリオンの記述と比較する。
ホログラフィック QCD と Skyrme 模型との最大の違いは、ベクトル中間子の有無である。

第 2 章でも述べたようにホログラフィック QCD は、パイ中間子の自由度のみで記述された
Skyrme模型にベクトル中間子の自由度を加えることで Skyrme模型を拡張した模型とみなす
ことができる。そのためホログラフィック QCDでの結果を Skyrme模型での結果と比較する
ことにより、ホログラフィック QCDにおいてベクトル中間子がどのような働きをしているの
かを明らかにすることができる。ベクトル中間子の有無がバリオンの記述にどう影響するかを
以下に見ていこう。
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図 4.4 ρ 中間子の有無による chiral profile function F (r), φ(r) の差異。Skyrme 模型で
の profileは破線で、ホログラフィック QCDでの profileは実線でそれぞれ描かれており、
ベクトル中間子の存在によって破線から実線へと変化する。
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ρ 中間子の有無による chiral profile function F (r), φ(r) の違いは図 4.4 のようになる。こ
れらの図から、chiral profile functionはベクトル中間子の有無によってあまり変化せず、ベク
トル中間子の存在によってほんの少しだけ形がしぼむことが見て取れる。
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図 4.5 ρ 中間子の有無によるエネルギー密度の差異。Skyrme 模型での profile は破線で、
ホログラフィック QCDでの profileは実線でそれぞれ描かれており、ベクトル中間子の存
在によって破線から実線へと変化する。またそれぞれのエネルギー密度から計算される H

ダイバリオンの質量と半径も併記した。

またベクトル中間子の有無によるエネルギー密度の差異を図 4.5に示す。これについてもま
た ρ中間子の存在による変化はほとんどなく、僅かに形がしぼむ程度である。しかしながら両
者のエネルギーを比較してみると、ベクトル中間子の存在によって H ダイバリオンの質量が
100MeV程度減少していることがわかる。ここで図 4.3でのエネルギーの内訳についても併せ
て考えると、この質量の減少は Hダイバリオン内部での NGボソンとベクトル中間子の相互作
用によって生じているものと考えることができる。またエネルギー密度がしぼんだ結果、半径
についてもわずかに小さくなることがわかる。

4.3 バリオンとの比較
次に、ホログラフィック QCDでの Hダイバリオンを、同じくホログラフィック QCDにお

いて解析されたバリオンの結果と比較する。ホログラフィック QCDでのバリオンについては
先行の研究によって既に調べられており [41, 42]、これらの結果を用いて Hダイバリオンとバ
リオンとをホログラフィック QCDの枠組みにおいて比較することができる。ホログラフィッ
ク QCDでのバリオンについての幾つかの先行研究のうち本研究と同様の枠組みを用いている
のは、2.3節の記述の元となった文献 [41]での研究であり、ここでは文献 [41]の結果を本研究
での結果と比較することにより Hダイバリオンとバリオンとの比較を行うこととする。そのた
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めにまず文献 [41]の結果を以下に示そう。
2.3節に述べた通り、文献 [41]において、ホログラフィックQCDでのバリオンはバリオン数

B = 1 の SU(2) ヘッジホッグ解によって記述された。そして本研究と同様にホログラフィッ
ク QCDから SU(2)ソリトンに対する有効作用を導出し、それを数値的に解くことでバリオン
の質量や半径が計算された。以下にその結果を示す際、文献 [41]で行った数値計算を繰り返す
ことは当然可能であるが、一方で我々はこれまで手に入れた道具を用いてそれを行う簡便法を
知っている。すなわち前章 3.4節において述べた SO(3)ソリトンと SU(2)ソリトンそれぞれ
の作用の間に成り立つ関係式 (3.4.1)を用いることで、上で行った SO(3)ソリトン解に対する
数値解析と同様の計算により文献 [41]での SU(2)ソリトン解に対する結果を再現することが
できるのである。この簡便法についてもう少し具体的に述べておく。まず関係式 (3.4.1)から、
エネルギー密度についてもまた同様の関係式

ẼSU(2)

(
F̃ (r), G̃(r)

)
=

1

4
ESO(3)

(
F (r) = 2F̃ (r), φ(r) = 0, G(r) = 2G̃(r)

)
(4.3.1)

が成り立つ。これにより、4.1.1で述べた SO(3)ソリトンに対する数値的手法において YI ≡ 0

とし、初期条件を 2倍にしてエネルギーを最小化する profile functionの配位を求め、得られ
た結果 {XI , ZI , EI}に対し

X̃I ≡
XI

2
Z̃I ≡

ZI

2
ẼI ≡

EI
4

(4.3.2)

とすることで、SU(2) ソリトン解の配位とエネルギー密度 {X̃I , Z̃I , ẼI} を求めることができ
る。この手続きによって実際に求めた SU(2)ソリトン解についての結果を図 4.6、図 4.7に示
す。またこの解から計算される B = 1ヘッジホッグバリオンのカイラル極限での質量と半径は

F(r)

−G(r)/κ1/2 [fm-1]

r [fm]
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図 4.6 エネルギーを最小化するバリオン数
B = 1 SU(2) ソリトンの profile function

F (r), G(r) の配位。ここで G(r) は先と同様
に符号を反転してスケールを変えてある。

4π
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図 4.7 SU(2) ソリトン解のエネルギー密度
の各部分の寄与の内訳。ここではその積分値
と、それが全エネルギーに対して占める割合
も併記している。
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M
SU(2)
B=1 ≃ 836.7MeV

√
⟨r2⟩ ≃ 0.362fm (4.3.3)

となる*4。
この結果を 4.1.3で得た Hダイバリオンについての結果と比較しよう。まず半径について、

(4.1.37)、(4.3.3) 式を比較すると、H ダイバリオンは B = 1 ヘッジホッグバリオンよりも半
径が大きいことがわかる。3つのクォークからなるバリオンに対し、Hダイバリオンは 6つの
クォークからなるので、これは自然な結果であろう。
次に質量について比較する。これはカイラル極限での Hダイバリオンの安定性を議論する上

で重要である。(4.1.35)、(4.3.3)式より、Hダイバリオンの質量と B = 1ヘッジホッグバリオ
ン質量については

MH ≃ 2.00M
SU(2)
B=1 (4.3.4)

なる関係があることがわかる。すなわちホログラフィック QCDにおいて、カイラル極限での
H ダイバリオンの質量は SU(2) ヘッジホッグバリオン質量のほぼ 2 倍である。またこの結果
は、カイラル極限での Hダイバリオンの質量が 2核子質量よりも小さいことを示唆している。
というのも、ホログラフィックQCDにおける核子は、同じくヘッジホッグ解を用いた Skyrme

模型での核子の記述と同様に、集団座標量子化によりヘッジホッグ配位を回転させて得られる
はずである。よってその質量は、ヘッジホッグ配位の慣性モーメント J を用いて、ヘッジホッ
グ質量に回転エネルギーを加えたもの

MN =M
SU(2)
B=1 +

I(I + 1)

2J
(I = 1/2) (4.3.5)

として与えられ、これはヘッジホッグ質量よりも大きく、そのため上の関係 (4.3.4)から

MH < 2MN (4.3.6)

が成り立つと考えられるからである。よって以上の考察から、カイラル極限での Hダイバリオ
ンは強い相互作用に対して安定な束縛状態である、というのが本研究の主張するところである。
念のため上での言葉遣いについて幾つか注意しておく。まずここではカイラル極限に限って

話をしているので、上でいう「核子」とはバリオン 8重項の総称である。カイラル極限、ある
いはより一般に SU(3)フレーバー対称な場合には、バリオン 8重項の中での質量差がなくなる
ため、核子 N も Λも Σ、Ξも皆同じ質量を持つ。すなわち Hダイバリオン質量と ΛΛの閾値
とをカイラル極限で比較する際には、Hダイバリオンの質量と 2核子質量、すなわち 2倍のバ
リオン 8重項質量との比較を行うことになる。またこの事情は当然バリオン 10重項について

*4 ここでの値は上の解析を行った原論文 [41] での値とほんの少しずれているが、このずれは主に数値計算の際に
用いた R や A などの違いによって生じる計算上の誤差である。H ダイバリオンとの比較を行う際には、原論
文 [41] での値よりもむしろ本研究での H ダイバリオンと全く同じパラメータ設定の下で計算された値 (4.3.3)

を用いるべきであり、本節ではそのようにして比較を行う。
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も同様であり、カイラル極限において ∆、Σ∗、Ξ∗、Ωらはそれぞれ同じ質量

M10 =M
SU(2)
B=1 +

I(I + 1)

2J
(I = 3/2) (4.3.7)

を持つ。
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第 5章

結論と展望

本研究では、一般のクォーク質量領域における H ダイバリオンについての研究として、中
でも格子 QCD による数値解析が適用できない領域の一つであるカイラル極限 (mu = md =

ms = 0)での Hダイバリオンを対象に、QCDの非摂動領域に対する解析的な手法であるホロ
グラフィック QCDを用いて解析を行った。
まず、ホログラフィック QCDから導かれる中間子の有効理論に基づいて Hダイバリオンの

有効理論を構築するために、Skyrme模型における Hダイバリオンの記述にならって、カイラ
ル場とベクトル中間子場に対して SO(3) ヘッジホッグ解を採用し、その解に対する有効作用
(3.2.98)を具体的な計算によって導出した。また併せて、ここで導出した SO(3)ヘッジホッグ
解に対する有効作用と、バリオン数 B = 1のバリオンを記述する SU(2)ヘッジホッグに対す
る有効作用との間に成り立つ関係式 (3.4.1)を示し、SO(3)ソリトンの枠組みを用いて SU(2)

ソリトン解についての解析を行うことが可能であることを明らかにした。
そして、導出したホログラフィック QCDにおける Hダイバリオンの有効作用に基づいて数

値解析を行い、カイラル極限での Hダイバリオンの性質をホログラフィック QCDの枠組みに
おいて調べた。そこではまず数値計算でヘッジホッグ解を求めるための枠組みを構築し、それ
を用いて Hダイバリオンを記述するソリトン解を数値的に求めた。そしてそのソリトン解のエ
ネルギー密度関数をプロットし、そこからカイラル極限における Hダイバリオンの質量と半径
を数値的に計算した。
またホログラフィック QCDにおけるカイラル極限での Hダイバリオンの持つ諸性質を調べ

るために、この数値的結果を用いて他の結果との比較を行った。一つは Skyrme模型における
解析結果との比較である。ホログラフィック QCDから導かれる中間子の有効理論は Skyrme

模型にベクトル中間子の寄与を加えたものとなっているため、この比較からベクトル中間子の
存在が Hダイバリオンにどう影響しているかを調べることができる。その比較の結果、ベクト
ル中間子の存在によって Hダイバリオンはほんの少ししぼみ、またその質量も 100MeV程度
減少することが明らかとなった。各中間子のエネルギーに対する寄与の分析から、この質量の
減少は Hダイバリオン内部での擬スカラー中間子とベクトル中間子との相互作用により生じて
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いることが判明した。
そして最後に、ホログラフィック QCDにおいて SU(2)ヘッジホッグ解を用いて解析された

バリオンに関する結果との比較を行った。これはカイラル極限における Hダイバリオンの存在
性を検証する上で重要な考察であるが、その比較から、ホログラフィック QCDにおいては、H
ダイバリオンの質量はバリオン数 B = 1の SU(2)ヘッジホッグバリオン質量のほぼ 2倍であ
ることを数値的に示した。なおソリトン描像におけるヘッジホッグ解に関して、カイラル極限
におけるバリオン 8重項の質量はそのヘッジホッグ質量に回転エネルギーを加えたものである
ため、バリオン 8重項の質量はヘッジホッグバリオン質量よりも大きくなる。よってここで得
た結果は、カイラル極限において、Hダイバリオンの質量がバリオン 8重項の質量の 2倍より
も小さくなることを示唆するものと考えられる。この考察から、本研究においてはカイラル極
限での Hダイバリオンは強い相互作用に対して安定な束縛状態であることを結論した。
今後の展望ついて幾つか述べる。まず本研究においては少なくとも 2つの課題が残されてい

る。一つは、SO(3)ソリトン作用と SU(2)ソリトン作用との間に成り立つ関係式 (3.4.1)に対
し、より上流の理論から演繹的な証明を与えることである。これらのソリトン作用はいずれも
同じ中間子有効作用にその起源を持っており、この観点から、そのソリトン作用の間には各々
のヘッジホッグ解の違いを反映した何らかの関係式が存在すると考えるのは自然なことであ
る。実際その関係式自体は本研究において作用の具体的な比較により発見的に示された。しか
しながらこれは中間子有効作用に対して用いたヘッジホッグ解の差異に基づいて演繹的に証明
されたわけではないため、そのような証明が待たれる。
またもう一つの課題は、H ダイバリオン質量と SU(2) ヘッジホッグバリオン質量との間に

成り立つ関係MH ≃ 2M
SU(2)
B=1 の起源の理論的説明である。質量に関するこの関係は本研究に

おいて数値的に発見されたが、これを偶然と見るには少し数値の精度が良すぎるため、何らか
の理論的な説明が与えられる可能性を視野に入れるべきであると考える。SO(3) ソリトンと
SU(2)ソリトンとの作用間の関係式ともあるいは関係があるかもしれない。
本研究に直接基づいた今後の研究の可能性としては、例えばここでの枠組みにクォーク質量

を導入することが考えられる。ただしここでいうクォーク質量の導入とは、massiveクォーク
を含む QCD の holographic dual を用いるというよりも、むしろカイラル有効理論における
クォーク質量項を現象論的に導入するということである。また全てのクォークが質量を持つよ
うな領域の計算には格子 QCD を用いた第一原理計算を行えばよいので、ホログラフィック
QCDを用いた計算が有用なのは、とりわけ sクォークにのみ質量を導入して u, dクォークに
ついては依然 masslessとするような領域を対象とした場合などである。
また本研究での H ダイバリオンの安定性に関する結論をより正確に述べるための研究とし

て、ホログラフィック QCDにおいて SU(2)ヘッジホッグ解を用いたバリオン 8重項の研究が
ある。従来のソリトン描像を用いた解析と同様、ホログラフィック QCDにおいても、バリオ
ン 8重項はヘッジホッグ解を集団座標量子化することで与えられると考えられる。この量子化
によってバリオン 8重項は回転エネルギーを獲得し、ヘッジホッグバリオンよりも重くなる。
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その考えに基づき本研究ではカイラル極限における Hダイバリオンの安定性を議論したが、こ
のことは実のところ自明ではない。というのも、ここではラージ Nc 極限を考えており、かつ
Skyrme模型での結果から類推されるこの場合のソリトンの回転エネルギーはラージ Nc の高
次項であるため、本研究の枠組みにおいてバリオン 8重項の質量はヘッジホッグバリオン質量
とほとんど差がない可能性も考えられるからである。そのため、本研究での結論をより正確に
述べようとした場合には、やはり同じ枠組みにおけるバリオン 8重項の研究が必要であると考
える。
以上が本研究のまとめ及び今後の展望である。本研究で用いたホログラフィック QCD は、

QCDと等価な Dブレーン系を用いる点で QCDに基づくものであり、その非摂動領域に対す
る強力な解析的アプローチを与えるものと考えられる。これは一般のクォーク質量領域におけ
るハドロンの性質を調べる上で、同じく QCDに直接基づく格子 QCDを用いた数値的手法と
相補的な関係にある。すなわち、クォーク質量がいずれも 0 でない領域では格子 QCD によ
る解析を行い、一方 massless クォークを含む領域においては格子 QCD の代わりにホログラ
フィック QCDを用いた解析を行うことで、格子 QCDの弱点を補うことができる。QCDに
基づくこれらの手法を相補的に用いることで、一般のクォーク質量領域におけるハドロンの性
質、ひいてはハドロン物理学に対する理解がより深まるものと期待される。
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補遺

補遺 A 記法
4次元Minkowski計量

ηµν = ηµν = diag(−,+,+,+) (A.1)

添字
• ラテン文字 i, j, k, l, m, n, ... → 1, 2, 3

• ギリシャ文字 µ, ν, ρ, σ, ... → 0, 1, 2, 3

ゲージ場
ゲージ場 AM は常にエルミートに取る。
特に SU(3)ゲージ場に対しては、

Aµ = Aa
µT

a T a =
λa
2

tr(T aT b) =
1

2
δab (A.2)

ただし λa (a = 1, ..., 8)は Gell-Mann行列 (1.1.2)。

γ 行列
エルミートに取る。

[γµ, γν ] = −2ηµν14 (A.3)
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補遺 B Skyrme模型における SO(3)ヘッジホッグ解の作用
ここでは Skyrme 模型を用いた H ダイバリオンの解析 [16, 17] において用いられる SO(3)

ヘッジホッグ解の作用の導出を行う。ここでの計算は本研究における計算の基礎となるもので
ある。
Skyrme模型の作用は

SSkyrme =

∫
d4x

{
−f

2
π

4
tr(LµL

µ) +
1

32e2
tr[Lµ, Lν ]

2

} (
Lµ ≡

1

i
U†∂µU

)
(B.1)

であり、Lµ を用いて表された。この下でカイラル場に対し SO(3)ヘッジホッグ解

U(x) = ei{(Λ·x̂)F (r)+((Λ·x̂)2−2/3)φ(r)} (B.2)

を用いてHダイバリオンを記述する。そのときヘッジホッグ解に対する作用は profile function

F (r), φ(r) によって表される。以下ではこれを導出するが、そのためにまず SO(3)ヘッジホッ
グ解に対する Lµ の表式を求める。

B.1 Lµ の計算

Lµ についての計算を始める前に、カイラル場に対する SO(3) ヘッジホッグ解が

U(x) = f0(r) + f1(r)(Λ · x̂) + f2(r)(Λ · x̂)2 (B.3)

f0(r) = e−i 2
3φ(r) (B.4)

f1(r) = iei
1
3φ(r) sinF (r) (B.5)

f2(r) = ei
1
3φ(r) cosF (r)− e−i 2

3φ(r) (B.6)

の形に表せることを注意しておく。以下ではもっぱらこの表式を用いて計算を進めていく。先
に計算の方針を述べておくと、SO(3)ソリトンに対して 3 × 3行列となる Lµ について、多少
力ずくではあるが、その行列成分の表式を計算する。（ここで求めた Lµ は最終的に作用におい
てトレースの中に現れるため、何らかの trace technologyを開発しておくことでよりスマート
に計算を行えるかもしれない。）
上の static soliton解に対し、Lµ の時間成分は

L0 =
1

i
U†∂0U = 0 (B.7)

であるので、ここでは空間成分 Li のみを計算すれば良い。上の (B.3)式を代入すると、

Li =
1

i
U†∂iU (B.8)

=
1

i

(
f∗0 + f∗1 (Λ · x̂) + f∗2 (Λ · x̂)2

)
∂i
(
f0 + f1(Λ · x̂) + f2(Λ · x̂)2

)
(B.9)
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となるが、ここで ∂iU は

δ̂ij ≡ δij − x̂ix̂j (B.10)

を用いて

∂iU = ∂if0 + ∂if1(Λ · x̂) + ∂if2(Λ · x̂)2

+ f1
1

r
δ̂ijΛj + f2

1

r
δ̂ij{Λj(Λ · x̂) + (Λ · x̂)Λj} (B.11)

と表せるので、Li は

iLi = f∗0 ∂if0

+ (Λ · x̂)(f∗0 ∂if1 + f∗1 ∂if0 + f∗1 ∂if2 + f∗2 ∂if1)

+ (Λ · x̂)2(f∗0 ∂if2 + f∗2 ∂if0 + f∗1 ∂if1 + f∗2 ∂if2)

+ Λj · δ̂ij
1

r
f∗0 f1

+ Λj(Λ · x̂) · δ̂ij
1

r
f∗0 f2

+ (Λ · x̂)Λj · δ̂ij
1

r
(f∗0 f2 + |f1|2 + |f2|2)

+ (Λ · x̂)Λj(Λ · x̂) · δ̂ij
1

r
f∗1 f2

+ (Λ · x̂)2Λj · δ̂ij
1

r
(f∗1 f2 + f∗2 f1)

+ (Λ · x̂)2Λj(Λ · x̂) · δ̂ij
1

r
|f2|2 (B.12)

と書かれる。これを行列表示する。
今考えている Λi は so(3)の生成子であるため、その 3× 3行列の成分は

(Λi)mn = −iεimn (i,m, n = 1, 2, 3) (B.13)

と表される。これらの積もまた成分で表すと

(ΛiΛj)mn = δijδmn − δinδjm (B.14)

(ΛiΛjΛk)mn = −i(δijεkmn − δjmεkin)
= −i(δjkεimn − δjnεkim)

= − i
2
(δijεkmn + δjkεimn + δjmεnik + δjnεmik) (B.15)
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であり、これらを用いて (B.12) 式に現れる各行列の成分表示は

(Λ · x̂)mn = −iεjmnx̂
j (B.16)

(Λ · x̂)2mn = δ̂mn (B.17)

(Λj)mnδ̂
ij = −iεjmnδ̂

ij (B.18)

[Λj(Λ · x̂)]mnδ̂
ij = −x̂mδ̂in (B.19)

[(Λ · x̂)Λj ]mnδ̂
ij = −x̂nδ̂im (B.20)

[(Λ · x̂)Λj(Λ · x̂)]mnδ̂
ij = 0 (B.21)

[(Λ · x̂)2Λj ]mnδ̂
ij = −i(δ̂ijεjmn + εnkix̂

kx̂m)

= − i
2
(δ̂ijεjmn + εnkix̂

kx̂m + εmkix̂
kx̂n) (B.22)

[(Λ · x̂)2Λj(Λ · x̂)]mnδ̂
ij = [(Λ · x̂) · (Λ · x̂)Λj(Λ · x̂)]mnδ̂

ij = 0 (B.23)

となる。ただしここで

x̂j δ̂ij = 0 (B.24)

を用いた。これらの成分表示と、f0, f1, f2 の間の関係式

f0f
∗
1 + f∗0 f1 + f1f

∗
2 + f∗1 f2 = 0 (B.25)

|f1|2 + |f2|2 + f0f
∗
2 + f∗0 f2 = 0 (B.26)

及び

f∗0 ∂if0 = −i2
3
φ′x̂i (B.27)

f∗0 ∂if1 + f∗1 ∂if0 + f∗1 ∂if2 + f∗2 ∂if1 = iF ′x̂i (B.28)

f∗0 ∂if2 + f∗2 ∂if0 + f∗1 ∂if1 + f∗2 ∂if2 = iφ′x̂i (B.29)

を用いると、Li の行列成分は

(Li)mn = x̂i
(
−δmn 2

3
φ′ + δ̂mnφ′ − iεjmnx̂

jF ′
)

− i

r
(δ̂imx̂nf0f

∗
2 − δ̂inx̂mf∗0 f2)

− 1

r
(εijmx̂

j x̂nf0f
∗
1 + εijnx̂

j x̂mf∗0 f1) (B.30)

と表される。ここで後の計算のために、行列 LiLj の成分表示についても計算しておこう。
(Li)mn の積をとって愚直に計算すると、
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(LiLj)mn = x̂ix̂j
[
δmn 4

9
φ′2 + δ̂mn

(
F ′2 − 1

3
φ′2
)
− iεmnkx̂

k 2

3
F ′φ′

]
+
x̂i

r

[
−iδ̂jmx̂n

(
F ′f0f

∗
1 +

1

3
φ′f0f

∗
2

)
− iδ̂jnx̂m 2

3
φ′f∗0 f2

− εjkmx̂kx̂n
(
F ′f0f

∗
2 +

1

3
φ′f0f

∗
1

)
+ εjknx̂

kx̂m
2

3
φ′f∗0 f1

]
+
x̂j

r

[
iδ̂inx̂m

(
F ′f∗0 f1 +

1

3
φ′f∗0 f2

)
+ iδ̂imx̂n

2

3
φ′f0f

∗
2

− εiknx̂kx̂m
(
F ′f∗0 f2 +

1

3
φ′f∗0 f1

)
+ εikmx̂

kx̂n
2

3
φ′f0f

∗
1

]
+

i

r2

[
δ̂imεjknx̂

kf1f
∗
2 − δ̂jnεikmx̂kf∗1 f2 − εijkx̂kx̂mx̂n(f1f∗2 + f∗1 f2)

]
+

1

r2

[
δ̂imδ̂jn|f2|2 + εikmεjlnx̂

kx̂l|f1|2 + δ̂ij x̂mx̂n(|f1|2 + |f2|2)
]

(B.31)

という表式を得る。ここで (B.24) 式と

δ̂mpδ̂pn = δ̂mn εkmpεlnpx̂
kx̂l = δ̂mn δ̂mpεpnkx̂

k = εmnkx̂
k (B.32)

などを用いた。
上の (B.31) 式から導かれる (LiLj)mn についての性質を以下にまとめておく。まず、Li の
エルミート性から

(LiLj)mn = (LjLi)
∗
nm (B.33)

が成立する。また (LiLj)mn を

(LiLj)mn = (LiLj)
(1)
mn + (LiLj)

(2)
mn + (LiLj)

(3)
mn + (LiLj)

(4)
mn + (LiLj)

(5)
mn (B.34)

(LiLj)
(1)
mn = x̂ix̂j

[
δmn 4

9
φ′2 + δ̂mn

(
F ′2 − 1

3
φ′2
)
− iεmnkx̂

k 2

3
F ′φ′

]
(B.35)

(LiLj)
(2)
mn =

x̂i

r

[
−iδ̂jmx̂n

(
F ′f0f

∗
1 +

1

3
φ′f0f

∗
2

)
− iδ̂jnx̂m 2

3
φ′f∗0 f2

− εjkmx̂kx̂n
(
F ′f0f

∗
2 +

1

3
φ′f0f

∗
1

)
+ εjknx̂

kx̂m
2

3
φ′f∗0 f1

]
(B.36)

(LiLj)
(3)
mn =

x̂j

r

[
iδ̂inx̂m

(
F ′f∗0 f1 +

1

3
φ′f∗0 f2

)
+ iδ̂imx̂n

2

3
φ′f0f

∗
2

− εiknx̂kx̂m
(
F ′f∗0 f2 +

1

3
φ′f∗0 f1

)
+ εikmx̂

kx̂n
2

3
φ′f0f

∗
1

]
(B.37)

(LiLj)
(4)
mn =

i

r2

[
δ̂imεjknx̂

kf1f
∗
2 − δ̂jnεikmx̂kf∗1 f2 − εijkx̂kx̂mx̂n(f1f∗2 + f∗1 f2)

]
(B.38)

(LiLj)
(5)
mn =

1

r2

[
δ̂imδ̂jn|f2|2 + εikmεjlnx̂

kx̂l|f1|2 + δ̂ij x̂mx̂n(|f1|2 + |f2|2)
]

(B.39)
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と分けて書くと、(B.33) 式より各項について

(LiLj)
(2)
mn = (LjLi)

(3)∗
nm (B.40)

(LiLj)
(a)
mn = (LjLi)

(a)∗
nm (a = 1, 4, 5) (B.41)

(LiLj)
(5)
mn = (LiLj)

(5)∗
mn (B.42)

(LiLi)
(a)
mn = 0 (a = 2, 3; iについて和) (B.43)

が成り立つ。またトレース計算の上で有用な式として

tr
[
(LiLj)

(a)(LiLj)
(b)
]
= (LiLj)

(a)
mn(LiLj)

(b)
nm = 0 (a ̸= b) (B.44)

tr
[
(LiLj)

(3)(LiLj)
(3)
]
= tr

[
(LiLj)

(2)(LiLj)
(2)
]∗

(∵ (B.40)式) (B.45)

が成立する。
以上の結果を用いて SO(3)ヘッジホッグ解に対する Skyrme作用を計算する。

B.2 chiral term

まず、作用 (B.1) の chiral term (第 1 項) について計算する。Static soliton に対しては
L0 = 0より

−f
2
π

4

∫
d4x tr(LµL

µ) = −f
2
π

4

∫
d4x tr(LiLi) (B.46)

ここで、前に計算した Li の積 (B.31) 式の結果を用いると、

tr(LiLi) = (LiLi)mm = (LiLi)
(1)
mm + (LiLi)

(5)
mm (B.47)

(LiLi)
(1)
mm = 2F ′2 +

2

3
φ′2 (B.48)

(LiLi)
(5)
mm =

4

r2
(|f1|2 + |f2|2) (B.49)

また (B.26) 式から

|f1|2 + |f2|2 = −(f0f∗2 + f∗0 f2)

= 2(1− cosF cosφ) (B.50)

より、chiral termは

−f
2
π

4

∫
d4x tr(LµLµ) = −

f2π
4

∫
d4x
[
2F ′2 +

2

3
φ′2 +

8

r2
(1− cosF cosφ)

]
(B.51)

と表される。
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B.3 Skyrme term

作用 (B.1)の Skyrme term (第 2項)は、static solitonに対して

1

32e2

∫
d4x tr[Lµ, Lν ]

2 =
1

32e2

∫
d4x tr[Li, Lj ]

2 (∵ L0 = 0) (B.52)

ここで積分の中のトレースは

tr[Li, Lj ]
2 = 2 tr(LiLjLiLj)− 2 tr(LiLiLjLj) (B.53)

と表される。以下それぞれ計算する。
第 1項のトレースは (B.34) 式より

tr(LiLjLiLj) = (LiLj)mn(LiLj)nm

=
5∑

a=1

(LiLj)
(a)
mn(LiLj)

(a)
nm +

5∑
a,b=1
a̸=b

(LiLj)
(a)
mn(LiLj)

(b)
nm (B.54)

と表されるが、ここでの第 2項は前に述べた有用な関係式 (B.44) 式によって 0になる。残る
第 1項の各項は (B.31) 式から計算すると

(LiLj)
(1)
mn(LiLj)

(1)
nm = 2F ′4 +

2

9
φ′4 +

4

3
F ′2φ′2 (B.55)

(LiLj)
(2)
mn(LiLj)

(2)
nm = (LiLj)

(3)
mn(LiLj)

(3)
nm (∵ (B.45 式))

= − 2

r2

{4
9
φ′2(|f1|2 + |f2|2) +

4

3
F ′φ′(f1f

∗
2 + f∗1 f2)

}
(B.56)

(LiLj)
(4)
mn(LiLj)

(4)
nm = − 4

r4
{
(f1f

∗
2 )

2 + (f∗1 f2)
2
}

(B.57)

(LiLj)
(5)
mn(LiLj)

(5)
nm =

4

r4
(
|f1|4 + |f2|4

)
(B.58)

第 2項のトレースも

(LiLi)mn = (LiLi)
(1)
mn + (LiLi)

(4)
mn + (LiLi)

(5)
mn (B.59)

を用いて

tr(LiLiLjLj) =
∑

a,b=1,4,5

(LiLi)
(a)
mn(LjLj)

(b)
nm (B.60)

となり、和に現れる各項は (B.31) 式より
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(LiLi)
(1)
mn(LjLj)

(1)
nm = (LiLj)

(1)
mn(LiLj)

(1)
nm (B.61)

(LiLi)
(4)
mn(LjLj)

(4)
nm =

2

r4
(
f1f

∗
2 + f∗1 f2

)2
(B.62)

(LiLi)
(5)
mn(LjLj)

(5)
nm =

6

r4
(
|f1|2 + |f2|2

)2
(B.63)

(LiLi)
(1)
mn(LjLj)

(4)
nm =

4

3r2
F ′φ′(f1f∗2 + f∗1 f2

)
(B.64)

(LiLi)
(1)
mn(LjLj)

(5)
nm =

2

r2

(
F ′2 +

5

9
φ′2
)(
|f1|2 + |f2|2

)
(B.65)

(LiLi)
(4)
mn(LjLj)

(5)
nm = 0 (B.66)

と求まる。
以上の結果から、トレース (B.53) 式は

tr[Li, Lj ]
2 =− 8

r2
{
(F ′2 + φ′2)(|f1|2 + |f2|2) + 2F ′φ′(f1f

∗
2 + f∗1 f2)

}
− 4

r4
{
(|f1|2 + |f2|2)2 + 3(f1f

∗
2 + f∗1 f2)

2
}

(B.67)

となり、

|f1|2 + |f2|2 = 2(1− cosF cosφ) (B.68)

f1f
∗
2 + f∗1 f2 = 2 sinF sinφ (B.69)

を用いて Skyrme termは

1

32e2

∫
d4x tr[Lµ, Lν ]

2

= − 1

32e2

∫
d4x

16

r2

[
(F ′2 + φ′2)(1− cosF cosφ) + 2F ′φ′ sinF sinφ

+
1

r2
{
(1− cosF cosφ)2 + 3 sin2 F sin2 φ

}]
(B.70)

と表される。

B.4 SO(3)ヘッジホッグ解に対する Skyrme作用

以上より、SO(3)ヘッジホッグ解に対する Skyrme作用は

SSO(3) = −
∫
d4x

{
f2π
4

[
2F ′2 +

2

3
φ′2 +

8

r2
(1− cosF cosφ)

]
+

1

32e2
16

r2

[
(F ′2 + φ′2)(1− cosF cosφ) + 2F ′φ′ sinF sinφ

+
1

r2
{
(1− cosF cosφ)2 + 3 sin2 F sin2 φ

}]}
(B.71)

と与えられる。
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