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概 要

AdS/CFT対応はMaldacenaによって提唱されて以来、強結合領域におけるゲージ理論の

解明に役立っている。近年になり、Semenoff-Zaremboが AdS/CFT対応の文脈で Schwinger

効果を議論し、興味深い結果を得た [14]。本稿では、この論文を読む上で必要となる基礎的事

項から解説し、クォーク対生成、モノポール対生成、ダイオン対生成をAdS/CFT対応に基づ

いて解析した論文 [14, 15]のレビューを行う。1
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1 はじめに

量子電磁気学における非摂動論的な現象として、外電場中における電子・陽電子の対生成（Schwinger

効果）が知られている [1]。電子・陽電子の対生成が起きる単位体積・単位時間当たりの確率は、

外場が定電場Eのとき

P ≃ 1

(2π)3

(
eE

~c

)2

exp

(
−πm

2c3

~eE

)
(1.1)

と表されるので、対生成が起きる電場のスケールは

ESchw =
m2c3

e~
(1.2)

≃ 1.3× 1018 [V/m] (1.3)

である。eは電荷、mは電子の質量、cは光速度、~はPlanck定数（を 2πで割ったもの）である。

第 1章のみ、自然単位系を用いない。ESchwは原子のイオン化が起きるスケール

Eion =
m2e5

(4πε0)3~4
(1.4)
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≃ 5.2× 1011 [V/m] (1.5)

に比べて極めて大きく、実験室で作られる電場では、ほとんど電子・陽電子の対生成は起きない。

よって、現在のところ、Schwinger効果は実験では確認されていない。しかし、DESYの XFEL

計画やヨーロッパの ELI計画で、ESchwの 1/10 ∼ 1/100程度の強さの電場を作ることが決まって

おり、Schwinger効果の観測が期待されている [12]。

本稿では、AdS/CFT対応に基づいて Schwinger効果2を議論する。その動機は主に二つある。

一つ目は、電場の振る舞いである。通常の U(1)ゲージ理論では電場に上限値は知られていない。

一方、弦理論では電場に上限が存在する。弦理論での電場の上限は次のようにして分かる。

弦理論には、Dp-ブレーンという p次元空間に広がった高次元物体が存在する。D-ブレーン上に

はゲージ場が存在し、開弦の端点がゲージ場にとっての荷電粒子に対応する。開弦は向きを持っ

ており、それぞれの端点は逆符号の電荷を持っている。場の量子論の真空と同じように、真空は、

D-ブレーン上で開弦の生成と消滅が繰り返している状態と考えられる。D-ブレーン上に外電場を

印加していくと、開弦の端は逆符号の電荷を持っているので、逆方向に引っ張られる。開弦が電

場によって得るエネルギーが開弦の張力より大きくなると、開弦は不安定な状態となり、分裂し

てしまう。開弦の張力よりも大きい電場では、開弦が分裂する方が安定なので、弦理論には電場

の上限値が存在する [17, 18]。

よって、AdS/CFT対応の文脈で双対な関係にあるゲージ理論と弦理論において一見矛盾して

いるように見える。逆にAdS/CFT対応が正しいとすれば、強結合領域におけるラージN ゲージ

理論における新しい側面を示唆しており、興味深い。

二つ目は、弦理論の描像を用いるとモノポールやダイオンへの拡張が容易な点である。AdS/CFT

対応に基づいた見方では、クォーク・反クォークの対生成は、背景場としてゼロでないNS-NS場

B2 がある場合のプローブD3-ブレーン上に端を持つ開弦（F-string）を用いて記述できる（第 5.1

節）。SL(2,Z)対称性を考えると、モノポール・反モノポールの対生成は背景場としてゼロでない

R-R場C2 がある場合のプローブD3-ブレーン上に端を持つD1-ブレーン（D-string）を考えれば

よい（第 5.2節）。

本稿の構成について説明する。まず、第 2章では量子電磁気学における電子・陽電子の対生成に

ついてレビューする。初めに Schwingerによる生成率の導出を簡単にレビューする。次に「世界線

の経路積分形式」に基づく生成率の導出のレビューを行う。「世界線の経路積分形式」に基づく導出

方法は Schwingerによる導出とは異なるが、計算過程にWilsonループが現れるので、AdS/CFT

対応に基づいて何を計算すればよいかの示唆を与えてくれる。

第 3章では、後の章で必要となるAdS/CFT対応についての事項を簡単にまとめる。

第 4章では、ゲージ理論で重要なWilsonループについてまとめる。初めに、N = 4超対称ゲー

ジ理論でのWilsonループを与える。AdS/CFT対応に基づいて計算する方法を述べ、直線と円形

2Schwinger効果は量子電磁気学に限った話ではない。もっと一般に、外場中の粒子・反粒子の対生成、ストリング

対生成、ブレーン対生成のことも Schwinger効果という。
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のWilsonループの期待値とクォーク・反クォークポテンシャルを求める。

第 5章では、N = 4超対称ゲージ理論でのクォーク・反クォークの対生成を議論する。初めに、

DBI作用から期待される電場の性質を見る。そして、AdS/CFT対応に基づいてクォーク・反クォー

クの対生成を議論する。同様にして、モノポール・反モノポールの対生成、ダイオン・反ダイオ

ンの対生成についても議論する。

第 6章では、まとめを行う。

2 量子電磁気学における対生成

第 2章では、量子電磁気学における電子・陽電子の対生成のレビューを行う。第 2.1節では、

Schwinger効果が非摂動論的現象であること、電場に上限が存在すると期待される理由を簡単に説

明する。第 2.2節では、Schwingerによる導出を簡単にレビューする。第 2.3節以降は、「世界線の

経路積分形式」に基づいた導出法のレビューを行う。第 2章以降は、自然単位系（c = ~ = 1）を

用いる。

2.1 Schwinger効果の直観的理解と電場の上限

まず、Schwinger効果が非摂動論的現象であることの直観的な説明をする。また、量子電磁気学

でも電場に上限があると期待される簡単な説明をしよう [14]。

真空の揺らぎによって生じた電子・陽電子の仮想粒子の対が実粒子になるためには、外電場か

ら静止質量以上のエネルギーを得なければならない。仮想粒子の対が距離 d離れたとき、外電場

から eEdのエネルギーを得る。よって、Coulomb相互作用を無視した場合、ポテンシャル障壁は

V (d) = 2m− eEd (2.1)

である。eEd ∼ 2mとなるとき、つまり d ∼ 2m/eE 離れたとき実粒子となる。この過程は高さ

∼ 2m、幅∼ 2m/eEの障壁のトンネル現象である（図 1）。よって、生成率は

Γ ∼ exp

(
−m

2

eE

)
という指数関数で抑えられる。指数関数の引数を見ると、結合定数 eが分母にある。eに関して摂

動展開できないので、Schwinger効果は非摂動論的現象である。

d

V

図 1: Coulomb相互作用がない場合のポテンシャルの形。
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次にCoulomb相互作用を加えた場合を考察しよう。Coulomb相互作用がある場合、ポテンシャ

ル障壁は

V (d) = 2m− eEd− α

d
, α：微細構造定数 (2.2)

と表される（図 2）。電場が小さいとき（図 2の青線）、ポテンシャルはある領域で正になってお

り、障壁を超えたところの零点で粒子は実粒子になる。そのため、電場が小さい場合、対生成は

トンネル過程であり、生成率は指数関数で抑えられる。しかし、電場がある値以上では（図 2の

赤線と緑線）、ポテンシャルは全領域で負になり、ポテンシャル障壁を透過することなく対生成が

生じる。この場合、真空崩壊が起きており、生成率は指数関数で抑えられていない。電場の上限

は真空崩壊が起き始める電場（図 2の赤線）である。

d

V E < E c

E = E c

E > E c

図 2: Coulomb相互作用がある場合のポテンシャルの形。青線は電場が上限値より小さいとき（E < Ec）

のポテンシャル障壁。赤線は電場が上限値の時（E = Ec）のポテンシャル障壁。緑線は電場が上限値の時

（E > Ec）のポテンシャル障壁。

2.2 Schwingerによる導出

Schwingerは固有時形式を用いてスピノル量子電磁気学の繰り込みを考慮した有効ラグランジ

アン

L = −F − 1

8π2

∫ ∞

0

ds

s3
e−m2s

(
(es)2GRe cosh esX

Im cosh esX
− 1− 2

3
(es)2F

)
,

F =
1

4
F 2
µν =

B2 −E2

2
, G = FµνF̃

µν = E ·B , X2 = 2F + iG
(2.3)

を書いた [1]。スカラー量子電磁気学の場合も Schwingerは求めているが、ここでは省略する3。

定電場Eのみの場合、ラグランジアン (2.3)は

L =
1

2
E2 − 1

8π2

∫ ∞

0

ds

s3
e−m2s

(
eEs cot(eEs)− 1 +

1

3
(eEs)2

)
(2.4)

3 (2.3)式の有効ラグランジアンを初めて書いたのは Schwingerではなく、Heisenberg-Eulerであり [2]、スカラー

量子電磁気学の場合は、Weisskopfである [3]。詳しくは、[13]を見るとよい。
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となる。(2.4)式の積分は被積分関数に

sn =
nπ

eE
, n ∈ N (2.5)

という極があるためwell-definedではない。そのため、Schwingerはこれらの極を iϵずらして計算

を行った。つまり、

1

s− sn
=⇒ 1

s− sn − iϵ
= P

1

s− sn
+ iπδ(s− sn) (2.6)

という置き換えをする。P は主値を表す。(2.6)式の置き換えを行うと、(2.4)式の積分は有限とな

り、well-definedになる。その代りに、ラグランジアンに虚部

2 ImL =
2(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

1

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
(2.7)

が現れる。真空から真空への振幅は∣∣∣∣ exp(i ∫ d3x′
∫ t

0
dt′L

)∣∣∣∣2 = exp

(
−
∫

d3x′
∫ t

0
dt′ 2 ImL

)
(2.8)

であるため、ラグランジアンの虚部は真空の崩壊を示唆していると解釈できる。よって、電子・陽

電子の対生成が起きる確率 p(t)は

p(t) = 1− exp

(
−
∫

d3x′
∫ t

0
dt′ 2 ImL

)
≃
∫

d3x′
∫ t

0
dt′ 2 ImL (2.9)

と与えられる。ここで、一般に
∫
d3x′

∫
dt′ ImLは 1に比べて十分小さいことを用いた。そのた

め、対生成が起きる確率 p(t)とラグランジアンの虚部 Γ = 2 ImLは等しいので、Γも生成率と呼

ぶ。単位体積・単位時間当たりに電子・陽電子の対生成が起きる確率は

Γ = 2 ImL =
2(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

1

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
(2.10)

で与えられる。

Schwingerによって求められた生成率の一般的な公式は、

Schwingerの公式� �
Γ =

(eE)2(2j + 1)

(2π)3

∞∑
n=1

(−1)(n+1)(2j+1)

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
, j :粒子のスピン (2.11)

� �
である。

2.3 世界線の経路積分形式に基づいた対生成

Feynman によって提唱された「世界線の経路積分形式」[4–6] に基づいて、Affleck-Alvarez-

Mantonは Schwingerの公式 (2.11)（ただし、スカラー量子電磁気学の場合）を再導出し、さらに

補正項を見つけた [8]。第 2章の残りでは、[8–11]に基づいて、量子電磁気学での電子・陽電子の

対生成を議論する。最初にスカラー量子電磁気学、次にスピノル量子電磁気学を扱う。

6
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スカラー量子電磁気学は U(1)ゲージ場Aµ(x)と電荷 eの複素スカラー場 ϕ(x)が結合した系で

ある。時空は Euclid時空とし、座標は xµ (µ = 0, 1, 2, 3)とする。Euclid化された作用は

S =

∫
d4x

(
1

4
F 2
µν + |Dµϕ|2 +m2|ϕ|2

)
(2.12)

で与えられる。共変微分は

Dµ = ∂µ + ieAµ + ieAex
µ (2.13)

であり、ベクトル場を動的な部分Aµと外場の部分Aex
µ に分けている。

一般に生成率 Γは真空のエネルギー密度 ε0を用いて

Γ = 2 Im ε0 (2.14)

と表される。今の場合 e−ε0V4 =
∫
DADϕ e−S なので（V4は 4次元時空間の体積を表す）、

V4Γ = −2 Im log

∫
DADϕ e−S (2.15)

である。ϕに関して経路積分を行うと、

V4Γ =− 2 Im log

∫
DA e−Seff (2.16)

Seff =

∫
d4x

1

4
F 2
µν + tr log

(
−D2 +m2

)
(2.17)

となる。結合定数が十分小さいとき（e2/4π ≪ 1）、ベクトル場の動的な部分は無視でき、

V4Γ = 2 Im tr log
(
− (∂ + ieAex)2 +m2

)
(2.18)

= −2 Im

∫ ∞

0

dT

T
tr exp

(
−1

2
(∂ + ieAex)2 T − m2T

2

)
(2.19)

と近似できる。ここで、

logα = −
∫ ∞

0

dt

t
e−αt (2.20)

を用いて固有時積分に書き換えた。ただし、αは演算子であり、物理的でない無限大は無視して

いる。

exp(−1
2(∂ + ieAex)2T )は e−HT という形をしている。ここでH = (∂ + ieAex)2/2であり、外場

のある 4次元空間の中で運動する粒子（インスタントン）のハミルトニアンを表している。量子

力学での経路積分を用いると、

tr e−HT =

∫
d4p

(2π)4
⟨p|e−HT |p⟩

=

∫
Dx exp

[
−
∫ T

0
dτ

(
1

2
ẋ2 − ieAex

µ ẋµ

)]
=

∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2 + ie

∫ 1

0
dτ Aex

µ ẋµ

)
(2.21)

と表される。経路積分は、xµ(0)を固定した上で xµ(1) = xµ(0)の周期境界条件を満たす経路につ

いて積分し、さらに xµ(0)についての積分することを表す。また、経路積分の規格化は∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2

)
= tr exp

(
−1

2
p2T

)
=

V4
(2πT )2

(2.22)

で行う。
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以上の計算をまとめると

V4Γ = −2 Im

∫ ∞

0

dT

T

∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2 − m2T

2
+ ie

∫ 1

0
dτ Aex

µ ẋµ

)
(2.23)

と表される。x(τ)はインスタントンの軌跡を表す。

次に積分を実行する。最初に T 積分を行い、そのあとに x(τ)経路積分を行う。逆の順番で積分

を行えば、Schwingerによる導出となる。(2.23)式のうち T 積分に寄与する項は∫ ∞

0

dT

T
exp

(
−m

2T

2
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2

)
=

∫ ∞

0

dT

T
exp

(
−T − m2

4T

∫ 1

0
dτ ẋ2

)
= 2K0

m
√∫ 1

0
dτ ẋ2

 (2.24)

である。K0(x)は変形 Bessel関数で、積分表示では

K0(x) =
1

2

∫ ∞

0

dt

t
exp

(
−t− x2

4t

)
(2.25)

と表される。またK0(x)は xが十分大きいとき

K0(x) ≃
√

π

2x
e−x (2.26)

と振る舞う。

唐突ではあるが、

m

√∫ 1

0
dτ ẋ2 ≫ 1 (2.27)

と仮定して話を進めよう。(2.27)式は後で見るように外場が弱いという条件である。(2.23)式は

V4Γ =− 2 Im

∫
Dx 1

m

√
2π

T0
exp (−Sparticle) (2.28)

Sparticle = m

√∫ 1

0
dτ ẋ2 − ie

∫ 1

0
dτ Aex

µ ẋµ (2.29)

T0 =

√∫
dτ ẋ2

m
(2.30)

と近似できる。

x(τ)の経路積分を次のように評価する。まず、作用 (2.29)の運動方程式を解いて、古典解を求

める。そして、(2.29)を古典解周りで展開して、揺らぎの部分を積分する。つまり、∫
Dx 1√

T0
e−Sparticle =⇒

∑
n

1√
T0

e−S
(n)
cl︸ ︷︷ ︸

古典解を代入

∫
Dx exp

(
−
∫

dτ dτ ′ x(n)µ (τ)M (n)
µν (τ, τ ′)x(n)ν (τ ′)

)

という評価を行う。ここで、S(n)
cl は作用 (2.29)に古典解を代入した古典的作用、M (n)

µν (τ, τ ′)は作

用 (2.29)の二階変分演算子で、詳細は計算するときに与える。添え字 nは古典解のラベルである。

(2.28)式の指数関数の前に x(τ)に依存した項 1/
√
T0があるが、古典解を求めるときにはあまり効

かないので、揺らぎの部分を経路積分するときはすでに古典解を代入している。
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xµ(0) = xµ(1)という周期境界条件を満たす、作用 (2.29)の古典解を求めよう。運動方程式は、

mẍµ√∫
dτ ẋ2

= −ieFµν ẋν (2.31)

である。(2.31)式に ẋµをかけて積分すると、

ẋ2 = const. = a2 (2.32)

が分かる。(2.32)式から、(2.27)式の仮定（m
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1）は

ma≫ 1 (2.33)

と表される。Aex
µ として、

Aex
1 (x0) = −iEx0 , 他の成分 = 0 (2.34)

というものを考える。iはEuclid化によるものである。これは、1方向に電場が印加されている状

況を表している。(2.31)式に代入すると、運動方程式の解として

x0 =
m

eE
cos

(
aeE

m
τ

)
, x1 =

m

eE
sin

(
aeE

m
τ

)
, x2 = x3 = 0 (2.35)

が得られる。周期境界条件から
aeE

m
= 2nπ , n ∈ N (2.36)

である。aの値を決めることができたので、(2.33)式の物理的意味を理解できる。(2.33)式は

ma =
2nπm2

eE
≫ 1 ⇐⇒ E ≪ 2nπm2

e
= nESchw (2.37)

となる。ESchw = 2πm2/eであり、（数倍の係数を除いて）Schwinger効果の起こると期待される

スケールである。よって、(2.33)式は外電場が弱いという条件

E ≪ ESchw (2.38)

である。

運動方程式 (2.31)の解をまとめると、

x
(n)
0 = R cos (2nπτ) , x

(n)
1 = R sin (2nπτ) , x

(n)
2 = x

(n)
3 = 0 (2.39)

となる。R = m/eE はインスタントン解の表す円の半径である。nはインスタントンが時間 0 ≤
τ < 1の間に回る回数を表している。また、nは生成された電子対の数に対応する。(2.39)式を作

用 (2.29)に代入すると、

S
(n)
cl = 2nπmR− nπeER2 =

πm2

eE
n (2.40)

が得られる。

次に指数関数の前の係数の 1ループ項を求める。そのためには二階変分作用素

M (n)
µν (τ, τ ′) :=

δ2S

δxµ(τ)δxν(τ ′)

∣∣∣∣
x
(n)
cl

(2.41)
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を求める必要がある。ベクトル場が (2.34)式の場合、作用 (2.29)は

S = m

√∫ 1

0
dτ ẋ2 − ie

∮
Aex

µ dxµ = m

√∫ 1

0
dτ ẋ2 +

ie

2

∫ 1

0
dτ F ex

µνxν ẋµ (2.42)

と書けているので、一階の変分は

δS =
m(∫

dτ ẋ2
)1/2 ∫ dτ ẋµ(τ)δẋµ(τ) +

ie

2

∫
dτ F ex

µν(δxν(τ)ẋµ(τ) + xν(τ)δẋµ(τ)) (2.43)

であり、二階の変分は

δ2S = − m(∫
dτ ẋ2

)3/2 ∫ dτ ẋµ(τ)δẋµ(τ)

∫
dτ ′ ẋν(τ

′)δẋν(τ
′) +

m(∫
dτ ẋ2

)1/2 ∫ dτ δẋµ(τ)δẋµ(τ)

+
ie

2

∫
dτ F ex

µν(δxν(τ)δẋµ(τ) + δxν(τ)δẋµ(τ))

= − m(∫
dτ ẋ2

)3/2 ∫ dτ ẍµ(τ)δxµ(τ)

∫
dτ ′ ẍν(τ

′)δxν(τ
′)

− m(∫
dτ ẋ2

)1/2 ∫ dτ dτ ′ δxµ(τ)δµν
d2

dτ2
δxν(τ

′)δ(τ − τ ′)

− ie

∫
dτ dτ ′ F ex

µνδxµ(τ)
d

dτ
δxν(τ

′)δ(τ − τ ′) (2.44)

となる。よって、二階変分作用素は

M (n)
µν (τ, τ ′) = − m(∫

dτ ẋ2
)3/2 ẍµ(τ)ẍν(τ ′)− m(∫

dτ ẋ2
)1/2 δµν d2

dτ2
δ(τ − τ ′)− ieF ex

µν

d

dτ
δ(τ − τ ′)

∣∣∣∣
x
(n)
cl

= −
(
eE

2nπ
δµν

d2

dτ2
+ ieF ex

µν

d

dτ

)
δ(τ − τ ′)− 2nπeE

R2
x
(n)
µ,cl(τ)x

(n)
ν,cl(τ

′) (2.45)

である。具体的に行列で表すと

M (n)
µν (τ, τ ′) = eE



− 1

2nπ

d2

dτ2
− d

dτ
0 0

d

dτ
− 1

2nπ

d2

dτ2
0 0

0 0 − 1

2nπ

d2

dτ2
0

0 0 0 − 1

2nπ

d2

dτ2


δ(τ − τ ′)

− 2nπeE


cos (2nπτ) cos (2nπτ ′) cos (2nπτ) sin (2nπτ ′) 0 0

sin (2nπτ) cos (2nπτ ′) sin (2nπτ) sin (2nπτ ′) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



(2.46)

である。次に二階変分作用素 (2.46)の固有値を求める。固有関数を vµ(τ)、固有値を λとすると、

固有方程式は ∫
dτ ′Mn

µν(τ, τ
′)vν(τ

′) = λvµ(τ) (2.47)

と表される。ただし、 ∫ 1

0
dτ viµ(τ)v

j
µ(τ) = δij , vµ(0) = vµ(1) (2.48)

という規格化条件と周期境界条件を満たすとする。iは固有関数のラベルである。

10

Soryushiron Kenkyu



二階変分作用素 (2.46)の固有値・固有関数は次の通りである。

固有値が負

λ = −2nπeE 古典解の半径を変えるモード

(cos (2nπτ) , sin (2nπτ) , 0, 0) (2.49)

λ = 2πeE

(
k2

n
− k

)
, k < n

(cos (2kπτ) , sin (2kπτ) , 0, 0) , (sin (2kπτ) ,− cos (2kπτ) , 0, 0) (2.50)

固有値がゼロ

λ = 0 古典解の原点の位置を変える並進に対応

(1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1) (2.51)

λ = 0 τ の並進に対応

(sin (2nπτ) ,− cos (2nπτ) , 0, 0) (2.52)

固有値が正

λ = 2πeE
k2

n
, k ∈ N

(0, 0, cos (2kπτ) , 0) , (0, 0, sin (2kπτ) , 0) ,

(0, 0, 0, cos (2kπτ)) , (0, 0, 0, sin (2kπτ))
(2.53)

λ = 2πeE

(
k2

n
− k

)
, k > n

(cos (2kπτ) , sin (2kπτ) , 0, 0) , (sin (2kπτ) ,− cos (2kπτ) , 0, 0) (2.54)

λ = 2πeE

(
k2

n
+ k

)
, k ∈ N

(cos (2kπτ) ,− sin (2kπτ) , 0, 0) , (sin (2kπτ) , cos (2kπτ) , 0, 0) (2.55)

正しく規格化するには、(2.22)式を用いる。規格化に必要な二階変分作用素は

M
(n)
µν,0(τ, τ

′) = − 1

T0
δµν

d2

dτ2
δ(τ − τ ′) = − eE

2nπ
δµν

d2

dτ2
δ(τ − τ ′) (2.56)

である。二階変分作用素 (2.56)の固有値と固有関数は次の通りである。

固有値が正

λ = 2πeE
k2

n
, k ∈ N

(cos (2kπτ) , 0, 0, 0) , (sin (2kπτ) , 0, 0, 0) , (0, cos (2kπτ) , 0, 0) ,

(0, sin (2kπτ) , 0, 0) , (0, 0, cos (2kπτ) , 0) , (0, 0, sin (2kπτ) , 0) , (2.57)

(0, 0, 0, cos (2kπτ)) , (0, 0, 0, sin (2kπτ))

固有値がゼロ

λ = 0

(1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1) (2.58)
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規格化を考慮して、揺らぎの部分を経路積分すると

Im

∫
Dx exp

(
−1

2

∫
dτ

∫
dτ ′ xµ(τ)M

(n)
µν (τ, τ ′)xν(τ

′)

)

=
V4

(2πT0)2
Im

∫
Dx exp

(
−1

2

∫
xM (n)x

)
∫

Dx exp

(
−1

2

∫
xM

(n)
0 x

) = − V4
(2πT0)2

N

√∏
λ0∏
|λ|

(−1)n+1 (2.59)

ここで、λはMnのゼロでない固有値、λ0はMn
0 のゼロでない固有値である。M の負の固有値が

2(n− 1)+ 1個あるので、そのうちの一つは−iになる。そのため、虚部を拾って、全体として−1

倍される。残りの 2(n− 1)個から (−1)n+1が現れる。N は時間並進に対応する固有値ゼロのモー

ド (2.52)を集団座標に変えたことによって生じる項で

N =
2nπR√

2π

∫ 1/n

0
dτ =

√
2πR (2.60)

である。1/
√
2π は経路積分の規格化による項、2nπR は固有値ゼロのモードの規格化による項

（x = ẋcl/2nπRだから）、
∫ 1/n
0 dτ は集団座標の中心の位置による項である。

無限積の部分は

∏
λ0∏
|λ|

=

2πeE

∞∏
k=1

(
k2

n

)8

n
∏
k ̸=n

[
k2
(
1− k

n

)2
] ∞∏

k=1

[
k2
(
1 +

k

n

)2
] ∞∏

k=1

(
k2

n

)4
=

2nπeE

4
(2.61)

となる。M の固有値ゼロのモード (2.52)があるので、分子に 2nπeEが現れる。1/4は無限積から

の寄与である。Mathematicaを使うと、容易に無限積を計算できる。

経路積分での計算をまとめると、生成率 (2.28)は

V4Γ = −2
∞∑
n=1

1

m

√
2π

T0

−V4
(2πT0)2

√
2πR(−1)n+1

√
2nπeE

2
e−S

(n)
cl

= V4
(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
(2.62)

となる。両辺を V4で割ると、

Γ =
(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
(2.63)

が得られる。(2.63)は Schwingerの公式 (2.11)（のスピンゼロの場合）と一致している。

2.4 任意の結合定数への拡張

Affleck-Mantonによって Georgi-Glashow模型（SU(2)ゲージ場と Higgs場が結合した系）で

のモノポール・反モノポール対の生成率が求められた [7]。外磁場Bが印加されている場合、生成

率は

Γ =
(gB)2

(2π)3
exp

(
−πM

2

gB
+
g2

4

)
(2.64)
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と表される。M = 4πm/e2はモノポールの質量、g = 4π/eは磁荷である。

この結果は e2/4π ≪ 1, g3B ≪ M2という二つの条件が満たされているときに正しい。一つ目

の条件 e2/4π ≪ 1は、磁場の結合定数で見ると、g2/4π ≫ 1という条件である。つまり、結合定

数が十分大きいという条件である。二つ目の条件 g3B ≪M2は、電子の質量mと電荷 eを用いる

と、B ≪ 4πm2/eとなるので、外場が弱いという条件である。外場が弱いという二つ目の条件は

電子・陽電子の対生成と同じ条件である。しかし、結合定数に関する一つ目の条件は電子・陽電

子の対生成の場合と逆である。そのため、電子・陽電子の対生成では、外場が弱いという条件が

成り立っていれば、任意の大きさの結合定数で

Γ =
(eE)2

(2π)3
exp

(
−πm

2

eE
+
e2

4

)
(2.65)

と期待される [8]。

第 2.3節の計算では結合定数が十分小さいとして、Aµの動的な寄与は無視した。ここでは、Aµ

の寄与も考慮する。結合定数が十分小さいと仮定しない場合、(2.18)式は

V4Γ = −2 Im log
⟨
exp

[
−tr log

(
− (∂ + ieA+ ieAex)2 +m2

)]⟩
(2.66)

に置き換わる。ここで

⟨g(A)⟩ =

∫
DA exp

(
−1

4

∫
d4xF 2

)
g(A)∫

DA exp

(
−1

4

∫
d4xF 2

) (2.67)

である。(2.66)式は

V4Γ = −2 Im log
⟨
exp

[
−tr log

(
− (∂ + ieA+ ieAex)2 +m2

)]⟩
≃ −2 Im log

[
1−

⟨
tr log

(
− (∂ + ieA+ ieAex)2 +m2

)⟩]
≃ 2 Im

⟨
tr log

(
− (∂ + ieA+ ieAex)2 +m2

)⟩
(2.68)

と近似できる。2行目は指数関数を、3行目は対数関数を Taylor展開した。指数関数の Taylor展

開は Feynman図でいうと、電子のループの数で展開することに対応している。今の場合、電子の

ループの 2-ループ以上を無視することに対応している。（これは外場が弱い場合であればいい近似

になっている。）(2.20)式を用いて、固有時積分に書き換えると

V4Γ = −2 Im

∫ ∞

0

dT

T
tr
⟨
exp

[(
− (∂ + ieA+ ieAex)2 +m2

)
T
]⟩

= −2 Im

∫ ∞

0

dT

T

∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2 − m2T

2
+ ie

∮
Aex

µ dxµ

)⟨
exp

(
ie

∮
Aµ dxµ

)⟩
= −2 Im

∫ ∞

0

dT

T

∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2 − m2T

2
+ ie

∮
Aex

µ dxµ − e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

)
(2.69)

となる。(2.23)式との違いは、(2.69)式には、Coulomb相互作用による寄与が含まれていること
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であり、それに伴いWilsonループが現れている。最後の行に書き換えるのに⟨
exp

(
ie

∮
Aµ dxµ

)⟩
= exp

(
− e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

)
(2.70)

を用いた。これは次のようにして示すことができる。まず、

⟨
exp

(
ie

∮
Aµ dxµ

)⟩
=

∫
DA exp

(
−1

4

∫
d4xF 2 + ie

∮
Aµ dxµ

)
∫

DA exp

(
−1

4

∫
d4xF 2

) (2.71)

である。右辺の分子の指数関数の引数は

−1

4

∫
d4xF 2 + ie

∮
Aµ dxµ =

∫
d4x

(
−1

4
F 2 + ie

∫
dτ δ(x− x(τ))Aµẋµ(τ)

)
=

∫
d4x

(
1

2
AµDµνAν +Aµjµ

)
(2.72)

Dµν = ∂2ηµν − ∂µ∂ν , jµ = ie

∫
dτ δ(x− x(τ))ẋµ(τ) (2.73)

である。Aµ = A′
µ −D−1

µν jν としてA′
µで書き直すと

1

2
AµDµνAν +Aµjµ =

1

2
A′

µDµνA
′
ν −

1

2
jµD

−1
µν jν (2.74)

となる。よって、

⟨
exp

(
ie

∮
Aµ dxµ

)⟩
=

∫
DA′ exp

(
−1

4

∫
d4xF ′2 − 1

2

∫
d4x jµD

−1
µν jν

)
∫

DA exp

(
−1

4

∫
d4xF 2

)
= exp

(
−1

2

∫
d4x jµD

−1
µν jν

)
= exp

(
− e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

)
(2.75)

が得られる。

まず T 積分を評価する。T 積分に寄与する項は (2.23)式と同じである。

V4Γ = −4 Im

∫
DxK0

m
√∫ 1

0
dτ ẋ2

 exp

(
ie

∮
Aex

µ dxµ − e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

)

≃ −2 Im

∫
Dx 1

m

√
2π

T0
exp

(
−Sparticle −

e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

)
(2.76)

二行目では、m
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1として近似した。後で確かめるが、m
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1は外場が弱い

という条件 (2.38)と同じである。

次に x(τ)の経路積分をする。Coulomb相互作用が加わっているので、一般に古典解は変わる。

しかし、Coulomb相互作用の項は他の項に比べて寄与が小さいので、Coulomb相互作用のない場

合の古典解でよい近似になっている4。よって、古典解は (2.39)式である。古典解が Coulomb相

互作用のない場合と同じなので、もちろんm
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1は外場が弱いという条件 (2.38)と同

じである。また、Coulomb相互作用の項は古典解の円のある面内で回転不変で、さらにスケール

不変なので、古典解の半径に依存しない。そのため、摂動としてWilsonループを加えた場合、古

4Coulomb相互作用の項が、Coulomb相互作用のない場合の解 (2.39)を代入した項に比べて小さいというので、循

環論法である。
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典解は変わらない。

新たに加わった項に古典解 (2.39)を代入すると

− e2

8π2

∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

= n
e2

4
(2.77)

となる。これは次のようにして確かめられる。

x = R(cos (2nπτ) , sin (2nπτ) , 0, 0) , y = R(cos
(
2nπτ ′

)
, sin

(
2nπτ ′

)
, 0, 0) (2.78)

とパラメーター表示すると、∮ ∮
dx · dy
(x− y)2

= (2nπ)2
∫
dτ

∫
dτ ′

cos (2nπτ) · cos (2nπτ ′) + sin (2nπτ) · sin (2nπτ ′)
(cos (2nπτ)− cos (2nπτ ′))2 + (sin (2nπτ)− sin (2nπτ ′))2

=
(2nπ)2

2

∫
dτ

∫
dτ ′

cos (2nπ(τ − τ ′))

1− cos (2nπ(τ − τ ′))

= −(2nπ)2

2
+

(2nπ)2

2

∫
dτ

∫
dτ ′

1

1− cos (2nπ(τ − τ ′))
(2.79)

となる。第 2項は発散しているので、この項を無視すると (2.77)式が得られる。

Coulomb相互作用の寄与を含めると、古典的作用は

S
(n)
cl =

(
πm2

eE
− e2

4

)
n (2.80)

となる。次に指数関数の前の係数を求める。Coulomb相互作用の項は他の項に比べて小さいので、

指数関数の前の係数は (2.63)式と同じである。よって、生成率は

Γ =
(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
exp

(
−
(
πm2

eE
− e2

4

)
n

)
(2.81)

と表される。(2.81)式を見ると、電場がE = 4πm2/e3の値で生成率が指数関数で抑えられなくな

るので、この値は電場の上限値であると思われるかもしれない。しかし、通常の量子電磁気学で

は e2/4π ≪ 1なので、E ≪ ESchwという仮定を破ってしまう。そのため、E ≪ ESchwという範囲

内では、通常の量子電磁気学には電場の上限値は存在しない。

2.5 スピノル量子電磁気学の場合

第 2.3、2.4節では、スカラー量子電磁気学の場合を扱った。第 2.5節ではスピノル量子電磁気

学の対生成をレビューする [9]。スピノル量子電磁気学がスカラー量子電磁気学と異なる点は粒子

の統計性（スピン）である。それにより、変更点がある。

Euclid化されたスピノル量子電磁気学の作用は

S =

∫
d4x

(
1

4
F 2
µν + ψ†(γµDµ + im)ψ

)
(2.82)

である。Euclid化しているが、添え字は 0, 1, 2, 3を用いる。共変微分はスカラー量子電磁気学と

同じく、Dµ = ∂µ + ieAµ + ieAex
µ である。γ行列は 4× 4の行列で

γ0 =

0 i

i 0

 , γi =

 0 σi

−σi 0

 , {γµ, γν} = −2δµν (2.83)
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である。生成率は

V4Γ = −2 Im log

∫
DADψ e−S = −2 Im log

∫
DA e−Seff (2.84)

Seff =

∫
d4x

1

4
F 2
µν + log det(γµDµ + im) (2.85)

と表される。log det(γµDµ + im)は

log det (γµDµ + im) =
1

2
log det (γµDµ + im)(γνDν − im)

=
1

2
log det(γµγνDµDν +m2)

=
1

2
log det

(
1

2
{γµ, γν}DµDν +

1

4
[γµ, γν ][Dµ, Dν ] +m2

)
=

1

2
log det

(
−D2 +m2 +

ie

4
[γµ, γν ]Fµν

)
=

1

2
trop trΓ log

(
−D2 +m2 +

ie

4
[γµ, γν ]Fµν

)
(2.86)

と評価される。tropは演算子に対するトレースであり、trΓは γ行列に対するトレースである。簡

単のため、結合定数が十分小さいとして近似し、固有時積分 (2.20)を用いると

V4Γ = −2 Im
1

2
trop trΓ log

(
− (∂ + ieAex)2 +m2 +

ie

4
[γµ, γν ]Fµν

)
= Im

∫ ∞

0

dT

T
trΓ exp

(
−1

2
(∂ + ieAex)2 T − m2T

2

)
· exp

(
ie

8
[γµ, γν ]FµνT

)
(2.87)

となる。量子力学での経路積分を用いると、

V4Γ = Im

∫ ∞

0

dT

T

∫
Dx exp

(
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2 − m2T

2
+ ie

∫
Aex

µ dxµ

)
S[x;A] (2.88)

S[x;A] = trΓ exp

(
ie

8
[γµ, γν ]

∫ T

0
dτ Fµν

)
(2.89)

となる。スカラー量子電磁気学との違いはスカラー場とスピノル場の Gauss積分の違いから全体

に−1/2倍されること、経路積分にスピン項 S[x;A]が加わることの 2点である。F01 = −iEの定
電場の場合（Aex

µ として (2.34)式を用いる）、

ie

8
[γµ, γν ]

∫ T

0
dτ Fµν = −

iσ1 0

0 iσ1

 eET

2
(2.90)

となるので、スピン項 S[x;A]は

S[x;A] = trΓ exp

−
iσ1 0

0 iσ1

 eET

2

 = 4 cos

(
eET

2

)
(2.91)

である。

(2.91)式を (2.88)式に代入して、T 積分をする。(2.88)式のうち T 積分に寄与する項は∫ ∞

0

dT

T
exp

(
−(m2 + ieE)T

2
− 1

2T

∫ 1

0
dτ ẋ2

)
=

∫ ∞

0

dT

T
exp

(
−T − m2 + ieE

4T

∫ 1

0
dτ ẋ2

)
= 2K0

√(m2 + ieE)

∫ 1

0
dτ ẋ2

 (2.92)
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と、この複素共役である。ここで、m2 ≫ eE、m
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1という仮定を置こう。これらの条

件は後で確認するが同じ条件である。T 積分に寄与する項は

2K0

√(m2 + ieE)

∫ 1

0
dτ ẋ2

 ≃ 2K0

m
√∫ 1

0
dτ ẋ2 +

ieE

m

√∫ 1

0
dτ ẋ2


≃
√√√√ 2π

m
√∫

dτ ẋ2
exp

−m

√∫ 1

0
dτ ẋ2 − ieE

m

√∫ 1

0
dτ ẋ2

 (2.93)

と近似できる。よって、(2.88)式は

V4Γ = 4 Im

∫
Dx 1

m

√
2π

T0
exp (−Sparticle) cos

eE
m

√∫ 1

0
dτ ẋ2

 (2.94)

となる。cosの項は指数関数の他の項に比べて小さいので、古典解を求めるときには無視できる。

よって、古典解は (2.39)式である。(2.39)式を代入すると、m2 ≫ eE、m
√∫

dτ ẋ2 ≫ 1は外場

が弱いという条件 (2.38)と（数倍の係数を除いて）同じであると分かる。(2.39)式を代入すると、

スピン項は

cos

(
eET0
2

)
= cos(πn) = (−1)n (2.95)

となる。まとめると、生成率は

Γ =
2(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

1

n2
exp

(
−πm

2

eE
n

)
(2.96)

と表される。(2.96)は Schwingerの公式 (2.11)（のスピン 1/2の場合）と一致している。Coulomb

相互作用がある場合も、第 2.4節と同じ議論をすればよい。

3 AdS/CFT対応

第 3章では、後の章で必要となる AdS/CFTの基礎的事項や記号についてまとめる。弦理論や

AdS/CFT対応については [20–25]などを参考にした。

AdS/CFT対応とは「4次元N = 4 U(N)超対称ゲージ理論」と「AdS5 × S5 上の IIB型超弦

理論」が等価という主張である [19]。4次元 N = 4 U(N)超対称ゲージ理論のことをゲージ側、

AdS5×S5 上の IIB型超弦理論のことを重力側と呼ぶ。ゲージ側のパラメーターは、結合定数 gYM

とゲージ群のランクN であり、一方、重力側のパラメーターは、結合定数 gsとAdS半径 Lであ

る。二つの理論の結合定数は

g2YM = 4πgs (3.1)

という関係にある。AdS半径は L4 = 4πgsNα
′2であり、ゲージ側のパラメーターを用いて表すこ

とができる。

ラージN 極限での議論を行うためには’t Hooft結合定数 λ

λ = g2YMN = 4πgsN (3.2)

17

Soryushiron Kenkyu



を定義すると便利である。ラージN極限では、ゲージ理論の有効な結合定数はgYMではなく、’t Hooft

結合定数 λである。

まず、λを固定したまま

N → ∞ (λ = fixed) (3.3)

という極限（ラージN 極限・’t Hooft極限）をとる。λは固定したままなので、gsは十分小さく

なる。ラージN 極限は弦のループ補正を無視することに対応する。さらに、

λ→ ∞ (3.4)

という極限（プラナー極限）を考える。プラナー極限では、AdS5 × S5の曲率半径は大きくなる

ので、量子補正を無視する近似に対応する（第 3.2節で確認する）。よって、超重力理論がいい近

似になっている。

ゲージ側は強結合のN = 4 U(N)超対称ゲージ理論となり、重力側はAdS5 × S5上の超重力理

論となる。それぞれの理論についてみていく。

3.1 ゲージ側

N 枚のD3-ブレーンの束の低エネルギー有効理論は 4次元N = 4 U(N)超対称ゲージ理論であ

る。ゲージ群の部分群 U(1) ≃ U(N)/SU(N)は D3-ブレーンの位置に対応するので、D3-ブレー

ン上のダイナミクスを考える場合は無視できる。そのため、4次元N = 4 SU(N)超対称ゲージ理

論を考える。

4次元N = 4超対称ゲージ理論は 10次元N = 1超対称ゲージ理論を次元還元して得られる。10

次元N = 1超対称ゲージ理論に含まれる物質場はゲージ場AM (M = 0, · · · , 9)とMajorana-Weyl

スピノル場Ψで、どちらもゲージ群の随伴表現に属する。その作用は

S =
1

2g2YM

∫
d10x tr

(
−1

2
F 2
MN − iΨ̄ΓMDMΨ

)
(3.5)

FMN = ∂MAN − ∂NAM − i[AM , AN ] (3.6)

DMΨ = ∂MΨ− i[AM ,Ψ] (3.7)

で与えられる。ただし、ゲージ群の生成子 T aは

trT aT b = δab (3.8)

と規格化されているとする5。

この理論を T 6コンパクト化する。時空をR4×T 6のように 4次元Minkowski時空と 6次元トー

ラスに分解し、xµ ∈ R4 (µ = 0, 1, 2, 3)、yI ∈ T 6 (I = 1, · · · , 6)のように座標を取る。ただし、
yI ∼ yI + 1と同一視されているとする。場AM ,Ψを

AM=0∼3(x, y) −→ Aµ(x) , (µ = 0, · · · , 3)

54次元 N = 4超対称ゲージ理論のゲージ群が自発的に SU(N) × U(1)と破れたときに、U(1)のゲージ場の運動

項の係数が −1/4になるような規格化を採用した。
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AM=4∼9(x, y) −→ ΦI(x) , (I = 1, · · · , 6) (3.9)

Ψ(x, y) −→ Ψ(x)

とすると、

F 2
MN = F 2

µν + F 2
IJ + 2F 2

µI

= F 2
µν − [ΦI ,ΦJ ]

2 + 2(DµΦI)
2 (3.10)

Ψ̄ΓMDMΨ = Ψ̄ΓµDµΨ+ Ψ̄ΓIDIΨ

= Ψ̄ΓµDµΨ− iΨ̄ΓI [AI ,Ψ] (3.11)

となるので、次元還元すると作用は

SN=4 =
1

2g2YM

∫
d4x tr

(
−1

2
F 2
µν − (DµΦI)

2 +
1

2
[ΦI ,ΦJ ]

2 − iΨ̄ΓµD̂µΨ− Ψ̄ΓI [ΦI ,Ψ]

)
(3.12)

となる。(3.12)式が 4次元 N = 4超対称ゲージ理論の作用である。また、4次元 N = 4超対称

ゲージ理論に含まれる場は、

• ゲージ場 Aµ

• 実スカラー場 ΦI , (I = 1, · · · , 6)
• 10次元Majorana-Weylスピノル Ψ

であり、すべてゲージ群の随伴表現に属する。

後の章で、ゲージ群が SU(N +1)から SU(N)×U(1)へと破れた場合を議論するので、ここで

まとめておく6。ゲージ群を自発的に SU(N)× U(1)へ破るために Φ̂I に

⟨Φ̂I⟩ =

0 0

0 mθI

 ,

6∑
I=1

(θI)
2 = 1 (3.13)

という真空期待値を与える7。場を

Âµ =

Aµ ωµ

ω†
µ aµ

 , Φ̂I =

ΦI ωI

ω†
I mθI + ϕI

 ,

Ψ χ

χ† ψ

 (3.14)

と展開して、理論を書き直す。Aµ ,ΦI ,ΨはSU(N)の随伴表現として変換する。ωµ , ωI , χはSU(N)

の基本表現で変換し、U(1)電荷 gYMを持つ。ωµ , ωI , χは 1/2-BPS粒子で、N = 4超対称性代数

の多重項（W-多重項と呼ぶ）を組んでいる。W-多重項のうち、ωµはHiggs機構によって質量を

持つベクトル粒子なので、Wボソンである。そのため、W-多重項に含まれる ωI はスピン 0のス

カラー粒子であっても慣習的に「Wボソン」と呼ばれる。また、ωI は SU(N)の基本表現で変換

し、U(1)電荷を持つので、「クォーク」とも呼ばれる。これらの用語はどれも紛らわしいが、以後

ωI のことを「クォーク」と呼ぶことにしよう。

展開した場で作用を表すと、（ここでは、Euclid化した作用とする）

ŜN=4 = S
SU(N)
N=4 + S

U(1)
N=4 + SW (3.15)

6本稿で「SU(N)× U(1) N = 4超対称ゲージ理論」という場合は、「Higgs機構によりゲージ群が SU(N + 1)か

ら SU(N)× U(1)へと破れた N = 4超対称ゲージ理論」を意味する。
7ゲージ群が SU(N + 1)の場や作用に関してはハット（ˆ）をつけておく。
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となる [31, 37]。SSU(N)
N=4 , S

U(1)
N=4はそれぞれゲージ群が SU(N) , U(1) のN = 4超対称ゲージ理論

の作用である。SWはW-多重項の作用で

SW =
1

g2YM

∫
d4x

(
(DµωI)

†DµωI + ω†
I (ΦK −mθK)2 ωI −m2ω†

IθIθJωJ + · · ·
)

(3.16)

である。· · · はW-多重項のベクトル場やフェルミオン場の運動項と高次の相互作用項である。共

変微分は

DµωI = ∂µωI − iAµωI + iaµωI (3.17)

である。

ゲージ群を SU(N + 1) → SU(N) × U(1)と破ることは、D-ブレーンでは、N + 1枚に重なっ

たD3-ブレーンの束から 1枚だけD3-ブレーンを離すことに対応する。W-多重項の粒子は、N 枚

のD3-ブレーンの束と 1枚のD3-ブレーンをつなぐ開弦（F-string）に対応する。

モノポール

Higgs場とゲージ場からなる系において、Higgs場の真空期待値によりゲージ群が SU(N + 1)

から SU(N)×U(1)に自発的に破れた場合、’t Hooft-Polyakovモノポールが存在する。モノポー

ルを表す非自明な配位が安定に存在するためには、S2（3次元空間の無限遠方）からG/H（今の

場合G = SU(N + 1) , H = SU(N)× U(1)）への写像がトポロジカルな量子数で分類されればよ

い [26]。S2から SU(N)× U(1)への写像は

π2(SU(N + 1)/(SU(N)× U(1))) ≃ π1(SU(N)× U(1)) ≃ π1(U(1)) ≃ Z (3.18)

のように、Zで分類される。よって、ゲージ群が SU(N + 1)から SU(N)×U(1)に自発的に破れ

た場合、モノポールが存在する8。

ゲージ群が自発的に SU(N + 1)から SU(N)× U(1)へ破れたN = 4超対称ゲージ理論の場合

にも、モノポールが存在することが知られている [27]。W-多重項の粒子と同様にモノポールがD-

ブレーンを用いると、どのように表されるか見よう。

IIB型超弦理論には、F-stringとD-string（D1-ブレーン）があり、それぞれNS-NS場B2 とR-R

場C2 と結合する9。SL(2,Z)対称性によって、F-stringとD-stringを入れ替えることができるの

で、電場と結合していた F-stringに双対な D-stringは磁場に結合する [28–30]。そのため、モノ

ポールはN 枚のD3-ブレーンの束と 1枚のD3-ブレーンをつなぐD-stringに対応する。

3.2 重力側

N 枚のD3-ブレーンの束は、ラージN 極限ではAdS5 ×S5時空に置き換わる。AdS5 ×S5時空

の計量は

ds2 =
r2

L2
ηµνdx

µdxν + L2

(
dr2

r2
+ dΩ2

5

)
, ηµν = diag(−1,+1,+1,+1) (3.19)

8モノポールが存在するための条件として運動方程式の解を満たす、有限のエネルギーを持つなども必要である。
9本稿では、NS-NS場は B2、R-R場は C0 , C2 , C4 と表す。イタリック体の添え字は場の形式を表す。例えば、B2

は 2形式場である。B2 の成分は B01 のように書くことにする。
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と表される。z = L2/rと変数変換して計量を書き換えると、

ds2 =
L2

z2
(
ηµνdx

µdxν + dz2
)

︸ ︷︷ ︸
AdS5

+L2dΩ2
5︸ ︷︷ ︸

S5

(3.20)

となる。(3.20)式から実際に計量がAdS5 × S5時空を表しており、LがAdS5と S5の両方の曲率

半径であると分かる。よって、プラナー極限（λ→ ∞）では、曲率半径が大きくなる。
N 枚のD3-ブレーンをAdS5 × S5の背景時空に置き換えた場合、W-多重項の粒子は 1枚のD3-

ブレーンに端を持ち、そこから r = 0のホライズン（N 枚の D3-ブレーンの束のあった位置）へ

とのびた開弦に対応する。

3.3 開弦の作用・運動方程式・境界条件

第 3.3節では、開弦（F-string）の作用・運動方程式・境界条件を与えておく。ホログラフィッ

クにモノポール対生成やダイオン対生成を議論する場合にはD-stringの作用・運動方程式・境界

条件が必要となるが、本稿で扱うのは F-stringの場合と張力の形を除いて変更がないので、省略

する。D-stringの相互作用については第 3.4節にまとめる。

まず、開弦に対する Euclid化された作用を与えておこう。背景場として B2 がある場合、作用

は南部・後藤作用とB2 と開弦の相互作用項の和として

S =SNG + SB2 (3.21)

SNG = TF

∫
d2σ

√
detG , Gab = gµν

∂xµ

∂σa
∂xν

∂σb
(3.22)

SB2 = −TF
∫

d2σ Bµν∂τx
µ∂σx

ν (3.23)

と書ける。Gabは誘導計量であり、detGはその行列式である。本稿では簡単のため、SB2 を
∫
B2

と書くこともある。

次に、運動方程式を求めよう。まず南部・後藤作用 (3.22)の変分は

δSNG = TF

∫
d2σ δ

√
detG

= TF

∫
d2σ

√
detGGab

(
gµν

∂xµ

∂σa
∂δxν

∂σb
+

1

2
δgµν

∂xµ

∂σa
∂xν

∂σb

)
= −TF

∫
d2σ

∂

∂σb

(√
detGGabgµν

∂xµ

∂σa

)
δxν +

TF
2

∫
d2σ

√
detGGab∂gµν

∂xρ
∂xµ

∂σa
∂xν

∂σb
δxρ

+ TF

∫
d2σ

∂

∂σb

(√
detGGabgµν

∂xµ

∂σa
δxν
)

= −TF
∫

d2σ

[
∂

∂σb

(√
detGGabgµρ

∂xµ

∂σa

)
− 1

2

√
detGGab∂gµν

∂xρ
∂xµ

∂σa
∂xν

∂σb

]
δxρ

+ TF

∫
d2σ

∂

∂σ

(√
detGGaσgµν

∂xµ

∂σa
δxν
)

(3.24)

である。最後の式に書き換えるために、τ の境界での変分の値は 0としているので、τ の全微分は

消えることを用いた。次に、B2 と開弦の相互作用項 (3.23)の変分を行う。簡単のため、B2 の成
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分は定数としよう。

δSB2 = −TF
∫

d2σ Bµνδ

(
∂xµ

∂τ

∂xν

∂σ

)
= −TF

∫
d2σ Bµν

(
∂δxµ

∂τ

∂xν

∂σ
+
∂xµ

∂τ

∂δxν

∂σ

)
(3.25)

τ 積分の境界での変分は 0であることに注意して ∂δx/∂τ の項を部分積分すると

δSB2 = −TF
∫

d2σ Bµν

(
− ∂2xν

∂τ∂σ
δxµ +

∂xµ

∂τ

∂δxν

∂σ

)
= −TF

∫
d2σ Bµν

∂

∂σ

(
∂xµ

∂τ
δxν
)

(3.26)

となる。

南部・後藤作用の変分 (3.24)から、運動方程式として

∂

∂σb

(√
detGGabgµρ

∂xµ

∂σa

)
− 1

2

√
detGGab∂gµν

∂xρ
∂xµ

∂σa
∂xν

∂σb
= 0 (3.27)

が得られる。変分問題が well-definedであるために、

Robin境界条件 :
√
detGGaσgµν

∂xµ

∂σa
−Bµν

∂xµ

∂τ
= 0

Dirichlet境界条件 : δxµ = 0
(3.28)

のどちらかの境界条件が満たされなければならない。B2 があるので、Neumann境界条件の代わ

りに、Robin境界条件となる。

3.4 D-stringとR-R場の相互作用

モノポール対生成とダイオン対生成を AdS/CFT対応に基づいて議論するときに、D-stringと

R-R場の相互作用が必要になる。F-stringとNS-NS場の相互作用と異なる点があるのでまとめて

おく。

Dp-ブレーンとR-R場 C の相互作用は

µp

∫ (
C eB2+(2πα′)F2

)
p+1

, µ2p = 2π(4π2α′)3−p (3.29)

で与えられる。C はR-R場の形式的な和で

C =
∑
p

Cp (3.30)

である。D1-ブレーンの場合に、相互作用を書き下すと、

µ1

∫ [
C2 + C0

(
B2 + (2πα′)F2

)]
(3.31)

となる。

4 Wilsonループ

ゲージ理論において重要な演算子としてWilsonループ

W [C] = trP exp

(
i

∫
dτ Aµ(x)ẋ

µ

)
(4.1)

がある。Wilsonループは 4次元時空中の閉じた経路 Cに依存している。また、trはゲージ群のあ

る表現に関する和であり、P は経路順序積を表す。本稿では基本表現の場合のみ扱う。
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物理的には、Wilsonループは基本表現に属する非常に重いクォークの伝播に対するゲージ場の

寄与を表す。クォークの経路 C を固定したので、ゆらぎを無視できるほどクォークは重くなけれ
ばならない。経路 Cが時間方向に T、空間方向に U 拡がった長方形（T ≫ U とする）であれば、

Wilsonループの期待値は

⟨W [C]⟩ ∼ e−TV (U) (4.2)

と振る舞う。ここで、V (U)はクォーク・反クォークポテンシャルである。

第 4章では、まずN = 4超対称ゲージ理論でのWilsonループを与える。N = 4超対称ゲージ理

論では、ゲージ場に加え、スカラー場からの寄与もある。次に、直線と円形の軌跡を持つWilson

ループの期待値を求める。最後にN = 4超対称ゲージ理論でのクォーク・反クォークポテンシャ

ルを求める。第 4章を書く上で、[32]を参考にした。

4.1 一般論

4次元N = 4超対称ゲージ理論のWilsonループは 10次元N = 1超対称ゲージ理論から得られ

る。10次元N = 1超対称ゲージ理論のWilsonループは

W [C] = 1

N
trP exp

(
i

∫
dτ AM (x)ẋM

)
=

1

N
trP exp

(
i

∫
dτ
(
Aµ(x)ẋ

µ +ΦI(x)ẏ
I
))

(4.3)

と表される。第 3章で次元還元したように場は x ∈ R4のみに依存するとした。(4.3)式が 4次元

N = 4超対称ゲージ理論のWilsonループの一般的な形であり、ベクトル場Aµだけでなく、スカ

ラー場 ΦI からの寄与もある。

AdS/CFT対応の枠組みで用いられるWilsonループは

ẋ2 + ẏ2 = 0 (4.4)

を満たすものである [37, 38]。この場合、Wilsonループは

W [C] = 1

N
trP exp

(
i

∫
dτ
(
Aµ(x)ẋ

µ + θI(τ)ΦI(x)
√

−ẋ2
))

, θI =
yI√
−ẋ2

(4.5)

と表される。
∑6

I=1(θ
I)2 = 1を満たすので、θI は S5上の点とみなすことができる。4次元N = 4

超対称ゲージ理論のWilsonループは 4次元時空中の閉じた経路 Cと θI(τ)に依存している。

(4.5)式のWilsonループは時空が Lorentzianの場合である。AdS/CFT対応では主にEuclidean

の場合のWilsonループが用いられる。Euclideanの場合、Wilsonループは

W [C] = 1

N
trP exp

(∫
dτ
(
iAµ(x)ẋ

µ + θI(τ)ΦI(x)
√
ẋ2
))

(4.6)

と表される。スカラー場の係数に iがあるかないかで Lorentzianか Euclideanか判断できる。

Wilsonループの期待値は、AdS/CFT対応では開弦の世界面の境界が C であるような弦理論の
分配関数を計算して得られる。つまり

⟨W [C]⟩ = Zstring theory[C] (4.7)
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図 3: AdS時空のカットオフ。

である。プラナー極限では、弦理論の分配関数は境界が Cの世界面の極小面積で表されるので、

⟨W [C]⟩ ≃ e−TF(Area[Σ]) (4.8)

である [33,34]。Area[Σ]は境界が Cである世界面の極小となる面積を表す。よって、Wilsonルー

プの期待値をAdS/CFT対応を用いて計算するには、AdS時空上の極小となる面積を求めればよ

い。世界面の面積は、南部・後藤作用 (3.22)を用いて、

TF(Area[Σ]) = SNG = TF

∫
d2σ

√
detG (4.9)

と表される。

AdS時空の計量は (3.20)式なので、境界 (z = 0)付近で計量は発散する。そのため、世界面の

面積は発散する。世界面の面積を正則化するため、AdS時空の動径座標にカットオフ z = ϵを導

入する。幾何学的にはAdS時空中の高さ ϵの円筒の面積を極小となる世界面の面積から引くこと

に対応する（図 3）。

4.2 直線Wilsonループ

境界が直線の場合、

x0 = τ , z = z(σ) (4.10)

が運動方程式を満たしている。誘導計量は

[Gab] =
L2

z2

1 0

0 z′2

 (4.11)

と書けるので、古典的作用は

Scl = TF

∫
d2σ

L2

z2
z′ = TFL

2

∫
dτ

∫ ∞

ϵ
dz

1

z2
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= TFL
2

[
−1

z

]∞
ϵ

∫
dτ =

TFL
2

ϵ

∫
dτ (4.12)

となる。一般論で述べたように、カットオフスケール ϵをゼロに持っていくと、古典的作用（世界

面の面積）は発散する。発散部分を引くと Scl = 0となるので、Wilsonループの期待値は

⟨W [C]⟩ren = 1 (4.13)

となる。

4.3 円形Wilsonループ

境界が円形のWilsonループは、Drukker-Gross-大栗とBerenstein-Corrado-Fischler-Maldacena

によって求められた [35,36]。極小面積を求めるには南部・後藤作用から得られる運動方程式の解

で、境界で円形となるものを求めればよい。しかし、境界が円形の場合は適当な ansatzを置いて運

動方程式を簡略化しても、解くのは容易ではない。そのため、第 4.2節で得られた直線の解 (4.10)

を特殊共形変換して得ることにする [36]。そして特殊共形変換で得られた解が実際に運動方程式

を満たしていることを確認する。

特殊共形変換は

x′i =
xi + bi(x

2 + z2)

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)
, z′ =

z

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)
(4.14)

で与えられる。x1 , x2 , x3 = 0で表される直線を特殊共形変換すると（ただし、b0 , b1 ̸= 0 , b2 , b3 = 0

とする）、

x′0 =
x0 + b0(x

2 + z2)

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)
, x′1 =

b1(x
2 + z2)

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)
, z′ =

z

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)

に移される。ここで、x2 = x20 , b
2 = b20 + b21である。

(x′0)
2 + (x′1)

2 + (z′)2 =
x2 + 2b · x(x2 + z2) + b2(x2 + z2)2 + z2

(1 + 2b · x+ b2(x2 + z2))2

=
x2 + z2

1 + 2b · x+ b2(x2 + z2)

=
x′1
b1

から直線の解を特殊共形変換すれば、原点が (x′0, x
′
1, z

′) = (0,−1/2b1, 0)であり、半径が 1/2b1の

円が得られる。よって、境界で円形の解は、原点の位置や半径をうまく選べば、

x0 = x(σ) cos τ , x1 = x(σ) sin τ , z = z(σ) , x2 + z2 = c2 = const. (4.15)

と表される。特殊共形変換で得られた解 (4.15)が運動方程式を満たしていることを確認しよう。

まず

x0 = x(σ) cos τ , x1 = x(σ) sin τ , z = z(σ) (4.16)
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という ansatzを置いて、x(σ) , z(σ)の運動方程式を求める。誘導計量は

[Gab] =
L2

z2

x2 0

0 x′2 + z′2

 (4.17)

と書けるので、南部・後藤作用 (3.22)は

S = TFL
2

∫
d2σ

x

z2

√
x′2 + z′2 = TFL

2

∫
dτ

∫
dx

x

z2

√
1 + z′2 (4.18)

である。z(x)が満たすべき運動方程式は

2x(1 + z′2) + z(z′ + z′3 + xz′′) = 0 (4.19)

である。z =
√
c2 − x2を代入すると、確かに運動方程式を満たしていることが分かる。

古典的作用は

Scl = TFL
2

∫ 2π

0
dτ

∫
dσ

x

z2

√
x′2 + z′2 = TFL

2

∫ 2π

0
dτ

∫ c

ϵ
dz

c

z2
=

√
λ
(c
ϵ
− 1
)

(4.20)

となる。発散部分を引くと、Scl = −
√
λとなるので

⟨W [C]⟩ren = e
√
λ (4.21)

となる。Wilsonループの期待値は古典解に含まれていた長さのスケール c（古典解の半径）に依

存しない。これは理論のスケール不変性から期待されることと一致する。

4.4 クォーク・反クォークポテンシャル

クォーク・反クォークポテンシャルは Rey-YeeとMaldacenaによって求められた [33, 34]。第

4.4節ではMaldacenaの議論 [34]に従う。

クォークはN 枚のD3-ブレーンの束と 1枚のD3-ブレーンをつなぐ開弦なので（つまり、W-多

重項のスカラー場）、クォーク・反クォークポテンシャルを求めるためには、図 4のブレーンの配

位を考えればよい。時間方向は省略しているので、時間方向を含めると、クォーク・反クォークの

プローブD3-ブレーン上での軌跡は長方形となる。ラージN 極限では、N 枚のD3-ブレーンの束

はAdS時空に置き換えられ、図 5の配位になる。図 5のエネルギー（世界面の面積）からクォー

ク・反クォークポテンシャルを求められるが、クォークの無限大の静止質量により図 5のエネル

ギーは無限大となる。そのため、図 5から静止質量を引いたものがクォーク・反クォークポテン

シャルに対応する。

世界面の座標として、

x0 = τ , x1 = σ , r = r(σ) (4.22)

という静的な配位を考える。−T/2 < τ < T/2 とし、T は十分大きいとする。x1 = x とし、

x = −U/2にクォークを、x = +U/2に反クォークを置く。また、θI は定数 θI0とする。誘導計量は

[Gab] =


r2

L2
0

0
r2

L2
+
L2

r2

(
dr

dσ

)2

 (4.23)
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図 4: クォーク・反クォークポテンシャルを求めるときのブレーンの配位。

図 5: ラージN 極限を取った場合の図 4。点線はもともと D3-ブレーンがあったことを表している。

図 6: クォーク・反クォークポテンシャルを計算するときの開弦の形。

である。よって、弦の世界面の作用は

S = TF

∫
d2σ

√(
dr

dσ

)2

+
r4

L4

= 2TFT

∫ U/2

0
dx

√(
dr

dx

)2

+
r4

L4
(4.24)
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となる。L =
√

(dr/dx)2 + r4/L4とすると、Lは xにあらわに依存しないので、

∂L
∂(∂xr)

∂xr − L =
(dr/dx)2√(
dr

dx

)2

+
r4

L4

−

√(
dr

dx

)2

+
r4

L4
= − r4/L4√(

dr

dx

)2

+
r4

L4

(4.25)

は保存量である。x = 0で dr/dx = 0, r = r0であるとすれば、

r4/L4√(
dr

dx

)2

+
r4

L4

=
r20
L2

⇐⇒ dr

dx
=
r2

L2

√
r4

r40
− 1 (4.26)

となる。y = r/r0と変数変換すると

dy

dx
=
r0
L2
y2
√
y4 − 1 (4.27)

が得られる。(4.27)式を積分すると

x =
L2

r0

∫ y

1

dy

y2
√
y4 − 1

(4.28)

が得られる。r0は y → ∞とした
U

2
=
L2

r0

∫ ∞

1

dy

y2
√
y4 − 1

=
L2

r0

√
2π3/2

Γ(1/4)2
(4.29)

から求まる。ここで、∫ ∞

1

dy

y2
√
y4 − 1

=
1

4

∫ ∞

0

dt

t1/2(1 + t)5/4
=

1

4
B

(
1

2
,
3

4

)
=

1

4

Γ(1/2)Γ(3/4)

Γ(5/4)
=

1

4

√
π
√
2π

1
4Γ(1/4)

2

=

√
2π3/2

1
4Γ(1/4)

2
(4.30)

を用いた。最初の等式で t = y4−1と変数変換し、Γ(1/2) =
√
π ,Γ(3/4) =

√
2π/Γ(1/4) ,Γ(5/4) =

Γ(1/4)/4を用いた。また、B(x, y)はベータ関数であり、積分表示では

B(x, y) =

∫ ∞

0
dt

tx−1

(1 + t)x+y
(4.31)

と表される。

Euclid化しているので、作用はエネルギーEと S = ET という関係にある。よって

E =
1

πα′

∫ U/2

0
dx

√(
dr

dx

)2

+
r4

L4
=

1

πα′

∫ ∞

r0

dr
dx

dr

√(
dr

dx

)2

+
r4

L4

=
1

πα′

∫ ∞

r0

dr
dx

dr

r4

L2r20
=

1

πα′

∫ ∞

r0

dr
r2

r2
√
r4/r40 − 1

r4

L2r20
=

r0
πα′

∫ ∞

1
dy

y2√
y4 − 1

(4.32)

である。エネルギー (4.32)は発散するので正則化しなければならない。開弦が単独で存在する場

合の静止質量の寄与を引くと

E =
r0
π

∫ ∞

1
dy

y2√
y4 − 1

− r0
π

∫ ∞

0
dy =

r0
π

[∫ ∞

1
dy

(
y2√
y4 − 1

− 1

)
− 1

]
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= −
4π2(2g2YMN)1/2

Γ(1/4)4U
(4.33)

という有限のエネルギーが得られる。
∫∞
1 dy (y2/

√
y4 − 1− 1)を評価するには、yϵをかけてそれ

ぞれ分けて積分するとよい。初項は∫ ∞

1
dy

y2+ϵ√
y4 − 1

=
1

4

∫ ∞

0

dt

t1/2(1 + t)(1−ϵ)/4
=

1

4
B

(
1

2
,−1 + ϵ

4

)
=

1

4

Γ(1/2)Γ(−(1 + ϵ)/4)

Γ((1− ϵ)/4)
(4.34)

であり、第二項は ∫ ∞

1
dy yϵ =

1

4

∫ ∞

0

dt

(1 + t)(1−ϵ)/4
=

1

4
B

(
1,−1 + ϵ

4

)
=

1

4

Γ(1)Γ(−(1 + ϵ)/4)

Γ((3− ϵ)/4)
(4.35)

である。ϵ→ 0とすると、∫ ∞

1
dy

(
y2√
y4 − 1

− 1

)
=

1

4
Γ

(
−1

4

)(
Γ(1/2)

Γ
(
1/4
) − Γ(1)

Γ(3/4)

)

= −
√
2π3/2

4Γ(1/4)2
+ 1 (4.36)

が得られる。ここで、Γ(−1/4) = −4Γ(3/4)を用いた。

得られた結果の物理的意味を考察しよう。エネルギーはE ∝
√
λ/U と振る舞う。E ∝ 1/U とい

う振る舞いは理論の共形不変性から期待される結果と一致しており、自然である。驚くべきこと

は、E ∝
√
λという振る舞いである。摂動論的な計算ではE ∝ g2YM ∝ λとなるはずである。しか

し、E ∝
√
λと振る舞っており、摂動論の結果と異なっている。そのため、この振る舞いは非摂動

論的である。

AdS/CFT対応に基づいて重力側の計算によりエネルギーの λ依存性が分かったが、Erickson-

Semenoff-Zaremboによって、ゲージ側でも無限個のゲージ場のプロパゲーターを足しあげると同

じ λ依存性を持つことが示された [39,40]。

5 Holographic Schwinger effect

AdS/CFT対応の文脈で Schwinger効果を議論したのは、Gorsky-Saraikin-Selivanovが初めてで

ある [16]。その後、Semenoff-Zaremboは「世界線の経路積分形式」に基づいてN = 4 SU(N)×U(1)

超対称ゲージ理論でのクォーク対の生成率の表式を求めた [14]。生成率の計算過程にWilsonルー

プが現れることから、AdS/CFT対応を用いて生成率を計算する提案をして、生成率と電場の上

限値を求めた。なお、Semenoff-Zaremboの提案は Gorsky-Saraikin-Selivanovの提案と同じであ

る。（ [16]では、様々な Schwinger効果を計算する提案をしている。Semenoff-Zaremboの提案と

同じ提案はそのうちの一つである。）しかし、Gorsky-Saraikin-Selivanovは、その提案が正しいと

思われる根拠を提示しておらず、さらに計算結果は誤っていた。

29

Soryushiron Kenkyu



Semenoff-Zaremboによって提案された AdS/CFT対応の方法をモノポール対生成やダイオン

対生成、有限温度でのクォーク対生成の場合に拡張したのが、Bolognesi-Kiefer-Rabinoviciであ

る [15]。

第 5章ではクォーク対生成に関しては [14]に基づいてレビューする。モノポールやダイオンの

場合は後述するように [15]での扱いは不十分と思われるので、[15]のレビューをした後に、独自

の考察をする。

5.1 クォーク・反クォーク対生成

N = 4超対称ゲージ理論において Schwinger効果を考えたいので、U(1)ゲージ理論が必要であ

る。第 3.1節で述べたように、Higgs機構により、ゲージ群を SU(N + 1)から SU(N)× U(1)へ

破る。

最初にプローブ D3-ブレーンを記述する DBI作用から期待される電場の性質を見る。次に第 2

章の「世界面の経路積分形式」に基づいて、N = 4超対称ゲージ理論でのクォーク対の生成率を

計算する。そして、ホログラフィックに計算する方法を述べ、実際に生成率を計算する。

5.1.1 DBI作用から期待される電場の性質

N+1枚のD3-ブレーンの束から離した 1枚のD3-ブレーンをプローブとして考える。ラージN、

プラナー極限では、N 枚の束のD3-ブレーンをAdS5 × S5 時空に置き換えられるので、プローブ

D3-ブレーンをその曲がった時空に埋め込まれた古典的な物体として扱える。プローブD3-ブレー

ンは 4次元時空 xµ方向に広がっており、動径方向の位置は r0で、S5上のある一点 θI = const.に

あるとする。プローブD3-ブレーン上にはゲージ場Aµがある。場の強さ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ だ

けではゲージ不変ではないので、物理的に意味のある場の強さは Fµν とB2 を組み合わせた

Fµν = Bµν + 2πα′Fµν (5.1)

である [23]。Fµν は 1 + 3次元時空間上の電磁場を表している。プローブ D3-ブレーン上に電場

E = F01/2πα
′を印加すると10、プローブD3-ブレーンを記述するDBI作用は

S = −TD3

∫
d4x

√
− det(gµν + Fµν) (5.2)

= −TD3
r40
L4

∫
d4x

√
1− (2πα′)2L4

r40
E2 (5.3)

と書ける。TD3 = 1/gs(2π)
3α′2はD3-ブレーンの張力である。Wess-Zumino作用の寄与もあるが、

ここでは省略した。

AdS時空を考察する前に平坦な場合を考えよう。時空が平坦な場合、gµν はMinkowski時空の

10第 5章以降では、電磁場の中に結合定数 gYM を含める。
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計量 ηµν = diag(−1,+1,+1,+1)なので、作用は (5.3)の代わりに

S = −TD3

∫
d4x

√
− det(ηµν + Fµν) = −TD3

∫
d4x

√
1− (2πα′E)2 (5.4)

となる。時空が平坦であれば、電場が 1/2πα′のとき作用はゼロになる。1/2πα′より大きい電場

では作用が ill-definedになるため、電場に上限値EDBI,flat = 1/2πα′が存在する。電場の上限値は

第 1章での期待通り平坦時空上での開弦の張力に等しい。AdS時空では、warp factor r20/L
2があ

るので、作用は (5.3)式となり電場の上限値はEDBI,flatに warp factor r20/L
2がかかった

EDBI =
1

2πα′
r20
L2

(5.5)

となる。(5.5)式をゲージ理論のパラメーターを用いて書き直す。クォークの質量は r = r0にある

プローブD3-ブレーンと r = 0のホライズンの間に張られた開弦のエネルギーである。この開弦の

誘導計量は gab = diag(−r2/L2, L2/r2)なので、質量は

m = TF

∫ r0

0
dr
√

− det g =
r0

2πα′ (5.6)

で与えられる。(5.6)式を用いて電場の上限値 (5.5)の r0を消去すると

EDBI =
2πm2

√
λ

(5.7)

と表される。

5.1.2 ゲージ理論での対生成

第 2章と同様に「世界線の経路積分形式」に基づいて、クォーク対の生成率を求める。U(1)ゲー

ジ場の部分に外場を与える。ラージN、プラナー極限でのN = 4 SU(N)×U(1)超対称性ゲージ

理論なので、

• クォークの数に比例したN 倍の係数が生成率 Γにかかる。

• W-多重項の粒子のループは 1/N で抑えられるので、ラージN 極限で無視できる。

• U(1)の光子のループの寄与は g2YM = λ/N に比例するので、ラージN 極限で無視できる。

という変更点がある。これらの点を考慮して、クォーク対の生成率を求めよう。

第 3章で述べたが、N = 4 SU(N)× U(1)超対称ゲージ理論の作用は

S
SU(N)
N=4 + S

U(1)
N=4 + SW (5.8)

のように、ゲージ群が SU(N)の作用、ゲージ群が U(1)の作用、W-多重項の作用の和で書ける。

W-多重項の作用は

SW =
1

g2YM

∫
d4x

[
(DµωI)

†DµωI + ω†
I(ΦK −mθK − ϕK)2ωI −m2ω†

IθIθJωJ + · · ·
]

(5.9)

である。U(1)ゲージ場に外場を入れているので共変微分は

Dµ = ∂µ − iAµ + iaexµ (5.10)
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である。U(1)ゲージ場の動的な部分の寄与はラージN 極限では無視できる。そのため、以下の計

算では U(1)の外場の以外の項（共変微分や S
U(1)
N=4など）は無視する。真空のエネルギーは

e−ε0V4 =

∫
DADΦDω e−(S

SU(N)
N=4 +SW) (5.11)

と表されるので、生成率は

V4Γ = −2 Im log

∫
DADΦDω e−(S

SU(N)
N=4 +SW) (5.12)

となる。次に、ωI について積分すると、

V4Γ =− 2 Im log

∫
DADΦe−(S

SU(N)
N=4 +Seff) (5.13)

Seff = − log

∫
Dω e−SW

= − log

∫
Dω exp

[
− 1

g2YM

(
(DµωI)

†DµωI + ω†
I(ΦK −mθK)2ωI −m2ω†

IθIθJωJ

)]
= −5N

2
log det ′ det

(
−DµD

µ + (ΦK −mθK)2
)−1

=
5N

2
trop trSU(N) log

(
−DµD

µ + (ΦK −mθK)2
)

(5.14)

が得られる。det′は演算子に関する行列式を表し、detはN ×N 行列の行列式を表す。tropは演

算子の固有値についてのトレースであり、trSU(N)は SU(N)ゲージ群についてのトレースである。

5N/2は、質量がゼロでない ωI から生じる。よって生成率は

V4Γ = −2 Im log

∫
DADΦe−(S

SU(N)
N=4 +Seff)

= −2 Im log⟨e−Seff⟩ ≃ −2 Im log (1− ⟨Seff⟩) ≃ 2 Im ⟨Seff⟩

= 5N Im
⟨
trop trSU(N) log

(
−DµD

µ + (ΦK −mθK)2
)⟩

(5.15)

と表される。期待値 ⟨· · · ⟩の意味は

⟨g(A,Φ)⟩ =

∫
DADΦe−S

SU(N)
N=4 g(A,Φ)∫

DADΦe−S
SU(N)
N=4

(5.16)

である。

次に、固有時積分 (2.20)及び量子力学の経路積分を用いて (5.15)式を書き直すと、

V4Γ = −5N Im

∫ ∞

0

dT

T

⟨
trSU(N) P exp

(
−1

2
DµD

µT +
1

2
(ΦK −mθK)2T

)⟩
= −5N Im

∫ ∞

0

dT

T

∫
Dx

×
⟨
trSU(N) P exp

[
−
∫ T

0
dτ

(
1

2
ẋ2 − iAµẋµ + iaexµ ẋµ +

1

2
(ΦK −mθK)2

)]⟩ (5.17)

となる。SU(N)ゲージ場が非可換なので、経路順序積 P がつく。
次に質量mが十分大きいとして、N = 4超対称ゲージ理論のWilsonループが現れることを確

認しよう。以下の導出は [37]のAppendix AのWilsonループの導出と少しの変更（dT/T である
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か dT であるか）を除いて同じである。T 積分を含む項は∫ ∞

0

dT

T
exp

[
−
∫ T

0
dτ

(
1

2
ẋ2 − iAµẋµ + iaexµ ẋµ +

1

2
(ΦK −mθK)2

)]
(5.18)

である。指数関数の引数で、第 1項と第 4項はパラメーター τ の変換に対して不変でない。τ̃(0) =

0 , τ̃(T ) = T を満たすような変換 τ → τ̃(τ)をする。c(τ) = dτ̃ /dτ と定義すれば、(5.18)式は∫
Dc 1

c
exp

[
−
∫ T

0
dτ

(
1

2c
ẋ2 +

c

2
(ΦK −mθK)2

)]
=

∫
Dc 1

c
exp

[
−
∫ 1

0
dτ

(
1

2c
ẋ2 +

c

2
(ΦK −mθK)2

)]
(5.19)

のように T 積分を c(τ)の経路積分に書き換えることができる。パラメーターの取り換えに対して

不変な項は省略した。c(τ)に関する停留点は、mが十分大きいことに注意すると

c(τ) =

√
ẋ2(τ)

m
(5.20)

となる。(5.20)式を (5.19)式に代入すると、指数部分として

exp

[
−
∫ 1

0
dτ
(
m
√
ẋ2 − ΦKθK

√
ẋ2
)]

(5.21)

が得られる。Φ2の項はmが十分大きいとき無視できるので省略した。(5.21)式を (5.17)式に代入

すれば、

V4Γ = − 5N Im

∫
Dx g[x(τ)] exp

(
−m

∫ 1

0
dτ

√
ẋ2 − i

∫ 1

0
dτ aexµ ẋµ

)
⟨W [x]⟩ (5.22)

W [x] = trSU(N) exp

(∫ 1

0
dτ
(
iAµẋµ +ΦKθK

√
ẋ2
))

(5.23)

が得られる。g[x(τ)]は、x(τ)の汎関数であり、x(τ)の経路積分を鞍点法で見積もるときには、効

いてこない。⟨W [x]⟩はN = 4超対称ゲージ理論のWilsonループである。SU(N)ゲージ場の揺

らぎを考慮したため、生成率の表式に SU(N)のWilsonループが表れている。

次に、x(τ)の経路積分をしよう。Wilsonループがない場合の x(τ)の古典解は (2.39)式である。

Wilsonループは古典解の円のある面内の回転において不変であり、古典解の半径に依存しない。

そのため、摂動としてWilsonループを加えた場合、古典解は変わらない（第 2.4節の議論と同様）。

よって、円形Wilsonループを求めればよい11。鞍点近似がうまくいくために、弱い電場の条件

E ≪ m2

が必要である。円形Wilsonループの期待値は第 4章で求めた。簡単のため (2.39)式の古典解で

n = 1だけを考えると

⟨W [x]⟩ = e
√
λ (5.24)

である。よって、生成率は

Γ ∼ e−Scl = exp

(
−πm

2

E
+

√
λ

)
(5.25)

11ただし、インスタントンを表す作用が少し変わっている。また、g[x(τ)]も考慮しなければならないが、この項は

鞍点法を用いるときには効いてこないとする。
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である。電場が

E =
πm2

√
λ

(5.26)

に達すると、生成率は指数関数で抑えられなくなるので、これは電場の上限値である。しかし、

この電場の上限値は第 5.1.1節で得られた DBI作用の上限値 (5.7)と 2倍ずれている。そこで、

Semenoff-ZaremboはAdS/CFT対応に基づいて Schwinger効果の生成率を求め、この問題を解決

した。

5.1.3 ホログラフィックな記述

ゲージ理論の計算（円形Wilsonループの評価だけAdS/CFT対応を用いた）では、弱い電場の

条件が必要となる。そのため、電場の上限値がDBI作用の上限値 (5.7)と異なってしまった。

そこで、円形WilsonループだけAdS/CFT対応を用いるのではなく、インスタントンの作用ご

とAdS/CFT対応を用いて計算しよう。第 5.1.2節では、円形Wilsonループの期待値を計算すれ

ばよかった。円形Wilsonループの期待値は、AdS時空の境界にくっついた円形の開弦の世界面の

面積を計算すれば求められる（第 4.3節）。そこで、Schwinger効果の生成率を求める計算として

Semenoff-Zaremboは次のような提案をした。

Semenoff-Zaremboの提案 [14]� �
AdS/CFT対応に基づいてN = 4 SU(N)× U(1)超対称ゲージ理論でのクォーク対の生成率

を求めるには（ラージN、プラナー極限以外は仮定しない）、次のようにすればよい。まず、

AdS5 × S5時空の動径座標 r = r0にプローブD3-ブレーンがあり、背景場としてゼロでない

NS-NS場B2 があるとする。そのプローブD3-ブレーンに端を持ち、プローブD3-ブレーン上

で円形の開弦の世界面の面積を求めればよい（図 7の赤色の面積）。そのとき、生成率 Γは

Γ ∼ e−SNG−SB2 (5.27)

と表される。ここで、SNGは古典解を南部・後藤作用 (3.22)に代入したものであり、開弦の

世界面の面積を表している。SB2 は開弦の端点とNS-NS場B2 との結合を表す。� �

図 7: AdS/CFT対応に基づいて生成率を求めるときのプローブ D3-ブレーンと開弦の図。

まず、r = r0のプローブD3-ブレーンに円形の境界をもつ開弦の世界面の極小面積を求める。図

7に示したようなプローブD3-ブレーンと開弦を考える。プローブD3-ブレーン（r = r0）上で半

34

Soryushiron Kenkyu



径Rの円であれば、解は、

x0 = x(σ) cos (2nπτ) , x1 = x(σ) sin (2nπτ) , z = z(σ) ,

x2 + z2 = R2 +

(
L2

r0

)2 (5.28)

である。図 7の赤線が (5.28)式に対応し、その世界面の面積が Schwinger効果の生成率に寄与す

る。点線は (5.28)式の解を分かりやすくするためにAdS時空の境界まで外挿したものであり、生

成率には寄与しない。

古典解を代入して、古典的作用を計算する。まず、南部・後藤作用は

SNG = 2nπTFL
2

√(Rr0
L2

)2

+ 1− 1

 (5.29)

となる。次に開弦とNS-NS場B2 の相互作用項を計算する。B01 ̸= 0とする。相互作用項は

SB2 = −nπER2 , E = TFB01 (5.30)

である。TFB01を電場Eと解釈する。よって、全作用は

S = SNG + SB2 = 2nπTFL
2

√(Rr0
L2

)2

+ 1− 1

− nπER2 (5.31)

となる。Rは境界条件 (3.28)から決まり、

R =
L2

r0

√
E2

c

E2
− 1 , Ec = TF

r20
L2

=
2πm2

√
λ

(5.32)

である。R ≥ 0でなければならないので、電場にはEcという上限値が存在する。作用からRを消

去すると

S
(n)
cl = nπL2TF

(√
Ec

E
−
√
E

Ec

)2

=
n
√
λ

2

(√
Ec

E
−
√
E

Ec

)2

(5.33)

よって、生成率は

Γ ∼ e−S
(1)
cl = exp

−
√
λ

2

(√
Ec

E
−
√
E

Ec

)2
 (5.34)

と振る舞う。

5.1.4 議論・まとめ

第 5.1.3節で得られた結果と第 5.1.2節で得られた結果を比較しよう。E ≪ Ecのとき、生成率は

Γ ∼ exp

(
−πm

2

E
+

√
λ

)
(5.35)

と近似できる。この振る舞いはゲージ理論の計算で得られた (5.25)式と同じである。

ゲージ群は異なるが、第 2.4節と比較してみよう。(2.69)式の n = 1の場合は

Γ ∼ exp

(
−πm

2

E
+
e2

4

)
(5.36)
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である。ただし、(5.36)式では eE を E と再定義している。(5.35)式と (5.36)式の指数関数の引

数の第 1項 πm2/Eは同じである。第 2項は、Coulomb相互作用の寄与である。
√
λに比例するの

は第 4章で指摘した通りである。次に、電場の上限値に注目しよう。(5.32)式で得られた電場の上

限値は、プローブD3-ブレーンのDBI作用から得られた電場の上限値 (5.7)と等しい。

Semenoff-Zaremboは

• E ≪ Ecで生成率がゲージ理論の計算によるものと一致する。

• 第 5.1.3節の解析で得られた電場の上限値 (5.32)が第 5.1.1節の解析で得られた電場の上限

値 (5.7)と等しい。

という二つの結果から、彼らの提案に基づく解析は正しいと結論した。しかし、指数関数の部分

しか得られていない。本当に生成率が求められたことを確認するためには、指数関数の前の係数

を求めなければならない。指数関数の前の係数を求めるためには、開弦の古典解周りの揺らぎを

積分しなければならないが、これは、外電場の有無に関わらず

• 円形の古典解周りの揺らぎの固有値を見つけるのが困難である。
• どのような規格化がよいか非自明である。

という 2点で難しい。いくつかの試みはあるが、まだうまくいっていない [42–44]。

5.2 モノポール・反モノポール対生成

まず、プローブ D3-ブレーンを記述する DBI作用から期待される磁場の性質を見る。そして、

モノポール・反モノポール対生成をホログラフィックに計算する方法を述べ、実際に生成率を計算

する。

5.2.1 DBI作用から期待される磁場の性質

N + 1枚の D3-ブレーンの束から離した 1枚の D3-ブレーンをプローブとし、動径方向 r = r0

の位置にあるとする。ラージN、プラナー極限では、N 枚のD3-ブレーンの束はAdS5 × S5時空

に置き換えれる。磁場B = F23/2πα
′がある場合、プローブD3-ブレーンを記述するDBI作用は

SDBI = −TD3

∫
d4x

√
−det(gµν + Fµν) = −TD3

r40
L4

∫
d4x

√
1 +

(2πα′)2L4

r40
B2 (5.37)

と書ける。磁場の値Bをどんなに大きくしても作用は ill-definedにならないので、磁場には上限

が存在しない。

5.2.2 ホログラフィックな記述

モノポール対生成を AdS/CFT対応に基づいた見方で議論する。第 3.2節で述べたように、D-

stringはモノポールを表している。ラージN、プラナー極限のN = 4 SU(N)×U(1)超対称ゲー

ジ理論におけるモノポール対の生成率を求めるには、次のようにすればよい。
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モノポール対の生成率を求める提案� �
まず、AdS5 × S5時空の動径座標 r = r0にプローブ D3-ブレーンがあり、背景場としてゼロ

でないR-R場C2 があるとする。そのプローブD3-ブレーンに端を持ち、プローブD3-ブレー

ン上で円形のD-stringの世界面の面積を求めればよい。そのとき、生成率 Γは

Γ ∼ e−SDBI−SR-R (5.38)

と表される。ここで、SDBIは古典解をDBI作用に代入したものであり、D-stringの世界面の

面積を表している。SR-Rは開弦の端点とR-R場 C2 との結合を表す。� �
D-stringを記述するDBI作用

SDBI = TF

∫
d2σ e−ϕ

√
detG (5.39)

は、F-stringを記述する南部・後藤作用とディラトン場の分だけ異なる。N = 4超対称ゲージ理

論に双対な重力解では、ディラトン場は定数なので、eϕ = gsと弦の結合定数で書ける。よって、

DBI作用

SDBI = TD

∫
d2σ

√
detGab , TD =

TF
gs

(5.40)

は南部・後藤作用と張力の分だけ異なる。そのため、古典解や古典的作用は F-stringの場合と張

力を除いて変わらない。第 3.4節で述べたように、D-stringは NS-NS場 B2 とは結合せず、R-R

場 C2 と結合する。よって相互作用項は

SR-R = µ1

∫
d2σ Cµν ∂τx

µ∂σx
ν (5.41)

である。相互作用項 (5.41)はB2 の相互作用と同じく運動方程式には寄与しない。第 5.2.3項で得

られた結果の読み換えをすれば、古典的作用は

S
(n)
cl = 2nπL2TD

√(Rr0
L2

)2

+ 1− 1

+ nµ1C01πR
2 (5.42)

となる。C = −µ1C01とおく。Rは境界条件 (3.28)から決まり（ただし、第 5.1.3節の南部・後藤

作用に含まれる張力 TFを TDに、外場との相互作用の TFB2 を−µ1C2 に読み換える）、

R =
L2

r0

√
C2
c

C2
− 1 , Cc = TD

r20
L2

(5.43)

である。R ≥ 0なので、C2 には Ccという上限が存在する。作用からRを消去すると

S
(n)
cl = nπL2TD

(√
Cc

C
−
√
C

Cc

)2

(5.44)

が得られる。

(5.43)式と (5.44)式をゲージ理論のパラメーターで書き換える。r0はモノポールの質量mmono

と関係している。モノポールの質量は r = r0にあるプローブD3-ブレーンと r = 0のホライズン

の間に張られたD-stringのエネルギーである。D-stringの誘導計量は gab = diag(r2/L2, L2/r2)な
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ので、質量は

mmono = TD

∫ r0

0
dr
√

det g = TDr0 (5.45)

で与えられる。(5.43)式と (5.44)式は

S
(n)
cl =

n
√
λ

2

(√
Cc

C
−
√
C

Cc

)2

, Cc =
2πm2

mono√
λ

(5.46)

となる。

5.2.3 議論・まとめ

Bolognesi-Kiefer-RabinoviciはC01を磁場と解釈し、第 5.2.2節での計算が正しい範囲内では磁

場にも上限が存在してしまうと結論した [15]。一方、DBI作用から期待されることは磁場には上

限がないということであった。そのため、D3-ブレーン上の低エネルギー有効理論の解析（第 5.2.1

節）と弦の世界面の解析（第 5.2.2節）とで得られた結果が異なっており、矛盾している。

Bolognesi-Kiefer-Rabinoviciは、磁場の上限値付近では反作用（ゼロでないC2 があるので、背

景時空はAdS5 × S5からずれてしまう）が無視できないので、反作用を正しく取り込めば上限値

は現れず、矛盾は生じないと予想している。しかし、正しくは C01ではなくB23を（定数倍を除

いて）磁場と解釈すべきである。そのため、C01と B23を結びつける関係式があればよいと考え

られる。

5.3 ダイオン・反ダイオン対生成

ダイオンの場合の対生成も [15]で議論されている。まず、[15]のレビューを行う。しかし、彼

らの議論はN = 4超対称ゲージ理論で期待されるような置き換えをしただけであり、不十分と思

われる点がある。そのため、独自に考察をする。

まず、初めに電場と磁場の両方が印加されている場合のプローブ D3-ブレーンを記述する DBI

作用から得られる性質についてみる。次に、AdS/CFT対応に基づいて議論する。

5.3.1 DBI作用から期待される電場・磁場の性質

電場Eが 1方向にあるとする。そして電場と並行な方向にB、垂直な方向にB⊥（簡単のため、

向きは 2方向とする）の磁場があるとしよう。プローブD3-ブレーンを記述するDBI作用の根号

の中は

− det


−r20/L2 2πα′E

−2πα′E r20/L
2 2πα′B⊥

−2πα′B⊥ r20/L
2 2πα′B

−2πα′B r20/L
2
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=

(
r20
L2

)4

− (2πα′)2
(
r20
L2

)2

(E2 −B2 −B2
⊥) + (2πα′)4E2B2 (5.47)

である。電場の上限はこれがゼロになる値

Ec =
r20

2πα′L2

√√√√√√1 +
B2

⊥(
r20

2πα′L2

)2

+B2

=
2πm2

√
λ

√√√√√1 +
B2

⊥
4π2m4

λ
+B2

(5.48)

である。(5.6)式を用いてゲージ理論のパラメーターで書き換えた。電場と並行な磁場だけの場合

は電場の上限値に変更はないが、垂直な磁場がある場合、電場の上限は (5.7)式に比べ増加するこ

とが分かる。一方、電場 Eを固定して、磁場の値を大きくしても作用は ill-definedにはならない

ので、磁場に上限はない。

5.3.2 ホログラフィックな記述

次に、AdS/CFT対応に基づいてダイオン対生成を考えよう。ダイオンは電荷と磁荷を持った粒

子である。電荷と磁荷をそれぞれ ne、nmとする。ダイオンを表す状態は、ne本の F-stringと nm

本のD-stringが束縛した状態だと考えられる。ダイオン対の生成率を求めるには、r = r0にある

プローブD3-ブレーンに端を持つF-stringとD-stringの束縛状態の世界面の面積を求めればよい。

ただし、プローブD3-ブレーン上で円形とする。まず、張力を F-stringとD-stringの束縛状態の

Tdyon = TF

√
n2e +

n2m
g2s

(5.49)

に置き換えればよい。DBI作用は南部・後藤作用と張力の分を除いて変更はない。また、F-string

の場合の B2 の項は πER2と、D-stringの場合の C2 の項は πBR2と解釈できた。よって、電荷

ne、磁荷 nmを持つダイオンの場合、電場と磁場がともに印加されていれば、相互作用項は

π(neE + nmB)R2 (5.50)

と解釈できるであろう。よって、古典的作用は

Scl = 2nπL2Tdyon

√(Rr0
L2

)2

+ 1− 1

− nπFR2 , F = neE + nmB (5.51)

となる。Rを作用の停留点（dScl/dR = 0となる点）として求めると、

R =
L2

r0

√
F 2
c

F 2
− 1 , Fc = Tdyon

r20
L2

(5.52)

である。作用からRを消去すると

S
(n)
cl = nπL2Tdyon

(√
Fc

F
−
√
F

Fc

)2

(5.53)

(5.52)式と (5.53)式をゲージ理論のパラメーターで書き換える。r0はダイオンの質量mdyonと

mdyon = Tdyon

∫ r0

0
dr
√

det g =
r0

2πα′

√
n2e +

n2m
g2s

= m

√
n2e +

n2m
g2s

(5.54)
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図 8: D-stringとF-stringの束縛状態を表す図。(a)並行なD-string（実線）とF-string（破線）。(b) F-string

がD-stringに端を持つ。F-stringの端点は電荷を持っているので、D-string上にF が生じる（緑色の矢印）。

(c)最終的に F-stringが D-string上の場の強さ F になる。

という関係にある。ダイオンの誘導計量は gab = diag(r2/L2, L2/r2)である。(5.54)式を用いると、

(5.52)式と (5.53)式は

S
(n)
cl =

n
√
λ

2

(√
Fc

F
−
√
F

Fc

)2√
n2e +

n2m
g2s

, Fc =
2πm2

√
λ

√
n2e +

n2m
g2s

(5.55)

となる。この結果はSL(2,Z)対称性を持っているので、[15]では正しいと結論している。ただし、磁

場Bに上限が表れているが、[15]では反作用を無視したためとしている。これがBolognesi-Kiefer-

Rabinoviciの議論である。

しかし、Bolognesi-Kiefer-Rabinoviciの議論は次のような不満な点がある。ダイオンを表す状態

は、F-stringとD-stringの束縛状態とした。この束縛状態は単純に F-stringとD-stringが重なっ

た状態ではなく、D-string上に場の強さ F がある状態である（図 8）[20, 28]。よって、クォーク

対生成やモノポール対生成と同じ方法を採用するならば、D-string上に F がある場合の世界面の
考察をすべきである。また、D-string上にF がある場合、D-stringはC2 とC0B2 に結合するが、

B2 には結合しない。そのため、R-R場 C2 と C0B2 から π(neE + nmB)R2 という項が出るかは

自明ではない。また、第 5.3.1節の結果と大きく矛盾している。第 5.3.2節の残りでは、独自の考

察に基づいて、ダイオン対生成を議論しよう。

話を簡単にするために、1本の D-string上に場の強さ F がある状態を考えよう。F2 と NS-NS

場B2 がある場合のD-stringを記述するDBI作用は

SDBI = TF

∫
d2σ e−ϕ

√
det [G+ iF ] = TD

∫
d2σ

√
detG−F2

τσ (5.56)

である。ここで、Fab = Bab + 2πα′Fab, Bab = ∂ax
µ∂bx

νBµν である。計量はWick回転している

が、FabはWick回転していない。R-R場とD-stringの相互作用項は µ1
∫
C2 に加えて

µ1

∫
C0F2 (5.57)

がある。後で分かるように C0 は θ項を表しているので、µ1C0/2πα
′ = θ = const.とする。相互
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作用項を含めるとD-stringを記述する作用は

S = TD

∫
d2σ

√
detG−F2

τσ + µ1

∫
C2 +

θ

2πα′

∫
F2 (5.58)

である。

D-string上に何本の F-stringが束縛していたかを読み取るために量子化条件を置く。Fτσ に共

役な運動量Πは

Π =
δS

δFτσ
= TD

2πα′Fτσ√
detG−F2

τσ

+ θ (5.59)

である。量子化条件Π = q ∈ Zを課す。整数 qがD-stringに束縛している F-stringの数を表して

いる。量子化条件を書き直すと

TD√
detG−F2

τσ

=
T(q−θ,1)√
detG

(5.60)

が得られる。ここで、T(q−θ,1) =
√

(q − θ)2 + 1/g2s であり、ダイオンの場合の張力を表している。

張力を見れば、C0 は θ項を表していることが分かる。

D-string上にF があるので、ダイオンの場合はクォークやモノポールの場合と異なる点がある。
それは、世界面の面積を求める際に、作用として Legendre変換した

L − ∂L
∂Fτσ

· Fτσ =
TD√

detG−F2
τσ

detG = T(q−θ,1)

√
detG (5.61)

を考えなければならない点である [41]。

よって、対生成で考える作用は

S = T(q−θ,1)

∫
d2σ

√
detG+ µ1

∫
C2 (5.62)

である。作用はモノポールの場合の作用と張力を除いて変わらない。よって、モノポールの場合

の張力を T(q−θ,1)に置き換えればよい。古典的作用は

Scl = 2πL2T(q−θ,1)

√(Rr0
L2

)2

+ 1− 1

− πCR2 , C = −µ1C01 (5.63)

となる。Rは境界条件 (3.28)から決まり、

R =
L2

r0

√
C2
c

C2
− 1 , Cc = T(q−θ,1)

r20
L2

(5.64)

である。ここから、C には Ccという上限値が存在する。作用からRを消去すると

Scl = πL2T(q−θ,1)

(√
Cc

C
−
√
C

Cc

)2

(5.65)

と表される。(5.64)式と (5.65)式をゲージ理論のパラメーターで書き換えよう。ダイオンの質量

mdyonは r = r0にあるプローブD3-ブレーンとホライズンの間に張られたF があるD-stringのエ

ネルギーである。D-stringのエネルギーを求める場合も、Legendre変換した作用を用いなければ

ならない。ダイオンの誘導計量は gab = diag(r2/L2, L2/r2)なので、

mdyon = T(q−θ,1)

∫ r0

0
dr
√

det g = T(q−θ,1)r0 (5.66)
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である。(5.64)式と (5.65)式はそれぞれ

Scl =

√
λ

2

√
(q − θ)2 +

1

g2s

(√
Cc

C
−
√
C

Cc

)2

, Cc =
2πm2

dyon√
λ
√

(q − θ)2 + 1/g2s
(5.67)

となる。

5.3.3 議論・まとめ

まず、[15]と我々の考察の結果を比較しよう。世界面の面積の寄与は同じである。我々は、[15]

にない θ項の寄与を含めている。次に外場との相互作用項C2 に注目しよう。[15]ではC2 の寄与を

− π(neE + nmB)R2 (5.68)

と電場や磁場と解釈している。そのため、D3-ブレーン上の低エネルギー有効理論の解析（第 5.3.1

節）と弦の世界面の解析（第 5.3.2節）で大きな矛盾が生じている。しかし、第 5.2.3節で述べた

ように電場や磁場と解釈すべきはB2 である。

6 まとめ

本稿では、AdS/CFT対応の文脈での Schwinger効果に関する最近の研究 [14,15]のレビューを

行った。[14]では、AdS/CFT対応の文脈で、クォーク・反クォーク対の生成率を計算する提案が

なされた。その提案に基づくと、DBI作用から期待される電場の上限値と同じ電場の上限値が得

られることが分かった（第 5.1.3節）。また、電場が十分に小さい場合、生成率はゲージ理論の計

算と同じ指数関数の振る舞いをすることも分かった。そのため、[14]の解析はうまくいっている。

しかし、指数関数の前の係数が Schwingerの公式のようになることは確かめられていないなど改

善すべき点は多い。

[15]では、[14]の解析を外磁場中のモノポール・反モノポール対生成、外電磁場中のダイオン・

反ダイオン対生成、有限温度における外電場中のクォーク・反クォーク対生成に拡張した。モノ

ポールやダイオンの対生成の場合、[14]と同じ方法では、磁場にも上限が現れることが指摘され

た。これは、DBI作用から期待される磁場の性質と矛盾している（第 5.2節）。矛盾した結果が得

られた理由は、D-stringの世界面の解析において安易に外場の C2 の成分 C01 を磁場と解釈した

からである。磁場と解釈すべき量はB23なので、外場の C01をB23に読み換える関係式が必要で

ある。

本稿では、モノポール・反モノポール対生成、ダイオン・反ダイオン対生成しか扱わなかった

が、[15]では、磁気回転不安定性や有限温度における外電場中のクォーク・反クォーク対生成から

分かる電場の上限値（生成率は求めていない）についても述べてある。

本稿では述べなかったが、著者は吉田氏との共同研究により [45,46]という二つの論文を書き上

げた。最後に [45, 46]について簡単に説明しよう。
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[45]では、[14]の解析を電場に対し平行な磁場と垂直な磁場があるという一般的な場合に拡張

した。磁場を導入する方法として、Lorentz変換による方法と、弦の世界面を表す古典解が新たな

パラメーターを含むように一般化し、そのパラメーターを磁場と解釈する方法の二通りがあるこ

とを示した。そして、(5.48)式の磁場に依存した電場の上限値が得られることを示した。

次に、[46]について説明しよう。N = 4超対称ゲージ理論のクォーク・反クォークポテンシャ

ル（第 4.4節）を用いて、全ての dに対して V (d) = 2m−Ed−α/d ≤ 0となる電場の値を求める

と、Ecの 0.7倍である。つまり、第 2.1節で述べた直観的な解析と [14]の解析には電場の上限に

関してずれがある。[46]では、プローブ D3-ブレーンを [14]と同じく、AdS時空の境界とホライ

ズンの間に置いて、クォーク・反クォークポテンシャルを求めた。得られたクォーク・反クォーク

ポテンシャルを用いると、Ecでポテンシャル障壁 V (d) がなくなることを確認できた。以上はゼ

ロ温度の解析である。有限温度の場合も同様の解析を行い、DBI作用が well-definedであるよう

な電場の上限値で、ポテンシャル障壁が消えることを確認した。[46]の解析は、[14]の解析と異な

るアプローチで電場に上限が存在し、さらに DBI作用の結果と一致していることを示しており、

Semenoff-Zaremboの提案に対して強い根拠を与えている。
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