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概要

本研究では、量子色力学 (Quantum ChromoDynamisc, QCD)におけるクォークの閉じ込めとカイラル対称性

の自発的破れの関係について、解析的な枠組み及び格子 QCD計算の双方を用いて議論する。

核子等のハドロンがクォーク・グルーオンの多体系である事から、強い相互作用の基礎理論である QCDについ

て理解を深める事は原子核・素粒子物理学分野において非常に有意義な事である。特に、カラーの閉じ込めやカイ

ラル対称性の自発的破れ等の低エネルギー領域の QCDが示す非摂動的現象は、クォーク・グルーオンの多体系と

してのハドロンを理解する上で必要不可欠な現象である。カラーの閉じ込めとは、カラーを持った状態は観測され

ずカラー 1重項の状態のみが観測されるという現象である。実際、実験ではクォークやグルーオンは単体では観測

されずカラー 1重項のハドロンしか観測されていない。しかし、QCDから始めてカラーの閉じ込めを第一原理的

に証明する事は未だ成功していない。また、カイラル対称性の自発的破れとは元々 QCDが持っていたカイラル対

称性が自発的に破れ、クォークが質量を獲得する現象である。

QCDは理論の漸近的自由性から低エネルギー領域では相互作用が強くなり、摂動論が適用できず解析は非常に

困難である。非摂動的領域の QCD を解析するのに最も信頼できる手法として、格子 QCD が挙げられる。格子

QCDとは、連続理論である QCDをゲージ対称性を保ちつつ離散化した理論である。離散化の結果、数値的にで

はあるが様々な物理量を非摂動的に計算できる。本研究でも解析の手法として主に格子 QCDを用いる。

カラーの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れそれぞれの非摂動的現象も興味深いが、その関係性もまた興味

深い研究対象である。閉じ込め・非閉じ込め相転移とカイラル相転移の転移温度の比較や、最大可換ゲージを取っ

た場合の QCDモノポールの研究からカラーの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れには強い相関があるという

事が示唆されていた。他方、QCDにおいて閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係は単純な１対１対応で

はないという事を数値的に示した研究もある。

本研究の目的は、数値的にだけではなく解析的にも low-lying Dirac mode が閉じ込め現象にとって本質的で

はない事を示す事である。まず、時間方向の周期境界条件を課した時間方向の格子サイズが奇数の格子を用いて

Polyakov loopと Dirac modeを直接結ぶ解析的な関係式を導出する。Polyakov loopは閉じ込めの代表的なオー

ダーパラメータであり、low-lying Dirac modeはカイラル対称性の自発的破れに関する最も重要なモードである

から、この関係式に基づいてクォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係を議論する事ができる。こ

の関係式より、low-lying Dirac modeは Polyakov loopの値にほとんど寄与しない事が示唆される。

この関係式を数値的に調べた結果、実際に low-lying Dirac modeが Polyakov loopの値にほとんど寄与しない

事を確認した。すなわち、Polyakov loopと Dirac modeの関係式に基づき、QCDにおいてクォークの閉じ込め

とカイラル対称性の自発的破れの関係は単純な 1対 1対応ではない事を解析的及び数値的に示した。

数値的解析の際、Dirac演算子をスピノルの添字に関して対角化する手法である Kogut-Susskind(KS)法を用い

れば Dirac modeの数値計算のコストを抑える事ができる。しかし、従来の KS法は時間方向の格子サイズが奇数

の格子に対しては適用できないので、時間方向の格子サイズが奇数の格子に対して適用可能なように KS法を一般

化してmodified KS法を新しく開発した。

また、Polyakov loopと Dirac modeの関係式に現れるリンク変数演算子の (KS)Dirac行列要素に、正負の値に

関する新しい対称性が存在し得る事が本研究で初めてわかった。閉じ込め相ではこの正負の対称性が存在し、この

対称性によって Polyakov loopの値はゼロになる。他方、非閉じ込め相ではこの正負の対称性は存在せず、その非

対称性により Polyakov loopの値がゼロでなくなる。従って、この新しい対称性が閉じ込め相と非閉じ込め相を区

別する新しい指標となり得る事が期待できる。
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第 1章

導入

1.1 QCD

量子色力学 (Quantum chromodynamics, QCD)は標準模型のうち強い相互作用を記述する

基礎理論である [1, 2, 3, 4]。QCDは SU(3)ゲージ理論として構成され、フェルミオンである

クォーク q(x)とゲージ場であるグルーオンAa
µ(x)を基本的な場としてラグランジアンは次のよ

うに書かれる。

LQCD = −1

4
GaµνGa

µν + q̄(iγµDµ −mq)q. (1.1)

ただし

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gfabcAb

µA
c
ν , (1.2)

Dµ = ∂µ + igAa
µT

a. (1.3)

gはQCDのゲージ結合定数である。クォーク場 qαif はスピノルの添字 (α = 1, 2, 3, 4)と SU(3)

の基本表現の添字 (i = 1, 2, 3)とフレーバーの添字 (f = 1, · · · , Nf)を持つ。ゲージ場 Aa
µ は

ローレンツの添字 (µ = 0, 1, 2, 3)と SU(3)の随伴表現の添字 (a = 1, · · · , 8)を持つ。ゲージ場

として Aµと書いたときは、Aµ ≡ Aa
µT

aを意味するものとする。以下場や行列の添字はこの定

義に従って記述する。T aは SU(3)の生成子、fabcは SU(3)の構造定数で、

[T a, T b] = ifabcT c (1.4)

の交換関係を満たす。γµは γ行列で、

{γµ, γν} = 2gµν (1.5)

のクリフォード代数 (反交換代数)を満たす。mqはカレントクォーク質量行列である。
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1.1 QCD 5

SU(3)ゲージ変換は、次の局所変換で定義される。

q(x) → q′(x) = Ω(x)q(x) (1.6)

Aµ(x) → A′
µ(x) = Ω(x)

(
Aµ(x)−

1

ig
∂µ

)
Ω(x)−1 (1.7)

Ω(x) = exp(iθa(x)T a) (θa(x)はゲージ変換のパラメータ) (1.8)

この変換でラグランジアンが不変である時、理論が SU(3)ゲージ対称性を持つという。実際、

QCDラグランジアン (1.1)はゲージ変換で不変である。特に、ゲージ変換パラメータ θa(x)が

十分小さいときのゲージ変換 (無限小ゲージ変換)は

q(x) → q′(x) ≃ q(x) + iθa(x)T aq(x) (1.9)

Aµ(x) → A′
µ(x) ≃ Aµ(x) +

1

g
∂µθ

a(x)T a + fabcT aAb
µ(x)θ

c(x) (1.10)(
Aa

µ(x) → A′a
µ(x) ≃ Aa

µ(x) +
1

g
∂µθ

a(x) + fabcAb
µθ

c(x) ≡ Aa
µ(x) +

1

g
(Dµθ)

a

)
(1.11)

Ω(x) = exp(iθa(x)T a) ≃ 1 + iθa(x)T a (θa(x) : infinitesimal) (1.12)

で与えられる。式 (1.11)で随伴表現の量に作用したときの共変微分

(Dµθ)
a ≡ ∂µθ

a(x) + gfabcAb
µ(x)θ

c(x) (1.13)

を定義した。

U(1)ゲージ理論である量子電気力学 (Quantum electrodynamics, QED)では、fabc = 0で

あるからゲージ場の光子場は自己相互作用しない。ところが QCDでは fabc ̸= 0であるから

グルーオン場は自己相互作用する。QCD(非可換ゲージ理論)が QED(可換ゲージ理論)と本質

的に異なるのはこの点である。グルーオンの自己相互作用項によって、QCDは漸近的自由性

(asymptotic freedom)を持つ [1, 2, 5, 6]。つまり、エネルギースケールが大きくなるにつれ (近

距離になるにつれ)相互作用は弱くなるという性質をもつ。Nf 個の massless fermionを持つ

SU(Nc)非可換ゲージ理論の結合定数は、1-loopまでの β関数の計算により、

αs(Q
2) =

g2(Q)

4π
=

12π

11Nc − 2Nf

1

ln( Q2

Λ2
QCD

)
(1− loop) (1.14)

となる。ΛQCDはQCDスケールで、実験から決められるパラメータである。漸近的自由性のた

めに、低エネルギー領域 (長距離領域)では相互作用が強くなり、摂動論が適用できない。した

がって低エネルギー領域では摂動論では説明できない非摂動的現象が現れる。本研究の主題で

あるクォークの閉じ込めやカイラル対称性の自発的破れは低エネルギー QCDの非摂動的現象

の代表格である。
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6 第 1章 導入

本研究では低エネルギー QCDの非摂動的解析方法として、格子 QCD(lattice QCD)を採用

する。格子QCDとは４次元ユークリッド空間でQCDをゲージ不変性を尊重して格子化したも

のであり、QCDに基づく第一原理計算ができる手法として大変有力な手法である [7, 8, 9]。後

の節 1.2で格子QCDの簡単な解説を行う。

1.1.1 クォークの閉じ込め

クォークの閉じ込めはカラーの閉じ込めの一例である。カラーの閉じ込めとは、カラー電荷を

持った状態は観測されずにカラー１重項 (color singlet)の状態しか観測されないという現象で

ある。実際、実験的に観測されているのはメソン (中間子, meson)やバリオン (baryon)といっ

たカラー１重項のハドロン (hadron)だけで、クォークやグルーオン等のカラー電荷を持った状

態が観測された例はない。

ところが、カラーの閉じ込めはおろか、クォークの閉じ込めでさえQCDからの第一原理的な

証明は未だになされていない。とはいえ、数々の精力的な研究により多くの事がわかっている。

以下、カラーの閉じ込め及びクォークの閉じ込めの描像をいくつか紹介する。

クォーク間の線形の閉じ込めポテンシャルがクォークの閉じ込めの最もわかりやすい描像を

与える [7, 10]。メソンにいくら大きなエネルギーを与えてもクォークが単体で観測される事は

なく、クォーク・反クォークの対生成が起こり新しいメソンがもう一つ生じる。メソンをクォー

ク・反クォークの束縛状態であるとすれば、これはクォーク・反クォークの間の距離Rを大きく

するとクォーク・反クォークのポテンシャルエネルギー V (R)が無限に大きくなる事を意味し

ている。ただし、ポテンシャルエネルギーがクォーク・反クォークの対生成が起こるエネルギー

を超えれば、エネルギー的に得なので対生成が起こり新しいメソンがもう一つ生じると考えら

れる。V (R)が遠距離で線形に大きくなる事が格子QCDの計算で確認されているので、線形の

閉じ込めポテンシャルと呼ばれる。静的クォーク・反クォーク系のポテンシャルエネルギーが

Wilson loopから計算できるという事は節 1.2.4で詳しく述べる。

QCDにおいては、クォーク・反クォーク間に 1次元的に絞られたグルーオンのフラックス・

チューブが構成されてクォーク間の線形の閉じ込めポテンシャルが生じると考えられている

[10, 11]。図 1.1にQCDにおけるクォーク・反クォーク間のフラックス・チューブの様子を示し

た。図 1.2に示したQEDにおける電子・陽電子系の電気力線の様子とはかなり異なっている。
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1.1 QCD 7

格子QCD計算で、qq̄系 [10]や qqq系 [12, 13, 14] でのフラックス・チューブ形成が確認されて

いる。図 1.3に qqq系でのフラックス・チューブの様子を示した。

図 1.1 QCDにおけるゲージ不変な qq̄ 系で形成されるフラックス・チューブの概形。クォークと反クォーク

の間に、1次元的に絞られたカラー電場のフラックス・チューブが形成され、線形の閉じ込めポテンシャルが生

じる。

図 1.2 QEDにおける電子・陽電子系の電気力線の概形。クーロン則に従って無限遠まで電場が生じる。

系の温度が高温になると、カラーの閉じ込めが起こらなくなり系は閉じ込め相 (confinement

phase) から非閉じ込め相 (deconfinement phase) になる [1, 3, 7]。非閉じ込め相では、系は

クォークとグルーオンのガス状態 (クォーク・グルーオン・プラズマ, quark gluon plasma,

QGP)になると考えられており、現代の素粒子・原子核物理学の最も興味深い研究対象の一つ

である。閉じ込め相と非閉じ込め相を特徴づけるオーダーパラメータとして、Polyakov loopが

よく用いられる [7]。Polyakov loopはQCD真空 (QCD vacuum)に単体のクォークが存在する

系のエネルギーと関係しており、閉じ込め相ではエネルギーが無限大となり非閉じ込め相では

エネルギーが有限となるので、Polyakov loopの振る舞いで系が閉じ込め相にあるか非閉じ込め

相にあるかの区別ができる。Polyakov loopについては節 1.2.5で詳しく述べる。
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8 第 1章 導入

図 1.3 格子 QCD の数値計算による、qqq 系での作用の密度分布。これは QCD における、qqq 系の Y 字の

フラックス・チューブ形成を示している。[H. Ichie et al. [12]] より引用した。

共変的なゲージ固定を行い BRST形式に基づき物理的状態は BRST1重項 (BRST singlet)

状態のみである事を用いて、カラーを持った状態は物理的状態でない事を示そうとする研究も

ある。これは九後-小嶋理論と呼ばれ、QCDから出発してクォークの閉じ込めだけではなくカ

ラーの閉じ込めに直接アプローチできる非常に強力な手法である [2]。

Schwinger-Dyson formalismを用いた解析により、quark scalar densityが閉じ込めの効果に

sensitiveな量であるという示唆が得られている [15]。閉じ込めに重要な量は Polyakov loopだ

けではなく、このような閉じ込めの効果に sensitiveな量を見つけ、その性質を調べる事は大変

意義のある事である。

第二種超伝導体とのアナロジーによりQCD真空が双対超伝導体であるとする、双対超伝導描

像も閉じ込めを説明する機構の一つである [11, 16, 17]。双対超伝導描像はQCDをゲージ固定

する事で確認されている。最大可換ゲージ (maximally Abelian gauge, MAG)を取る事でQCD

モノポール (QCD monopole)が現われ、QCDモノポールが閉じ込めとカイラル対称性の自発

的破れ等の非摂動的現象にとって非常に重要である事がわかっている [19, 20, 21]。また、ゲー

ジ固定をする代わりにCho-Faddeev-Niemi分解を用いてゲージ不変なモノポールを定義し、閉

じ込めとの関係を議論する研究もある [22, 23, 24]。
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1.1 QCD 9

1.1.2 カイラル対称性の自発的破れ

カイラル対称性の自発的破れとは、カイラル極限 (chiral limit, mq → 0)でQCDラグランジ

アン (1.1)が元々持っていたカイラル対称性 SU(Nf)L×SU(Nf)Rが、真空においては SU(Nf)V

に自発的に破れてしまう現象である [25, 26, 27]。その結果、(N2
f − 1)個の南部-Goldstoneボソ

ンが現われて、クォークは質量 (constituent quark mass, 構成子クォーク質量)を獲得する。実

際はmq ̸= 0なので、近似的に破れている。

SU(Nf)L×SU(Nf)R カイラル変換とは、フェルミオンの左巻き成分 ψL,f ≡
(
1−γ5
2

)
ψf と右巻

き成分 ψR,f ≡
(
1+γ5
2

)
ψf に対して独立な SU(Nf)変換

ψL,f → ψ′
L,f = U(θL)ff ′ψL,f ′ , U(θL)ff ′ = exp(iθaLT

a) ∈ SU(Nf)L (1.15)

ψR,f → ψ′
R,f = U(θR)ff ′ψR,f ′ , U(θR)ff ′ = exp(iθaRT

a) ∈ SU(Nf)R (1.16)

を行うことである。θaLと θaRは独立な変換のパラメータである。カイラル変換は大域的 (global)

な連続変換である。このカイラル変換は次のようにベクトル変換と軸性変換に分解できる。

ベクトル変換：ψf → ψ′
f = U(θV)ff ′ψf ′ , U(θV)ff ′ = exp(iθaVT

a) ∈ SU(Nf) (1.17)

軸性変換：ψf → ψ′
f = U(θA)ff ′ψf ′ , U(θA)ff ′ = exp(iγ5θ

a
AT

a) (1.18)

ベクトル変換は左巻き成分と右巻き成分を同じパラメータ (θL = θR ≡ θV)で変換させた変

換、軸性変換は左巻き成分と右巻き成分を逆符号のパラメータ (θL = −θR ≡ −θA)で変換させ

た変換に対応する。理論が SU(Nf)L×SU(Nf)Rカイラル対称性を持つとは、ラグランジアンが

(1.15),(1.16)のカイラル変換で不変であることである。軸性変換の事を単にカイラル変換と呼

ぶこともある。

QCDラグランジアン (1.1)はカイラル極限 (chiral limit, mq → 0)でカイラル対称性を持つ。

クォークはmasslessではなくカレントクォーク質量を持つのでカイラル対称性はQCDの対称

性ではないが、u,dクォークのカレントクォーク質量は数MeVでQCDスケール ΛQCDに比べ

て小さく、u,dセクターに関してはカイラル対称性は近似的対称性とみなせる。よって、カイラ

ル対称性が状態のレベルでも保たれていれば、現実の u,dセクターの軽いハドロンのスペクト

ルにもその対称性が現れるはずである。ところが、実験事実によるとカイラル対称性は状態の

レベルでは破れており、これをカイラル対称性の自発的破れという。現在では、QCDのカイラ

ル対称性は SU(Nf)L×SU(Nf)Rから SU(Nf)Vに破れると考えられている。カイラル対称性の自
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10 第 1章 導入

発的破れの秩序変数 (order parameter)はカイラル凝縮 (chiral condensate)⟨q̄q⟩である。以下

では ⟨q̄q⟩は 1flavor当たりのカイラル凝縮とする。

カイラル対称性は大域的な連続対称性であるから、南部-Goldstoneの定理よりカイラル対称

性の自発的破れに伴って南部-Goldstone boson(NG boson)が現れる。最も軽いハドロンである

パイ中間子 (mπ ∼ 140MeV)は u,dセクターの SU(2)カイラル対称性の破れの NG bosonとみ

なすことができる。NG bosonなのに質量を持つのは u,dクォークのカレント・クォーク質量が

有限の値を持つためである。カイラル対称性に限らず対称性の自発的破れが起こったとき、低

エネルギー領域においては NG bosonに関連する物理量の関係が決まる。これを低エネルギー

定理という [2]。例えば、Gell-Mann-Oaks-Renner関係式

m2
πf

2
π = −2mq⟨q̄q⟩ (1.19)

やGoldberger-Treiman関係式

gπNfπ = mNgA (1.20)

などが低エネルギー定理の一例である。ここで fπはパイ中間子崩壊定数 (pion decay constant)

であり、実験値は fπ = 93MeV で低エネルギー QCD の重要なパラメータの一つである。

mπ,mNはそれぞれパイ中間子と核子質量、gπNパイ中間子と核子の結合定数、gAは軸性 charge

である。

1.1.3 Banks-Casher関係式

カイラル対称性の自発的破れの秩序変数はカイラル凝縮 ⟨q̄q⟩である。カイラル凝縮はBanks-

Casher関係式 [28]と呼ばれる関係式で Dirac演算子のゼロ固有値密度と密接に関わっている。

Banks-Casher関係式は本研究の中で非常に重要な役割を担うので、導出もここで行う。

ユークリッド化した QCDを考える。γ 行列はすべてエルミートにとる。(γ†µ = γµ) Dirac演

算子 (Dirac operator)D̸ = Dµγµの固有値方程式を次のように書く。

D̸|n⟩ = iλn|n⟩ (1.21)

D̸は反エルミートなので固有値は純虚数で、λnは実数である。|n⟩は固有状態である。以下こ

のDirac演算子の固有モードをDirac modeと呼ぶ。Dirac modeは正規直行基底である。

⟨m|n⟩ = δmn. (1.22)
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1.1 QCD 11

Dirac演算子は γ5と反交換する。

{D̸, γ5} = 0 (1.23)

この事実から、状態 γ5|n⟩が状態 |n⟩の固有値 iλnに対して逆符号の固有値−iλnを持つことが

わかる。

D̸γ5|n⟩ = −γ5 D̸|n⟩ = −γ5iλn|n⟩ = −iλnγ5|n⟩ (1.24)

ここで、カイラル凝縮 ⟨q̄q⟩を以下のように変形する。

⟨q̄q⟩ = 1

V

∫
dx
∑
α,i

⟨q̄αi(x)qαi(x)⟩ (⟨q̄q⟩は xに依存しない事 (一様凝縮)を仮定する) (1.25)

= − 1

V

⟨
Tr

(
1

D̸ +m

)⟩
(Tr : functional trace) (1.26)

= − 1

V

⟨∑
n

⟨n| 1

D̸ +m
|n⟩

⟩
(トレースを取る基底として Dirac modeを取った) (1.27)

= − 1

V

⟨∑
n

1

iλn +m

⟩
(1.28)

= − 1

V

∫ ∞

−∞
dλ

1

iλ+m

⟨∑
n

δ(λ− λn)

⟩
(1.29)

= −1

i

∫ ∞

−∞
dλ

1

λ− im
⟨ρ(λ)⟩ (ρ(λ) ≡ 1

V

∑
n

δ(λ− λn)) (1.30)

→ −1

i

∫ ∞

−∞
dλ ⟨ρ(λ)⟩

(
P
1

λ
+ iπδ(λ)

)
(m→ 0, Pは主値積分) (1.31)

→ −π ⟨ρ(0)⟩ (thermodynamics limit(熱力学極限) :V → ∞) (1.32)

ρ(λ)は

ρ(λ) ≡ 1

V

∑
n

δ(λ− λn) (1.33)

で定義される Dirac固有値の固有値密度であり、熱力学極限を取ることでなめらかな関数にな

る。式 (1.31)では、デルタ関数と主値積分を用いた関係式

lim
ϵ→0

1

x+ iϵ
= P

1

x
− iπδ(x) (Pは主値) (1.34)

を用いた。式 (1.24) より ρ(λ) が偶関数になるので、式 (1.31) 第１項の主値積分は消え、式

(1.32)が得られる。

結局、Banks-Casher関係式は次のように表される。

Banks− Casher関係式 ⟨q̄q⟩ = − lim
m→0

lim
V→∞

π⟨ρ(0)⟩ (1.35)

Banks-Casher関係式は、Dirac modeのうち固有値ゼロのモード (Diracゼロモード)の数密度

がカイラル凝縮の値を与えることを示している。つまり、カイラル対称性の自発的破れの最も
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12 第 1章 導入

重要なモードが ディラック・ゼロモードである。この事実に着目するのが本研究の第一歩で

ある。

なお、式 (1.27)で汎関数トレースをとる基底としてDirac modeを採用した。このアイデアは

時間方向のサイズが奇数の格子上でPolyakov loopとDirac modeの関係式を導出する際に重要

となる。

1.2 格子 QCD

この節では格子 QCDについての基礎的な事項をまとめる。格子 QCDとは、一言で言うな

ら、ユークリッド時空においてゲージ対称性を尊重して離散化したQCDである [3, 7, 8]。まず

最初にユークリッド化について議論した後、格子 QCDの作用の構成及び実際の計算方法につ

いてまとめる。

1.2.1 ユークリッド化した QCD

式 (1.1)のQCDラグランジアンはミンコフスキー時空上で定義されているが、ここではWick

回転 (Wick rotation) によりユークリッド化を行う。ユークリッド化する前は µ, ν の添字は

0, 1, 2, 3を走るが、ユークリッド化した後は µ, ν の添字は 1, 2, 3, 4を走るものとする。ユーク

リッド化の具体的な操作を以下に示す。まず

x0 → −ixE4 (∂0 → i∂4) (1.36)

xi → xEi (∂i → ∂i) (1.37)

A0 → iAE
4 (1.38)

Ai → AE
i (1.39)

と置き換える。ベクトルの時間成分のみ変更を受ける。また、本論文では、γ行列 γµについて

は、すべての γEµ がエルミート行列になるようにユークリッド化を行う。

γ0 → γE4 (1.40)

γi → iγEi (1.41)

このユークリッド化の定義では γEµ は次の反交換関係を満たし、すべての µ = 1, 2, 3, 4に対して

エルミートである。

{γEµ , γEν } = 2δµν (1.42)

(γEµ )† = γEµ (1.43)

Soryushiron Kenkyu



1.2 格子 QCD 13

これにより、i = 1, 2, 3とすると

F0i → iFE
4i (1.44)

Fij → FE
ij (1.45)

が得られる。これを用いると、

FµνFµν = −F0iF0i − Fi0Fi0 +
∑
i,j

FijFij → FE
4iF

E
4i − FE

i4F
E
i4 +

∑
i,j

FE
ij F

E
ij = FE

µνF
E
µν (1.46)

D0 = ∂0 − igA0 → i(∂0 − igA4) = iDE
0 (1.47)

Di = ∂i − igAi → ∂i − igAi = DE
i (1.48)

が得られる。よって、QCDの作用のユークリッド化は

SQCD =

∫
d4x

[
−1

4
GaµνGa

µν + q̄(iγµDµ −mc)q

]
(1.49)

→
∫
d4xE(−i)

[
−1

4
(GE)aµν(G

E)aµν + q̄(i · iγEµDE
µ −mc)q

]
(1.50)

= i

∫
d4xE

[
1

4
(GE)aµν(G

E)aµν + q̄(γEµD
E
µ +mc)q

]
(1.51)

とできる。ユークリッド化したQCDの作用を

SE
QCD =

∫
d4xELE

QCD (1.52)

LE
QCD =

1

4
(GE)aµν(G

E)aµν + q̄(γEµD
E
µ +mc)q (1.53)

と定義する。ユークリッド化した後の生成汎関数は

Z =

∫
DADq̄Dqe−SE

QCD (1.54)

ユークリッド化は後にモンテカルロ計算をする際の確率解釈をする上で本質的な操作である。

以下ではユークリッド化を表す “E”の添字は省略する。

1.2.2 格子 QCDの作用

この節ではユークリッド化したQCD(1.53)の格子化 (離散化)を行う。格子化をする際の最も

重要な点は、理論のゲージ対称性を尊重する事である。連続極限で QCDに一致する作用は複

数あるが、本論文ではゲージ場の運動項についてはプラケット作用、クォークセクターについ

てはWilson作用という最も簡単な作用について述べる。

格子間隔 (lattice spacing)aを持つ４次元正方格子を考える。a = 1とした単位を格子単位と

いう。サイト (格子点)sµ = (s1, s2, s3, s4)上にクォーク場 q(s)を、サイト間を結ぶリンク上に
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14 第 1章 導入

リンク変数 Uµ(s)を置く。リンク変数 Uµ(s)は連続理論のゲージ場Aµ(s)と

Uµ(s) = eiagAµ(s) (1.55)

の関係を持つものとする。格子上でのゲージ変換は

q(s) → q′(s) = Ω(s)q(s) (1.56)

Uµ(s) → U ′
µ(s) = Ω(s)Uµ(s)Ω(s+ µ̂)† (1.57)

Ω(s) ∈ SU(3) (1.58)

で定義する。ただし、µ̂は |µ̂| = aを満たす µ方向のベクトルであり、格子単位での単位ベクト

ルである。これは連続極限 (a→ 0)で連続理論のゲージ変換と一致する。

まず、ゲージ場の運動項について述べる。プラケット Uµν(s)を次の量で定義する。

Uµν(s) = Uµ(s)Uν(s+ µ̂)Uµ(s+ ν̂)†Uν(s)
† (1.59)

プラケットを aが小さいとして評価すると、field strength Gµν と関係付いている事がわかる。

Aν(s+ µ̂) = Aν(s) + a∂µAν(s) +O(a2) (1.60)

Aµ(s+ ν̂) = Aµ(s) + a∂νAµ(s) +O(a2) (1.61)

及びCampbell-Baker-Hausdorff 公式

eAeB = eA+B+ 1
2 [A,B]+··· (1.62)

を用いると、

eiagAµ(s)eiagAν(s+µ̂) = exp

[
iag(Aµ(s) +Aν(s) + ∂µAν(s))−

1

2
(ag)2[Aµ(s), Aν(s)] +O(a3)

]
(1.63)

e−iagAµ(s+ν̂)e−iagAν(s) = exp

[
−iag(Aµ(s) +Aν(s) + ∂νAµ(s))−

1

2
(ag)2[Aµ(s), Aν(s)] +O(a3)

]
(1.64)

であるため、プラケットは具体的に

Uµν(s) = Uµ(s)Uν(s+ µ̂)Uµ(s+ ν̂)†Uν(s)
† (1.65)

= exp
[
ia2g(∂µ −Aν(s)− ∂ν −Aµ(s))− ia([Aµ(s), Aν(s)]) +O(a4)

]
(1.66)

= exp
[
ia2gGµν +O(a4)

]
(1.67)

と評価できる。よって、

Uµν(s) + Uµν(s)
† = 2− a4GµνGµν +O(a6) (1.68)

であるので、

Sg = β
∑
s

∑
µ>ν

[
1− 1

2Nc
Tr(Uµν(s) + Uµν(s)

†)

]
(1.69)
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1.2 格子 QCD 15

は O(a6) で連続理論の QCD のゲージ場の運動項と一致する。ただし β = 2Nc

g2
である。式

(1.69)はプラケット作用と呼ばれる。

次は格子上のフェルミオンについて述べる。対称性を全て満たすように格子上にフェルミオ

ンを置こうとすると、１つの次元に対して２個の極が生じ、余計な自由度が生じるという、ダ

ブリング問題 (doubling problem)が生じる。粒子の個数というのは理論にとって非常に重要で

ある。

まずは自由フェルミオンのナイーブな離散化を例にとってダブリング問題を見る。ゲージ理

論の場合でもダブリング問題については全く変わらないので、自由フェルミオンについて考え

る。ユークリッド化した自由フェルミオンの作用は

S =

∫
d4xq̄(x)(γµ∂µ +M)q(x) (1.70)

である。ここでは

∂µq(x) → ∂̂µq(s) =
1

a
(q(s+ aµ̂)− q(s)) (1.71)

とナイーブに離散化する。すると、格子上の自由フェルミオンの作用は

SF = a4
∑
n

q̄(s)(γµ∂̂µ +M)q(s) (1.72)

となる。この場合、伝播関数 (propagator)は

⟨q̄α(s1)qβ(s2)⟩ =
∫ π

a

−π
a

d4p

(2π)4
(−iγµ ˜̃pµ +M)αβ∑

µ(
˜̃pµ)2 +M2

eip(s1−s2)a (1.73)

となる。ただし ˜̃pµ = 1
a
sin(pµa)である。propagatorの極が物理的粒子を表す。この場合、１つ

の自由度に２つの pが極を与える。つまり、４次元の格子理論では元々連続理論で１つの粒子

を表す極に対して 24 = 16個の粒子 (ダブラー、doubler)が生じてしまう。これがダブリング問

題である。

参考のため、自由スカラー場の理論について考える。propagatorは

⟨ϕ(s1)ϕ(s2)⟩ =
∫ π

a

−π
a

d4k

(2π)4
1∑

µ(k̃µ)
2 +M2

eik(s1−s2)a (1.74)

である。ただし k̃µ = 1
a
sin(kµa)である。この場合は、元々連続理論で１つの粒子を表す極に対

して格子理論でも１つの極が存在する。スカラー場の理論だけでなく、ボソン場の理論ではダ

ブリング問題は起きない。

このダブリング問題は格子フェルミオンを考える上で必ず生じる問題であるという事が

Nielsen-Ninomiyaの定理 [3, 7, 29, 30]によって示されている。Nielsen-Ninomiyaの定理は以
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16 第 1章 導入

下のとおりである。格子上のフェルミオンの作用が

・(a)平行移動不変性

・(b)カイラル対称性

・(c)エルミート性

・(d)フェルミオン場の双一次形式

・(e)局所性

の条件を満たしている時、ダブリング問題が生じる。

我々が考えたいQCDは以上のNielsen-Ninomiyaの定理の条件を満たしている。なので、通常

は上の条件を部分的に破る事でダブリング問題を避ける。

ここでは、カイラル対称性を破る事でダブリング問題を避ける格子フェルミオンのうち、ウィ

ルソンフェルミオン [7, 9]について述べる。作用は

S
(W)
F = SF − r

2
a4
∑
s

q̄(s)∂̂2q(s) (1.75)

である。SFは式 (1.71)のナイーブな離散化した自由フェルミオンの作用である。第二項はウィ

ルソン項と呼ばれる。propagatorは

⟨q̄α(s1)qβ(s2)⟩ =
∫ π

a

−π
a

d4p

(2π)4
(−iγµ ˜̃pµ +M(p))αβ∑

µ(
˜̃pµ)2 +M(p)2

eip(s1−s2)a (1.76)

となる。ただし、

M(p) ≡M +
2r

a

∑
µ

sin2(pµa/2) (1.77)

である。第二項はウィルソン項による寄与である。ダブラーはこの項によって、元々の物理的

粒子の質量M よりも大きい質量を持つ事になる。よって、連続極限でダブラーは非常に大きな

質量を持つことになり、低エネルギーの物理に寄与しなくなる。ウィルソン・フェルミオンは

このようにしてダブリング問題を回避している。

結局、ゲージ場の運動項としてプラケット作用、クォークセクターとしてウィルソン・フェル

ミオンを用いると、格子QCDの作用は

SQCD =Sg + S
(W)
F

=β
∑
s

∑
µ>ν

[
1− 1

2Nc
Tr(Uµν(s) + Uµν(s)

†)

]
+ (M + 4r)

∑
s

q̄(s)q(s)− 1

2

∑
s,µ

q̄(s)
[
(r − γµ)Uµ(s)q(n+ µ̂) + (r + γµ)Uµ(s− µ̂)†q(n− µ̂)

]
(1.78)
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となる。分配関数 Z は

Z =

∫
DUDψ̄Dψe−SQCD (1.79)

で、演算子 Ôの真空期待値は

⟨Ô⟩ = 1

Z

∫
DUDψ̄DψÔ(A,ψ, ψ̄)e−SQCD (1.80)

である。

1.2.3 格子 QCDの具体的計算法:モンテカルロ計算

格子 QCDの一般的な相関関数 (1.80)は連続極限に近い場合は解析的に評価する事は非常に

難しい。そのため、数値的な評価が行われる事が多い。区分求積法による評価の計算はスー

パーコンピュータを駆使しても無理である。そこで、モンテカルロ法を用いる。

モンテカルロ法とは、分配関数 Z(1.79)の e−SQCD の因子を確率的な重みとして考え、積分を

評価する方法である。e−SQCD の因子はユークリッド化する前は eiSQCD であるから、確率的な重

みとして考える上でユークリッド化は本質的な操作である。

ウィルソンフェルミオンに限らず、格子QCDの作用のクォークセクターはクォーク場の双一

次形式

SF = a4
∑
s1,s2

q̄(s1)K(s1, s2)q(s2) (1.81)

である。経路積分のうちクォーク部分については積分が実行できる。

Z =

∫
DUDq̄Dqe−(Sg[U ]+a4 ∑

s1,s2
q̄(s1)K(s1,s2)q(s2)) (1.82)

= DUDetK[U ]e−Sg[U ] (1.83)

= DUe−Sg[U ]−lnDetK[U ] (1.84)

= DUe−Sg[U ]−TrLnK[U ] (1.85)

≡ DUe−Seff [U ] (1.86)

最後に有効作用 Seff [U ] ≡ Sg[U ] + TrLnK[U ]を定義した。

DU 及び e−Seff の重みを持ったゲージ配位 {U}i(i = Nconf)を多数用意する事ができれば、

⟨O⟩ ≃ 1

Nconf

Nconf∑
i=1

Oi (1.87)

で評価できる。ここでOiはDU 及び e−Seff の重みで生成したゲージ配位 {U}i(i = Nconf)を用

いて評価した量である。Nconf → ∞の極限で式 (1.87)は exactになる。有限のNconf の時、誤

差はO(1/
√
Nconf)程度である。
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detK[U ]は真空偏極の効果を表し、一般には detK[U ] ̸= 1である。ところが、実際の計算で

は detK[U ]の計算に非常に時間がかかる。ここで、detK[U ] = 1と近似する事で計算量を減少

させられる。この近似はクエンチ近似 (quenched approximation)と呼ばれ、物理的には自明な

真空からのクォーク・反クォークの対生成を無視する事を意味している。クエンチ近似での有

効作用は

Seff [U ] = Sg[U ] (1.88)

である。Sg[U ]は式 (1.69)のプラケット作用である。本論文で論じるカラーの閉じ込めやカイ

ラル対称性の自発的破れ等の非摂動的現象は、クエンチ近似でも定性的な性質はもちろん、多く

の定量的な議論も近似的に可能である事が知られている [31]。クエンチ近似を用いず、detK[U ]

の効果を全て取り入れた計算をフルQCD(full QCD)計算と呼ぶ。

1.2.4 クォークの閉じ込めに対するアプローチ 1:Wilson loop

この節では、質量が無限大のクォークの閉じ込めに関して非常に重要な量であるWilson loop

について述べる [7, 9]。具体的には、ウィルソンループから質量が無限大のクォーク・反クォー

ク系のポテンシャル・エネルギーが求められる。

まずは簡単のため、ゲージ群がU(1)の場合を考える。更に、物理的描像がわかりやすいので

格子理論ではなくミンコフスキー時空の連続理論で話を進める。つまり、考える作用は

SQED = −1

4

∫
d4xFµνF µν +

∫
d4xq̄(iγµDµ −mq)q (1.89)

である。

まず、次のゲージ不変な状態を考える。

|ϕαβ(x,y, t)⟩ = q̄α(x, t)U(x, t;y, t)qβ(y, t)|Ω⟩ (1.90)

ここで |Ω⟩は真空 (基底状態)であり、U は任意の時刻 tに対して

U(x, t;y, t) = exp

[
ig

∫ y

x

dziAi(z, t)

]
(1.91)

で定義される。経路は xと yを結ぶ直線とする。式 (1.90)の状態は t = 0で x,yに局在する

QQ̄系を表す状態で、ゲージ不変である。この状態 (1.90)はHamiltonian H の固有状態ではな

い。しかし、この状態からHamiltonianの固有状態を取りだせる。状態 |ϕαβ(x,y, t)⟩の遷移を
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表すGreen関数

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t) = ⟨ϕα′β′(x′,y′, t)|ϕαβ(x,y, 0)⟩ (1.92)

= ⟨Ω|T (q̄β′(y′, t)U(y′, t;x′, t)qα′(x′, t)q̄α(x, 0)U(y′, 0;x′, 0)qβ(y
′, 0))|Ω⟩ (1.93)

を考える。式 (1.93)の右辺は (形式的な)経路積分表示で

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t)

=
1

Z

∫
DADqDq̄DQDQ̄

(q̄β′(y′, t)U(y′, t;x′, t)qα′(x′, t)q̄α(x, 0)U(x, 0;y, 0)qβ(y
′, 0))eiS (1.94)

と表せる。作用 Sは

S = SG[A] + SF[q, q̄, A] + SF[Q, Q̄,A] (1.95)

SG[A] = −1

4

∫
d4xFµνF

µν (1.96)

SF[q, q̄, A] =

∫
d4xq̄(iγµDµ −M)q (1.97)

SF[Q, Q̄,A] =

∫
d4xQ̄(iγµDµ −M (Q))Q (1.98)

である。重いクォークQ, Q̄は試行粒子 (test particle)として置き、DQDQ̄を先に行う。作用

は重いクォーク場Q, Q̄の双一次形式なのでこの変数についての積分が実行できる。

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t) (1.99)

= − 1

Z

∫
DADψDψ̄

[Sββ′(y, y′;A)Sββ′(x′, x;A)− Sα′β′(x′, y′;A)Sβα(y, x;A)]U(y′, t;x′, t)U(x, t;y, t)detK(Q)[A]eiSG+iSF

(1.100)

ただし、

x = (x, 0), y = (y, 0) (1.101)

x′ = (x′, t), y′ = (y′, t) (1.102)

であり、S(z, z′;A)は外場Aµ中のクォークの遷移を表すGreen関数で、

[γµ(∂µ + igAµ(z))−MQ]S(z, z
′;A) = δ(3)(z− z′)δ(3)(t− t′) (1.103)

を満たす関数として定義される。detK(Q)[A]は行列

K
(Q)
αx,βy[A] = [γµ(∂µ + igAµ(z))−MQ] δ

(4)(x− y) (1.104)

の行列式である。det K(Q) はMQ → ∞で (無限大の)定数になり、Z に含まれる因子と相殺

する。よって、detK(Q) = 1として話を進める。次は式 (1.100)のMQ → ∞の表式を得たい。
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MQ → ∞の極限では空間微分は 0となる。(静的近似、static approximation) この近似の下で

Green関数 S(z, z′;A)の定義式 (1.103)は[
γ0(∂0 + igA0(z))−MQ

]
S(z, z′;A) = δ(4)(z − z′) (1.105)

となる。式 (1.105)は簡単に解ける。

S(z, z′;A) = exp

(
ig

∫ z′
0

z0

dtA0(z, t)

)
Ŝ(z − z′) (1.106)

ただし、Ŝ(z − z′)は (
γ0∂0 −MQ

)
Ŝ(z − z′) = δ(4)(z − z′) (1.107)

を満たす。Ŝ(z − z′)についても解くと、

S(z, z′;A) = δ(3)(z− z′)exp

(
ig

∫ z′
0

z0

dtA0(z, t)

)
×

×
[
Θ(z0 − z′0)

(
1 + γ0

2

)
e−iMQ(z0−z′

0) +Θ(z′0 − z0)

(
1− γ0

2

)
eiMQ(z0−z′

0)

]
(1.108)

となる。式 (1.108)を式 (1.100)へ代入する。x ̸= yという問題を考えているので、δ(3)(z− z′)

があるので、式 (1.100) の右辺第 2項は消える。また、t ̸= 0と定義すると、時間の順序関係か

ら式 (1.108)の 2項のうち一方しか残らない。よって、

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t)

→ 1

Z

∫
DADψDψ̄δ(3)(y − y′)δ(3)(x− x′)

(
1− γ0

2

)
ββ′

e−iMQt

(
1 + γ0

2

)
α′α

e−iMQt×

× exp

(
ig

∫ t

0

dt′A0(y, t
′)

)
exp

(
ig

∫ 0

t

dt′A0(x, t
′)

)
exp

(
ig

∫ y

x

dziAi(z, 0)

)
exp

(
ig

∫ x

y

dziAi(z, t)

)
×

× eiSG+iSF (MQ → ∞) (1.109)

=
1

Z

∫
DADψDψ̄δ(3)(y − y′)δ(3)(x− x′)

(
1 + γ0

2

)
α′α

(
1− γ0

2

)
ββ′

e−2iMQtexp

(
ig

∮
C

dzµAµ(z)

)
eiSG+iSF

(1.110)

= δ(3)(y − y′)δ(3)(x− x′)

(
1 + γ0

2

)
α′α

(
1− γ0

2

)
ββ′

e−2iMQt⟨WC[A]⟩ (1.111)

となる。ここで、WC[A]はWilson loopと呼ばれる量で、

WC[A] ≡ exp

(
ig

∮
C

dzµAµ(z)

)
(1.112)

で定義される。また、経路 C は図 1.4 に示したような時間方向に長さ t、空間方向に長さ

R ≡ |x − x′|の長方形型の経路である。ただし δ(3)(y − y′), δ(3)(x − x′)のデルタ関数を考慮

した。
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図 1.4 Wilson loopの計算に用いる経路。横軸は空間方向、縦軸は時間方向を表す。

ここで、式 (1.111)をユークリッド化 (t→ −iT )すると、

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y;T )

→ δ(3)(y − y′)δ(3)(x− x′)

(
1 + γ0

2

)
α′α

(
1− γ0

2

)
ββ′

e−2MQT ⟨WE
C [A]⟩Eucl (1.113)

となる。ただしWE
C [A]はユークリッド化したWilson loopで、

WC[A] ≡ exp

(
ig

∮
C

dzµAµ(z)

)
(1.114)

で定義され、その期待値は具体的には

⟨WE
C [A]⟩Eucl =

∫
DADqDq̄WE

C [A]e−SEucl
QED∫

DADqDq̄e−SEucl
QED

(1.115)

である。ただし経路 C はユークリッド時空における、時間方向に長さ T、空間方向に長さ

R ≡ |x− x′|の長方形型の経路である。

さて、ここで (ユークリッド化した)Green関数 (1.93)の別の表式を求める。

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t) = ⟨ϕα′β′(x′,y′, T )|ϕαβ(x,y, 0)⟩ (1.116)

= ⟨ϕα′β′(x′,y′, 0)|e−HT |ϕαβ(x,y, 0)⟩ (1.117)

次に、式 (1.117)に状態 |ϕαβ(x,y, 0)⟩ を HamiltonianH の固有状態 H|n⟩ = En|n⟩で展開し

た形

|ϕαβ(x,y, 0)⟩ =
∑
n

Cn
αβ(x,y)|n⟩ (1.118)
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を代入する。

Gα′β′,αβ(x
′,y′;x,y; t)

= Cn
αβ

∗(x′,y′)Cn
αβ(x,y)e

−EnT (1.119)

→ G(R)α′β′,αβe
−E0T + · · · (T → ∞) (1.120)

G(R)は長さR ≡ |x− x′|に依存する複素数である。式 (1.117)の · · · は T → ∞で消える。

この系の基底状態のエネルギー E0 = 2MQ + V (R)としてポテンシャルエネルギー V (R)を

定義し、式 (1.113)と式 (1.120)を比較すると、Wilson loopは T → ∞で

W (R, T ) ≡ ⟨WE
C [A]⟩Eucl → F (R)e−V (R)T (1.121)

と振る舞う。F (R)は |ϕαβ⟩と |0⟩の overlapなどによる複素数である。よって、ポテンシャル

V (R)はWilson loopから

V (R) = − lim
T→∞

1

T
lnW (R, T ) (1.122)

で得られる。

これまでは連続理論で議論したが、格子理論においても同様の議論ができる。この場合、

Wilson loopは

WC[U ] =
∏
l∈C

Ul (1.123)

であり、この量の期待値W (R̂, T̂ ) ≡ ⟨WC[U ]⟩ から

Ê(R̂) = − lim
T̂→∞

1

T̂
lnW (R̂, T̂ ) (1.124)

でポテンシャル・エネルギーが得られる。ただし、̂ が付いた量は格子単位での量である。つ

まり

T̂ =
T

a
, R̂ =

R

a
, Ê = Ea (1.125)

非可換ゲージ理論の場合についても、基本的には U(1)の場合と同様の議論を行う。U(1)の

場合の式 (1.91)は、QCDの場合には

Ũ(x, t;y, t) = Pexp

[
ig

∫ y

x

dziAi(z, t)

]
(1.126)

となり、Pは path orderingを意味し、これはQQ̄状態

|ϕαβ(x,y, t)⟩ = q̄α(x, t)Ũ(x, t;y, t)qβ(y, t)|Ω⟩ (1.127)

をゲージ不変性に構成するために必要である。
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格子上では、pathに沿ってリンク変数をかける事が path orderingに対応する。非可換ゲー

ジ理論の場合のゲージ不変なWilson loopは

WC[U ] ≡ Tr
∏
l∈C

Ul (1.128)

である。その期待値は

W (R̂, T̂ ) =

∫
DUDqDq̄WC[U ]e−SLat

QCD∫
DUDqDq̄e−SLat

QCD

(1.129)

=

∫
DUWC[U ]e−SEff

QCD∫
DUe−SEff

QCD

(1.130)

で評価する。ここで、SEff
QCD = Sg[U ]+ lndetK[U ]はクォーク場を積分した後の有効作用である。

以上の議論より、Wilson loopから QQ̄系のポテンシャル・エネルギー V (R)を得る事がで

きる。

1つの例として、クエンチ近似を用いた格子QCD計算で得られたクォーク・反クォークポテ

ンシャルを図 1.5に示した [10]。数値的な結果は、

V (R) = −α

R
+ σR+ C (1.131)

で非常に高い精度で fitできる。α, σ, Cは定数で、特に線形項の係数 σは弦張力 (string tension)

と呼ばれ、閉じ込め現象にとって重要な量である。式 (1.131)は Cornellポテンシャルと呼ば

れる。

図 1.5 クォーク・反クォーク間ポテンシャルの格子 QCD計算の例。点は格子 QCD計算で、実線は Cornel

ポテンシャルで fitしたものである。[G.S. Bali et al. [10]]より引用した。
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1.2.5 クォークの閉じ込めに対するアプローチ 2:Polyakov loop

Polyakov loopは single quark energyと関係する量である閉じ込めの代表的なオーダーパラ

メータである [7, 32]。

まずは連続理論の U(1)ゲージ理論の場合について考える。ここでは定性的な議論のみ行う

が、Polyakov loopは、ゲージ場と coupleした重いクォークQが 1つだけ存在する系のエネル

ギーと関係する。

虚時間方向に周期境界条件を課し、周期を β とする。このとき、系の温度は T = 1
β
である。

ゲージ場と coupleした重い (静的)クォークQが一つだけ存在する系を考える。この系の分配

関数は

Z =
∑
s

⟨s|e−βH |s⟩ (1.132)

である。sに関する和は、状態Ψ†(x, 0)|s′⟩についての和に拡張する。ただし、Ψ†(x, 0)は状態

|s′⟩にクォークが含まれていない時は x4 = 0の時刻に xの位置にクォークを生成する演算子で

ある。e−βH はユークリッド時間を βだけ平行移動させるという事を使うと、

Z = N
∑
s′

⟨s′|Ψ̄(x, 0)e−βHΨ(x, 0)|s′⟩ (1.133)

= N
∑
s′

⟨s′|e−βHΨ̄(x, β)Ψ(x, 0)|s′⟩ (1.134)

と変形できる。N は規格化因子である。ここで、静的近似でΨ(x, β)で β依存性は

(∂τ − igA4(x, τ))Ψ(x, β) = 0 (1.135)

で決定される。質量項はΨ(x, τ)に単なる定数因子を与えるだけなので、N に吸収させる事に

する。式 (1.135)を解くと、

Ψ(x, τ) = exp[ig

∫ β

0

A4(x, τ)]Ψ(x, 0) (1.136)

となる。式 (1.136)を式 (1.134)に代入して、

Z = N
∑
s′

⟨s′|e−βHeig
∫ β
0

A4(x,τ)Ψ(x, 0)Ψ(x, 0)†|s′⟩ (1.137)

= N
∑
s′

⟨s′|e−βHL(x)|s′⟩ (1.138)

= Tr(e−βHL(x)) (1.139)

と変形できる。

L(x) = eig
∫ β
0

A4(x,τ) (1.140)
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及びその空間平均

L =
1

3N3
x

∫
d3xL(x) (1.141)

は Polyakov loopと呼ばれる。Polyakov loopはWilson loop等の閉じたループとは異なり、時

間方向の周期境界条件によってゲージ不変な量となっている。その意味で、Polyakov loopは

Polyakov lineとも呼ばれる。式 (1.139)に対応する経路積分は

Z =

∫
DAL(x)e−SG[A] (1.142)

で与えられる。ただし、SG[A]は pure gauge field actionである。式 (1.142)より、クォークが

１つだけある系のエネルギーは

e−βFq = ⟨L⟩ (1.143)

で Polyakov loopと関係付く。

非可換ゲージ理論の場合は Polyakov loopは

L(x) = trcPe
ig

∫ β
0

A4(x,τ) (1.144)

と一般化すればよい。trcはカラーの添字に対するトレースである。

次は格子理論を考える。ここでは N3
s × Nt の格子を考える。よって、この系の温度 T は

T = 1
N4a
である。この場合、Polyakov loopは

L(s) ≡ trc

N4∏
s4=1

U4(s, s4) (1.145)

およびその空間平均

L ≡ 1

3N3
s

∑
s

L(s) (1.146)

となる。これらはゲージ不変量である。格子理論の場合、式 (1.143)は

e−β̂F̂q = ⟨L⟩ (1.147)

と変更される。̂は格子単位での量を表す。

Polyakov loopはクォークの閉じ込めのオーダーパラメータであり、クエンチ近似では exact

なオーダーパラメータとなる。閉じ込め相 (T < Tc) では single quark energy Fq が無限大

Fq = ∞ となり、式 (1.147) より Polyakov loop は ⟨L⟩ = 0 となる。また、非閉じ込め相

(T > Tc)ではクォークは単体で存在できて、single quark energy Fq は有限になり、式 (1.147)
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より Polyavkov loopは ⟨L⟩ ̸= 0となる。よって、閉じ込め相と非閉じ込め相は Polyakov loop

がゼロか有限かで区別できる。

⟨L⟩ = 0 (T < Tc) (1.148)

⟨L⟩ ̸= 0 (T > Tc) (1.149)

格子上では、Polyakov loopは (Z3)center symmetryの自発的破れのオーダーパラメータとし

ての役割も担っている。SU(Nc)の center群 (center group)Zc ⊂ SU(Nc)の元は SU(Nc)の任

意の元と可換であり、

ei2πn/Nc1 ∈ Zc (n = 0, 1, 2, · · · , Nc − 1) (1.150)

と表せる。格子上のある時刻 τ0の時間方向のリンク変数U4(x, τ0)に対して、中心群の元 (center

element) z ∈ Zc(z ̸= 1)をかけるという次の変換を考える。

∀x, U4(x, τ0) → zU4(x, τ0) (1.151)

U4(x, τ) → U4(x, τ) (τ ̸= τ0) (1.152)

τ = τ0 のリンク変数は変えない。この空間的に globalな変換を center変換 (center transfor-

mation)と呼ぶ。この変換で、閉じたループは不変になる。なぜなら、通常の閉じたループに

U4(x, τ0)がN 個含まれていれば、必ずそのループ上にU4(x, τ0)
†が同じN 個含まれているので

中心群の可換性から、zz∗ = 1で zの因子は相殺するからである。N = 1を例に取ると、

Loop ≡ U4(x, τ0) · · ·U4(x, τ0)
† · · · (1.153)

→ zU4(x, τ0) · · · z∗U4(x, τ0)
† · · · (center transformation) (1.154)

= zz∗U4(x, τ0) · · ·U4(x, τ0)
† · · · (center群の可換性) (1.155)

= U4(x, τ0) · · ·U4(x, τ0)
† · · · (zz∗ = 1) (1.156)

= Loop (1.157)

となり、zの因子は相殺して変換前後でループの値は変化ない。ところが、Polyakov loopのよ

うな周期境界条件を用いてゲージ不変にしたライン (line)は center変換不変ではない。なぜな

ら、ライン上に U4(x, τ0)が N 個含まれていれば、U4(x, τ0)
† はライン上に N ± 1個含まれる

ので zの因子は相殺せず、(z = 1でない限り)ラインは不変でない。Polyakov loopを例にとっ

て、center変換性を見る。

L(x) ≡ U4(x, 0)U4(x, 1) · · ·U4(x, τ0) · · ·U4(x, Nc − 1) (1.158)

→ U4(x, 0)U4(x, 1) · · · zU4(x, τ0) · · ·U4(x, Nc − 1) (center transformation) (1.159)

= zL(x) (1.160)
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今は z ̸= 1を考えているので、Polyakov loopの期待値が 0でない限り Polyakov loopは不変で

ない。格子 QCDの作用のうち、ゲージ場の運動項、つまりプラケット作用 SG[U ]はラインは

含まれておらずループだけしか含まれていないので、SG[U ]は center変換で不変である。この

場合、作用が ZNccenter対称性を持つという。しかし、作用のクォークセクター SF[ψ̄, ψ, U ]は

center対称性を持たない。

閉じ込め相と非閉じ込め相は、Polyakov loopの値でそれぞれ center symmetryが回復してい

る相と自発的に破れている相となっている。閉じ込め相では ⟨L⟩ = 0であり、center変換で不

変であるが、非閉じ込め相では ⟨L⟩ ̸= 0であり、center変換で不変ではない。まとめると、

閉じ込め相 :⟨L⟩ = 0 ZNccenter symmetric phase

非閉じ込め相 :⟨L⟩ ̸= 0 ZNccenter symmetry broken phase

しかし、実際は動的な (dynamical)クォークが存在して、クォークセクターが center symmetry

を explicitに破る。従って、Polyakov loopは exactな閉じ込め・非閉じ込め相転移のオーダー

パラメータではない。しかし、計算が容易であることや、動的な (dynamical)クォークも考慮

に入れた場合の exactなオーダーパラメータが (存在するとして)見つかっていないことから、

Polyakov loopを full QCDで計算して閉じ込め・非閉じ込め相転移が議論される事も多い。閉

じ込め・非閉じ込め相転移について、Polyakov loopそのものだけではなく Polyakov loopの感

受率の比も重要な意味を持つという格子QCDの研究結果がある [33, 34]。
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第 2章

クォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発

的破れの関係に関する先行研究

クォークの閉じ込めとカイラル対称性の破れの関係に関する先行研究をいくつかまとめる。

有限温度格子QCDの計算から、クォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れに強い相

関がある事が示唆されていた。具体的には、閉じ込め・非閉じ込め相転移とカイラル相転移の

転移温度 Tcがほぼ同じである事 [7, 41]や、QCD真空からQCDモノポールを取り除くと閉じ

込めだけでなくカイラル対称性の自発的破れも無くなる事が格子 QCD計算で確認されている

事 [20, 21]が根拠となっている。

ただし、クォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れは少なくとも単純な 1対 1対応

ではないという事を数値的に示せる [44, 45, 46]。具体的には、格子QCDにおけるDirac mode

の計算手法及びDirac mode展開・射影の手法を用いて、カイラル対称性の自発的破れの最も重

要なモード、つまり low-lying Dirac modeのみをQCD真空から取り除いても閉じ込めの性質

は変わらないという事を示す事ができる。

閉じ込め・非閉じ込め相転移のオーダーパラメータであるPolyakov loopとカイラル対称性の

自発的破れのオーダーパラメータであるカイラル凝縮との関係式がわかれば、その関係式に基

づいて二つの非摂動的現象の関係性について議論できるはずである。残念ながらそのような関

係式はまだ見つかっていない。しかし、Banks-Casherの関係式から、カイラル凝縮はDirac演

算子のゼロ固有値密度に比例する。よって、Polyakov loopとDirac modeの関係式も二つの非

摂動的現象の関係性を議論する上で非常に重要である。本論文における成果の一つに、周期境

界条件を課した場合の Polyakov loopと Dirac modeの関係式の導出があるが、2006年に特殊

な境界条件 (twisted 境界条件)を課した場合のPolyakov loopとDirac modeの関係式が導出さ
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れている [35]。この関係式に基づいて閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係について

議論することもできる [36]。なお、有限温度系を考える上で時間方向の周期境界条件は重要な

ので、我々の導出した関係式の方が有用であると考えられる。

2.1 有限温度格子 QCD計算

上で見た通り、クエンチ近似でPolyakov loopはクォークの閉じ込めのオーダーパラメータと

なっている。また、カイラル対称性の自発的破れのオーダーパラメータはカイラル凝縮 ⟨q̄q⟩で

ある。有限温度格子QCD計算を行って２つのオーダーパラメータの温度変化を見る。

閉じ込め相と非閉じ込め相、またはカイラル対称性が自発的に破れた相と回復した相の間の

相転移の次数は考慮に入れるフレーバー数及びそのクォークの質量に依存する [37]。u,dクォー

クの質量は

mu = md ≡ mu,d (2.1)

と等しく取り、sクォークまで考える事にする。mu,d とms の値を変えて有限温度の相転移の

次数をまとめた、いわゆる Columbia plot[38]を図 2.1に示した [39]。mu,d = ms = 0は chiral

limit、mu,d : finite, ms = 0は 2-flavor QCD、mu,d = ms = ∞は pure gauge theoryを表して

いる。また、現実の physical pointでは相転移は cross overではないかと考えられている。オー

ダーパラメータは転移温度 Tcで特異な振る舞いをするが、実際の格子QCD計算では格子の体

積は有限であるため、振る舞いは緩やかになる。以下ではこの緩やかな振る舞いも広義の意味

で相転移と呼び、感受率 χのピークで相転移温度 Tcを定義する。例えば、Polyakov loopの感

受率は χL = V ⟨(L− ⟨L⟩)2⟩である。

クエンチ近似では閉じ込め・非閉じ込め相転移とカイラル相転移の転移温度 Tc は一致する

[7, 40]。また、Polyakov loopとカイラル凝縮を full QCDで計算しても、2-flavor(Nf = 2,mu =

md) の場合は転移温度はほとんど一致する [41]。図 2.2 に、2-flavor 格子 QCD で計算した

Polyakov loopとその感受率、カイラル凝縮とその感受率の温度変化を示した。感受率のピー

クで転移温度を定義すると、二つの相転移の転移温度はほぼ一致する。この事から、Polyakov

loopとカイラル凝縮、つまり閉じ込め・非閉じ込め相転移とカイラル相転移に強い相関がある

かもしれないと思われていた。

ところが、閉じ込め・非閉じ込め相転移の転移温度の方がカイラル相転移の転移温度よりも有
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図 2.1 mu = md ≡ mu,d と ms を変化させたときの有限温度 QCD の相転移の次数を示した図。[E.

Laermann and O. Philipsen [39]]より引用した。

図 2.2 2-flavor の有限温度格子 QCD の計算結果。左図は Polyakov loop とその感受率、右図はカイラル凝

縮とその感受率の温度変化を表している。厳密には、横軸は温度に対応した格子 QCDのパラメータ β である。

相転移点を感受率のピークで定義すれば、閉じ込め・非閉じ込め相転移とカイラル相転移は転移温度がほぼ一

致することが分かる。[F. Karsch [41]]より引用した。

意に大きいという格子QCDでの研究結果もある [42, 43]。

いずれにせよ、２つの相転移の転移温度の一致・不一致だけから閉じ込め・非閉じ込め相転移

とカイラル相転移あるいは閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係性について得られる

事には限界がある。
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2.2 格子 QCDにおける Dirac mode展開・射影

格子QCDにおけるDirac演算子の固有状態を用いた状態の展開 (Dirac mode展開)について

述べる。この節の内容は参考文献 [44, 45, 46]に基づいている。

まず、リンク変数演算子 Ûµを

⟨s|Ûµ|s′⟩ = Uµ(s)δs+µ̂,s′ (2.2)

の行列要素で定義する。|s⟩はサイト sの状態である。次に、格子 QCDにおける共変微分 D̂µ

はリンク変数演算子 Ûµを用いて

D̂µ =
1

2a
(Ûµ − Û−µ) (2.3)

で表される。これはO(a)で連続理論の共変微分演算子Dµ = ∂µ + igAµ(x)に一致する。

⟨s|D̂µ|s′⟩ =
1

2a
(Uµ(s)δs+µ̂,s′ − U−µ(s)δs−µ̂,s′) (2.4)

=
1

2a
((1 + iagAµ(s))δs+µ̂,s′ − (1− iagAµ(s− µ̂))δs−µ̂,s′) +O(a) (2.5)

=
1

2a
(δs+µ̂,s′ − δs−µ̂,s′) + igAµ(s)

δs+µ̂,s′ + δs−µ̂,s′

2
+O(a) (2.6)

→ ∂µ + igAµ(s) (a→ 0) (2.7)

よって、格子QCDではDirac演算子 ˆD̸は

ˆD̸ = γµD̂µ = γµ
1

2a
(Ûµ − Û−µ) (2.8)

と表される。explicitには

D̸ij,αβ
ss′ =

1

2

4∑
µ=1

γαβµ

[
Uµ(s)

ijδs+µ̂,s′ − U−µ(s)
ijδs−µ̂,s′

]
(2.9)

と表される。

Dirac演算子 ˆD̸の固有値方程式を

ˆD̸|n⟩ = iλn|n⟩ (2.10)

と表記する。Dirac演算子 ˆD̸が反エルミートである事から、Dirac固有値 iλn は純虚数である

(λn ∈ R)。系にカイラル対称性 { ˆD̸, γ5} = 0がある場合、状態 |n⟩に対応して、状態 γ5|n⟩が固

有値−iλnを持った固有状態として存在する。

ˆD̸γ5|n⟩ = −γ5 ˆD̸|n⟩ ({ ˆD̸, γ5} = 0) (2.11)

= −γ5(iλn)|n⟩ ( ˆD̸|n⟩ = iλn|n⟩) (2.12)

= −iλnγ5|n⟩ (2.13)

Soryushiron Kenkyu



32 第 2章 クォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係に関する先行研究

Dirac固有状態の位置表示 ψn(s) ≡ ⟨s|n⟩を以下では Dirac固有関数と呼ぶ事にする。Dirac固

有値方程式 (2.10)は explicitには

1

2a

4∑
µ=1

γµ[Uµ(s)ψn(s+ µ̂)− U−µ(s)ψn(s− µ̂)] = iλnψn(s). (2.14)

と表される。なお、式 (2.10)はゲージ共変であるため、Dirac固有値 iλnはゲージ不変量であり

議論はゲージ不変に行える。

Wilson loop演算子 Ŵ (T̂ , R̂)をリンク変数演算子 Ûµを時間方向 (t)に T̂、空間方向 (i = 1, 2, 3)

に R̂の長さの長方形の経路に沿った積で定義する。

Ŵ (T̂ , R̂) ≡ (Û4)
T̂ (Ûi)

R̂(Û−4)
T̂ (Û−i)

R̂ (2.15)

Wilson loop演算子の汎関数トレースはWilson loop W (T̂ , R̂)と一致する。

Tr Ŵ (T̂ , R̂) = tr
∑
s

⟨s|Ŵ |s⟩ (2.16)

= tr
∑
x

⟨s|(Û4)
T̂ (Ûi)

R̂(Û−4)
T̂ (Û−i)

R̂|s⟩ (2.17)

= tr
∑

s1,s2,··· ,s2R̂T̂

⟨s1|Û4|s2⟩⟨s2|Û4|s3⟩⟨s3|Û4|s4⟩ · · · ⟨s2R̂T̂ |Û−i|s1⟩ (2.18)

= tr
∑
s

⟨s|Û4|s+ 4̂⟩⟨s+ 4̂|Û4|s+ 2 · 4̂⟩ · · · ⟨s+ î|Û−i|s⟩ (2.19)

= tr
∑
s

{U4(s)U4(s+ 4̂)U4(s+ 2 · 4̂) · · ·U−i(s+ î)}

= ⟨W (T̂ , R̂)⟩ (2.20)

汎関数トレースとして任意の基底でトレースを取っても値は変わらない。よって、基底として

Dirac modeを取れば、Wilson loopのDirac mode展開が得られる。

Tr Ŵ (T̂ , R̂) =
∑
n

⟨n|Ŵ (T̂ , R̂)|n⟩ (2.21)

=
∑
n

⟨n|(Û4)
T̂ (Ûi)

R̂(Û−4)
T̂ (Û−i)

R̂|n⟩ (2.22)

= tr
∑

n1,n2,··· ,n2R̂T̂

⟨n1|Û4|n2⟩⟨n2|Û4|n3⟩⟨n3|Û4|n4⟩ · · · ⟨n2R̂T̂ |Û−i|n1⟩ (2.23)

ここで、リンク変数演算子のDirac行列要素 ⟨m|Ûµ|n⟩はDirac波動関数 ψn(s)を用いて

⟨m|Ûµ|n⟩ =
∑
s

⟨m|s⟩⟨s|Ûµ|s+ µ̂⟩⟨s+ µ̂|n⟩ (2.24)

=
∑
s

ψ†
n(s)Uµ(s)ψn(s+ µ̂) (2.25)

と表される。リンク変数のゲージ変換性 Uµ(s) → Ω(s)Uµ(s)Ω(s+ µ̂)†より、Dirac固有関数の

ゲージ変換性はクォーク場と同じく

ψn(s) → Ω(s)ψn(s) (2.26)
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である。厳密には、大域的な位相因子が現れ得るが、物理量には影響しないので以下省略する。

よって、リンク変数演算子のDirac行列要素 ⟨m|Ûµ|n⟩ のゲージ変換性は

⟨m|Ûµ|n⟩ =
∑
s

ψ†
n(s)Uµ(s)ψn(s+ µ̂) (2.27)

→
∑
s

ψ†
n(s)Ω(s)

† · Ω(s)Uµ(s)Ω(s+ µ̂)† · Ω(s+ µ̂)ψn(s+ µ̂) (2.28)

=
∑
s

ψ†
n(s)Uµ(s)ψn(s+ µ̂) (2.29)

であり、行列要素はゲージ不変である。よって、式 (2.23)はゲージ不変な Dirac mode展開で

ある。Wilson loopに限らず、一般の演算子 Ôに対して、Dirac mode展開ができる。

Ô =
∑
m

∑
n

|m⟩⟨m|Ô|n⟩⟨n| (2.30)

次に、Dirac mode射影について述べる。ここで、Dirac modeの空間の部分空間 Aに射影す

る射影演算子 P̂ を

P̂ =
∑
n∈A

|n⟩⟨n| (2.31)

で定義する。P̂ は射影演算子としての性質 (P̂ 2 = P̂ , P̂ † = P̂ )を満たす。典型的な例として

P̂IR−cut =
∑

|λn|>ΛIR

|n⟩⟨n|, P̂UV−cut =
∑

|λn|<ΛUV

|n⟩⟨n| (2.32)

という射影演算子を作った場合、P̂IR−cutは赤外切断 (infrared cut-off)ΛIR以上のDirac固有値

を持つ Dirac modeのみに射影する演算子で、P̂UV−cut は紫外切断 (ultraviolet cut-off)ΛUV 以

下の Dirac固有値を持つ Dirac modeのみに射影する演算子である。この射影演算子 P̂ を用い

て、領域Aに射影されたリンク変数演算子 ÛP
µ を

ÛP
µ = P̂ ÛµP̂ =

∑
m∈A

∑
n∈A

|m⟩⟨m|Ûµ|n⟩⟨n| (2.33)

で定義する。この射影によって、一般には局所性 (locality)が失われるが、閉じ込めのような長

距離 (large-distance)の物理的性質にとってはそれほど重要でないと思われる。格子QCD計算

は生成したリンク変数の配位 {Uµ(s)}、つまりリンク変数演算子 {Ûµ(s)}(の行列要素)で特徴づ

けられる。物理量O =TrÔ[Ûµ]の領域AへのDirac mode射影は、物理量 TrÔ[Ûµ]を元のリン

ク変数演算子 {Ûµ(s)}の代わりに射影されたリンク変数 {ÛP
µ } を用いて評価すれば実行できる。

O ≡ TrÔ[Ûµ] → OP ≡ TrÔ[ÛP
µ ] (2.34)

具体的には、元のリンク変数演算子 {Ûµ(s)}を用いて式 (2.10)を解いて Dirac固有関数 ψn(s)

を得たのち、式 (2.25)と式 (2.33)から {ÛP
µ }を構成できる。
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Dirac mode 射影を用いて、low-lying Dirac mode のみを取り除いた (IR-cut した)Wil-

son loop W (T̂ , R̂)IR−cut を求める事ができる。Dirac mode 射影されたWilson loop 演算子

Ŵ (T̂ , R̂)IR−cutを Ûµ = Û
P̂IR−cut
µ としたWilson loop演算子

Ŵ (T̂ , R̂)IR−cut = Ŵ (T̂ , R̂)|
Ûµ=Û

P̂IR−cut
µ

(2.35)

= (Û
P̂IR−cut

4 )T̂ (Û
P̂IR−cut

i )R̂(Û
P̂IR−cut

−4 )T̂ (Û
P̂IR−cut

−i )R̂ (2.36)

として定義する。これを用いて、IR-cutしたWilson loop W (T̂ , R̂)IR−cutは

W (T̂ , R̂)IR−cut = TrŴ (T̂ , R̂)IR−cut (2.37)

で得られる。高 Dirac modeのみを取り除いた (UV-cutした)Wilson loop W (T̂ , R̂)UV−cut も

同様にして得られる。Dirac mode射影したQQ̄ポテンシャル V P (R̂)は Dirac mode射影した

Wilson loopを用いて

V P (R̂) = − lim
T̂→∞

1

T̂
lnW (T̂ , R̂)P (2.38)

で得られる。

同様の議論をWilson loopだけでなく、Polyakov loop Lに対しても行える。Polyakov loop

演算子 L̂をリンク変数演算子 Ûµを用いて

L̂ =
1

3V
{ÛN4

4 } (2.39)

で定義する。Polyakov loop演算子 L̂の汎関数トレースは Polyakov loop Lと一致する。

TrcL̂ =
1

3V
Trc{ÛN4

4 } (2.40)

=
1

3V

∑
s

trc{U4(s)U4(s+ t̂)U4(s+ 2t̂) · · ·U4(s+ (N4 − 1)t̂)}⟩ (2.41)

= L (2.42)

ここで、V = N1N2N3N4は 4次元格子の体積、Trcは汎関数トレースで、Trc ≡
∑

s trc で定義

される。trc はカラーの添え字に対するトレースである。Polyakov loop演算子の Dirac mode

展開は

L̂ =
∑
n

⟨n|L̂|n⟩ (2.43)

=
∑
n

⟨n|ÛN4
4 |n⟩ (2.44)

= trc
∑

n1,n2,··· ,nN4−1

⟨n1|Û4|n2⟩⟨n2|Û4|n3⟩⟨n3|Û4|n4⟩ · · · ⟨nN4−1|Û4|n1⟩ (2.45)
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で与えられる。また、Dirac mode射影した Polyakov loop演算子 L̂P を

L̂P =
1

3V
{ÛP

4 }N4 (2.46)

で定義し、Dirac mode射影した Polyakov loopLP はその汎関数トレース

LP = TrcL̂
P (2.47)

=
1

3V
Trc{ÛP

4 }N4 (2.48)

=
1

3V

∑
s

trc{UP
4 (s)UP

4 (s+ t̂)UP
4 (s+ 2t̂) · · ·UP

4 (s+ (N4 − 1)t̂)}⟩ (2.49)

で得られる。

Dirac mode 射影による解析の目的の一つは、閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの

関係の解析である。Banks-Casher関係式等で示されるように、low-lying Dirac modeがカイ

ラル対称性の自発的破れに関する最も重要なモードである。IR-cut した QQ̄ ポテンシャル

V PIR−cut(R̂, T̂ )の弦張力 (string tension)σP と元のQQ̄ポテンシャル V (R̂, T̂ )の弦張力 σ を比

較する事で、弦張力に対する low-lying Dirac modeの寄与を議論する事ができる。

まず、カイラル凝縮 ⟨q̄q⟩は

⟨q̄q⟩ = − 1

V
Tr

1

D̸ +m
(2.50)

= − 1

V

∑
n

1

iλn +m
(2.51)

= − 1

V

(∑
λn>0

2m

λ2n +m2
+
ν

m

)
(2.52)

と表される。ただし νはDirac演算子D̸のゼロ・モード (λn = 0)の数である。ここで、λn < ΛIR

のDirac modeの寄与を取り除いたカイラル凝縮 ⟨q̄q⟩ΛIR
は

⟨q̄q⟩ΛIR
= − 1

V

∑
λn≥ΛIR

2m

λ2n +m2
(2.53)

により得られる。 2m
λ2
n+m2 > 0であるから、|⟨q̄q⟩ΛIR

| < |⟨q̄q⟩|であり、IR-cutによりカイラル

凝縮の絶対値が小さくなる。その減少幅は ΛIR−cut に依存する。例えば閉じ込め相において、

m ≃ 5MeV,ΛIR−cut = 0.4GeVの場合、

⟨q̄q⟩ΛIR

⟨q̄q⟩
≃ 0.02 (2.54)

と大幅に減少し、カイラル対称性はほぼ回復していると思われる。以下この節では IR-cutと言

えば、パラメータ設定はこの例の場合のものを用いる。
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以下では、実際の計算結果を示す [44, 45, 46]。図 2.3に 64, β = 5.6(a ≃ 0.25fm)の格子で

クエンチ近似を用いて生成したゲージ配位を用いて計算した Dirac固有値密度 ρ(λ)を示した。

Dirac固有値はカイラル対称性から正負対称に分布する事がわかっているので、λ > 0の固有値

密度のみを示している。また、ΛIR−cut = 0.4GeVの IR-cutをした後のDirac固有値密度 ρ(λ)IR

を図 2.3に示した。この IR-cutでカイラル対称性はほぼ回復した状態が得られる。

図 2.3 64, β = 5.6(a ≃ 0.25fm)の格子で計算した Dirac固有値密度 ρ(λ)。Dirac固有値はカイラル対称性か

ら正負対称に分布する事がわかっているので、λ > 0の固有値密度のみを示している。[S. Gongyo et al. [44]]

より引用した。

図 2.4 64, β = 5.6(a ≃ 0.25fm)の格子で、ΛIR−cut = 0.4GeVの IR-cutした後のDirac固有値密度 ρ(λ)IR。

[S. Gongyo et al. [44]]より引用した。

このカイラル対称性がほぼ回復した状態で、Dirac mode射影したWilson loopから得られる

QQ̄ポテンシャル V PIR−cut(R̂, T̂ )を計算する。図 2.5に、IR-cutする前後のQQ̄ポテンシャル、
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つまり V (R̂, T̂ )と V PIR−cut(R̂, T̂ )を示した。図 2.5より、IR-cutする事でQQ̄ポテンシャルの

値は変化するが、弦張力はほとんど変わらない事がわかる。

σP ≃ σ (2.55)

これはつまり、カイラル対称性が回復しても閉じ込め相は閉じ込め相のままであり、閉じ込め

力は IR-cutによってほぼ変わらない事を意味している。

図 2.5 64, β = 5.6(a ≃ 0.25fm) の格子で計算した V (R̂, T̂ ) と V PIR−cut(R̂, T̂ )。ΛIR−cut = 0.4GeV の

IR-cutする前後で線形の閉じ込めポテンシャルの傾き、つまり string tensionがほぼ変わらない事がわかる。

[S. Gongyo et al. [44]]より引用した。

また、IR-cut してカイラル対称性がほぼ回復した状態で Dirac mode 射影した Polyakov

loop⟨LPIR−cut⟩を計算する [44, 45, 46]。図 2.6に、123× 4, β = 5.6(a ≃ 0.25fm)の格子でクエン

チ近似を用いて計算した ⟨L⟩と ⟨LPIR−cut⟩を示した。この場合、⟨LP ⟩ = 0で系は閉じ込め相に

あり、IR-cutした後の Polyakov loopの期待値 ⟨LPIR−cut⟩はゼロのままである。これはつまり、

上のWilson loopの解析と同様、カイラル対称性が回復しても閉じ込め相は閉じ込め相のまま

である事を意味している。

また、図 2.7に、123 × 4, β = 5.7(a ≃ 0.20fm)の格子で計算した ⟨L⟩と ⟨LPIR−cut⟩を示した。

この場合、系は非閉じ込め相にあり、IR-cutした後の Polyakov loopの分布はほぼ変わらない

ことが分かる。従って、閉じ込め相でも非閉じ込め相でも、IR-cutによって Polyakov loopの

値はほとんど変化しない事がわかる。

以上の２つの物理量 (Wilson loop及び Polyakov loop)に対する IR-cutの解析より、カイラ

ル対称性の自発的破れの最も重要なモードである low-lying Dirac modeをQCD真空から取り
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図 2.6 123×4, β = 5.6(a ≃ 0.25fm)の格子で計算した、ΛIR−cut = 0.08a−1 の IR-cutした前後の Polyakov

loop。この場合系は閉じ込め相で、IR-cut によって Polyakov loop の値はほとんど変わっていない。[T.

Iritani and H. Suganuma [45]]より引用した。

図 2.7 123×4, β = 5.7(a ≃ 0.20fm)の格子で計算した、ΛIR−cut = 0.08a−1 の IR-cutした前後の Polyakov

loop。この場合系は非閉じ込め相で、IR-cut によって Polyakov loop の値はほとんど変わっていない。[T.

Iritani and H. Suganuma [45]]より引用した。

除いてもQQ̄ポテンシャルの弦張力や Polyakov loopの値 (0であるという事)等の閉じ込めの

性質がほぼ変化しない事がわかった。つまり、low-lying Dirac modeは閉じ込めに essentialで

はない事を意味する。この結果から、QCDにおいて閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの

関係は単純な１対１対応ではないという事が結論できる [44, 45, 46]。なぜなら、閉じ込めカイ

ラル対称性の自発的破れの関係が１対１対応であれば、low-lying Dirac modeを取り除けば、

同時に閉じ込めの性質も大きく変化すると考えられるからである。
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第 3章

Temporally odd-number latticeにおける

Polyakov loopと Dirac modeの関係式

本章及び次章では、この修士論文の主題でありオリジナルな研究成果を示す [47, 48, 49, 50,

51, 52]。まず、通常の時間方向の周期境界条件を課した lattice spacing aを持つ正方格子上で

Polyakov loopとDirac modeの関係式を導出する。ただし、時間方向の格子サイズN4を奇数

にした格子 (temporally odd-number lattice)を考える。この関係式に基づいてクォークの閉じ

込めとカイラル対称性の自発的破れの関係について解析的及び数値的解析を行う。数値的解析

を行う際に、Dirac演算子をスピノルの添え字に関してブロック対角化するKogut-Susskind法

(Kogut-Susskind method, KS法)を用いる [44, 53]。しかし、temporally odd-number latticeを

考える場合、従来のKS法は適用できない。そこで、本研究では temporally odd-number lattice

に対しても適用可能なように一般化して新しい KS 法 (modified Kogut-Susskind method,

modified KS法)を開発した [51, 52]。

3.1 Temporally odd-number latticeにおける Polyakov loopと Dirac modeの関

係式

以下では時間方向の格子サイズN4を奇数にした格子を考える。また、Polyakov loopとDirac

modeの関係式の導出に必要なので空間方向の格子サイズNi(i = 1, 2, 3)に対してNi > N4を

課す。物理的には空間方向の格子サイズは無限大、時間方向の格子サイズは (周期境界条件を

伴って)有限であるべきなので、Ni > N4の条件はむしろ物理的に要請されるべき条件である。
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3.1.1 導出

まず、次の量を導入する。

I ≡ Trc,γ(Û4
ˆD̸
N4−1

) (3.1)

ここで、汎関数トレース Trc,γ は Trc,γ ≡
∑

s trctrγ であり、trγ はスピノルの添字に対するト

レースである。I の真空期待値

⟨I⟩ = ⟨Trc,γ(Û4
ˆD̸
N4−1

)⟩ (3.2)

は各ゲージ配位で平均する事で得られる。格子の体積 V が十分に大きい場合、演算子Oに対し

て ⟨O⟩ ≃ TrO/Tr1 が各ゲージ配位に対して期待できる。

図 3.1 N4 = 5, Ni = 6 (i = 1, 2.3)の temporally odd-number latticeの例。各線は Û4
ˆD̸
N4−1

に含まれる

各項に対応する。正方格子を用いる場合、奇数個のリンク変数では閉じたループを作れない。

式 (2.8)より、Û4
ˆD̸
N4−1

は N4 個のリンク変数の積で与えられる項の線形和で表される。図

3.1に temporally odd-number latticeの例を示した。各線は Û4
ˆD̸
N4−1

に含まれる各項に対応す

る。今の場合、N4は奇数であり正方格子を考えているので、Û4
ˆD̸
N4−1

には ÛN4
4 に比例する項

以外の閉じたループは含まれない。従って、⟨I⟩の ÛN4
4 に比例する項以外はエリッツァーの定
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理より消える。

⟨I⟩ = ⟨Trc,γ(Û4
ˆD̸
N4−1

)⟩

= ⟨Trc,γ{Û4(γ4D̂4)
N4−1}⟩ (ゲージ不変な量のみが残る)

= 4⟨Trc(Û4D̂
N4−1
4 )⟩ (γN4−1

4 = 1, trγ1 = 4)

=
4

(2a)N4−1
⟨Trc{Û4(Û4 − Û−4)

N4−1}⟩ (D̂4 =
1

2a
(Û4 − Û−4))

=
4

(2a)N4−1
⟨Trc{ÛN4

4 }⟩ (ゲージ不変な量のみが残る)

=
12V

(2a)N4−1
⟨L⟩ (3.3)

他方、式 (3.2)の汎関数トレースを取る基底としてDirac mode (|n⟩)を取って、
∑

n |n⟩⟨n| = 1

を用いれば ⟨I⟩は

⟨I⟩ =

⟨∑
n

⟨n|Û4 ̸D̂N4−1|n⟩

⟩
=

⟨
iN4−1

∑
n

λN4−1
n ⟨n|Û4|n⟩

⟩
(3.4)

とも表される。式 (3.4)の右辺の最も外側の ⟨⟩はゲージ配位平均を表し、⟨n|Û4|n⟩ の ⟨⟩はブ

ラ・ケット記号である。式 (3.4)の表記が最も正しいが、以下では式 (3.4)の右辺のゲージ配位

平均を表す ⟨⟩は省略する。

式 (3.3)と (3.4)を比較する事で、

⟨L⟩ = (2ai)N4−1

12V

∑
n

λN4−1
n ⟨n|Û4|n⟩ (3.5)

が得られる。

以上の導出には、

・N4が奇数である事

・正方格子を用いる事

・時間方向の周期境界条件

・Elitzurの定理 (ゲージ不変性)

のみが必要である。従って、関係式 (3.5)はフルQCDで、更には有限温度・有限密度で成立す

る。また、系の相とは無関係に関係式 (3.5)は成立する。つまり、系が閉じ込め相 (confinement

phase)か非閉じ込め相 (deconfinement phase)にあるか、または系がカイラル対称性が自発的に

破れている相 (chiral broken phase)かカイラル対称性が回復している相 (chiral restored phase)

にあるかとは無関係に関係式 (3.5)は成立する。
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3.1.2 個々の Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与

関係式 (3.5)は Polyakov loopのディラック・スペクトル表示であり、Polyakov loop ⟨L⟩と

Dirac mode ( ˆD̸|n⟩ = iλn|n⟩) を直接結ぶ解析的な関係式である。Polyakov loopはゲージ不変

量であり Dirac modeもゲージ不変に得られるので、この関係式はゲージ不変に得られる。こ

の関係式から、個々のDirac modeの Polyakov loopに対する寄与を調べる事ができる。

関係式 (3.5)に基づいて、QCDにおける閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係を

議論する事ができる。リンク変数演算子の Dirac行列要素 ⟨n|Û4|n⟩は一般に 0でない。よっ

て、式 (3.5)の右辺の和の λN4−1
n の因子により、low-lying Dirac mode (|λn| ∼ 0)の Polyakov

loopに対する寄与は他の Dirac modeの寄与よりも相対的に小さく、low-lying Dirac modeは

Polyakov loopにほとんど寄与を持たない。これは上の格子QCDの数値的解析の結果 [44]、つ

まりQCD真空から low-lying Dirac modeを取り除いても閉じ込めの性質は変わらないという

結論と矛盾しない。従って、関係式 (3.5)に基づき閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関

係は１対１対応ではないと結論できる。

関係式 (3.5)はN4が奇数の場合でのみ成立する。しかし、関係式 (3.5)から得られる知見は限

定的なものであるわけではない。なぜなら我々は連続極限に興味があり、連続極限では時間方

向のサイズ β ≡ 1/T は実数値であるので、連続極限に近ければN4の偶奇は物理的には重要で

ないと考えられるからである。

より詳細にかつ定量的に議論するため、関係式 (3.5)の右辺の各項を数値的に計算する事で

個々のDirac modeの Polyakov loopに対する寄与を調べる。Dirac波動関数を用いれば、関係

式 (3.5)は explicitに

⟨L⟩ = (2ai)N4−1

12V

∑
n

λN4−1
n

∑
s

ψ†
n(s)U4(s)ψn(s+ 4̂) (3.6)

と表される。式 (3.6)に現れる量 λn, ψn(s), ψ
†
n(s)は、各ゲージ配位のリンク変数を用いてDirac

固有値方程式 (2.14)を解く事で得られる。Polyakov loop ⟨L⟩は式 (1.145)を用いて得られる。

数値計算のコストは Polyakov loop ⟨L⟩の計算よりも式 (2.14)を解く計算の方が圧倒的に大

きい。そこで、次の節からは数値計算のコストを近似無しで減らすKS法について述べる。
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3.2 Temporally odd-number latticeにおける Kogut-Susskind法

式 (2.9)より Dirac演算子 ̸D は空間の添字 (s, s′)、カラーの添字 (i, j)及びスピノルの添字

(α, β)を持っているので、Dirac演算子 D̸の次元 dは

d ≡ dim D̸ = (V × 3× 4)2 (3.7)

である。格子の体積 V = N1N2N3N4 のせいで、Dirac演算子の次元 dは非常に大きい。従っ

て、Dirac固有値方程式 (2.14)を解く数値計算コストは非常に大きい。そこで、Dirac演算子を

スピノルの添字に関して対角化するKS法 [44, 53]を用いて数値計算のコストを近似無しで減ら

す事を考える。しかし通常のKS法は、周期境界条件を満たさないため temporally odd-number

latticeに適用できず、時空の全ての方向の格子サイズが偶数の格子 (even lattice)にのみ適用で

きる。そこで、我々は temporally odd-number latticeにも適用可能なmodified KS法 [51, 52]

を開発し、temporally odd-number latticeにおける Polyakov loopと Dirac modeの関係式の

解析に適用する。

3.2.1 even latticeにおける (通常の)Kogut-Susskind法

この節では even latticeを考え、even latticeでのみ適用可能なKogut-Susskind法について述

べる [53, 44, 51, 52]。

まず、行列 T (s)を

T (s) ≡ γs11 γ
s2
2 γ

s3
3 γ

s4
4 (3.8)

で定義する。行列 T (s)を用いると、γ行列 γµ(µ = 1, 2, 3, 4)を対角化できる。

T †(s)γµT (s± µ̂) = ηµ(s)1 (3.9)

ただし、ηµ(s)はスタッガード位相 (staggered phase)で、

η1(s) ≡ 1, ηµ(s) ≡ (−1)s1+···+sµ−1 (µ ≥ 2). (3.10)

で定義される。Dirac演算子は D̸ = γµDµで与えられるので、スピノルの添字に関して対角化

(spin-diagonalization)する事ができる。∑
µ

T †(s)γµDµT (s+ µ̂) = diag(ηµDµ, ηµDµ, ηµDµ, ηµDµ), (3.11)
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ただし、ηµDµはKS Dirac演算子で、

(ηµDµ)ss′ =
1

2a

4∑
µ=1

ηµ(s) [Uµ(s)δs+µ̂,s′ − U−µ(s)δs−µ̂,s′ ] (3.12)

で定義される。

KS法は周期境界条件を課すと even latticeでのみ適用可能である。実際、行列 T (s)の周期境

界条件は

T (s+Nµµ̂) = T (s) (µ = 1, 2, 3, 4) (3.13)

であるが、これは even latticeでしか成立しない。空間方向の境界条件が周期境界条件でなけ

ればならない物理的理由はないが、奇数方向の周期境界条件は有限温度の虚時関形式を考える

上で必要不可欠である。従って、通常のKS法は temporally odd-number latticeには適用でき

ない。

modified KS法との比較のため、KS法について更に議論する。以下の結果は本研究によって

得られた新しい計算結果である。

式 (3.11)により、Dirac演算子のスピノル構造に対応してDirac固有値が４重縮退する事がわ

かる。よって、KS Dirac固有値方程式

ηµDµ|n) = iλn|n). (3.14)

を解けば Dirac固有値 iλnが全て得られる。KS Dirac固有状態 |n)の位置表示である χn(s) ≡

⟨s|n)を以下ではKS Dirac波動関数と呼ぶ事にする。KS Dirac固有値方程式 (3.14)は explicit

には

1

2a

4∑
µ=1

ηµ(x)[Uµ(x)χn(x+ µ̂)− U−µ(x)χn(x− µ̂)] = iλnχn(x), (3.15)

と表される。Dirac固有値が４重縮退するので、同じ Dirac固有値 iλn を持つ Dirac固有状態

|n⟩が４つ存在する。従って、Dirac固有状態を固有値だけでなく縮退した４つの固有状態を区

別する量子数 I(= 1, 2, 3, 4)も併せて用いて区別するべきである。以下では、Dirac固有状態を

固有値と量子数 I を用いてラベルし、Dirac固有値方程式を

D̸|n, I⟩ = iλn|n, I⟩ (3.16)

と書くことにする。Dirac固有状態の位置表示であるDirac固有関数は

ψI
n(s) ≡ ⟨s|n, I⟩ (3.17)
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と表記する。Dirac固有関数 ψI
n(s)はKS Dirac固有関数 χn(s)と

ψI
n(s) = T (s)αβC

I
βχn(s) (3.18)

ここで、C は

CI
α = δIα (3.19)

で定義する。式 (3.18)は意味がわかりやすい形であり、式 (3.18)は式 (3.19)を用いれば

ψI
n(s) = T (s)αIχn(s) (3.20)

となり、量子数 I はスピノルの添字 (α)と混ざる。これは４重縮退の区別のラベルが Dirac演

算子のスピノル構造によるものであることから当然の結果である。

リンク変数演算子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩は式 (3.20)を用いて次のようにKS Dirac

固有関数で表される。

⟨n, I|Ûµ|m,J⟩ =
∑
s,α

ψI
n(s)

∗
αUµ(s)ψ

J
m(s+ µ̂)α (3.21)

=
∑
s,α

χn(s)
∗T †(s)IαUµ(s)T (s+ µ̂)αJχm(s+ µ̂) (3.22)

=
∑
s

χn(s)
∗{T †(s)T (s+ µ̂)}IJUµ(s)χm(s+ µ̂) (3.23)

ここで、行列 T (s)、リンク変数 Uµ(s)はそれぞれスピノル、カラーの添字のみを持つので可換

である事を用いた。T †(s)T (s+ µ̂)は行列 T (s)の定義式 (3.8)に従って計算可能で、

T †(s)T (s+ µ̂) = η̃(E)
µ (s)γµ (3.24)

と表せる。ただし、η̃(E)µ (s)は

η̃(E)
µ (s) = (−1)sµ+1+···+s4 (µ ≤ 3), η̃

(E)
4 (s) = 1 (3.25)

で定義される符号関数で、スタッガード位相と似ているが構造は異なっている。KS Dirac固有

関数 χn(s)はスピノルの添字を持たないので γ 行列とは可換である。従って、リンク変数演算

子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩はKS Dirac固有関数 χn(s)を用いて

⟨n, I|Ûµ|m,J⟩ = (γµ)IJ
∑
s

η̃(E)
µ (s)χn(s)

∗Uµ(s)χm(s+ µ̂) (3.26)

と表される。特に η̃
(E)
4 (s) = 1である事より、µ = 4の場合は

⟨n, I|Û4|m,J⟩ = (γ4)IJ
∑
s

χn(s)
∗Uµ(s)χm(s+ µ̂) (3.27)

= (γ4)IJ (n|Û4|m) (3.28)
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であり、時間方向のKSリンク変数演算子のKS Dirac行列要素 (n|Û4|m)と結び付く。

以上より、KS Dirac固有値方程式 (3.15)を解く事で全てのDirac固有値 iλnを得られ、更に

KS Dirac固有関数 χn(s)を用いてリンク変数演算子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩を得る事

ができる事がわかった。つまり、元の Dirac固有値方程式 (2.14)を解く代わりに、より数値計

算コストが小さいKS Dirac固有値方程式 (3.15)を解く事でも元のDirac modeに関する量を計

算できる。

リンク変数演算子の Dirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩に限らず、一般の演算子 Ôの Dirac行列

要素 ⟨n, I|Ô|m, J⟩もKS Dirac固有関数 χn(s)を用いて評価できる。

3.2.2 Temporally odd-number latticeにおける Kogut-Susskind法

この節では Temporally odd-number lattice、つまり時間方向の格子サイズN4が奇数で空間

方向のサイズ Ni(i = 1, 2, 3)が偶数であるような格子に対しても適用可能な modified KS法

[51, 52]について述べる。

まず、行列M(s)を

M(s) ≡ γs11 γ
s2
2 γ

s3
3 γ

s1+s2+s3
4 (3.29)

で定義する。行列M(s)は通常のKS法の場合の行列 T (s)と似た形であるが γ4の指数が異なっ

ており、サイトの時間成分 s4に依存しない。行列M(s)を用いれば、γ 行列 γµを γ4に比例す

る形にできる。

M†(s)γµM(s± µ̂) = ηµ(s)γ4 (3.30)

ただし、ηµ(s)は式 (3.10)のスタッガード位相である。ここで、γ行列の表示としてDirac表示

を取れば、γ4は対角行列である。

γ4 = diag(1, 1,−1,−1) (Dirac representation), (3.31)

以下では γ 行列の表示として Dirac表示を取る。従って temporally odd-number latticeにお

いても Dirac演算子 D̸ = γµDµ は行列M(s)を用いてスピノルの添字に関して対角化 (spin-

diagonalization)する事ができる。∑
µ

M†(s)γµDµM(s+ µ̂) = diag(ηµDµ, ηµDµ,−ηµDµ,−ηµDµ), (3.32)

ただし、ηµDµは式 (3.12)で定義したKS Dirac演算子である。
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modified KS法は周期境界条件を課した temporally odd-number latticeでも適用可能であ

る。実際、行列M(s)の周期境界条件は

M(s+Nµµ̂) =M(s) (µ = 1, 2, 3, 4) (3.33)

であり、これは全ての µの値に対して成立する。実際、空間方向 (µ = i = 1, 2, 3)に対しては

Ni が偶数である事から、時間方向に対しては行列M(s)がサイトの時間成分 s4 に依存しない

事から式 (3.33)は成立する。また、スタッガード位相 ηµ(s)がサイトの時間成分 s4に依存しな

い事から、スタッガード位相 ηµ(s)に対する周期境界条件も満たされる。従って、temporally

odd-number latticeに対してもmodified KS法は適用可能である。

式 (3.32)により、Dirac演算子のスピノル構造に対応してDirac固有値が 2重縮退し、2重縮退

した固有値 iλnに対応して異符号の固有値−iλnが必ず存在する事がわかる。これはカイラル対

称性から保障されている。よって、KS Dirac固有値方程式 (3.14)を解けばDirac固有値 iλnが全

て得られる。通常のKS法の場合と同様に、KS Dirac固有状態 |n)の位置表示を χn(s) ≡ ⟨s|n)

を KS Dirac固有関数と呼ぶ事にする。Dirac固有値は 2重縮退し、正負対称に分布するので、

KS Dirac固有値方程式 (3.14)を解いて得られるKS Dirac mode (ηµDµ|n) = iλn|n))に対して

量子数 I(= 1, 2, 3, 4)を用いて次のように４つのDirac固有状態を構成する。

ψI
n(s) ≡ ⟨s|n, I⟩ =M(s)αβC

I
βχn(s) (3.34)

ただしCは式 (3.19)で定義したもので、|n, I⟩は I = 1, 2の場合にはDirac固有値 iλn、I = 3, 4

の場合にはDirac固有値−iλn をもつDirac固有状態である。C の定義式 (3.19)を式 (3.34)に

代入すれば、

ψI
n(s) =M(s)αIχn(s) (3.35)

が得られる。

次に、even latticeの場合の式 (3.23)と同様に、temporally odd-number latticeにおけるリン

ク変数演算子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩は式 (3.35)を用いて次のようにKS Dirac固有関

数で表される。

⟨n, I|Ûµ|m,J⟩ =
∑
s,α

ψI
n(s)

∗
αUµ(s)ψ

J
m(s+ µ̂)α (3.36)

=
∑
s,α

χn(s)
∗M†(s)IαUµ(s)M(s+ µ̂)αJχm(s+ µ̂) (3.37)

=
∑
s

χn(s)
∗{M†(s)M(s+ µ̂)}IJUµ(s)χm(s+ µ̂) (3.38)
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ここで、行列M(s)、リンク変数 Uµ(s)はそれぞれスピノル、カラーの添字のみを持つので可換

である事を用いた。M †(s)M(s+ µ̂)は行列M(s)の定義式 (3.29)より計算可能で、

MT †(s)M(s+ µ̂) = η̃(O)
µ (s)γµγ4 (3.39)

と表せる。ただし、η̃(O)
µ (s)は

η̃(O)
µ (s) = (−1)s1+···+sµ (µ ≤ 3), η̃

(O)
4 (s) = 1 (3.40)

で定義される符号関数で、式 (3.10)の ηµ(s)とも式 (3.25)の η̃
(E)
µ (s)とも異なる関数である。KS

Dirac固有関数 χn(s)はスピノルの添字を持たないので γ行列とは可換である。従って、リンク

変数演算子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩はKS Dirac固有関数 χn(s)を用いて

⟨n, I|Ûµ|m,J⟩ = (γµγ4)IJ
∑
s

η̃(O)
µ (s)χn(s)

∗Uµ(s)χm(s+ µ̂) (3.41)

と表される。特に η̃
(O)
4 (s) = 1である事より、µ = 4の場合は

⟨n, I|Û4|m,J⟩ = δIJ
∑
s

χn(s)
∗Uµ(s)χm(s+ µ̂) (3.42)

= δIJ(n|Û4|m) (3.43)

であり、時間方向のKSリンク変数演算子のDirac行列要素 (n|Û4|m)と結び付く。更に特殊な

例として µ = 4の場合の対角成分 ⟨n, I|Û4|n, I⟩は

⟨n, I|Û4|n, I⟩ = (n|Û4|n) (3.44)

と表せる。

以上より、KS Dirac固有値方程式 (3.15)を解く事で全てのDirac固有値 iλnを得られ、更に

リンク変数演算子のDirac行列要素 ⟨n, I|Ûµ|m, J⟩がKS Dirac固有関数 χn(s)を用いて表せる

事がわかった。つまり、元のDirac固有値方程式 (2.14)を解く代わりに、より数値計算コストが

小さいKS Dirac固有値方程式 (3.15)を解く事でも元のDirac modeに関する量を計算できる。

次に、式 (3.5) を KS Dirac 固有状態で書き直す事を考える。まず、Dirac 固有状態の構造

(3.34)を考慮すると、式 (3.5)は正しくは

⟨L⟩ = (2ai)N4−1

12V

∑
n,I

λN4−1
n ⟨n, I|Û4|n, I⟩ (3.45)

と表記すべきである事に注意する。次に、関係式 (3.45)の右辺の和
∑

n,I λ
N4−1
n ⟨n, I|Û4|n, I⟩を
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KS Dirac固有状態で書き直す。∑
n,I

λN4−1
n ⟨n, I|Û4|n, I⟩ =

∑
n,I=1,2

λN4−1
n ⟨n, I|Û4|n, I⟩+

∑
n,I=3,4

(−λn)N4−1⟨n, I|Û4|n, I⟩ (3.46)

=
∑

n,I=1,2,3,4

λN4−1
n ⟨n, I|Û4|n, I⟩ (N4 − 1 : even) (3.47)

=
∑

n,I=1,2,3,4

λN4−1
n (n|Û4|n) (式 (3.44)) (3.48)

= 4
∑
n

λN4−1
n (n|Û4|n) (3.49)

従って、関係式 (3.45)はmodified KS法を用いて、

⟨L⟩ = (2ai)N4−1

3V

∑
n

λN4−1
n (n|Û4|n) (3.50)

と書ける。modified KS法は Dirac演算子をスピノルの添字に関してブロック対角化する方法

であり近似ではないので、関係式 (3.50)は元の関係式 (3.45)と完全に等価である。従って、以

下の解析では関係式 (3.50)に基づいて議論する。
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第 4章

数値的解析

この章では Polyakov loop ⟨L⟩とKS Dirac mode (η ·D|n) = iλn|n)) を直接結ぶ解析的な関

係式 (3.50)に基づき、閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係について数値的解析を行

う [51, 52]。

4.1 Polyakov loopと Dirac modeの関係式の数値的確認

まずは式 (3.50)が本当に成立する事を数値的に確認する。

数値計算はクエンチ近似でプラケット作用を用いた SU(3)モンテカルロ計算で、閉じ込め相、

非閉じ込め相の両方の相で行った。閉じ込め相として、大きさが 103 × 5で β = 5.6を持った格

子を考える。この場合、lattice spacingは a ∼ 0.25fmであるから、系の温度は T ∼ 160 MeV

であり、閉じ込め相にある。非閉じ込め相として、大きさが 103 × 3で β = 5.7を持った格子を

考える。この場合、lattice spacingは a ∼ 0.20fmであるから、系の温度は T ∼ 330 MeVであ

り、非閉じ込め相にある。ゲージ配位生成する際、熱化には 5,000回のゲージ配位の更新を行

い、熱化以降には 500回のゲージ配位の更新毎に採用し、20個のゲージ配位 (Nconf = 20)を用

意した。

式 (3.50)の両辺をそれぞれ計算して比較する。閉じ込め相、非閉じ込め相における関係式

(3.50)の両辺の計算結果をそれぞれ表 4.1、表 4.2に示した。それぞれゲージ配位 7個分の計算

結果を示している。

式 (3.50)からはゲージ配位平均に対する等式であるが、表 4.1、表 4.2より、閉じ込め相と非閉

じ込め相両方で関係式 (3.50)の両辺は各ゲージ配位でほぼ一致する事がわかる。従って、ゲー

ジ配位平均をとった関係式 (3.50)は閉じ込め相と非閉じ込め相両方で当然成立する。各ゲージ
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表 4.1 各ゲージ配位を用いた閉じ込め相 (103 × 5,β = 5.6)における関係式 (3.50)の両辺の計算結果。

ゲージ配位の番号 1 2 3 4 5 6 7

ReL 0.00961 -0.00161 0.0139 -0.00324 0.000689 0.00423 -0.00807

ImL -0.00322 -0.00125 -0.00438 -0.00519 -0.0101 -0.0168 -0.00265

(2ai)N4−1

3V

∑
n λ

N4−1
n Re(n|Û4|n) 0.00961 -0.00161 0.0139 -0.00324 0.000689 -0.00423 -0.00807

(2ai)N4−1

3V

∑
n λ

N4−1
n Im(n|Û4|n) -0.00322 -0.00125 -0.00438 -0.00519 -0.0101 -0.0168 -0.00265

表 4.2 各ゲージ配位を用いた非閉じ込め相 (103 × 3,β = 5.7)における関係式 (3.50)の両辺の計算結果。

ゲージ配位の番号 1 2 3 4 5 6 7

ReL 0.316 0.337 0.331 0.305 0.313 0.316 0.337

ImL -0.00104 -0.00597 0.00723 -0.00334 0.00167 0.000120 0.000482

(2ai)N4−1

3V

∑
n λ

N4−1
n Re(n|Û4|n) 0.316 0.337 0.331 0.305 0.314 0.316 0.337

(2ai)N4−1

3V

∑
n λ

N4−1
n Im(n|Û4|n) -0.00104 -0.00597 0.00723 -0.00334 0.00167 0.000120 0.000482

配位で成立する理由は、格子体積 V が十分大きければゲージ不変でない量はゲージ不変量に比

べて寄与が小さいからであると思われる。

4.2 low-lying Dirac modeの Polyakov loopへの寄与

前節で関係式 (3.50)は各ゲージ配位に対してほぼ成立する事が数値的に確認できた。この節

では、low-lying Dirac modeが Polyakov loopの値に対してほとんど寄与を持たない事を数値

的に確認する。この事は節 3.1.2で考察したように関係式 (3.5)、(3.50)から推測されるが、リ

ンク変数演算子の KS Dirac行列要素 (n|Û4|n)の振る舞いが非自明であるので、数値的確認は

行うべきである。

low-lying Dirac modeの領域の寄与を取り除いた (IR-cutした)Polyakov loop LIR−cutを

LIR−cut =
(2ai)N4−1

3V

∑
|λn|>ΛIR

λN4−1
n (n|Û4|n) (4.1)

で定義する。節 2.2の考察から、ΛIR−cut ≃ 0.4 GeVとする。

各ゲージ配位を用いて Polyakov loop Lと (IR-cutした)Polyakov loop LIR−cut をそれぞれ閉

じ込め相と非閉じ込め相で計算し、比較する。計算は前節と同じゲージ配位を用いる。

表 4.3、表 4.4より、閉じ込め相と非閉じ込め相両方で

L ≃ LIR−cut (4.2)
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表 4.3 各ゲージ配位を用いた閉じ込め相 (103 × 5,β = 5.6) における Polyakov loopL と IR-cut した

Polyakov loopLIR−cut の計算結果。

configuration No. 1 2 3 4 5 6 7

ReL 0.00961 -0.00161 0.0139 -0.00324 0.000689 0.00423 -0.00807

ImL -0.00322 -0.00125 -0.00438 -0.00519 -0.0101 -0.0168 -0.00265

ReLIR-cut 0.00961 -0.00160 0.0139 -0.00325 0.000706 0.00422 -0.00807

ImLIR-cut -0.00321 -0.00125 -0.00437 -0.00520 -0.0101 -0.0168 -0.00264

表 4.4 各ゲージ配位を用いた非閉じ込め相 (103 × 3,β = 5.7) における Polyakov loopL と IR-cut した

Polyakov loopLIR−cut の計算結果。

configuration No. 1 2 3 4 5 6 7

ReL 0.316 0.337 0.331 0.305 0.314 0.316 0.337

ImL -0.00104 -0.00597 0.00723 -0.00334 0.00167 0.000120 0.0000482

ReLIR-cut 0.319 0.340 0.334 0.307 0.317 0.319 0.340

ImLIR-cut -0.00103 -0.00597 0.00724 -0.00333 0.00167 0.000121 0.0000475

が各ゲージ配位に対して成立する。つまり、low-lying Dirac mode の寄与を取り除いても

Polyakov loopの値はほとんど変化しない。従って、low-lying Dirac modeの Polyakov loopへ

の寄与は非常に小さいという事がわかる。式 (2.54)より、|λn| < ΛIR−cut = 0.4 GeVの low-

lying Dirac modeはカイラル対称性の自発的破れの最も重要なモードである。その low-lying

Dirac modeの寄与を取り除いても閉じ込めのオーダーパラメータである Polyakov loopの値に

ほとんど寄与しないという事は、閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れには 1対 1対応が存

在しない事を意味している。これは節 2.2で紹介した数値的研究と整合する。

4.3 各 Dirac modeの Polyakov loopへの寄与

関係式 (3.50)から、各Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与がわかる。この節でも、閉

じ込め相 (103 × 5,β = 5.6)と非閉じ込め相 (103 × 3,β = 5.7)の両方で計算を行う。

時間方向のリンク変数演算子の KS Dirac行列要素 (n|Û4|n)及び Polyakov loopに対する各

KS Dirac mode の寄与 λN4−1
n (n|Û4|n) を各 Dirac mode に対して計算する。ただし、関係式

(3.50)が各ゲージ配位で成立する事、各ゲージ配位で low-lying Dirac modeが Polyakov loop

にほぼ寄与しない事から、一つのゲージ配位にのみ着目する。

閉じ込め相における行列要素Re(n|Û4|n)、Im(n|Û4|n)をDirac固有値 λnの関数として図 4.1、
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図 4.2に示した。
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図 4.1 閉じ込め相 (103 × 5, β = 5.6)における Dirac固有値 λn の関数としての行列要素の実部 Re(n|Û4|n)

の数値計算結果。

-0.06

-0.04

-0.02

 0

 0.02

 0.04

 0.06

-2 -1  0  1  2

Im
(n

|U
4
|n

)

λn

図 4.2 閉じ込め相 (103 × 5, β = 5.6)における Dirac固有値 λn の関数としての行列要素の虚部 Im(n|Û4|n)

の数値計算結果。

また、閉じ込め相における各 Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与 λN4−1
n Re(n|Û4|n)、

λN4−1
n Im(n|Û4|n)をDirac固有値 λnの関数として図 4.3、図 4.4に示した。
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図 4.3 閉じ込め相 (103 × 5, β = 5.6)における Dirac固有値 λn の関数としての各 Dirac modeの Polyakov

loopに対する寄与の実部 λN4−1
n Re(n|Û4|n) の数値計算結果。
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図 4.4 閉じ込め相 (103 × 5, β = 5.6)における Dirac固有値 λn の関数としての各 Dirac modeの Polyakov

loopに対する寄与の虚部 λN4−1
n Im(n|Û4|n) の数値計算結果。

まず図 4.1 より、行列要素の実部 Re(n|Û4|n) は全 Dirac mode 領域で一般にゼロでなく、

low-lying Dirac modeに対して値が小さくなるという性質は持たない。しかし、図 4.3より、

λN4−1
n の因子によって各 Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与の実部 λN4−1

n Re(n|Û4|n)

が low-lying Dirac modeに対して値が小さくなっている事が確認できる。他方、図 4.2より、

行列要素の虚部 Im(n|Û4|n)は low-lying Dirac modeに対して値が小さくなっている点で実部
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と分布が異なっている。しかし、図 4.4より、λN4−1
n の因子によって low-lying Dirac modeが

Polyakov loopに対してほとんど寄与を持たない事は実部と同様である。また、図 4.1、4.2よ

り、行列要素の実部及び虚部の分布に正負の対称性 (“positive/negative symmetry”)がある。

従って、各Dirac modeのPolyakov loopに対する寄与にもこの正負の対称性がある事が図 4.3、

4.4からもわかる。よって、閉じ込め相における Polyakov loopの期待値のゼロの値 (⟨LP = 0⟩)

はこの正負の対称性に起因している。

ここでは 1つのゲージ配位に対する結果のみを示しているため、行列要素 (n|Û4|n)や各Dirac

modeの Polyakov loopに対する寄与 λN4−1
n (n|Û4|n) の点のゆらぎは統計的ゆらぎではない事

に注意。他のゲージ配位に対する結果もここで述べた行列要素 (n|Û4|n)や各 Dirac modeの

Polyakov loopに対する寄与 λN4−1
n (n|Û4|n) の振る舞いと同じ振る舞いを見せている。

次に、非閉じ込め相における行列要素 Re(n|Û4|n)、Im(n|Û4|n)を Dirac固有値 λn の関数と

して図 4.5、図 4.6に示した。
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図 4.5 非閉じ込め相 (103×3, β = 5.7)におけるDirac固有値 λnの関数としての行列要素の実部Re(n|Û4|n)

の数値計算結果。
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図 4.6 非閉じ込め相 (103×3, β = 5.7)におけるDirac固有値 λnの関数としての行列要素の虚部 Im(n|Û4|n)

の数値計算結果。

また、非閉じ込め相における各Dirac modeのPolyakov loopに対する寄与 λN4−1
n Re(n|Û4|n)、

λN4−1
n Im(n|Û4|n)をDirac固有値 λnの関数として図 4.7、図 4.8に示した。
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図 4.7 非閉じ込め相 (103×3, β = 5.7)におけるDirac固有値 λnの関数としての各Dirac modeの Polyakov

loopに対する寄与の実部 λN4−1
n Re(n|Û4|n) の数値計算結果。
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図 4.8 非閉じ込め相 (103×3, β = 5.7)におけるDirac固有値 λnの関数としての各Dirac modeの Polyakov

loopに対する寄与の虚部 λN4−1
n Im(n|Û4|n) の数値計算結果。

まず、我々の計算で用いたゲージ配位では Polyakov loopの期待値は実になるので、行列要素

及び各 Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与の虚部は閉じ込め相の場合と同様の振る舞

いをする。よって、解析は実部に対して行えば十分である。次に、図 4.5より、行列要素の実部

Re(n|Û4|n)は low-lying Dirac modeでピークを持つ事がわかる。しかし、図 4.7より、閉じ込

め相の場合と同様に λN4−1
n の因子によって各 Dirac modeの Polyakov loopに対する寄与の実

部 λN4−1
n Re(n|Û4|n)が low-lying Dirac modeに対して値が小さくなっている事が確認できる。

よって、λN4−1
n の因子が非常に重要な役割を担っている。

また、閉じ込め相の場合の行列要素に存在した正負の対称性は非閉じ込め相の場合では存在

しない。従って、その非対称性から、Polyakov loopの期待値はゼロでなくなる。よって、閉じ

込め相・非閉じ込め相の区別は行列要素 (n|Û4|n)の正負の対称性の有無でも可能である事が示

唆される。閉じ込め相の場合と同様に 1つのゲージ配位に対する結果のみを示すが、他のゲー

ジ配位に対する結果も同様の振る舞いをする。
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第 5章

まとめと展望

本研究では、格子QCDに基づいて、クォークの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関

係について解析的及び数値的に解析を行った。

まず、時間方向の周期境界条件を課した時間方向の格子サイズが奇数の格子を用いてPolyakov

loopとDirac modeの解析的な関係式 (3.5)を導出した。Polyakov loopはクォークの閉じ込め

の代表的なオーダーパラメータであり、low-lying Dirac modeはカイラル対称性の自発的破れ

にとって重要なモードであるため、この関係式は本研究の主題であるクォークの閉じ込めとカ

イラル対称性の自発的破れの関係を議論する上で非常に有用な関係式である。この関係式は系

の相とは無関係に、フルQCD及び有限温度・有限密度で成立する一般的な等式である。

この関係式 (3.5)から、low-lying Dirac modeが Polyakov loopにほとんど寄与しない事が期

待されるが、行列要素 ⟨n|Û4|n⟩の振る舞いが非自明であるため数値的解析が必要である。そこ

で、Dirac演算子をスピノルの添え字に関してブロック対角化する手法である KS法を一般化

し、時間方向の格子サイズが奇数の格子にも適用可能なmodified KS法を開発した。modified

KS法を用いて関係式 (3.5)と等価な関係式 (3.50)を導出し、近似無しで数値計算のコストを抑

える事に成功した。

この関係式 (3.50)は十分体積が大きい場合、各ゲージ配位に対してほぼ成立する事がわかっ

た。また、low-lying Dirac modeが Polyakov loopにほとんど寄与しない事も数値的に確認し

た。つまり、カイラル対称性の自発的破れの最も重要なモードである low-lying Dirac modeは

閉じ込めにとって重要ではない。従って、我々は QCDにおいてクォークの閉じ込めとカイラ

ル対称性の自発的破れの関係は単純な 1対 1対応ではない事を解析的及び数値的に示した。

また、関係式 (3.50)の右辺に現れる、KS Dirac行列要素 (n|Û4|n)や各Dirac modeのPolyakov
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loopに対する寄与 λN4−1
n (n|Û4|n) の性質も調べた。閉じ込め相と非閉じ込め相でこれらの量の

振る舞いが大きく異なる事がわかった。非閉じ込め相では行列要素が low-lying Dirac mode領

域でピークを持つが、λN4−1
n (n|Û4|n)は low-lying Dirac mode領域で小さくなる。これは λN4−1

n

の因子が非常に重要な役割を担っている事を意味する。

また、閉じ込め相では行列要素 (n|Û4|n)に正負の値に関する新しい対称性が存在することが

わかった。この (n|Û4|n)の正負の対称性によって、閉じ込め相では Polyakov loopの期待値は

ゼロになる。(⟨L⟩ = 0) ところが、非閉じ込め相 (⟨L⟩ ̸= 0)ではこの対称性は存在せず、その非

対称性によって Polyakov loopの値はゼロでなくなる。

これからの展望として、本研究に基づきQCDにおける閉じ込めやカイラル対称性の自発的破

れ等の非摂動的現象や、その関係性について更に深く研究する事を考えている。以下では今後

の課題として考えられるいくつかの研究について述べる。

Polyakov loopと Dirac modeの解析的な関係式 (3.5)は lattice spacing aが有限の格子で成

立する関係式であるが、この関係式の連続極限 (a → 0)を書き下す事ができれば、連続理論の

QCDについて直接議論する事が可能であり、その物理的意義は非常に大きいと考えられる。ま

た、連続極限に近づけたときの KS Dirac行列要素 (n|Û4|n)の振る舞いの変化を調べることは

非常に重要である。

閉じ込め・非閉じ込め相転移について、Polyakov loopそのものではなく Polyakov loopの

感受率の比も重要な意味を持つという格子 QCDの研究結果がある。そこで、本研究で導出し

た Polyakov loopと Dirac modeとの関係式を一般化し、Polyakov loopの感受率の比と Dirac

modeとの関係式について議論する事も有意義であると考えられる。

本研究で、閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れには単純な 1対 1対応が成立しない事が

示された。これは、QCDにはより複雑で多様な相構造が現れる事を示唆している。Polyakov

loopの感受率の比とも関連させて、QCD相図に対してアプローチする事も視野に入れている。

最大可換ゲージを取った時のQCDモノポールは閉じ込めやカイラル対称性の自発的破れ等の

非摂動的現象と密接な関係がある。そこで、Dirac mode展開・射影の方法を用いて、QCDモ

ノポールと関連させて閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの関係について議論する事も興

味深い。

本研究ではクエンチ近似を用いて数値解析を行ったが、実際の physical pointにおける計算
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をするためにはクォークセクターも考慮に入れてフル QCD計算をする必要がある。また、カ

イラル対称性の自発的破れがキーワードの一つであるので、格子フェルミオンとしてカイラル

対称性を尊重したフェルミオンを用いて計算をする方が望ましい。本研究で明らかになった閉

じ込め相における行列要素 (n|Û4|n)に現れる新しい対称性についてフルQCD計算等の計算を

行って調べる事は、閉じ込め現象に対するアプローチにもなりうるので、興味深い研究題材で

あると考えている。

強い相互作用の２つの重要な性質であるカラーの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れの

関係を基礎理論のQCDから研究する事は、低エネルギーQCDが示す非摂動的諸性質それぞれ

の解明や有限温度・有限密度QCDの解明及びQCD相図の解明にも関連し、今後の素粒子・原

子核・ハドロン物理学における 1つの大きな流れになると期待される。
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