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Abstract

本卒論では、インフレーションによるゆらぎが現在の物理量に及ぼす影響を解析した。
初期宇宙の物理現象を理解するためには、初期宇宙で作られたゆらぎを知るだけではなく、
そのゆらぎがどのように時間発展して観測されるかを調べる必要がある。まずインフレー
ションで作られた量子ゆらぎがどのように宇宙背景放射 (CMB)のスペクトル構造に効くか
を半解析的に計算した。更にCMBでは見ることができない宇宙の晴れ上がり以前の宇宙を
直接観測することが可能な背景重力波 (Stochastic gravitational wave background: SGWB)
について、現状での制限を調べた。またインフレーションの詳細について更なる情報を得
ることができるゆらぎの non-gaussianityを計算した。
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中塚洋佑 1 INTRODUCTION

1 Introduction

現在、Beyond Standard model の探索が積極的に行われている。理論的・実験的に Beyond
Standard modelのエネルギースケールがどの程度にあるか確実な証拠は知られていない。仮に
Beyond Standard modelのエネルギースケールが分かれば、加速器で新粒子を探索する指針と
なる。プランクスケールまでの広いエネルギー領域の物理現象の探索を行うために、初期宇宙
は強力な道具となりえる。
宇宙の温度が下がると、光が他の物質に遮られずに進むようになる（宇宙の晴れ上がり）。

晴れ上がり時点での光の揺らぎはインフレーション期の量子揺らぎやバリオン音響揺らぎなど
様々な要因から影響を受けている。CMBスペクトルを理論的に求めるためには光、非相対論
的物質、ニュートリノ、重力の揺らぎそれぞれが共に成長する過程を調べる必要がある。また
CMB揺らぎがスカラー的か、テンソル的かに応じて解析の複雑さが変わってくる。Planck衛星
などで CMBは検出されており、宇宙論の多くのパラメーターに強力な制限を与えている。[9]
背景重力波は重力相互作用の弱さから未だに直接検出されていないが、原理的にCMBより

過去の宇宙の情報を得ることができる。パルス状の重力波はAdvanced LIGOで検出されたが、
それよりもずっと弱い背景重力波の検出には更なる感度の向上が必要である。[20]
インフレーション中のゆらぎは作用の二次までの展開の範囲では gaussianな性質を持つ。

しかし作用をより高次まで計算することで non-gaussianityを持つことが知られている。インフ
レーションモデルに応じて non-gaussianityは変化するためモデルの選別の強力な道具となる。
初期宇宙の現象を解析する必要性を踏まえ、本論文では初期宇宙の現象を観測量に反映させ

るための計算を中心に行った。第一部では基礎的な宇宙論を概説した。第二部では CMBスカ
ラーゆらぎの導出を行った。第三部ではCMBテンソルゆらぎの導出を行った。第四部では重力
ゆらぎの non-Gaussianityの基本的な計算をした。第五部では背景重力波測定の現状を review
した。
第一部から第三部までは現代宇宙論入門 [1]と weinbergの cosmology[2]を参考にした。ま

ず標準的な single scalar inflationにおけるスカラーゆらぎ、テンソル揺らぎのスペクトルの支
配方程式を導出した。また支配方程式から適当な近似で解析的に得られる結果について物理的
意味を調べた。宇宙論的揺らぎを取り扱うために、アインシュタイン方程式の FRLW解周りで
の微小展開を行った。インフレーション中において曲率揺らぎ、テンソル揺らぎの運動方程式
を導き、BD真空を取ることで量子的な揺らぎのスペクトルを求めた。Horizonを超える波長の
揺らぎが凍結するという定理と重力揺らぎの時間発展を調べることで宇宙の晴れ上がり時点で
の重力揺らぎのスペクトルを導くことができる。重力の揺らぎを CMBに反映させるため、光
の時間発展についてはボルツマン方程式を解くことで現在見える CMB揺らぎを決定する方程
式を導く。これらを今回は解析的に扱える範囲で調べた。晴れ上がり付近での揺らぎの解析か
らバリオン音響振動、シルク減衰がわかる。また光の揺らぎと重力との相互作用を調べること
で SW効果、積分 SW効果が効くことがわかる。またB-mode偏光測定の現状と今後期待され
る測定精度を調べた。
第四部ではゆらぎの non-gaussianityを計算するために必要なフレームワークを整備した。

ゆらぎの高次相互作用を場の理論のテクニックで計算する手法を weinbergの論文 [3]を参考に
要約した。次に具体的な non-gaussianityの計算をMaldacenaの論文 [4]を参考に行った。更に
non-gaussianityの指標 fNLを用いて現状の観測的な制限と比較した。
第五部では宇宙背景重力波の現状の観測を調べた。Maggioreの review[5]を参考に背景重力

波の取扱と単純なモデルでの重力波強度の計算を行った。次に現在の背景重力波観測の現状を
調べた。近年観測された連星合体のシグナルが大きなノイズとなり、背景重力波観測の障害に
なる可能性について議論した。

7

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 2 一様等方宇宙

1.1 定義

以降の文字の使い方を簡単にまとめる。
共変微分をA;µ := DµAで表現する。
共形時間に対する微分を d

dηf := f ′で書く。
宇宙の各時期を区別する添字について、0添字は現在の量。*添字は最終散乱面を指す場合

が多い。eq添字は輻射-物質優勢移行期。ref添字は reheating期。
CMBの計算において位相空間は (x,P )で座標を張る。P を局所座標系で評価して (x,p)

に書き直す。xをフーリエ変換して (k,p)を考える。µ := n·k
k := p·k

pk を角度の代わりに用いる。
自然単位系 (G = 1, c = 1, ℏ = 1)を用いる。単位を考えたいときには適宜復活させる。

Part I

初期宇宙論の基礎

2 一様等方宇宙

2.1 FLRWメトリック

weinberg[6]の議論を参考に一様等方空間を簡単にまとめる。
時空に因果律と大域的双曲性1を仮定すると、４次元時空多様体に対して時間方向 tと３次

元空間 Nに関するトポロジー的な意味での分解M = R×Nができることが知られている [7]。
一様等方宇宙Mの定義として、任意の時間 tでNが一様等方であることを課す。一様等方性か
ら空間部分 Nに対しては、並進操作 (3自由度)および回転操作 (オイラー角 3自由度)により
6つの自由度がある。これらは 6つの独立な killing vectorを張る。n次元空間が n(n+1)

2 個の独
立な killing vector を持つ場合、最大対称空間と呼ばれる。最大対称部分空間を持つ時空のメト
リックは形が制限され、特に今回の場合は次のように書くことが出来る。

ds2 = −c2dt2 + a(t)2dσ2 ,

dσ2 = γijdx
idxj =

dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(1)

このメトリックを FLRW メトリックと呼ぶ。
ハッブルパラメータH := ȧ

a とする。
赤色偏移パラメータ z := a0

a(t)
− 1と定義する。また dz = −a0

a2
da = −H (1 + z) dtと書ける。

変数変換 r = rc sinh
(
ξ
rc

)
, rc :=

√
−1/K を行うと、共動距離 ξでのメトリック

ds2 = −c2dt2 + a(t)2
[
dξ2 + fK(ξ)

2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
fK(ξ) : =

1√
−K

sinh
(√

−Kξ
)

(2)

が取れる。(Kは距離の逆二乗の次元であることに注意)

1物理的には時間一定面で多様体を二つに分けてその曲面上で物理量を決めたらその後の時間発展が一意的に決
まることを意味する。
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中塚洋佑 2 一様等方宇宙

時間 t(z)に放射された光が現在 t0, (z = 0)観測される場合、光の進んだ共動距離は動径方
向への積分で書けて、

ξ = −
∫ t

t0

c

a
(
t̃
)dt̃ = c

a0

∫ z

0

dz̃

H(z̃)
(3)

となる。
共形時間 η :=

∫
dt
a を用いて時間変数を書き換えると、

ds2 = a2
(
−dη2 + γijdx

idxj
)

(4)

となる。共形時間に対する微分を d
dηf := f ′で書く。

この共形時間の積分の範囲は

η =

∫ t

t0

dt

a(t)
(5)

で定める。
また a′

a = aH に注意。

2.2 フリードマン方程式

アインシュタイン方程式Gµν = 8πG
c4
Tµν に完全流体のEnergyMomentumテンソルTµν = diag (−ρ, P, P, P )

と FLRWメトリックを代入すると、フリードマン方程式

H2 =
8π

3
ρ− K

a2
, 3H2 + 2Ḣ = −8πP − K

a2
(6)

が得られる。

2.3 連続方程式

Eq(6)を微分して、Ḣ とK を消去すると2

ρ̇+ 3H

(
ρ+

P

c2

)
= 0 (7)

として連続方程式が得られる。
物質の状態方程式を w =: P

c2ρ
で定義すると、ρの積分形が得られる。

ρ(t) = ρ0 exp
(
3
∫ t
t0
H (1 + w) dt

)
= ρ0 exp

(
3
∫ z
0

1+w(z̃)
1+z̃ dz̃

)
(8)

例えば、非相対論的物質 ρm(t)（w = 0）や相対論的物質 ρr(t)(w = 1/3)、暗黒エネルギー
ρDE(t)

3 それぞれで成分の時間発展を見ると、

ρr(t) = ρ0r (1 + z)4

ρm(t) = ρ0m (1 + z)3

ρDE(t) = ρ0DE (9)

となる。特に暗黒エネルギーは定数である。
2Kを消すときは上の式をもう一度代入する。
3宇宙定数 Λδµν と解釈すると対角成分だけを持ち、ρ = Λc2

8πG
, P = − Λc4

8πG
と書けるので w = −1
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中塚洋佑 2 一様等方宇宙

2.4 加速膨張と状態方程式

Eq(6)からH2を消去して、

Ḣ = −4π (1 + w) ρ+
K

a2
(10)

となる。またK/a2を消去して、

ä

a
= −4π

3
ρ (1 + 3w) (11)

となる。よって、wの大小により宇宙膨張の加速度が決まる。
特に wを定数と見なし、K = 0とすると

ρ ∝ a−3(1+w)

a ∝ t
2

3(1+w) (12)

となる。宇宙膨張の傾向を見るためには物質の状態方程式を調べると良い。

2.5 密度パラメータ

Eq(6)の一つ目をH2で割ると

1 = ΩM +ΩK , ΩM :=
ρ

ρ0
:=

8πρ

3H2
, ΩK := − K

a2H2
(13)

として宇宙全体のエネルギー密度の関係式が得られる。
ある時期の宇宙のエネルギー構成においてどの成分が支配的な寄与を及ぼすかを考えたい。

質量を細分化して

ΩM := Ωr +Ωm +ΩDE ,

Ωr :相対論的物質 , Ωm :非相対論的物質 , ΩDE :ダークエネルギー (14)

と定義する。それぞれの物質のエネルギー密度の時間依存性に注意して、現在の量で書くと、

H(z)2

H2
0

= Ω0r (1 + z)4 +Ω0m (1 + z)3 +Ω0DE exp

[
3

∫ z

0

1 + wDE(z̃)

1 + z̃
dz̃

]
+Ω0K (1 + z)2 (15)

となる。ただしダークエネルギーの状態方程式は一般的な形のまま書いている。
実際の宇宙では複数の成分が混ざっているが、それぞれの物質が優越している時代には、単

一の物質の状態方程式を考慮すれば良い。DEは膨張に効くこと w < −1
3 に考慮すると、宇宙

は輻射優勢、物質優勢、（曲率優勢）、DE優勢で時間発展していたとわかる。4

2.6 各優勢期におけるスケールの時間依存性

輻射優勢期 (w = 1
3)において

a(t) =

(
t

t0

) 1
2

, H(t) =
1

2t
, η(t) =

2t

a(t)
=

1

2a(t)H(t)
(16)

4曲率優勢は、観測的な値の小ささから起こらないことが知られている。
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中塚洋佑 3 宇宙論的摂動論

となる。物質優勢期 (w = 0)において

a(t) =

(
t

t0

) 2
3

, H(t) =
2

3t
, η(t) =

3t

a(t)
=

2

a(t)H(t)
(17)

となる。インフレーション期 (スローロール極限)において

a(t) = eHdst , H(t) = Hds , η(t) = − 1

Hdsa(t)
(18)

となる。

2.7 ΛCDM 模型とは

Cold Dark Matter とHot Dark Matter とでは、後者は拡散効果により宇宙の構造を作れない
問題がある。前者では、晴れ上がり以前からダークマターハローを形成し質量凝縮が出来るた
め、宇宙の大規模構造の形成を説明できると考えられている。また観測的に宇宙膨張がわかっ
ているが、それの効果は宇宙定数Λで書ける。これらを合わせたモデルをΛCDM 模型という。

3 宇宙論的摂動論

先の FLRWモデルは宇宙全体で一様な時間発展を考えていた。実際の宇宙はそこから揺らいで
おり、揺らぎが現在の宇宙の様々な構造の元になったと考えられる。以降では一様解からの揺
らぎを計算する。

3.1 テンソル摂動の分解

3次元ベクトル viは次のように分解できる。5

vi = B,i + Si ,
(
Si,i = 0

)
(19)

prf:ベクトルの分解� �
まず viをフーリエ展開する。

vi(x) =

∫
d3kṽi(k)e

−ik·x (20)

積分変数 kについて次の分解を行う。

ṽi(k) := ki

(
k · ṽ
k2

)
+

(
ṽi − ki

(
k · ṽ
k2

))
(21)

このとき

vi = B,i + Si := ∂i

∫
d3ke−ik·x

(
k · ṽ
k2

)
+

∫
d3ke−ik·x

(
ṽi − ki

(
k · ṽ
k2

))
(22)

� �
5電磁気のゲージ変換のような自由度が残るので一意ではない。つまり調和関数∇2χ(x) = 0を入れるだけの自由

度が残っている。この残った自由度もゲージ自由度というが、「ニュートンゲージはゲージ自由度を残さない」とい
うときの意味では無視される自由度である。
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中塚洋佑 3 宇宙論的摂動論

同様にテンソルについて、ni := ki/
√
k2を用いて、

Tij(x) =

∫
d3ke−ik·x

[
nin

kTkj +
(
δki − nin

k
)
Tkj

]
=

∫
d3ke−ik·x

[
ninj

(
nknlTkl

)
+ ni

(
δ l
j − njn

l
)(

nkTkl

)
+ nj

(
δ l
i − nin

l
)(

nkTlk

)
+
(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)
Tkl

]
=

∫
d3ke−ik·x

[(
ninj −

1

3
γij

)(
nknlTkl

)
+

1

3
γij

(
nknlTkl

)
+ ni

(
δ l
j − njn

l
)(

nkTkl

)
+ nj

(
δ l
i − nin

l
)(

nkTlk

)
+

{(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)
− γij

3

(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)}

Tkl

+
γij
3

(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)
Tkl

]
=

∫
d3ke−ik·x

[(
ninj −

1

3
γij

)(
nknlTkl

)
+

1

3
γij

(
nknl +

(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
))

Tkl

+ ni

(
δ l
j − njn

l
)(

nkTkl

)
+ nj

(
δ l
i − nin

l
)(

nkTlk

)
+

{(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)
− γij

3

(
δ l
j − njn

l
)(

δ k
i − nin

k
)}

Tkl

]
=

(
∂i∂j −

1

3
γij∂

2

)
S +

1

3
γijY +

1

2

(
∂iY

(L)

j + ∂jY
(R)

i

)
+ Yij ,(

∂iYij = ∂jYij = 0 , Y i
i = 0 , ∂iY (R/L)

i = 0
)

(23)

という展開が可能である。対称テンソルに対しては Y (R)

i = Y (L)

i , Yij = Yjiである。
以上の結果は共変微分 ∂i → Diにおいても同様に成り立つ。その場合、局所ローレンツ系

で証明する。

3.2 metricの摂動

FLRW宇宙に対して、その揺らぎを考える。以下、時間変数は x0 = ηを用いる。メトリック
を摂動部分 δgµν と非摂動部分 (b)gµν に分解する。非摂動部分はメトリック Eq(4)を用いる。
ここで時間成分は特別扱いして、三次元回転に対するスカラー δg00、ベクトル δg0i、テンソ

ル δgij それぞれに対して先の分解公式を用いる。
摂動の一次までで FLRWメトリックは

ds2 = a(η)2
{
− (1 + 2A) dη2 + 2 (B;i − Si) dηdx

i + [(1 + 2ψ) γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij ] dx
idxj

}
,

Si;i = 0 , Fi;i = 0 , hij;i = 0 , hij = hij , hii = 0 (24)

と書ける。
スカラー、ベクトル、テンソル摂動はそれぞれ次のように与えられる。

δg00 =− 2a2A , δg(s)0i = a2DiB , δg(s)ij = 2a2 (ψγij +DiDjE) ,

δg(V )

0i =− a2Si , δg(V )

ij = a2 (DiFj +DjFi) ,
(
DiSi = 0 , DiFi = 0

)
,

δg(T )ij =a
2hij ,

(
Dihij = Djhij = 0 , hii = 0 , hij = hji

)
(25)
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3.3 metricのゲージ変換

メトリックの摂動成分のうち、多くはゲージ変換で消せる。ゲージ変換の一次の効果でメトリッ
ク摂動を消すことを考えるので、ゲージ変換自体もメトリックの一次摂動と同程度に微小だと
仮定する。ゲージ変換でmetric Eq(24)はスケール因子と dη, dxの変換を受ける。これらの変
化を δgµν に取り込むことでゲージ変換の表式が得られる。
ゲージ変換を次のように定義する。

η̃ = η + ξ0 ,

x̃i = xi + ξ;i + ζi ,
(
ζi;i = 0

)
(26)

スケール因子のゲージ変換は次のようになる。

a(η) = a
(
η̃ − ξ0

)
= a(η̃)− ξ0a′(η̃) (27)

dη, dxはゲージ変換の表式の微小変位を取って、ξ0, ξ, ζi にライプニッツルールを適用
して、

dη̃ = dη + dξ0 =
(
1 + ξ0′

)
dη + ξ0;jdx

j ,

dx̃i = dxi + dξ;i + dζi =
(
ξ′;i + ζi′

)
dη +

(
δij + ξ;i;j + ζi;j

)
dxj (28)

となる。最低次で dη, dxiについて解いて

dη =
(
1− ξ0′

)
dη̃ − ξ0;jdx̃

j ,

dxi = −
(
ξ′;i + ζi′

)
dη̃ +

(
δij − ξ;i;j − ζi;j

)
dx̃j (29)

と書き直す。
Eq(27)と Eq(29)をメトリックに代入することで

ds2 = a(η)2
[
− (1 + 2A) dη2 + 2 (B;i − Si) dηdx

i + [(1 + 2ψ) γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij ] dx
idxj

]
=
(
a(η̃)− ξ0a′(η̃)

)2 [− (1 + 2A)
((
1− ξ0′

)
dη̃ − ξ0;jdx̃

j
)2

+ 2 (B;i − Si)
((
1− ξ0′

)
dη̃ − ξ0;jdx̃

j
) (

−
(
ξ′;i + ζi′

)
dη̃ +

(
δij − ξ;i;j − ζi;j

)
dx̃j
)

+ [(1 + 2ψ) γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij ]
(
−
(
ξ′;i + ζi′

)
dη̃ +

(
δik − ξ;i;k − ζi;k

)
dx̃k

)
(i→ j)

]
= a(η̃)2

(
1− 2ξ0

a′

a

)[
− (1 + 2A)

((
1− 2ξ0′

)
dη̃2 − 2ξ0;jdη̃dx̃

j
)

+ 2 (B;i − Si)
(
dη̃dx̃i −

(
ξ′;i + ζi′

)
dη̃2 − ξ0;jdx̃

jdx̃i
)

+ [(1 + 2ψ) γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij ]
(
dx̃idx̃j − 2

(
ξ;i;k + ζi;k

)
dx̃jdx̃k − 2

(
ξ′;i + ζi′

)
dη̃dx̃j

)]
= a(η̃)2

[
−
(
1 + 2A− 2ξ0

a′

a
− 2ξ0′

)
dη̃2

+ 2
(
B;i − Si + ξ0;i − γki

(
ξ′;k + ζk′

))
dη̃dx̃i

+

[(
1 + 2ψ − 2ξ0

a′

a

)
γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij − 2γkj

(
ξ;k;i + ζk;i

)]
dx̃idx̃j

]
(30)
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としてゲージ変換の効果が最低次で

Ã = A− ξ0
a′

a
− ξ0′ , B̃ = B + ξ0 − ξ′ , ψ̃ = ψ − ξ0

a′

a
, Ẽ = E − ξ,

F̃i = Fi − ζi , S̃i = Si + ζ ′i ,

h̃ij = hij (31)

と書ける。このようにテンソル成分以外はゲージ変換で変化する。

3.4 Einstein Tensorの摂動

先のメトリックを用いてアインシュタインテンソルの摂動は次のように書ける。

• スカラー部分

δG(S)0
0 = 2a−2

[
2aH

(
aHA− ψ′)+∇2

{
ψ − aH

(
E′ −B

)}
+ 3Kψ

]
,

δG(S)0
i = −2a−2

[
aHA− ψ′ +K

(
E′ −B

)]
;i

,

δG(S)i
j = 2a−2

[(
a2H2 + 2aH ′)A+ aHA′ − ψ′′ − 2aHψ′ +Kψ

]
δij + a−2

(
∇2Dδij −D;i

;j

)
,

D := A+ ψ − 2aH
(
E′ −B

)
−
(
E′ −B

)′
(32)

• ベクトル部分

δG(V )0
0 = 0 ,

δG(V )0
i = −2K +∇2

2a2
(
Si + F ′

i

)
,

δG(V )i
j =

1

2
a−2

(
∂

∂η
+ 2aH

)[
Si;j + S;i

j +
(
F i;j + F ;i

j

)′]
(33)

• テンソル部分

δG(T )0
0 = 0 ,

δG(T )0
i = 0 ,

δG(T )i
j =

1

2
a−2

[
hi′′j + 2aHhi′j +

(
2K −∇2

)
hij
]

(34)

3.5 完全流体の摂動

完全流体の EnergyMomentumTensorからの揺らぎを考える。
まず一般の完全流体の EnergyMomentumTensorは次のように書ける。

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pδµν + πµν (35)

πµν は非等方ストレスと呼ばれ、流体の非等方性を表す。uν は流体の速度ベクトルである。こ
のテンソルを摂動的に書くと、

Tµν = (ρ+ δρ+ P + δP )uµuν + (P + δP ) δµν + πµν (36)
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となる。ただし (b)ρ,(b) P を改めて ρ, P と書いた。ρ, P は微小ではない空間的に一様な量で連続
方程式 Eq(2.3)を満たす。微小量は δρ, δP, ui, πµν である。
流体の速度ベクトル uν については一様な量とゆらぎを次で定義する。速度ベクトルは固有

時 τ を用いて定義する。

−dτ2 := gµνdx
µdxν ,

uµ :=
dxµ

dτ
= a−1

(
1−A,

dxi
dη

)
=: a−1

(
1−A, v;i + vi

)
, (vi;i = 0) ,

uµ := uνgµν = a (−1−A, v;i + vi +B;i − Si) (37)

ここではベクトル dxi
dη を分解した。（流体がほぼ静止した座標系にいるとして、

dxi
dη は微小量と

みなす。）また共変ベクトルを摂動メトリックから作った。
prf:uµの表示� �

uµ =
dη

dτ

dxµ

dη
=

√
−gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

−1(
1,

dxi
dη

)
(38)

ここで dxi
dη ,

dxi
dτ ≪ 1を考慮して

−gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= − (1 + 2A) (39)

により Eq(37)が示せる。� �
次に非等方ストレスも分解する。

πij =

(
Π;i

;j −
1

3
∇2Πδij

)
+

1

2

(
πi;j + π;ij

)
+ π(T )i

j (40)

以上を踏まえて、それぞれの変換性を持つ摂動は

δT(S)0
0 = −δρ , δT(S)0

i = (ρ+ P ) (v;i +B;i) , δT
(S)i
0 = − (ρ+ P ) v;i , δT(S)i

j = δPδij +Π;i
;j −

1

3
∇2Πδij ,

δT(V )0
0 = 0 , δT(V )0

i = (ρ+ P ) (vi − Si) , δT(V )i
0 = − (ρ+ P ) vi , δT(V )i

j =
1

2

(
πi;j + πj;i

)
,

δT(T )0
0 = 0 , δT(T )0

i = 0 , δT(T )i
0 = 0 , δT(T )i

j = π(T )i
j , (41)

となる。

3.6 完全流体のゲージ変換

完全流体のテンソルにおいて、微小でない量は ρ, P, u0であり、微小なゲージ変換をした場合、
δρ, δP, δu0は微小量の一次の変化を受ける。基底量がゲージ不変になるように、微小量の方
にゲージ変換の効果を押し付ける。6

ρ, P はそれぞれスカラー量で時間のみに依存する。摂動と基底での量を合わせたものに関
してはスカラーの性質 f̃(b)(x̃µ) + δ̃f(x̃µ) = f(b)(xµ) + δf(xµ)が成立する。よって無限小ゲージ変換

6基底量が存在しない vi などはゲージ変換での変化が微少量の二次になるために考えなくてよい。

15

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 3 宇宙論的摂動論

Eq(26)の下で

ρ̃(x̃µ) + δ̃ρ(x̃µ) = ρ(xµ) + δρ(xµ) ,

⇒δ̃ρ = δρ(xµ) + ρ(xµ)− ρ̃(x̃µ) = δρ(xµ) + ρ(x̃µ)− ξµ
∂ρ

∂x̃µ
− ρ̃(x̃µ) = δρ(x̃µ)− ξµ

∂ρ

∂x̃µ
= δρ(x̃µ)− ξ0

∂ρ

∂x̃0
(42)

という変換を行う。最後の変形では、基底量がゲージ不変であるという仮定 f̃(b)(xµ) = f(b)(xµ)を
用いた。同様に、圧力も

˜δP = δP − P ′ξ0 (43)

という変換を行う。
次に速度ベクトルのゲージ変換は、本来は時間成分の変換と合わせて考えるべきだが、定義

に戻って簡単に導く方法がある。ゲージ変換の定義を ηで微分した式

x̃i′ = xi′ + ξ;i
′
+ ζi

′
(44)

を定義 Eq(37)と比較することで

ṽ = v + ξ′ , ṽi = vi +
(
ζi
)′

(45)

という関係がわかる。
ここで後の便利のために次を定義する。

δq;i := aδT(S)0
i , δq = a (ρ+ P ) (v +B) , δ̃q = δq + a (ρ+ P ) ξ0 (46)

及び、

δq(V )

i := aδT(V )0
i , δq(V )

i = a (ρ+ P ) (vi + Si) , ˜δq(V )

i = δq(V )

i (47)

後者はゲージ不変である。

3.7 スカラー場の摂動

流体ではなくスカラー場についても同じ計算をしておく。一般的なスカラー場に対応するため、
X := −gµνϕ,µϕ,ν を用いて

S =

∫
d4x

√
−gL , L := P(ϕ,X) (48)

と書く。この時、メトリックのネーターカレントに対応する EnergyMometumTensorは次で
ある。

Tµν = − 2√
−g

δ (
√
−gL)

δgµν
= P,Xϕ,µϕ,ν + gµνP (49)

場を背景場と摂動場に分けて ϕ(xµ) = ϕ(b)(η) + δϕ(x)を代入すると、EnergyMometumTensor
は次のように書ける。

ρ+ δρ := −T(b)0
0 − δT 0

0 = a−2P,Xϕ
′2 − P + (P,X + 2XP,XX) δX − (P,ϕ − 2XP,Xϕ) δϕ ,

δq;i := aδT 0
i = −a−1P,Xϕ

′δϕ;i ,

δPδij := δT ij = (P,XδX + P,ϕδϕ) δ
i
j (50)
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なお

δX := a−2
(
ϕ′δϕ′ −Aϕ′2

)
(51)

であり、摂動項の式変形ではXが 0次近似で

X := −gµνϕ,µϕ,ν =
1

2
a−2ϕ′2 (52)

と書けることを用いた。流体の時と同様に、

δq = −a (ρ+ P )ϕ′−1δϕ (53)

と書き直すことができる。
本質的には、今回の摂動はすべてスカラー摂動 δϕに由来するため、得られる EMTensorの

摂動もすべてスカラー的である。
完全流体の摂動との違いは、圧力項が基底で 0であること、摂動において非等方圧力がない

ということ、すべての揺らぎが δϕのみに依存するため完全流体より制限は強いことである。7

3.8 スカラー場のゲージ変換

　次にゲージ変換を議論する。今回の微小ではない基底量は、ρ, P, ϕである。すべてスカラー
なので変換は

δ̃ρ = δρ− ρ′ξ0 ,

˜δP = δP − P ′ξ0 ,

δ̃ϕ = δϕ− ϕ′ξ0 , (54)

最後に δqは微小量の一次だが、δϕを通じて変換を受ける。

δ̃q = δq + a (ρ+ P ) ξ0 (55)

δρ, δP, δqはすべて流体の場合と変換則が同一である。この事実は、後に構成するゲージ
不変量が、流体とスカラー場の共存系でも同様に定義できる理由となる。

3.9 ゲージ不変量

メトリック、EnergyMomentumTensorではスカラー、ベクトル成分がゲージ不変でなかった。
このままだとゲージの違いで結果が変わって見えるので、ゲージ不変な量を組みたい。
まずスカラー量について、メトリックA, B, E, ψから組めるゲージ不変量は、

Ψ := A− 1

a

[
a
(
E′ −B

)]′
, Φ := ψ − aH

(
E′ −B

)
(56)

である。EnergyMomentumTensorのみでは

δρm := δρ− 3Hδq (57)

7 Photonは完全流体的に扱うがインフラトンはスカラー粒子として扱う。この違いはインフラトンが不安定粒
子で熱平衡になる時期がないためである。完全流体の各物理量は局所熱平衡状態の粒子の平均化により構成された
平均量である。一方でインフラトンの物理量は場の値から直接定義されている。非等方テンソルのような流体に特
有な構造を持つためには、0でない粒子密度を持つことが必要である。インフラトンは不安定粒子であるため、再
加熱時以外に有効な粒子数を持つことが出来ない。
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が組める。メトリックと EMTを組み合わせると、

R := ψ +
H

ρ+ P
δq , ζ = ψ − aH

ρ′
δρ , δϕψ := δϕ− ϕ′

aH
ψ (58)

がある。Eq(3.10)で示されるように ζは一定密度超曲面上の曲率ゆらぎ、Rは共動曲率ゆらぎ
と言われる。ζ は以前の ζiと紛らわしいので注意。
次にベクトル摂動に関しては

Ui := Si + F ′
i (59)

がゲージ不変量である。
ただし上の変数には次の等式

R = ζ +
aH

ρ′
δρm , δϕψ = − ψ′

aH
H (60)

が成立する。
以下ではゲージ不変量に基づいた議論を行うため、これらの変数は覚えておくべき。

3.10 ゲージ固定

ゲージ変換は ξ0, ξ, ζi で４つの自由度を持つ。Eq(31)を参考にベクトル摂動 F̃i を消去する
ゲージを取る。この時残った２自由度の潰し方に種類がある。

• Newtonian Gauge ;B̃ = 0, Ẽ = 0 (ξ0 = E′ −B, ξ = E)

ds2 = a2(η)
[
− (1 + 2Ψ) dη2 − 2Uidηdx

i + [(1 + 2Φ) γij + hij ] dxidxj
]

(61)

この場合、ニュートン力学での重力ポテンシャルは Φである。

• Spatially flat gauge ;ψ̃ = 0, Ẽ = 0 (ξ0 = ψ
aH , ξ = E)

ds2 = a2(η)
[
−
(
1 + 2Ã

)
dη2 + 2

(
B̃;i − Ui

)
dηdxi + (γij + hij) dxidxj

]
(62)

スカラー揺らぎに関して言えば空間メトリックが一様である。

このゲージでは次が成立する。

δϕψ = δϕ , R = −aH
ϕ′
δϕψ , ζ = −aH

ρ′
δρ (63)

• Uniform-density gauge ; δ̃ρ = 0(ξ0 = δρ
ρ′ )に加えて B̃ = 0 or Ẽ = 0

この時、ζ = ψとなる。時間一定の超曲面上での三次元空間曲率Rは δgij のみで書ける
が、一様密度ゲージでは ζ のみになる。そこから ζ が曲率ゆらぎと呼ばれる。（具体的な
Rの展開形は Chapter.(C.1.3)を参照。）

• Comoving gauge

流体とスカラー場の場合において定義が異なる。

流体の EMTのスカラー摂動においては、速度成分を 0にできるように設定され、ṽ =
0, B̃ = 0 (ξ0 = −v −B, ξ = −

∫
vdη + Y

(
xi
)
)である。この Y

(
xi
)
は空間成分のみに依存
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する任意関数であるがゲージ不変量には寄与しないため、選び方は本質的に問題ではな
い。ここで

δq = 0 , R = ψ (64)

が成立する。この時Uniform-density gaugeの場合と同様に、R(3)はRのみで書ける。こ
こからRが共動曲率ゆらぎと呼ばれる。
スカラー場の場合は共動ゲージは δ̃ϕ = 0, Ẽ = 0 (ξ0 = δϕ

ϕ′ , ξ = E)である。つまりスカ
ラー場の場合は完全に物質場の揺らぎはメトリックの揺らぎに取り込まれる。（後々では
Rなどで取り込む。）

• Synchronous gauge

Ã = 0, B̃ = 0に対応するが、ゲージの取り方の不定性により摂動量の扱いに手間が生じ
る。そのためこのゲージでの計算結果には、ゲージ不変量を調べるか、[2]の５章に書い
てあるように CDMなどの参照系を用いて固定する必要がある。

3.11 完全流体の摂動方程式

完全流体のEMTとアインシュタインテンソルを組み合わせて、摂動の時間発展方程式を考える。

• 最低次
Chapter.(2)にまとめられている。

• スカラー摂動
(0,0), (0,i)成分から

3aH
(
ψ′ − aHA

)
−
(
∇2 + 3K

)
ψ + aH∇2σ = 4πGa2δρ ,

ψ′ − aHA−Kσ = 4πGaδq ,

σ := E′ −B (65)

(i, j)成分 (i ̸= j)から

Ψ+Φ = −8πGa2Π (66)

(i,i)成分の traceを取って

ψ′′ + 2aHψ′ −Kψ − aHA′ −
(
a2H2 + 2 (aH)′

)
A = −4πGa2

(
δP +

2

3
∇2Π

)
(67)

また連続方程式 Tµν;µ = 0を用いると、流体の摂動 δρ, δqに拘束条件が付き次が成立する。
（アインシュタイン方程式から原理的に導出できるはずだが一応記載する。）

δρ′ + 3aH (δρ+ δP ) = − (ρ+ P )
[
3ψ′ +∇2

(
E′ + v

)]
,

δq′ + 3aHδq = −aδP − 2

3
a
(
∇2 + 3H

)
Π− (ρ+ P ) aA (68)
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• ベクトル摂動
(0,0)成分からの寄与はない。(0,i)(i,j)成分から次が成立する。(

∇2 + 2K
) (
F ′
i + Si

)
=− 16πGaδq(V )

i ,

τ i′j + 3aHτ ij =4πGa
(
πi;j + π;ij

)
(69)

ただし

δq(V )

i :=a (ρ+ P ) (vi − Si) ,

τ ij :=
1

2a

[
Si;j + S;i

j +
(
F i;j + F ;i

j

)′]
(70)

を定義した。連続方程式から次が成立する。

δq(V )′
i + 3aHδq(V )

i = −a
(
∇2 + 2K

)
πi (71)

• テンソル摂動 (
hij
)′′

+ 2aH
(
hij
)′
+
(
2K −∇2

)
hij = 16πGπ(T )i

j a2 (72)

3.12 スカラー場の摂動方程式

• 最低次
スカラー場を背景場とした場合の最低次の方程式は Chapter.(2)において状態方程式が
ρ = 2XP,X − P であることと、連続方程式が

(P,X + 2XP,XX)ψ
′′ + 2 (P,X −XP,XX) aHψ

′ + a2 (2XP,Xϕ − P,ϕ) = 0 (73)

となる点が変更点である。

• スカラー摂動
摂動は (0, 0), (0, i), (i, j)|i̸=j , (i, i)|traceの４つの成分がある。

3aHψ′ −
[
3a2H2 − 4πGϕ′2 (P,X + 2XP,XX)

]
A−

(
∇2 + 3K

)
ψ + aH∇2σ

= −4πG
[
a2 (P,ϕ − 2XP,Xϕ) δϕ− (P,X + 2XP,XX)ϕ

′δϕ′
]

,

ψ′ − aHA−Kσ = −4πGP,Xψ
′δϕ ,

σ′ + 2aHσ −A− ψ = 0 ,

ψ′′ + 2aHψ′ −Kψ − aHA′ −
(
2a2H2 + (aH)′ +K

)
A

= −4πG
(
P,Xϕ

′δϕ′ + a2P,ϕδϕ
)

(74)

• ベクトル摂動 (
∇2 + 2K

) (
F ′
i + Si

)
= 0 ,

τ i′j + 3aHτ ij = 0 ,

δq(V )′
i + 3aHδq(V )

i = 0 (75)

この式からわかることとしては、(F ′
i + Si)は成長せず、τ i, δq

(V )

i は a−3に比例して減少
する。流体と違い非等方ストレスがないスカラー場では、ベクトル型摂動は成長しない。
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• テンソル摂動 (
hij
)′′

+ 2aH
(
hij
)′
+
(
2K −∇2

)
hij = 0 (76)

は閉じているので簡単な解析ができる。

K ∼ 0, ȧ = constとして時空間でフーリエ展開すると、

−ω2 + 2iωaH + k2 = 0 , hij ∝ exp
[
−ηȧ± iη

√
k2 − ȧ2

]
(77)

となる。k ≪ ȧでは凍結解が存在することに注意。k2hij = −∇2hijが減衰項 2aH
(
hij

)′
に

対して大きい場合と小さい場合で解が異なる。

3.13 共動曲率ゆらぎとメトリックの等式

流体でもスカラー粒子でも、アインシュタイン方程式のスカラー摂動の２，３番目の表式は似
たような形をしている。二番目を用いると、どちらの場合でも次が成立する。

R = Φ− 2

3 (1 + w)

(
Ψ− Φ′

aH

)
(78)

ここで三番目の式と、仮定 Φ′ = 0, Πij = 0を課すと

R =
5 + 3w

3 (1 + w)
Φ (79)

が成立する。

3.14 エントロピー摂動と音速

音速として、次の二つの定義が考えられる。

c2a :=
Ṗ

ρ̇
, c2s :=

δP

δρ
(80)

前者は、連続方程式を用いて、

c2a =
d
dtwρ

ρ̇
= ẇ

ρ

ρ̇
+ w =

dη

dt
w′ −1

3H (1 + w)
+ w = − w′

3aH (1 + w)
+ w (81)

と求まる。
後者をエントロピー摂動という量を通して、ゲージ不変に定式化したい。エントロピー摂動

δsの定義は

δs :=
(
c2s − c2a

)
δ =

Ṗ

ρ

(
δP

Ṗ
− δρ

ρ̇

)
, δ :=

δρ

ρ
(82)

である。エントロピー摂動自体はゲージ不変量である。(Chapter.(3.6)より明らか)エントロ
ピー摂動の因子のうち、caはゲージ不変な背景場の量のみを使っているので明示的にゲージ不
変。そのためゲージ不変な csを組み立てるためには、δに対してもっともらしいゲージ不変な
表式を立てると良い。
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δ = δρ/ρは表式的に

δ̂ :=
δρm
ρ

= δ − 3H
δq

ρ
(83)

にするとうまくいきそうに見える。実際、δ = δ̂となる座標系は流体の静止系である。このこと
からも、ゲージ不変な csを

δs =
(
ĉ2s − c2a

)
δ̂ (84)

で定義する。ここに Eq(82)と Eq(83)を代入してまとめると、ゲージ不変なスカラー音速

ĉ2s =
δP − 3Hc2aδq

δρ− 3Hδq
(85)

が得られる。
ゲージ不変な表式が得られたので安心して特定のゲージで cs を求めることができる。Co-

moving gaugeで先に求めたスカラー場の摂動 Eq(50)の１，３式において δϕ = 0を課して δX
を消去することで、

ĉ2s =
P,X

P,X + 2XP,XX
(86)

が得られる。これは明らかにゲージ不変である。スカラー場が運動項Xがについて特別な依存
性を持っていたら音速は光速から変わる。
ちなみに先に定義した δ̂は次のような意味でゲージ不変な密度摂動といえる。Eq(65)から

ψ′ − aHAを消去すると次が得られる。

∇2Φ+ 3KΦ = −4πGa2ρδ̂ (87)

これは摂動の一次でゲージ不変なポアソン方程式といえる。

4 インフレーション理論

インフレーションの必要性を簡単に説明し e-foldingsを導入する。次に代表的なモデルを紹介
する。共動曲率ゆらぎRの零点振動が真空の取り替えで増幅されて作られるパワースペクトル
PR(k)を計算し、モデルごとの違いを見る。

4.1 インフレーションの必要性と e-foldings

宇宙進化について平坦性問題、地平線問題、モノポール問題がある。平坦性問題は現在の曲率
項が |ΩK | < 0.01であり、過去にさかのぼるほどその割合は減って、宇宙初期には不自然なほ
ど平坦 |ΩK | ≪ 10−66であったという問題である。地平線問題は、現在見えている背景輻射が
なぜここまで一様なのかという問題である。輻射が一様になるためには粒子のやり取りを行い
熱平衡になる必要がある。因果律の及ぶ範囲である粒子的地平線

dH(t) := a(t)dc(t) := a(t)

∫ t

t∗

cdt̃

a
(
t̃
) (88)
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が晴れ上がり以降の宇宙膨張 a ∝ tp (0 < p < 1)では

dH(t) =
ct

1− p
=

p

1− p
cH−1 (89)

とハッブル半径 cH−1程度になる。晴れ上がりの時の地平線は現在の地平線よりも狭く、因果的
に熱平衡になっている領域も現在より小さいはずであるが、現在の CMB観測で見える背景輻
射は等方性が高く、晴れ上がり時に因果的でなかった領域の温度がほぼ一様になっている。こ
こから、宇宙初期には現在のハッブル半径以上の領域まで熱平衡が行き渡る機構が必要になる。
以上の問題の解決策として宇宙初期での急激なスケール a(t)の膨張が提案された。（インフ

レーション理論）
インフレーションの程度を定量的に考えるため e-foldingsを導入する。

N(k) := ln
a(tend)

ak
(90)

ただし akは波長 kのモードがインフレーション中にハッブル半径を超えた時 (Horizon-crossing)
の宇宙半径である。tendはインフレーションが終わった時刻である。波長が大きいほど早くハッ
ブル半径を超え、e-foldingsは大きくなる。
波長 kのゆらぎがインフレーション前にハッブル半径より小さかった場合、ハッブル半径を

横切るときに k = akHk という等式を満たす。逆にこの等式を満たすような妥当なHk を取る
ことができる場合、波長ｋのゆらぎはもともとハッブル半径内に存在していたといえる。その
条件をみたすために必要な e-foldingsを計算する。

k

a0H0
=
akHk

a0H0
= e−N(k)

aend
areh

areh
aeq

Hk

Heq

aeqHeq

a0H0
(91)

ここで aeq は相対論的物質と非相対論的物質のエネルギー密度が等しい時間を表し、物質優勢
への変わり目となる。各項を評価していく。Heq は現在の値から物質優勢での膨張を考えると

Heq = H0

√
2Ω

(0)
m (1 + zeq)

3/2であり観測から zeq = 3400程度。aend
areh

, areh
aeq
は物質優勢、輻射優

勢期の膨張を仮定する。以上を踏まえてNについて解くと、

N(k) = − ln

(
k

a0H0

)
+

1

3
ln

(
ρreh
ρend

)
+

1

4
ln

(
ρeq
ρreh

)
+ ln

(
Hk

Heq

)
+ ln

(
219Ω(0)

m h
)

= 68− ln

(
k

a0H0

)
+ ln

(
Hk

Hreh

)
+

1

2
ln

(
Hreh

mpl

)
+

1

3
ln

(
ρreh
ρend

)
(92)

ここで観測値Ω
(0)
m = 0.31, h = 0.68を用いた。更に再加熱が瞬時に起こり、かつHはほとんど

動かなかったHk ∼ Hrehという仮定とCMBから得られるインフレーションエネルギースケー
ルHk = 1014GeV を代入すると、現在 CMBで見える最大スケールのゆらぎ k ∼ a0H0に対し
てN(k) ∼ 63程度となる。

4.2 インフレーションモデルの一般論

インフレーションのモデルとして、single scalar inflation modelを考える。インフラトン場（ス
カラー）と重力のみを考える。作用は

S :=

∫
d4x

√
−g

[
M2
pl

2
R+ P (ϕ,X)

]
(93)
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である。Pはインフラトン場のラグランジアン密度。インフレーション中は曲率Kを無視する
として、

3M2
plH

2 = 2XP,X − P ,

M2
plḢ = −XP,X ,

(P,X + 2XP,XX) ϕ̈+ 3HP,X ϕ̇+ 2XP,Xϕ − P,ϕ = 0 (94)

がインフレーションの基本方程式となる。この３本は独立ではなく１本はビアンキ恒等式から
得られる。Kineticインフレーションのようなモデル以外では P = X − V(ϕ)を仮定することが
多く、以下でもその設定で計算を行う。
この時、先の式は次のように単純化される。

3M2
plH

2 =X + V(ϕ) ,

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ V,ϕ(ϕ) =0 (95)

十分なインフレーションが起こるためには、ȧ = aHにおいてHが定数の時の解 a(t) = a0e
Ht

が成立すれば良い。これが十分大きな膨張率を持つためには時間スケール∆t ∼ H−1でこの形
の解が成立する、つまり Ḣ

H∆t ∼ Ḣ
H2 ≪ 1が要請される。この条件を書くためにスローロールパ

ラーメータ

ϵ := − Ḣ

H2
=

3XP,X
ρ

=
3XP,X

2XP,X − P
(96)

を定義する。更に ϵ, ϵ̇/H, ϵ̈/H2 ≪ 1なども課し、Eq(95)により

ϵV :=
M2
pl

2

(
V,ϕ
V

)2

, ηV :=
M2
plV,ϕϕ

V
, ξV :=

M4
plV,ϕV,ϕϕϕ

V 2
(97)

を用いると便利。これらすべてが 1より十分小さいという条件 (スローロール条件)が満たされ
ている場合には、

ϵV ≃ ϵ , ηV ≃ 2ϵ− ϵ̇

2Hϵ
, ξ2V ≃

(
2ϵV − η̇V

HηV

)
ηV , H ≃ − V

V,ϕ

ϕ̇

M2
pl

(98)

という関係を得る。インフレーションの終了条件は ϵV ∼ 1かその変化率 |ηV | ∼ 1である。
インフレーションの時刻 t(場の値 ϕ)からインフレーション終了までの e-foldingsは

N = −
∫ t

tend

H
(
t̃
)
dt̃ ≃ 1

M2
pl

∫ ϕ

ϕend

V

V,ϕ̃
dϕ̃ (99)

で計算される。

4.3 カオティックインフレーション

初期のインフレーション理論（一次相転移を伴うものなど）は一次相転移に伴い、ポテンシャ
ルは二重底を持つが、トンネル効果で安定な真空に落ちるよりも膨張で広がる効果が強く、イ
ンフレーションが終わらなくなるという問題を持つ。LindeなどによるNewInflationはポテン
シャルの形を滑らかにすることで２次相転移としてこの問題点を解決したが、なだらかなポテ
ンシャルに十分長い間場がとどまるという微調整の問題があった。カオティックインフレーショ
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Figure 1: インフレーションの模式図と変数
実線が宇宙の地平線サイズ。輻射優勢から物質優勢に移ると増加傾向が変わる。点線が波長ご

との変化の様子。宇宙半径 aに依存して動く。

ンでは初期条件にあまり依存しないでインフレーションを起こせる。カオティックインフレー
ションでは、初期状態では場のゆらぎを考え、そのゆらぎがある臨界点を超えるとインフレー
ションを起こすという考えに基づく。
次のポテンシャル

V(ϕ) =
λ

n
ϕn , (n > 0) (100)

において、インフレーションが始まる条件は

ϵV =
M2
pl

2

n2

ϕ2
≪ 1 (101)

であり場の大きさはプランク質量程度の大きさになる必要がある。カオティックインフレーショ
ンは large field inflationに分類される。インフレーションが終わる条件はこれが１程度になる
時なので、Eq(99)から e-foldingsをNとすると

ϕ(N) ≃
√
2n
(
N +

n

4

)
Mpl (102)

となる。

4.4 ナチュラルインフレーション

ポテンシャル

V(ϕ) = V0 [1 + cos(ϕ/f)] (103)

25

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 4 インフレーション理論

で fはプランク質量程度のスケール与えられる。e-foldingsを計算すると

N =
2f2

Mpl
ln

(
sin
(
ϕend
2f

)
sin
(
ϕ(N)
2f

)
)

(104)

このモデルはインフレーションの初期に V,ϕϕ < 0を取りうるという特徴を持つ。

4.5 ハイブリッドインフレーション

２つのスカラー場 ϕ, χを用いて

V(ϕ, χ) :=
λ

4

(
χ2 − M2

λ

)2

+
1

2
g2ϕ2χ2 +

1

2
m2ϕ2 (105)

と定義する。特に ϕ > ϕc :=M/gの下では χの有効質量

m2
χ := V,χχ = 3λχ2 −M2 + g2ϕ2 > 0 (106)

となり、Vは χ = 0で極小値を持ち、χは χ = 0周りを運動しながら ϕが減少する方向に動い
ていく。χの振動が十分速い時、ϕについてポテンシャルは実質的に

V ≃ M4

4λ
+

1

2
m2ϕ2 (107)

と書け、カオティックインフレーションの n=2に対応したインフレーションが起こる。ϕ < ϕc

では χが不安定化するため、このポテンシャルは極小値 (ϕ, χ) =
(
0,±M/

√
λ
)
に向かって落

ちる。
このモデルの e-foldingsは

N ≃ M4

4λm2M2
pl

ln
ϕ(N)

ϕc
(108)

である。

4.6 Kinetic Inflation

このモデルは超弦理論の低エネルギー有効作用から得られる次のラグランジアン

P := K(φ)X +
L(φ)

M4
X2 , (K < 0, L > 0) (109)

に基づく。解析をしやすくするため、ϕ :=
∫ √

L
−Kdφを導入し変数変換すると (運動項Xも新

しい変数に対応するものを使う)

P := f(ϕ)

(
−X +

X2

M4

)
, f(ϕ) :=

K2

L
(110)

となる。このモデルではX =M4/2が ϵ = 0に対応する。ただしこのモデルは膨張期の終わり
方を持たない。
先の改善としてDirac-Born-Infeld(DBI)模型

P := −f(ϕ)−1
√

1− 2f(ϕ)X + f(ϕ)−1 − V(ϕ) (111)

が知られている。
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4.7 インフレーション中のスカラー摂動方程式

インフレーションによって生じるゆらぎのスペクトルを解析する。特にスカラー場のみ取り込
む。K=0かつ共動ゲージで解析する。このときR = ψであり、主な解析はRのみを見れば良
いとわかる。Eq(74)から

∇2σ = − Qs
M2
pl

R′ +
1

aH
∇2R , (1式目から)

A =
R′

aH
, (2式目から)

σ′ + 2aHσ −A− ψ = 0 , (3式目から)

Qs :=
ϕ′2

2a2H2
(P,X + 2XP,XX) (112)

がわかる。以上からRについて閉じた方程式 (Qsは非摂動的な量で書かれていることに注意)(
a2QsR′)′ − a2Qsc

2
s∇2R = 0 ,

c2s :=
P,X

P,X + 2XP,XX
(113)

が得られる。式変形で音速 csを出すときには次の恒等式

Qsc
2
s

M2
pl

= ϵ = − Ḣ

H2
= 1− (aH)′

a2H2
(114)

を用いた。
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prf:共動曲率揺らぎの方程式 Eq(113)� �
まず

Qsc
2
s

M2
pl

=
ϕ′2

2a2H2
(P,X + 2XP,XX)

P,X
P,X + 2XP,XX

1

M2
pl

=
ϕ′2

2a2
3P,X

2XP,X − P
=

3XP,X
2XP,X − P

= ϵ (115)

ただし計算で Eq(94)より 3M2
plH

2 = 2XP,X − P を用いた。
次に σ′ + 2aHσ −A− ψ = 0に∇2を掛けて σ,Aを消去すると

0 =

(
− Qs
M2
pl

R′ +
1

aH
∇2R

)′

+ 2aH

(
− Qs
M2
pl

R′ +
1

aH
∇2R

)
−∇2

(
R′

aH

)
−∇2R

= − Q′
s

M2
pl

R′ +

(
1

aH

)′
∇2R− Qs

M2
pl

R′′ − 2aH
Qs
M2
pl

R′ +∇2R

= − Q′
s

M2
pl

R′ + ϵ∇2R− Qs
M2
pl

R′′ − 2aH
Qs
M2
pl

R′ (116)

ここで ϵ = − äa
ȧ2

+ 1を用いた。これを(
a2QsR′)′ − a2Qsc

2
s∇2R = 0 (117)

と比較すると一致がわかる。� �
4.8 スカラー摂動の量子化

Eq(113)が出たので、この式を解くことで古典的な意味でのRの解は得られた。ただし古典的
なままだと始状態がわからない上に、いわゆる空間の膨張に伴う量子的なゆらぎを取り入れる
ことができない。そこでRを量子場として扱い適当な境界条件 (Bunch-Davles vacuum)を課
すことでゆらぎの形を決定したい。この操作が妥当である正当性はEq(93)を２次までで近似し
た形式

S2 =

∫
dηd3xa2Qs

[
R′2 − c2s (∇R)2

]
(118)

がRについての変分で Eq(113)を再現するからである。8つまり実際にRが量子的な意味での
自由度になっているのでこのような解析に意味がある。
量子力学的に取り扱うためにはまずは系を正準量子化したい。場をフーリエ変換

R(η,x) :=
1

(2π)3

∫
d3kR(η,k)eik·x ,

R(η,k) := u(η,k)a(k) + u∗(η,−k)a†(−k) (119)

して生成消滅演算子を定義し、そこにいつもどおり交換関係[
a(k1), a

†
(k2)

]
= (2π)3 δ(3)(k1 − k2) (120)

8これは先の運動方程式を再現するために必要な作用としても解釈できる。cs = 1での導出は Eq(498)を参照
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を導入する。次にモード関数 uの満たす運動方程式を Eq(113)に代入して求めると、

u′′ +

(
a2Qs

)′
a2Qs

u′ + c2sk
2u = 0 (121)

となる。良く見る量子化の議論で使う作用と今回の作用 Eq(118)では、係数に 1
2 や余計な因子

が付いている。このような余計な因子を場の再定義で取り除きたい。9そこで境界条件を課す
モード関数として vを次で導入して

v := zu , z = a
√
2Qs ,

v′′ +

(
c2sk

2 − z′′

z

)
v = 0 (122)

この vについて無限の過去で粒子数 0の真空であるという境界条件 (Bunch-Davles vacuum)を
取る。
まず方程式を簡単にするため因子 z′′

z を調べる。Eq(114)を用いてQs = ϵM2
pl/c

2
s と書くこ

とができるが、背景場がド・ジッター宇宙 (H=const)に近くかつ csの変化がゆっくりな場合、

Qsの時間変化もゆっくりである。10つまり微小量として δQs := Q̇s

HQs
が取れる。この微小量を

用いると、

z′′

z
=
a′′

a
+

√
Qs

′′
√
Qs

+ 2
a′
√
Qs

′

a
√
Qs

=
a∂t (aȧ)

a
+
a∂t

(
a Q̇s

2
√
Qs

)
√
Qs

+ 2
aȧa Q̇s

2
√
Qs

a
√
Qs

= ȧ2 + aä+ aȧ
Q̇s
2Qs

+ a2
Q̈s
Qs

− a2

(
Q̇s
Qs

)2

+ aȧ
Q̇s
Qs

= a2H2 + a2H2 (1− ϵ) + a2H
3

2
δQs + a2

Q̈s
Qs

− a2δ2Qs

= 2 (aH)2
(
1− 1

2
ϵ+

3

4
δQs

)
+O(ϵ2) (123)

と展開できる。ここで ϵ = 1− äa
ȧ2
を用い、また Q̈s

Qs
∝ ϵ̈は二次の微小量として落とした。

η → −∞での境界条件を考える。漸近的な過去 kη → −∞では aは小さく、csk ≫ aH が
期待される。この時、Eq(122)は v′′ + ω2

kv ≃ 0 (ωk := csk)となる。この時の方程式に基づい
て真空を定義すると、モード関数は次のような解を持つ。

v =
e−iωkη

√
2ωk

=
e−icskη√
2csk

, (kη → −∞) (124)

このモード関数に一致するように Eq(122)の一般解を、スローロールの０次で近似的に解
く。この時 z′′

z = 2
η2
に注意するとモード関数はハンケル関数を用いて

v = −
√
−πη
2

(
c1H

(1)

3/2(−cskη) + c2H
(2)

3/2(−cskη)
)

(125)

9ここまでは Rのゆらぎが見たいので敢えて再定義は行わなかった
10運動項 Xが一次で入るような普通のモデルでは Eq(113)より cs = 1である。
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となる。ここでH(1)

3/2(x) =
(
H(2)

3/2(x)

)∗
= −

√
2
(
1 + i

x

)
eix√
πx
がモード関数の定義に一致するため

には c1 = 1, c2 = 0とすれば良い。よって uとしては

u(η, k) =
iHe−icskη

2 (csk)
3/2√Qs

(1 + icskη) (126)

となる。
以上の導出はド・ジッター時空からのズレにより変更を受ける。一つには原点付近のモード

関数の改善がある。だが、その寄与はO(ϵ)程度であり問題にならない。
このモード関数の特徴としては、csk = aH を境に解の特性が変わることである。この条件

はKineticInflation以外の模型 cs = 1ではハッブルホライズンから一度目にゆらぎが出て行く
条件と一致する。つまりハッブルホライズン内にあるときは振動関数であり、ホライズンを超え
たあたりから、振動が遅くなる傾向にある。この問題は次のように考えると良い。共動時間と
通常の時間の関係性は dη = dt

a であり、いわゆるハッブル半径と対応付けられる時間は∆t = 1
Ḣ

である。よってハッブル半径H の時の典型的な振動のスケールは csk∆η = csk
1
aH となる。

よって、インフレーション終了時の十分大きな aにおいては摂動の値は η → 0の値に凍結
していると考えて良い。

4.9 作用の高次項

Eq(118)の導出のためには微小量の二次までで展開した表式が必要になる。詳しい結果はEq(481)
付近に記載している。まずADM計量

ds2 = −N2dt2 + hij
(
N idt+ dxi

) (
N jdt+ dxj

)
(127)

で一次の展開で共動ゲージのスカラー摂動を再現するようなメトリックの形

ds2 = −
[
(1 +A)2 − a−2e−2R (∇φ)2

]
dt2 + 2∂iφdtdx

i + a2e2Rdxidxi (128)

を仮定して作用 Eq(93)を計算する。ただし、そのときに N,N iを拘束条件として除去する必
要がある。最終的に作用の二次の成分が

S2 =

∫
dtd3xM2

pl

[
−3a3Ṙ2 − 2aA∇2R+ 6a3HAṘ+ a (∇R)2 + µa3A2 + 2aṘ∇2φ− 2aHA∇2φ

]
,

µ := −3H2 +X
P,X + 2XP,XX

M2
pl

(129)

となる。作用についてA,φで変分を取って

∇2φ = a2
( µ
H
A+ 3Ṙ

)
− 1

H
∇2R , A =

Ṙ
H

(130)

という運動方程式が得られる。それらを作用に再代入して自由度を取り除くとQs =M2
pl

(
3 + µ

H2

)
, Qsc

2
s =

−M2
pl
Ḣ
H2 を考慮して Eq(118)に一致する。
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4.10 スカラー摂動のパワースペクトル

重力揺らぎのパワースペクトル自体は直接の観測量ではない。しかし実験的に再構成すること
が出来、かつモデルによって異なるスペクトルを生むため、インフレーションモデルを比較す
る際に用いられる。先に見たようにハッブル半径から一度飛び出した曲率揺らぎは凍結したと
考えて η → 0での二点関数は

⟨0|R(0,k1)R(0,k2)|0⟩ = PR(k1) (2π)
3 δ(3)(k1 + k2) ,

PR(k) = |u (0,k)|2 = H2

4Qsc3sk
3

(131)

となる。もう一つ次のような定義

PR(k) =
k3

2π2
PR(k) =

H2

8π2Qsc3s
=

H2

8π2M2
plϵcs

(132)

もありこちらの方が一般的である。
インフレーション後に残る揺らぎのスペクトルは、csk < aH ですぐに凍結することから、

インフレーション中に一回目にハッブル半径を超えるとき csk =: akHkのスペクトルを計算で
きれば十分。より正しく言うなら、一般的な議論からHorizon-crossing以降はスローロールパ
ラメーターに関わらず厳密に揺らぎは凍結する。今回は近似的な計算であるため、u(η, k)はH
を通して時間に依存しているが、厳密には凍り付いているべきである。そのため、今回の近似
計算はホライゾンを超えるときまでしか使えない。当然、ホライゾンを超える時点の解もO(ϵ1)
だけズレているが、後にスペクトルインデックスを計算する際は、微分が一度付くのでO(ϵ2)に
なり無視できる。
スペクトル PR(k)の k依存性を取り扱うために、スペクトル指数

ns − 1 :=
d lnPR(k)

d ln k

∣∣∣∣
csk=aH

= −2ϵ− ηs − s (133)

を定義する。ただし最後の変形はインフレーション中の csの変化が緩やかであるという条件の
下で d ln k = d ln a = Hdtと近似して

ηs :=
ϵ̇

Hϵ
, s :=

ċs
Hcs

(134)

を用いた。
インフレーション中は Eq(98)が成立するため、{ϵ, |ηs| , |s|} ≪ 1となり、ns は 1に近い。

ns = 1の時はスケール不変と呼ばれ、スペクトルが PR(k) ∝ kns−1 = k0となる。観測されてい
るPR(k)はスケール不変に近いため、宇宙の揺らぎの種はインフレーションにより作られた量子
揺らぎが原因だとわかる。スケール不変からのわずかなズレ ϵ, ηs, sの効果を測定することで、
インフレーション模型を選別できる。

nsは kに依存するため、スローロールパラメーターの高次の効果として、ランニング

αs :=
dns
d ln k

∣∣∣∣
csk=aH

(135)

も計算できる。
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ここまでに得た量を P = X − V(ϕ)型のモデルで計算すると、

cs = 1 , s = 0 , ϵ = ϵV , ηs = 4ϵV − 2ηV ,

ϵ̇V
H

= −2ϵV ηV + 4ϵ2V ,
η̇V
H

= 2ϵV ηV − ξ2V (136)

を用いることでパワースペクトルの形状が

ns − 1 = −6ϵV + 2ηV ,

αs = 16ϵV ηV − 24ϵ2V − 2ξ2V (137)

とわかる。

4.11 テンソル摂動の場合

インフレーションで量子揺らぎから生成されるテンソル摂動を計算する。やることはスカラー
揺らぎとほぼ同じである。
まずテンソルモードの摂動ラグランジアンを計算する。テンソルモードは二つの自由度

hij = h+e
+
ij + h×e

×
ij ,

規格化条件:eλij(k)e
λ
ij(−k)

∗ = 2 , (λ = +,×) ,

直交条件:e+ij(k)e
×
ij(−k)

∗ = 0 , (138)

を持っておりそれぞれが Eq(76)を満たし

h′′λ + 2aHh′λ + k2hλ = 0 (139)

の解となっている。
ところでテンソルモードもゲージ不変量かつ Eq(93)を２次までで近似した形式

St =
∑

λ=+,×

∫
dηd3xa2Qt

[
h′2λ − (∇hλ)2

]
,

Qt =
M2
pl

4
(140)

で書けるため、量子的な自由度と見なせる。このときテンソルモードの伝播速度は ct = 1で
ある。
次に hλを正準量子化するために vに変数変換してから運動方程式

vλ := zthλ , zt = a
√

2Qt ,

v′′λ +

(
k2 − z′′t

zt

)
vλ = 0 (141)

を導く。共動曲率揺らぎの場合と同様に η → −∞で Banch-Davles vacuumを取ることでイン
フレーション中の揺らぎのスペクトル

hλ(η, k) =
iHe−ikη

2k3/2
√
Qt

(1 + ikη) (142)
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が得られる。
これの作るパワースペクトルは

Ph(k) =
4k3

2π2
|hλ(0, k)|2 =

H2

2π2Qt
=

2H2

π2M2
pl

(143)

となるが、ここで前の因子に 4が入っている理由はテンソル分解 eλij(k)のノルムが 2であり、そ
れが２成分あるということである。k依存性はどの時刻でのHを取るかに依存する。
この揺らぎが k = aH で凍結したとしてスペクトルの形は

nt :=
d lnPh(k)
d ln k

∣∣∣∣
k=aH

= −2ϵ ,

α :=
dnt
d ln k

∣∣∣∣
k=aH

= −2ϵηs = −8ϵ2V + 4ϵV ηV (144)

となる。ただし最後の変形は P = X − V(ϕ)の場合の ηs = 4ϵV − 2ηV を導入している。

4.12 Tensor-Scalar ratio

スカラーゆらぎとテンソルゆらぎの比は、インフレーションモデルを選別する重要な物理量で
ある。テンソル・スカラー比

r :=
Ph
PR

= 16csϵ = −8csnt (145)

が観測により精力的に探索されている。観測的な現状は Chapter.(15.2)で議論する。
テンソルゆらぎが見えたら、そのテンソル・スカラー比とスペクトル指数が関係付く。上の

関係式をゆらぎの整合性関係という。運動項Xが一次で入る (正準場)single scalar inflationな
らば r = 16ϵが成り立つが、仮に観測から違った値が出た場合は、別のモデルが必要とされる。

4.13 観測値との比較

観測値に対してインフレーションモデルが整合するかどうか調べる。
Planck, WMAP, ACT, SPTのデータ解析から (k0 = 0.002Mpc−1)

PR(k0) = 2.198+0.056
−0.054 × 10−9 , (68%CL) ,

ns(k0) = 0.9585± 0.0070 , (68%CL) ,

r(k0) < 0.11 , (95%CL) (146)

がわかっている。
これを踏まえて各種モデルを解析していく。

• カオティックインフレーション
V(ϕ) = λϕ

n

n に基づいて（ϕの大きさは Chapter.(4.3)から e-foldings Nに結びつける。）

ns = 1− 2
n+ 2

4N + n
, r = 16

n

4N + n
(147)

となる。これについてN=60で、n=2は制限の 2σに近く、n=4は棄却に近い。
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ところで n=4の時、このスカラーがヒッグスだとすると、スローロール近似をEq(94)に
用いて変形することで

P =
V 3

12π2M6
plV

2
,ϕ

∝ λ (148)

として結合定数と関係付き、ここからヒッグスポテンシャルの結合定数は λ ≃ 1.4×10−13

となり、EWでの実際の値 λ ∼ 0.1と比べるととても小さい。

• natural inflation

f ≧ 5Mpl程度ならば整合する。

• hybrid inflation

χ = 0付近に場の値があるときの近似的なポテンシャルに対して、定数項が小さい場合
V0 :=

M4

4λ ≦ m2

2 ϕ
2にはカオティックインフレーションとほとんど変わらない。

条件 V0 ≫ m2

2 ϕ
2が満たされているならば、状況は変わり

ns ≃ 1 +
2M2

plm
2

V0
, r ≃

M2
plm

4ϕ2

2V 2
0

≪
M2
plm

2

V 2
0

(149)

となり ns > 1という点で先のモデルとは異なる。95%で棄却されている。

• k-inflation

Eq(110)に基づくと、

c2s =
ϵ

3 (4− ϵ)
, ns = 1− 2ϵ , r = 16ϵ

√
ϵ

3 (4− ϵ)
(150)

となる。rが正準場 single scalar inflationモデルに比べて ϵ1/2 だけ小さくなるという点
で、rの制限で除去されにくい。

4.14 field value による分類

インフレーション間の場の値の変化∆ϕ := |ϕCMB − ϕend|(ϕCMBはインフレーション中にゆら
ぎがハッブル半径を超える時の場の値、ϕendはインフレーション終了時の場の値)がプランク
スケールより大きいか小さいかで大きく分けてインフレーション理論を分類でき、将来的な観
測により rが 0.01を超えるかどうかで検証できる。∆ϕ > Mplを large-field model、そうでな
いものを small-field modelという。
場の差を rと結びつけるために次のような簡単な近似を考える。Eq(145)は cs = 1の仮定

のもとで、
(

dϕ
dN

)2
=

M2
pl

8 r と変形できる。ここからインフレーション前後で積分して ∆ϕ =

Mpl

∫ NCMB

Nend
dN
√

r
8 となる。インフレーション中に rがほとんど変化しないと仮定すると、

∆ϕ ≃Mpl ×O(1)×
( r

0.01

)1/2
(151)

となる。つまり、large-field modelなら近い将来の CMBの B-modeなどで検証ができる。
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5 インフレーション終了後の物理

インフレーションの終了はインフラトン場の崩壊と再加熱を意味する。再加熱の前には非線形に
preheatingが生じる可能性が指摘されている。その後、再加熱された物質が宇宙のエネルギー
の大半を占める輻射優勢期が始まる。再加熱から晴れ上がりまでの時期は直接光学的な観測が
不可能な領域であるが素粒子論的に興味深いイベントが集中している。宇宙の温度が下がる中
で、電弱相転移に代表される真空の相転移がたびたび起こる。位相欠陥の生成やバリオジェネ
シス、レプトジェネシスもこの時期に引き起こされたと考えられる。

5.1 再加熱の計算

インフレーションの終わりは、場 ϕがポテンシャルの底で振動しながら別の粒子に崩壊してい
くことで起こる。
まず振動するインフラトン場が支配的な宇宙は、非相対論的物質が支配する宇宙と同じ時間

発展をすることをみる。最初はインフラトン場 ϕの崩壊は考えない。ポテンシャルの底は二次
関数 V(ϕ) ∼ 1

2m
2
ϕϕ

2で近似できる。ここではmϕ ∼ 1013GeV程度を仮定する。11平坦な FLRW
計量での基底の方程式 Eq(94)に代入すると

3M2
plH

2 =
1

2
ϕ̇2 +

m2
ϕ

2
ϕ2 ,

ϕ̈+ 3Hϕ̇+m2
ϕϕ = 0 (152)

が基本方程式となる。
インフレーション中はスローロールパラメーターが小さいためmϕ ≪ Hが成立しているが、イ

ンフレーションが終わり再加熱期に入るとmϕ ≧ Hとなる。Eq(152)で仮定m2
ϕ ≫ H2,

∣∣∣Ḣ∣∣∣の下
に ϕ̃ := a3/2ϕを代入すると、再加熱期の運動方程式 ¨̃

ϕ+m2
ϕϕ̃ ≃ 0とその解 ϕ̃(t) = a3/2ϕ(t) = ϕ̃0 ∼

(mϕt)が得られる。これは単純な調和振動子とみなせるので、ビリアル定理 ⟨ ϕ̇
2

2 ⟩ = ⟨m
2
ϕϕ

2

2 ⟩ = m2
ϕ

4a3
ϕ̃20

が成立する。これらを Eq(152))に代入して

a(t) = ai

(
t

ti

)3/2

, ϕ(t) = ϕ0 sin(mϕt) , ϕ0(t) :=

√
8

3

Mpl

mϕt
(153)

が得られる。aiは再加熱期の始まりの aの値。よって再加熱期のスカラー場は質量mϕの非相
対論的物質と同じ宇宙膨張の効果を及ぼす。
それを踏まえて、インフラトン場 ϕの崩壊を取り扱う。フェルミオン φとボソン χに崩壊

すると仮定して、

Lint := −fϕφ̄φ− σϕχ2 (154)

を導入する。単位時間単位体積の粒子の崩壊数は近似mϕ ≫ mχ,mφの下で計算できる。Chap-
ter.(A.1)から結果を引用すると

nφ̄φ =
f2

16π
(ϕ0mϕ) , nχχ =

1

16π
(σϕ0)

2 (155)

11ポテンシャルが近似的にではなく、厳密に V(ϕ) ∼ 1
2
m2

ϕϕ
2 型だと、e-foldingsとハッブルパラメータの観測か

ら、mϕ ∼ 1013GeV程度になることが言える。
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である。ここで崩壊率に直すため、単位体積あたりに存在する ϕの個数Nϕを求めたいが、ϕは

粒子描像が一般に使えない。そこで場のポテンシャルエネルギー ⟨ρϕ⟩ =
m2

ϕϕ
2
0

2 をインフラトン
場の質量mϕで割ったものNϕ = ⟨ρϕ⟩ /mϕを粒子数と解釈する。崩壊率は

Γφ =
nφ̄φ
Nϕ

=
f2mϕ

8π
, Γχ =

nχχ
Nϕ

=
σ2

8πmϕ
(156)

となる。
以上を踏まえて振動するインフラトン場から輻射 (mϕ ≫ mφ,mχなら実質的に輻射への転

換と見なして良い)へのエネルギー転換を計算する。輻射 ρrとインフラトン場 ⟨ρϕ⟩の連続方程
式に対して転換の効果を入れて

ρ̇r + 4Hρr = Γ ⟨ρϕ⟩ ,

⟨ρ̇ϕ⟩+ 3H ⟨ρϕ⟩ = −Γ ⟨ρϕ⟩ (157)

となり、Γを定数と見なして積分すると

⟨ρϕ⟩ = ρ(i)ϕ

(
a

ai

)−3

e−Γ(t−ti) (158)

となる。ρ(i)ϕは t = tiでの ⟨ρϕ⟩の初期値。再加熱の初期では空間膨張の効果が効き、後期では再
加熱の効果から expで落ちていく。
再加熱後の宇宙の残存物を考える上で、最大の輻射の温度とまた輻射優勢に移る時間での温

度に興味がある。輻射は再加熱と空間膨張の効果が釣り合う点で最大の温度となる。最も再加熱
が激しく起こる時間は場の値が大きな初期のことであり、Eq(158)の exp項を無視してEq(157)
に代入して ρrについて解くと

ρr(t) =
3Γρ(i)ϕt

2
i

5t

(
1−

(
t

ti

)−5
3

)
(159)

よって t ≃ 1.8tiで最大値となりこの時に最高温度

ρr(1.8ti) =:
π2

30
g∗T

4
max (160)

となる。ここで g∗は相対論的な自由度である。インフラトンのエネルギーが複数の粒子に分配
されるとその分だけ粒子ごとの温度は下がっていく。
また輻射優勢に移る時期として、大まかにはインフラトン場が急激に減少する時 treh := 1/Γ

を取ることにすると、先の近似式を使って12

ρr(treh) ≃
3

5
Γ2ρ(i)ϕt

2
i =

3

5H2
i

Γ2ρ(i)ϕ =
9

5
Γ2M2

pl (161)

となる。ここで ti ≃ 1/Hiと ρ(i)ϕ = 3M2
plH

2
i を用いた。この時の温度は、g∗ ∼ 100程度とすると

Treh = 0.5
√
ΓMpl程度になる。

このように定めた Trehが大きすぎると、SUSY粒子などが過剰生成されてモノポールと同
様の問題を引き起こすため、上限がモデルごとに付く。

12荒い近似だが instantaneous reheatingなら大した違いにならない。
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5.2 preheatingの存在

ラグランジアンに次のような高次相互作用

Lint := −g
2

2
ϕ2χ2 (162)

が含まれると非摂動的な粒子生成が再加熱と同時に生じることが知られている。先の再加熱よ
りも早い時間に生じることから preheatingと呼ばれる。
次の様に解析する。スカラー場 ϕ, χに上記の相互作用が存在する時、FLRWメトリックを

背景場として χについての運動方程式は運動量表示で

χ̈k + 3Hχ̇k +

(
k2

a2
+mχ + g2ϕ2

)
χk = 0 (163)

となる。ただしこの時インフラトン場はEq(153))での振動をする背景場と仮定する。この方程
式を変数X := a3/2χkで書くことで次の形に変形できる。

Ẍk +

[
k2

a2
+ g2ϕ20(t) sin

2
(mϕt) +m2

χ −
9

4
H2 − 3

2
Ḣ

]
Xk = 0 (164)

ただし ϕ0(t)は Eq(153)で導入したものである。さらに時間変数を z := mϕtと書くことで

d2

dz2
Xk + [Ak − 2q cos(2z)]Xk = 0 ,

Ak :=2q +
k2

a2m2
ϕ

+
m2
χ

m2
ϕ

, q :=
g2ϕ20(t)

4m2
ϕ

(165)

にまとまる。ただし近似m2
ϕ ≫ H2,

∣∣∣Ḣ∣∣∣で幾つかの項は落としている。これをMathieu方程

式という。
この方程式は成長解を持ちうる。静的宇宙では q ≪ 1と Ak = l2 (l = 1, 2, , , )において

narrow resonanceという共鳴的成長を生じる。膨張宇宙では broad resonanceが知られており、
場 ϕが ϕ = 0を通過するたびに断熱条件 |ω̇| ≪ ω2

k (ω2
k := k2

a2
+ g2ϕ20(t) sin

2(mϕt) +m2
χ)が破れ、

粒子生成が起こる。この共鳴で典型的に k
a < mϕのモードが成長する。

χ場の成長に伴う ϕへの反作用は平均場近似で次のように扱える。

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
(
m2
ϕ + g2 ⟨χ2⟩

)
ϕ = 0 (166)

⟨χ2⟩が成長すると、有効的な ϕの質量が変わり、振動が一様でなくなるため共鳴的な粒子生成
が起こらなくなる。

6 ビッグバン元素合成

ビッグバン元素合成（Bigbang Nucleo synsesys ; BBN）はもっとも成功した精密宇宙論の一つ
である。実験室で確かめられた原子核の性質から、この宇宙に存在する物質の分布を説明する
ことが出来ている。その精密さから宇宙論パラメータに関して重要な制限の一つとなっている。
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6.1 脱結合

一つの粒子Aが単位時間あたりに粒子Bと散乱する回数を反応率 ΓA := n ⟨σv⟩ (n:Bの数密度、
⟨σv⟩:反応断面積と速度の積を熱平均)という。

2体反応AB → {F}において、A粒子に対して宇宙膨張下で粒子 Bとの反応が有効的に起
こるためには反応が起こる向きにおいて ΓA > H が成立する必要がある。ポイントは、この関
係は 2体反応に対して定義されるということ、およびAがこの反応で平衡にあってもBがAよ
り圧倒的に多い場合は必ずしも Bも平衡にあるとは限らないということ。（大抵はA,Bの粒子
数のスケールが同程度なので相互に平衡が成立する。）
例えばこの評価から、ニュートリノ脱結合は T ∼ 1.5MeV で起こる。また中性子と陽子の

入れ替え n+ νe ↔ p+ e−は Td := 0.8MeV 程度で脱結合する。

6.2 BBN解析からの制限

BBNの詳しい解析はシュミレーションによるが、バリオン数密度比 ηb :=
nb
nγ
は元素合成にお

ける温度に対して敏感である。観測される元素量との制限から

4.7× 10−10 < ηb < 6.5× 10−10 , (95%CL) ,

0.017 < Ω(0)

b h
2 < 0.024 (167)

がわかる。

6.3 Sakharov condition

宇宙の粒子反粒子非対称性を説明するために次の３条件が必要である。

• C、CP変換についての対称性の破れ

• バリオン数非保存

• 熱的非平衡

この条件を正確に言うなら「熱平衡のときには逆反応や他のバリオン数非保存反応と合わさっ
て平均的にバリオン数は保存されているが、非平衡になってある反応（主に崩壊）のみが行わ
れるようになるとその反応の C、CP対称性の破れからバリオン数生成が起こる」ことで粒子
反粒子非対称性が生成される。
粒子崩壊を通じてバリオン数が生成されるシナリオを考える。１組のX, X̄の崩壊で生成さ

れる有効バリオン数∆Bが、現在の粒子反粒子非対称性を説明するためにはどれくらいの大き
さが必要かを見積もる。Xが相対論的な温度で decoupleした後、decayしていくと仮定する。
nX は熱平衡より nX ∼ nX̄ ∼ nγとなるので生成バリオン数は nb ∼ ∆Bnγとなる。そこでエン
トロピー s ∼ g∗nγ と合わせて g∗ ∼ 102程度として

∆B ∼ g∗
nb
s

∼ 10−8 (168)

と見積もれる。Xの崩壊のバリオン数非対称過程への分岐比はこの程度必要になる。

38

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 7 CMB揺らぎの支配方程式

6.4 スファレロン効果

電弱のHiggsが破れるよりも上のスケールでは弱い相互作用のアノマリーが非摂動的に真空に
chern-simons電荷を生み出してバリオン数レプトン数が生成されるが、それはB −Lに比例し
た量になる。よって宇宙初期にはB − Lを非保存にする過程があれば良い。

Part II

スカラー揺らぎの計算

7 CMB揺らぎの支配方程式

CMBで放出された光は宇宙全体の初期温度を反映した揺らぎを持っている。しかし、実際に観
測される光は再結合前後の薄れつつある電子プラズマ散乱やザックスヴォルヘ効果などの重力
的な揺らぎを経験して初めて現在の測定に入ってくる。つまりは CMBスペクトルの解析には
宇宙のあらゆる時間における光の揺らぎと、それに影響する電子密度揺らぎ、質量揺らぎ、重
力揺らぎを取り込む必要がある。以下ではボルツマン方程式により宇宙全体の光の時間発展を
追う。特に CMBと直接結びつく量が、後で定義する光子の局所的温度揺らぎ Θ

(
η, xi, ni

)
(niは

光の運動量ベクトルの向きで pi =: pni)であり、これの時間発展を追っていく。

7.1 再結合の評価

最初に晴れ上がり前の状況を調べるため、電子が陽子に束縛される反応 p+ e− ↔ H + γを考
慮したときの、温度 Tに対するイオン化率Xp :=

np

np+nH
を計算したい。

温度 Tでの非相対論的粒子の数密度は

nX = gX

(
mXT

2π

)3/2

e−(mX−µX)/T (169)

である。化学ポテンシャルの関係 µp + µe = µH を用いて比を計算するとサハロフの関係式が
出る。

nH
npne

=

(
meT

2π

)−3/2

eQ/T (170)

ここでQ = mp +me −mH ∼ 13.6eV は水素のイオン化エネルギー。
粒子数について、電荷保存とバリオン数保存を用いて (ヘリウム合成など水素の他は無視

して)任意の時間で ne = np、nb = np + nH が成立する。よって ne = np = nbXp = nγηbXp

と書ける。ηb :=
nb
nγ
はバリオン密度比。再結合付近で g∗ = 2での光子の数密度と温度の関係

nγ =
2ζ(3)
π2 T 3も用いて、

ne = np =
2ζ(3)

π2
T 3ηbXp (171)

となる。以上の計算をまとめて、Xpの決定式として

1−Xp

X2
p

= 4ζ(3)

√
2

π
ηb

(
T

me

)
eQ/T (172)

がわかる。Xp =
1
2 を再結合期と定義すると、このときの温度は Trec = 0.324eV であり zrec =

1380となる。（ただし ηを通じて Ω(0)

b に依存しているため観測値を入れて計算した。）
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7.2 晴れ上がりの評価

再結合の後に光が直進してCMBが生まれる瞬間を考えるため、光のトムソン散乱 γe− → γe−

が宇宙膨張から decoupleする時期 ΓT = H を求める。単純には電子個数が Eq(172)で決まる
ためそれが減少する時間と一致するが、精密に計算すると多少変わる。
ズレを見積もるためにトムソン散乱における光の反応率を計算すると

ΓT := neσT c = n(0)γ ηbσT c

(
T

T0

)3

Xp(T ) (173)

ただし電子密度を Eq(171)で光子密度に変形して、nγ ∝ T 3を利用して現在の光子密度 n(0)γ に
結びつけた。

晴れ上がりの頃の宇宙は物質優勢期に相当するのでH ∼ H0

√
Ω
(0)
m

(
T
T0

)3/2
となる。

以上から晴れ上がりの温度 T∗を次で定義する。

1 =
Γ

H
=
n(0)γ ηbσT c

H0

√
Ω(0)
m

(
T∗
T0

)3/2

Xp(T∗) (174)

これを Ω
(0)
m = 0.31, T0 = 2.348× 10−4eV などを代入すると T∗ = 0.263eV, z∗ = 1120となる。

より詳細な計算により z∗ = 1090という値が知られている。

7.3 局所熱平衡での諸量

局所熱平衡が成立する状態では、物理量は密度関数 f(xµ, Pµ)で表せる。特にスカラー揺らぎが
どのようにΘ

(
η, xi, ni

)
(後で定義する光の温度摂動)に効くかを考える上では、メトリックのベク

トル、テンソル成分は無視して取り扱う。メトリックはこの場合、ニュートンゲージで

d2s = a2(η)
[
− (1 + 2Ψ) dη2 + (1 + 2Φ) δijdx

idxj
]

(175)

を使う。物質のスカラー揺らぎは δρ, vを使う。（ニュートンゲージ以外では次のゲージ不変量
δρ(GI) = δρ+ ρ′ (B − E′) , v(GI) = v + E′を用いる。）
ボルツマン方程式の基本は密度関数 f(xµ, Pµ)である。重力場中でのローレンツ不変位相空間

体積 (LIPS)を考える。

dΠ :=

√
−gd4P
(2π)3

θ
(
P 0
)
δ
(
gµνP

µP ν +m2
)
=

√
−gd3P
(2π)3

1

E
√
|g00|

,

E :=
√
p2 +m2 , p2 := gijP

iP j (176)

で定義する。またエネルギー積分を処理した結果も書いてある。13

ここで物理的に望ましい運動量の定義を考える。Pµはゲージに依存するため通常の意味の
運動量とはみなすことができない。ただしE =

√
p2 +m2という関係式は、時間と空間成分が

分離できるようなメトリックにおいて常に書くことができる。14そして局所的にはメトリック
をゲージ変換して局所ローレンツ座標系にすることでエネルギーと時間を定義している。そこ

13テンソルゆらぎではこの変形は上手く行かない。というのも、このように簡単な形で変形できるのは、スカラー
ゆらぎで上の条件をみたすような pが p ∥ P として構成できて、かつこの比例係数が Pに依存しないように作れ
るからである。テンソルゆらぎだと比例係数が Pに依存するため、ヤコビアンが上のように上手く打ち消さない。

14ニュートンゲージのように δg0i 成分のスカラー揺らぎ Bを 0にするゲージではこの条件が満たされる。ベクト
ル揺らぎは減衰するので無視してよい。
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で FLRW時空での物理的なエネルギー、運動量の定義として先のE,pを用いることは合理的で
ある。そして物理的な pの積分で書くことで位相空間体積が簡単になる。Eq(176)を Pµにつ
いて解くと

P 0 :=
E

a
(1−Ψ) , P i :=

p

a
(1− Φ)ni (177)

が得られる。ここで niは P i方向の単位ベクトル。これで変形すると上の LIPSは

dΠ =
d3p

(2π)3
1

2E
(178)

となる。
次に局所熱平衡を仮定して熱力学量を定義する。粒子の分布関数を摂動部分と背景部分に分

けて

f
(
η, xi, p, ni

)
= f(0)(p, η) + δf

(
η, xi, p, ni

)
(179)

と書く。ここから奇関数の積分は無視して EnergyMomentumTensorを構成する。粒子の内部
自由度を g∗として

Tµν := 2g∗

∫
dΠPµPνf =

g∗

(2π)3

∫
d3p

PµPν
E

f

=


− g∗

(2π)3

∫
d3pE (f(0) + δf) , (= T 0

0 ) ,

g∗
(2π)3

∫
d3ppniδf , (= T 0

i ) ,

g∗
(2π)3

∫
d3pp

2

E

(
1
3δ
i
jf

(0) + ninjδf
)

, (= T ij ) ,

と書ける。ただし摂動の一次で

P0 = −aE (1 + Ψ) , Pi = ap (q +Φ)ni (180)

である。これを用いてニュートンゲージでの EMFと密度、圧力の関係

T 0
0 = − (ρ+ δρ) , T 0

i := (ρ+ P ) v;i , T ij = (P + δP ) δij + πij (181)

を逆に解くことで摂動量が分配関数で書ける。

ρ =
g∗

(2π)3

∫
d3pEf(0) , P =

g∗

(2π)3

∫
d3p

p2

3E
f(0) ,

δρ =
g∗

(2π)3

∫
d3pEδf , v;i =

1

ρ+ P

g∗

(2π)3

∫
d3ppniδf ,

δP =
g∗

(2π)3

∫
d3p

p2

3E
δf , πij =

g∗

(2π)3

∫
d3p

p2

E

(
ninj −

1

3
δij

)
δf (182)

7.4 相対論的摂動ボルツマン方程式

ボルツマン方程式を用いて摂動の時間発展を計算する。フェルミ統計、ボース統計を加味した
ボルツマン方程式は次のように書ける。

df

dλ
= P 0 ∂f

∂x0
+ P i

∂f

∂xi
+

dp

dλ

∂f

∂p
+

dni

dλ

∂f

∂ni

=
1

2

∫
dΠ2dΠ3dΠ4 (2π)

4 δ4 (P + P2 − P3 − P4) |M|2 [f3f4 (1± f) (1± f2)− ff2 (1± f3) (1± f4)]

(183)
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ただし λは粒子の世界線を表し、運動量との関係は dxµ

dλ = Pµで定義する。
B-modeを見る時は光の偏光ごとにボルツマン方程式を考えるべきだが、ひとまずここでは

無視して spin sumを取ったものを考える。
この表式は次の様に導かれる。ボルツマン方程式は df

dt = (単位時間での増減)で書かれる。
Eq(183)の左辺は

df

dλ
=

dt

dλ

df

dt
= P 0df

dt
(184)

としてエネルギー因子が密度関数の時間変化に掛かっている。
右辺の衝突項について、まず 1粒子状態での表式を考え、次に統計の効果を加える。単位時

間での増減は、散乱 f3f4 → ff2での散乱確率

dP := dΠ
∏

f=,2,3,4

d3Pf

(2π)3 2Ef
|⟨PP2 | P3P4⟩|2

= (V T ) dΠ
∏

f=2,3,4

∫
d3Pf

(2π)3 2Ef
(2π)4 δ4(P + P2 − P3 − P4) |M|2 (185)

から導く。ここで dΠは fに対応する粒子の LIPSである。なぜ状態の足し合わせが d3P では
なく d3Pf

(2π)32Ef
になるかというと、運動量固有状態の定義が |p⟩ :=

√
2Ea†p |0⟩であり、ノルム

⟨p | p⟩ = (2π)3 2Eδ3(p = 0)を持つからである。そこで散乱確率 P を f = 2, 3, 4について足し合
わせ、更に f についての積分を１粒子についての規格化に取り替える dΠ → 1

(2π)32P 0δ3(p = 0)
=

1
2P 0V

ことで

(時間 Tでの増減) =
T

2P 0

∫
dΠ2dΠ3dΠ4 (2π)

4 δ4(P + P2 − P3 − P4) |M|2 (186)

よって単位時間に直すと

df

dt
=

1

2P 0

∫
dΠ2dΠ3dΠ4 (2π)

4 δ4(P + P2 − P3 − P4) |M|2 (187)

でありこの両辺に P 0を掛けて Eq(183)となる。
統計性の効果は次の様に理解できる。通常の場の理論では真空にしか生成消滅演算子は掛

けないが、占有された状態に対してボソンでは an |n⟩ =
√

(n+ 1)! |0⟩のように因子が掛かる。
フェルミオンだと０になる。これを取り込むと上の表式になる。

7.5 電子雲中の光子の温度ゆらぎの方程式

まず光子の温度揺らぎΘ
(
η, xi, ni

)
を次のように定義する。

Θ
(
η, xi, ni

)
:=

1

4

∫
dpp3δf

(
η, xi, p, ni

)∫
dpp3f(0)(p)

(188)

なぜここで p3が入るかというと、d3ppが原因となっている。実際、 ∂f
∂T = ∂

∂T

[
ep/T − 1

]−1
=

− p
T
∂f
∂p を考慮すると Θ = δT

T がわかる。今、pは位相空間での座標であり摂動は考えないこと
に注意。

Eq(183)にm=0を代入して左辺、右辺をΘ
(
η, xi, ni

)
でまとまるように計算していく。
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まず左辺の運動項について、摂動の 0次で 0になる量として ∂f
∂xi

, ∂f
∂ni ,(fに依存性がない),dn

i

dλ
（空間の等方性に反する）がある。これを踏まえて摂動の 1次までの式を書くと

df

dλ
=
p

a
(1−Ψ)

∂f

∂η
+
p

a
ni
∂f

∂xi
+

dp

dλ

∂f

∂p
(189)

となる。この式を変形して

df

dλ
=
p

a
(1−Ψ)

[
∂f

∂η
− p

(
aH +

∂Φ

∂η
+ ni

∂Ψ

∂xi

)
∂f

∂p

]
+
p

a
ni
∂f

∂xi
(190)

となる。
prf:ボルツマン方程式運動項の変形� �
dp
dλ = dp

dη
dη
dλを次のように変形していく。まず

dη
dλ = P 0 = dη

dλ = p
a (1−Ψ)及び dxi

dη = dxi

dλ
dλ
dη =

P i

P 0 = (1 + Ψ− Φ)niに留意。次に、dp
dη は測地線方程式から

−Γ0
νλP

νP λ =
dP 0

dλ

=

(
dη

dλ

)
dp(1−Ψ)

a

dη

=
p

a
(1−Ψ)

(
p′
1

a
(1−Ψ)− a′

a

p

a
(1−Ψ)−Ψ′ p

a

)
=
pp′

a2
(1− 2Ψ)−H

p2

a2
(1− 2Ψ)−Ψ′ p

2

a2
⇒

1

p

dp

dη
= aH +

dΨ

dη
− a2Γ0

νλ

P νP λ

p2
(1 + 2Ψ)

= aH +
∂Ψ

∂η
+

dxi

dη

∂Ψ

∂xi
− a2Γ0

νλ

P νP λ

p2
(1 + 2Ψ)

= aH +
∂Ψ

∂η
+ ni

∂Ψ

∂xi
− a2Γ0

νλ

P νP λ

p2
(1 + 2Ψ)

= −aH − ∂Φ

∂η
− ni

∂Ψ

∂xi
(191)

ただし最後の変形では

Γ0
νλ

P νP λ

p2
=
g00

2

(
2
∂g0ν
∂xλ

− ∂gνλ
∂η

)
P νP λ

p2
=

1− 2Ψ

a2

(
2aH +

∂Ψ

η
+
∂Φ

∂η
+ 2ni

∂Ψ

∂xi

)
(192)

を用いた。� �
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次にこの式に f = f(0) + δf を代入して摂動の 0,1次項に分けて

df

dλ
=
p

a

(
∂f(0)

∂η
− paH

∂f(0)

∂p

)
+
p

a

[
∂δf

∂η
+ ni

∂δf

∂xi
− paH

∂δf

∂p
− p

∂f(0)

∂p

(
∂Φ

∂η
+ ni

∂Ψ

xi

)]
− p

a
Ψ

(
∂f(0)

∂η
− paH

∂f(0)

∂p

)
(193)

となる。この 0次項は T ∝ a−1を用いて 0になる。衝突項側も後で見るように最低次は 0であ
る。微小量の 1次項に対しては δf = −p∂f

(0)

∂p Θを用いると、

dδf

dλ
= −p

2

a

∂f(0)

∂p

(
∂Θ

∂η
+ ni

∂Θ

∂xi
+
∂Φ

∂η
+ ni

∂Ψ

∂xi

)
(194)

となる。
次に衝突項を考える。主要な効果としてトムソン散乱 γ (p) + e−(q) ↔ γ (p′) + e−(q′)を取り

扱う。CMBについて電子との散乱が意味を持つようになる時間は晴れ上がり付近からその後で
ある。晴れ上がり付近以降では、宇宙の温度は電子質量より十分小さく、fe ≪ 1である。よっ
て衝突項は

Cγ [f(p)] =
1

2

∫
dΠqdΠp′dΠq′ (2π)

4 δ4(P +Q− P ′ −Q′) |M|2 [f(p′)fe(q′) (1± f(p))− f(p)fe(q) (1± f(p′))]

(195)

となる。電子の非相対論的近似を用いることで、dΠq ∼ d3q

(2π)32me
, dΠq′ ∼ d3q′

(2π)32me
である。ま

たトムソン散乱の散乱振幅は

|M|2 = 24πm2
eσT

(
1 + cos2 θ

)
,

σT :=
8πα2

3m2
e

, p · p′ = pp′ cos θ (196)

であり

Cγ [f(p)] =
3σT
64π4

∫
d3qd3p′d3q′

1 + cos2 θ

p′
δ

(
p− p′ +

q2 − q′2

2me

)
δ3
(
p− q − p′ − q′

)
× [f(p′)fe(q′) (1± f(p))− f(p)fe(q) (1± f(p′))] (197)

と書ける。まず積分
∫
d3q′ をデルタ関数で処理する。トムソン散乱では電子の運動量 me ≪

|p− p′| , qを取り扱っているため、

δ

(
p− p′ +

q2 − q′2

2me

)
≃δ
((
p− p′

)(
1− q · (p− p′)

me (p− p′)

))
≃
(
1 +

q · (p− p′)

me (p− p′)

)
δ
(
p− p′

)
=

(
1 +

∂

∂ (p− p′)

(
q · (p− p′)

me

))
δ
(
p− p′

)
=

(
1−

(
q · (p− p′)

me

)
∂

∂ (p− p′)

)
δ
(
p− p′

)
=δ
(
p− p′

)
+

q · (p− p′)

me

∂

∂p′
δ
(
p− p′

)
(198)
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となる。ただしme ≪ qから
(
1− q·(p−p′)

me(p−p′)

)
̸= 0であることを用いて、途中で部分積分を用い

てデルタ関数への微分を動かした。また電子の運動量移行が小さい部分が低エネルギー散乱で
は効くことを考慮すると fe(q′) ∼ fe(q) +

∂fe
∂q · (p− p′)により密度関数をまとめることが出来る。

（ただし計算すると ∂fe
∂q 項が q積分の表面項となるため消える。）さらに電子の数密度 neと速度

ベクトル vbが

ne = 2

∫
d3q

(2π)3
fe(q) , vb =

2

ne

∫
d3q

(2π)3
q

me
fe(q) (199)

で与えられることを考慮して式変形に用いる。電子の分布関数は最低次では一様等方なので速
度は 1次の微小量である。15まとめて衝突項は次のように書ける。

Cγ [f(p)] =
3σTne
16π

∫
d3p′

1

p′

[
1 +

(
n · n′)2] [f(p′)− f(p)]

×
[
δ(p− p′) + vb ·

(
p− p′) ∂

∂p′
δ(p− p′)

]
(200)

最後に f(p) = f(0)(p) + δf(p,n)を代入してデルタ関数を d3p = dpdΩで処理して

Cγ [f(p)] =
3σTne
16π

p

∫
dΩ′

[
1 +

(
n · n′)2] [δf(p,n′)− δf(p,n)− ∂f(0)(p)

∂p
vb · p

]
(201)

よって []の中身は一次の微小量しかない。先と同じように光の温度分布で書き直すと

Cγ [f(p)] =− 3σTne
16π

p2
∂f(0)(p)

∂p

∫
dΩ′

[
1 +

(
n · n′)2] [Θ(n′)−Θ(n) + vb · n] (202)

以上より光のボルツマン方程式を温度分布に対して書き直したものとして(
∂Θ

∂η
+ ni

∂Θ

∂xi
+
∂Φ

∂η
+ ni

∂Ψ

∂xi

)
=

3σTnea

16π

∫
dΩ′

[
1 +

(
n · n′)2] [Θ(n′)−Θ(n) + vb · n] (203)

がわかる。
光の温度ゆらぎΘ(η,x,n)の方程式を解くために摂動量Θ,Φ,Ψ,vbを次のようにフーリエ展開

Θ =:
1

(2π)3

∫
d3kΘke

ik·x , Ψ =, , , , Φ =, , , ,

vb =:
∂vb
∂xi

=
∂

∂xi
1

(2π)3

∫
d3kvbke

ik·x (204)

して書くと (ただし電子速度 vbはスカラー揺らぎに起因すると考えてスカラー速度ポテンシャ
ル vbで書いた。)

Θ′
k + iµkΘk +Φ′

k + iµkΨk =
3σTnea

16π

∫
dΩ′

[
1 +

(
n · n′)2] [Θk(n

′)−Θk(n) + iµkvbk] (205)

となる。ただし µ := n·k
k を用い、

′は η微分を表している。
15ここで、注意すべきこととして、以降の解析で vb をバリオンの速度摂動と同一視するということである。これ

が許される理由として自由電子数が多い状況（宇宙の晴れ上がりまで）では電子とバリオンは電磁気的に結合して
おり、陽子電子プラズマとして同じ速度を持つと考えてよいから。そのため今回の解析では、光のボルツマン方程式
における電子の効果は晴れ上がりより十分後のバリオン揺らぎと電子の揺らぎが decoupleする温度（つまりは星間
電子の再電離など）では正確ではない。だが晴れ上がり以降では重力揺らぎや宇宙膨張の効果なども効いてくるた
め電子の効果は主要でなくなるため、気にせず現在までの計算に使ってよい。再電離などは手で入れる必要がある。
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7.6 光の温度分布の多重極展開

先に考えた Eq(205)の角度積分を処理するために Θk の角度 ni 依存性を球面調和関数で処理
する。
球面調和関数 Y m

l (n)やルジャンドル関数 Pl(x) := 1
2ll!

dl

dxl

(
x2 − 1

)lは次の関係式を持つ。∫
dΩY m∗

l (n)Y m′
l′ (n) = δll′δmm′ 直交関係 ,

Pl(n · n′) =
4π

2l + 1

∑
m

Y m
l (n)Y m∗

l (n′) ,∫ 1

−1

dµ

2
Pl(µ)Pl′(µ) =

1

2l + 1
δll′ 直交関係 ,

(l + 1)Pl+1(µ) = (2l + 1)µPl(µ)− lPl−1(µ) 漸化式 (206)

温度揺らぎΘk(n)を分解していく。一般的には球面調和展開により

Θk(n) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

ak(lm)Y
m
l (n) (207)

と展開する。ただし今は光について偏光成分を平均化する近似を行っており、Θk(n)は nに対
して µ = k · n/kでしか依存しない。そのためmに関する情報を落とすことが出来て、ルジャ
ンドル展開を用いることができて

Θk(n) =
∞∑
l=0

(−i)l (2l + 1)Θ(l)(k, η)Pl(µ) ,

Θ(l)(k, η) = il
∫ 1

−1

dµ

2
Θk(n)Pl(µ) (208)

という展開が可能である。
以上の二つの展開の係数を比較すると∑

m

ak(lm)Y
m
l (n) = (−i)l (2l + 1)Θ(l)Pl(µ) ,

ak(lm) = 4π (−i)lΘ(l)(k, η)Y
m∗
l (k/k) (209)

となる。
まず Eq(205)の角度因子 1 + (n · n′)2 = 4

3P0(n · n′) + 2
3P2(n · n′)であることを利用して∫

dΩ′
[
1 +

(
n · n′)2]Θk(n

′)

=

∫
dΩ′

[
4

3
P0(n · n′) +

2

3
P2(n · n′)

] ∞∑
l=0

l∑
m=−l

ak(lm)Y
m
l (n′)

= 4π

∫
dΩ′

∑
m′

[
4

3
Y m′
0 (n)Y m′∗

0 (n′) +
2

3

1

5
Y m′
2 (n)Y m′∗

2 (n′)

] ∞∑
l=0

l∑
m=−l

ak(lm)Y
m
l (n′)

= 4π
∑
m

[
4

3
Y m
0 (n)ak(0m) +

2

15
Y m
2 (n)ak(2m)

]
(210)
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となる。更に n · n′ = cos θ, dΩ′ = 2π sin θdθと書いて∫
dΩ′

[
1 +

(
n · n′)2] [−Θk(n) + iµkvbk] =

16π

3
[−Θk(n) + iµkvbk] (211)

となる。これらを合わせて、Eq(209)よりak(00)Y
0
0 (n) = Θ0(k, η),

∑
m ak(2m)Y

m
2 (n) = −5Θ(2)(k, η)P2(η)

を使うと Eq(205)は次の形になる。

Θ′
k + iµkΘk +Φ′

k + iµkΨk = σTnea

[
Θ(0)(k, η)−Θk(n) + iµkvbk −

1

2
P2(η)Θ(2)(k, η)

]
(212)

この式のΘk(n)をルジャンドル関数で展開すると n依存性は µ依存性に移る。そしてルジャン
ドル多項式の漸化式を用いて、ルジャンドル多項式の各次数ごとに書くと次のような式が得ら
れる。

Θ′
(0)(k, η) + kΘ(1)(k, η) + Φ′

k(η) = 0 ,

Θ′
(1)(k, η)−

k

3

(
Θ(0)(k, η) + Ψk(η)− 2Θ(2)(k, η)

)
= −σTnea

(
Θ(1)(k, η) +

1

3
kvkb(η)

)
,

Θ′
(2)(k, η) +

k

5

(
3Θ(3)(k, η)− 2Θ(1)(k, η)

)
= − 9

10
σTneaΘ(2)(k, η) ,

Θ′
(l)(k, η) +

k

2l + 1

(
(l + 1)Θ(l+1)(k, η)− lΘ(l−1)(k, η)

)
= −σTneaΘ(l)(k, η) , (l ≥ 3) (213)

7.7 CMBと光の揺らぎの関係

ようやく求めた Eq(213)を解くことで CMB観測量が与えられることを示す。
まず Θ(l)(k, η)を観測量と結びつける。光の温度揺らぎの定義 Eq(188)を Eq(208)に代入し

て、分母は光の背景部分のエネルギー密度 ργ = g∗
2π2

∫
dpp3f(0)(p)で処理すると

Θ(l)(k, η) =
ilg∗

16π2ργ

∫ 1

−1
dµ

∫
dpp3Pl(µ)δf =

ilg∗
4ργ

∫
dp3

(2π)3
pPl(µ)δf (214)

となる。
Eq(182)を参考に熱力学量と結びつける。光のエネルギー摂動 δργ = g∗

(2π)3

∫
dp3pδf(x, p)を

xに関してフーリエ変換 x → kした上で

Θ(0)(k, η) =
1

4
δγ , δγ :=

δργk
ργ

(215)

となる。
次に光の速度ポテンシャル vγ について Eq(182)の表式で vγ(x)と δf(p, x)の x依存性につい

てフーリエ展開して (v;iの微分は ki成分となり ni = pi/pと縮約する、つまり µになる)

vγk = − i

k

3

4ργ
g∗

∫
d3p

(2π)3
pµδf (216)

となる。ここからΘ(1)(k, η) = −1
3kvγ となる。

次に非等方テンソル πiγjはテンソルの分解公式によりスカラーモードの寄与が πiγj = Π ;i
γ;j −

1
3∇

2Πγδ
i
jとしてスカラー成分Πγで代表させることができる。（ベクトル、テンソルモードは今

47

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 7 CMB揺らぎの支配方程式

回取り込んでいないので自動的に 0になっている。）よって速度ポテンシャルと同様に x依存性
をフーリエ展開して落とすと

Πγk = − 3

2k4
g∗

∫
d3p

(2π)3
pk2

(
µ2 − 1

3

)
(217)

と書けてΘ(2)(k, η) =
k2Πγ

4ργ
となる。

観測量との比較にはΘ(0)(k, η),Θ(1)(k, η),Θ(2)(k, η)を Eq(213)から計算すればよいが、この方
程式系はより高次の Θ(i)(k, η) (i ≥ 3)の効果を受けうる。ただし高次の項の寄与は無視できる。
それを示すために光の光学的厚み

τ(η) =

∫ η0

η
dη̃ne(η̃)a(η̃)σT(η) (218)

を定義する。これは時間 ηに放射された光が現在 η0に届くまでに電子の散乱で減衰された程度
の logを表している。16晴れ上がり前は τ ≫ 1であり、晴れ上がり後は小さくなっていく。そ
のため Eq(213)の最後の式

Θ′
(l)(k, η) +

k

2l + 1

(
(l + 1)Θ(l+1)(k, η)− lΘ(l−1)(k, η)

)
= −σTneaΘ(l)(k, η) , (l ≥ 3) (219)

の右辺を評価すると τ ′Θ(l)(k, η) ∼ τ
ηΘ(l)(k, η) ∼ τaHΘ(l)(k, η)となる。Θ(l)(k, η)

′ ∼ Θ(l)(k, η)/ηは右

辺に比べて無視できるので両辺の評価からΘ(l)(k, η) ∼ 1
τ
k
aHΘ(l−1)(k, η)となる。つまり晴れ上が

り以前 τ ≫ 1ではハッブル半径程度のゆらぎ k
aH ∼ 1では lについて低次のΘ(l)(k, η)が主要な

寄与を及ぼす。
よって光のゆらぎの時間発展を考える上で、l = 0, 1, 2のみだけの方程式系

δ′γk −
4

3
k2vγk + 4Φ′

k = 0 ,

v′γk +
1

4
δγ +Φk −

k2Πγk
2ργ

= σTnea (vbk − vγk) ,

Π′
γk = · · · (220)

を考えることに意味がある。
精密なスペクトルを得るためには高次 lの寄与も取り入れる必要がある。この方程式はしか

し、解析的に特徴を見る分には十分有用である。
まとめとして

Θ(0)(k, η) =
1

4
δγ , Θ(1)(k, η) = −1

3
kvγ , Θ(2)(k, η) =

k2Πγ
4ργ

(221)

である。

7.8 視線方向積分を用いた現在の温度揺らぎ

現在での温度揺らぎのスペクトルを計算する。

16この量自体は無次元である。光の強度に I(η) = I0e
−τ で掛かって減衰を表す。
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Eq(212)を次の様に書き換えることができる。

exp (−iµkη + τ)
d

dη
(Θk(η,n) exp (iµkη − τ)) = Fk(η, µ) ,

Fk(η, µ) = −Φ′
k − iµkΨk − τ ′

[
Θ(0)k + iµkv(b)k −

1

2
P2(µ)Θ(2)k

]
(222)

そしてこれを宇宙初期の適当な時刻 ηiから現在 η0まで積分することで次の形にまとめる。

Θk(η0) = e−iµkη0+τ(η0)
∫ η0

ηi

Fk(η, µ)e
iµkη−τdη +Θk(ηi)e

iµk(ηi−η0)−τ(ηi)+τ(η0) (223)

この表式で τ(ηi) ∼ 0として、一方で過去では十分大きかったことから exp (−τ(ηi) + τ(η0))は十
分小さく、第二項は無視する。つまり初期ゆらぎは減衰し、他の場のゆらぎから作られた光の
温度ゆらぎが現在見えているということ。ηiは十分初期 ηi ∼ 0として、この量をルジャンドル
関数で展開すると

Θ(l)k(η0) = il
∫ η0

ηi

dηe−τ(η)
∫ 1

−1

dµ

2
eiµk(η−η0)Fk(η, µ)Pl(µ) (224)

となる。この積分を視線方向積分という。利点としては低次のΘ(l)kのみから現在のΘk(η0)を計
算できる点である。
ここでシルク減衰に関わるΘ(2)kを無視する近似を行い、

Fk(η, µ) = F(η) + µG(η) = −Φ′
kτ

′Θ(0)k + µ [−ikΨk + ikv(b)k] (225)

と書き直す。17これにより µ積分が実行できて（部分積分で処理する表面項は Pl(1) = Pl(0) = 1
より lに依らない等方成分なので無視する。）

Θ(l)k(η0) = Θ(l)Fk(η0) + Θ(l)Gk(η0)

=

∫ η0

0
dηe−τ(η)F(η)jl(k (η0 − η))− 1

ik

∫ η0

0
dη
(
e−τ(η)G(η)

)′
jl(k (η0 − η))

=

∫ η0

0
dηF(η)jl(k (η0 − η))

jl(x) := (−x)l
(
1

x

d

dx

)l sinx
x

= il
∫ 1

−1

dµ

2
Pl(µ)e−iµx

F(η) := (Θ(0)k +Ψk) g(η)− (v(b)kg(η))
′ + e−τ

(
Ψ′ − Φ′)

g(η) := −τ ′e−τ (226)

となる。g(η)の性質として z ≫ z∗(*は晴れ上がり期)では e−τ が小さいため 0に近く、一方で
z ≪ z∗では τ ′のために０に近い。その為この関数は z ∼ z∗でのみ値を持ち、

∫ η0
0 dηg(η) = 1の

規格化から g(η) ∼ δ(η − η∗)と近似できる。F(η)の第 1項はデルタ関数を処理して積分する。第二
項は部分積分して (2l + 1)

djl(x)
dx = ljl−1(x) − (l + 1) jj+1(x)を用いて、晴れ上がり時にバリオン

光子流体が結合していること v(b) = v(γ)を使う。以上から

Θ(l)k(η0) = [Θ(0)k(η∗) + Ψk(η∗)] jl(k (η0 − η∗))

+ 3Θ(1)k(η∗)
ljl−1(k (η0 − η∗))− (l + 1) jj+1(k (η0 − η∗))

2l + 1

+

∫ η0

0
dηe−τ

(
Ψ′ − Φ′) jl(k (η0 − η)) (227)

17シルク減衰の効果は後で評価する。
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とにかく以上で光のゆらぎの時間発展が得られた。この方程式系には未知の関数Φ.Ψ, vbkが
含まれているのでこれは重力場、物質のゆらぎから求めておく必要がある。

Θ(0)k(η∗) + Ψk(η∗)がセットで入る意味は、観測される光の波長は当時の光の波長だけでなく、
その光がいた重力ポテンシャル井戸の深さに依るということであり、ザックス・ヴォルフェ効
果 (SW)という。また３項目の重力ポテンシャルの変化で引き起こされる効果は、積分ザック
ス・ヴォルフェ効果 (ISW)といい、輻射・物質優勢移行期からの寄与を早期、物質・DE優勢
移行期からを後期 ISW効果という。

7.9 温度揺らぎの角度パワースペクトル

以上で揺らぎの発展方程式が数値的には解ける準備が整ったので CMBで得られる観測量と先
に求めた温度揺らぎΘ(l)kを関係づける [2]。

CMBの観測量は角度ごとの黒体輻射の温度ゆらぎΘ(n)である。通常観測量として取り扱う
ときには、これを

Cobsl :=
1

2l + 1

∑
m

blmbl−m =
1

4π

∫
dΩΩ′Pl(n · n′)Θ(n)Θ(n′) (228)

という風に展開する。
ただしこの量は観測者の空間的な位置に依存する。観測者の位置平均 ⟨⟩ave =

1
V

∫
d3xをか

けると ⟨Θ(n)Θ(n′)⟩aveは宇宙の等方性の仮定からn ·n′のみに依存する。相関関数をn ·n′に関
するルジャンドル関数で展開して

⟨Θ(n)Θ(n′)⟩ave =
∑
l

(
2l + 1

4π

)
Cavel Pl(n · n′) =

∑
l,m

Cavel Y m
l (n)Y m∗

l (n′) (229)

を書ける。この量は先に定義した Cobsl を平均化したものになっていることに注意。

Cavel = ⟨Cobsl ⟩ave =
1

4π

∫
dΩdΩ′Pl(n · n′) ⟨Θ(n)Θ(n′)⟩ave (230)

次に l,mが異なる振幅モードは独立であることを示したい。⟨Θ(n)Θ(n′)⟩ave に
∫
dΩY m∗

l (n)

を掛けて球面調和関数の直交関係を用いることで

⟨blmb∗l′m′⟩ave = Cavel δll′δmm′ , blm :=

∫
dΩΘ(n)Y m∗

l (n) (231)

が示せる。これにより l,mが異なる振動は独立であることが言える。
Cobsl とCavel には空間的な平均化の分だけズレが有る。これをコズミックバリアンスという。

ただし lに対して振動が独立なのである幅∆lの間のCobsl を平均化すると実質的にCavel が再現
できる。
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さて次に Cavel を Chapter.(7.6)に従ってこれまで計算してきた量で書くと

Cavel =
1

4π

∫
d3xdΩdΩ′Pl(n · n′)Θ(η, x,n)Θ(η, x,n′)

=
1

4π

∫
d3xdΩdΩ′Pl(n · n′)

1

(2π)3

∫
d3kΘk(n)e

ik·x 1

(2π)3

∫
d3k′Θk′∗(n′)e−ik

′·x

=
1

4π (2π)3

∫
dΩdΩ′Pl(n · n′)

∫
d3kΘk(n)Θ

∗
k(n

′)

=
1

4π (2π)3

∫
dΩdΩ′Pl(n · n′)

∫
d3k

×
∞∑
l′=0

(−i)l
′ (
2l′ + 1

)
Θ(l′)(k, η)Pl′(µ)

∞∑
l′′=0

(i)l
′′ (

2l′′ + 1
)
Θ∗

(l′′)(k, η)P
∗
l′′(µ

′) (232)

となる。ここで∫
dΩdΩ′Pl(n · n′)Pl′

(
k̂ · n

)
P∗
l′′

(
k̂ · n′

)
=

∑
m,m′,m′′

4π

2l + 1

4π

2l′ + 1

4π

2l′′ + 1

∫
dΩdΩ′Y m

l (n)Y m∗
l (n′)Y m′

l′

(
k̂
)
Y m′∗
l′ (n)Y m′′∗

l′′

(
k̂
)
Y m′′
l′′ (n′)

=
∑
m

(
4π

2l + 1

)3

Y m
l

(
k̂
)
Y m∗
l

(
k̂
)
δll′δll′′ (233)

を踏まえて

Cavel =
1

4π (2π)3

∫
d3k

∞∑
l′=0

(−i)l
′ (
2l′ + 1

)
Θ(l′)(k, η)

∞∑
l′′=0

(i)l
′′ (

2l′′ + 1
)
Θ∗

(l′′)(k, η)

×
∑
m

(
4π

2l + 1

)3

Y m
l

(
k̂
)
Y m∗
l

(
k̂
)
δll′δll′′

=
1

4π (2π)3

∫
d3k (2l + 1)Θ(l)(k, η) (2l + 1)Θ∗

(l)(k, η)
∑
m

(
4π

2l + 1

)3

Y m
l

(
k̂
)
Y m∗
l

(
k̂
)

=
2

π

∫
dkk2PΘ(l)

(k)

PΘ(l)
(k) :=

[∫
dΩkΘ(l)(k, η)Θ

∗
(l)(k, η)

]
(234)

という変形が出来る。ただしルジャンドル多項式の規格化 Pl(1) = 1を用いた。よって最終的な
目標はスペクトル PΘ(l)

(k)を求めることである。
量子的な物理量は真空で挟み観測量に直す。
ルジャンドル変換の性質として、Clは天球の見込み角として θ ∼ π/lの関係を持つ。晴れ

上がりまでの共動距離は r ∼ η0なので傾向として k ∼ l/η0の大きさである。物質優勢期では
Eq(17)より

l =
2

H0

k

a0
∼ 1019

f0
Hz

(235)

となる。ただし f0は現在の揺らぎの周波数である。このように、CMBが測定するスペクトル
は f0 = 10−19 ∼ 10−15Hz程度の揺らぎに対応する。
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7.10 物質場摂動の時間発展方程式

物質場摂動の時間発展方程式は、物質ごとの密度関数 fを定義してボルツマン方程式を解くこ
とで決まる。宇宙の物質成分として、バリオン18、光子、ニュートリノ、暗黒物質を取り扱う。
光子の揺らぎの時間発展方程式は先に導いたボルツマン方程式である。それぞれの成分に対し
て摂動量 δ(X) :=

δρ(X)

ρ(X)
, v(X),Π(X), δP(X)(X = b, γ, µ, C)を求めたい。光のボルツマン方程式に直接

入ってくるのは電子 -バリオン流体の速度だけだが重力摂動を通して他の物質場の揺らぎも効
いてくるために計算する。
今回の解析ではバリオンと暗黒物質が非相対論的であると仮定することで、それらの圧力、

非等方テンソルは 0として扱う。19圧力と非等方テンソルが無視できるなら連続方程式の摂動
の 0,i成分から δ(X) :=

δρ(X)

ρ(X)
, v(X)の時間発展方程式が取り出すことができる。２つの摂動量に対し

て二つの時間発展方程式が課されるため自由度としては十分である。
ニュートリノについては光子・バリオン流体と decoupleしてからの挙動のみを取り扱う。さ

らにmasslessとみなすことで現在まで相対論的粒子として振る舞う、とする。
バリオンと光子は電磁気力で結びついているため連続方程式は δT(b)µ

ν;µ + δT(γ)µ
ν;µ = 0でまとま

る。ニュートリノと暗黒物質はエネルギー的に独立しており個別に扱う。
まずバリオン摂動の時間発展を考えるためにバリオン・光子流体の連続方程式について考え

る。光子の 0次の圧力は P(γ) = ρ(γ)/3であり、エネルギー密度は連続方程式 ρ̇(γ) + 4Hρ(γ) = 0を
満たす。ニュートンゲージで δq(γ) =

4
3aρ(γ)v(γ)である。またフーリエ展開した表示で、光子の連

続方程式 Eq(68)は

δT(γ)µ
0;µ(k) = −ρ(γ)k

(
δ′
(γ)k −

4

3
k2v(γ)k + 4Φ′

k

)
= 0 ,

δT(γ)µ
i;µ =

4

3
ρ(γ)k

(
v′
(γ)k +

1

4
δ(γ)k +Ψk −

k2Π(γ)k

2ρ(γ)k

)
;i

=
4

3
ρ(γ)kσTnea (v(b)k − v(γ)k);i (237)

と書ける。それぞれの式で右辺に移るときに Eq(220)を用いた。バリオンでも同様に

δT(b)µ
0;µ(k) = −ρ(b)k

(
δ′
(b)k − k2v(b)k + 3Φ′

k

)
,

δT(b)µ
i;µ = ρ(b)k

(
v′
(b)k + aHv(b)k +Ψk

)
;i

(238)

が取れる。以上に連続方程式 δT(b)µ
ν;µ + δT(γ)µ

ν;µ = 0を課すことでバリオン揺らぎの時間発展方程式

δ′
(b)k − k2v(b)k + 3Φ′

k = 0 ,

v′
(b)k + aHv(b)k +Ψk = −4

3

ρ(γ)k
ρ(b)k

σTnea (v(b)k − v(γ)k) (239)

18光のボルツマン分布の計算では添字 bが陽子と結合した電子のみを指していたがここでは陽子も含めた全バリ
オンを扱っていることに注意。電子密度が大きな晴れ上がり以前ではバリオンと電子は結合しており、まとめて同
じ速度を持つ流体として扱うことが出来る。

19再加熱直後ではこの仮定は成り立たないが再加熱直後の光の揺らぎは Eq(223)で見たようにすべて初期条件と
して取り込んでしまう。可能性としては、再加熱の作り出した物質乱流が重力摂動に効いてくる、がこれはもはや
再加熱に伴う重力波の生成である。また実質的に物質と重力との揺らぎ成長が重要になってくる時刻は、その波長
の揺らぎが Horizonに再突入してからである。晴れ上がりでの k

a∗H∗
の評価 Eq(288)を参考に l ∼ 2000程度の揺

らぎが再突入した時刻での宇宙の温度は

55 ∼ k

a∗H∗
=

k

areHre

areHre

a∗H∗
∼

√
a∗

are
, Tre ∼ a∗

are
T0 ∼ 0.7eV (236)

と見積もることができる。CDMは重い粒子であるためこの程度だと非相対論的に扱って良いと考えられる。
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が取れる。
ニュートリノは decoupleしているという仮定から無衝突粒子として振る舞う。そのため光

のボルツマン方程式の衝突項が 0になったものとして扱うと良い。光のΘ
(
η, xi, ni

)
の構成と同様

にニュートリノの密度関数 f(ν) = f(0)(ν)(p) + δf(ν)
(
η, xi, p, ni

)
に対して温度揺らぎ

N(η, xi, ni) := 1

4

∫
dpp3δf(ν)

(
η, xi, p, ni

)∫
dpp3f(0)(ν)(p)

(240)

を定義すると後は光の場合の計算結果でΘ → N とすれば良い。つまり Eq(213)で衝突項を 0
にして

N ′
(0)(k, η) + kN(1)(k, η) + Φ′

k(η) = 0 ,

N ′
(1)(k, η)−

k

3

(
N(0)(k, η) + Ψk(η)− 2N(1)(k, η)

)
= 0 ,

N ′
(l)(k, η) +

k

2l + 1

(
(l + 1)N(l+1)(k, η)− lN(l−1)(k, η)

)
= 0 , (l ≥ 2) (241)

がニュートリノの時間発展方程式となりここから光の場合と同様に観測量が δ(ν) = 4N(0), v(ν) =

−3
N(1)

k ,Π(ν) =
4ρ(ν)N(2)

k2
で計算できる。

ダークマターについてはバリオンの場合と同様に連続方程式から時間発展を導く。ダークマ
ターは光子と結びついていないため Eq(238)で b→ Cとして δT(C)µ

ν;µ = 0を課すと良い。そこか
らDM摂動の時間発展方程式

δ′
(C)k − k2v(C)k + 3ϕ′k = 0 ,

v′
(C)k + aHv(C)k +Ψk = 0 (242)

が得られる。

7.11 重力摂動の時間発展方程式

重力摂動 Φk,Ψkの時間発展は摂動アインシュタイン方程式 Eq(65)で決まる。この式には物質
場の揺らぎの効果も入ってくるので先に求めた物質摂動と連立する必要がある。ニュートンゲー
ジで、重力のスカラー摂動に対して今回の物質場の notationで摂動アインシュタイン方程式
Eq(65)付近の式を書き直すと次のようになる。

3aH
(
Φ′
k − aHΨk

)
+ k2Φk = 4πGa2 (ρ(m)δ(m)k + 4ρ(r)Λ(0)k) ,

Φ′
k − aHΨk = 4πGa2

(
ρ(m)v(m)k −

4

k
ρ(r)Λ(1)

)
,

k2 (Ψ + Φ) = −32πGa2ρ(r)Λ(2)k ,

Φ′′ + aH
(
2Φ′ −Ψ′)− (a2H2 + 2 (aH)′

)
Ψ = −16

3
πGa2 (ρ(r)Λ(0)k − 2ρ(r)Λ(2)k) (243)

ただし相対論的物質、非相対論的物質でまとめて次のように定義した。

ρ(m)δ(m)k := ρ(c)δ(c)k + ρ(b)δ(b)k , ρ(m)v(m)k := ρ(c)v(c)kρ(b)v(b)k , ρ(r)Λ(i)k := ρ(γ)Θ(i)k + ρ(b)N(i)k (244)

8 CMBゆらぎの解析的な特徴

宇宙論パラメータを決定して、CMBの支配方程式を数値的に積分することで現在観測される
揺らぎのスペクトルが再現できる。以下では解析的な特徴を調べていく。
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8.1 輻射優勢期での長波長密度揺らぎの凍結

CMBスカラーモードを見るためには光のボルツマン方程式 Eq(213)に物質場の時間発展方程
式Eq(239),Eq(241) ,Eq(242)と重力場の時間発展方程式Eq(243)を連立して解けばいいとわか
る。具体的な解を得るためには初期条件が必要である。
初期条件は再加熱直後の輻射優勢の初めに取りたい。初期条件を考える上で、「ホライゾン

より大きな波長の揺らぎが凍結する」ということが一般的に成り立つことを示すのが大切であ
る。凍結が言えると、ホライゾンを出た後であれば初期条件を決める時刻に依存しない結果を
得られる。より一般的な条件での証明は Chapter.(9)を参照。以下では輻射優勢期での揺らぎ
の凍結を示す。
現在 CMBで見えている揺らぎの波長 (2 ≤ l ≤ 2500)は再加熱直後の輻射優勢期の初めの

方にはホライズンの十分外にあり k ≪ aH が成立する。さらに非相対論的成分を無視するとい
う近似を Eq(239),Eq(241),Eq(242),Eq(243)に代入して

δ′(b)k = −3Φ′
k , δ′(C)k = −3Φ′

k ,

Θ′
(0)k = −Φ′

k , ,N ′
(0)k = −Φ′

k ,

3aH
(
Φ′
k − aHΨk

)
= 4πGa2 (4ρ(γ)Θ(0)k + 4ρ(ν)N(0)k) (245)

が出る。よってほとんどの揺らぎが同じ時間変化を持つ。そこで Φk が凍結することを示せば
十分。一番下の式に輻射優勢期でのフリードマン方程式 3a2H2 = 8πGa2 (ρ(γ) + ρ(ν))を代入して
ηで微分すると

Φ′′
k − (aHΨk)

′ = 2

[
aHΘ(0)k

ρ(γ)
ρ(γ) + ρ(ν)

+ aHN(0)k

ρ(ν)
ρ(γ) + ρ(ν)

]′
= 2 (aH)′

[
Θ(0)k

ρ(γ)
ρ(γ) + ρ(ν)

+N(0)k

ρ(ν)
ρ(γ) + ρ(ν)

]
+ 2aH

[
Θ′

(0)k

ρ(γ)
ρ(γ) + ρ(ν)

+N ′
(0)k

ρ(ν)
ρ(γ) + ρ(ν)

]
=

(aH)′

aH

(
Φ′
k − aHΨk

)
− 2aHΦ′

k (246)

ただし輻射成分の時間依存性は等しい ρ(ν)/ρ(γ) = const.ことを用いた。ここでさらにEq(243)で
輻射の非等方ストレスを無視する近似でΨk = −Φkになることから

Φ′′ +

(
3aH − (aH)′

aH

)
Φ′ = 0 (247)

が導ける。この式を輻射優勢期での a ∝ η, aH = 1
eta で解くとΦ = C1 +C2η

−3となる。よって
十分時間が経つと Φは定数部分のみ残り、この意味で輻射優勢期の揺らぎは凍結する。

8.2 密度揺らぎの初期条件の決定

以上から密度揺らぎの初期条件は Eq(245)を積分したときの積分定数を定める問題に帰着する
とわかる。観測的には断熱条件 (δ(b)k = δ(C)k = 3Θ(0)k = 3N(0)k)が要請される。断熱条件のときに
Eq(245)を解くと Ψk,Φk には初期条件 Ψk(0) = −Φk(0) = −2Θ(0)k(0)が掛かる。さらにこの初期
条件の下で解くとΘ(0)k(η) = −ϕ(η) + 3

2Φ(0)となる。

8.3 速度揺らぎの初期条件の決定

速度揺らぎについても輻射優勢期での時間発展を考え、その後初期条件を考える。ここでも
k ≪ aH かつ非相対論的成分を無視するという近似を用いる。
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輻射優勢期にはバリオンと光子は強く結合するため− 3
kΘ(0)k = v(γ)k = v(b)kが課される。これを

使い Eq(213)を見るとΘ′
(1)kを含む式において衝突項が消えるとわかる。さらに非等方ストレス

を無視する近似においては高次のΘ′
(l)kを通じた衝突項の寄与も効かなくなるので、Θ(1)kとN(1)k

は同じ時間発展方程式

Θ′
(1)(k, η)−

k

3

(
Θ(0)(k, η) + Ψk(η)

)
= 0 (248)

に従うとわかる。また同じ理由からバリオンと CDMも同じ時間発展方程式に従う。
これらは凍結していない。そのため結果は初期値を定める時刻に依存する。そうならないた

めには、常に

Θ(1)k = N(1)k = −1

3
kv(b)k = −1

3
kv(C)k =

k

6aH
Ψ (249)

が成立していればよい。今回はこれを初期条件として採用する。

8.4 非等方ストレスの評価

密度揺らぎの凍結の議論においてEq(243)で輻射の非等方ストレスを無視する近似でΨk = −Φk
となることを使ったが、これへの非等方ストレスの補正効果を考える。ここでも k ≪ aH かつ
非相対論的成分を無視するという近似を用いる。

Eq(213)を見ると Θ(2)k は衝突項により減衰していくがN(2)k は定数になる。よって非等方ス
トレスとしてはニュートリノの寄与のみを考慮する。このとき Eq(243)より非等方ストレスと
曲率ゆらぎの関係は輻射優勢期でのフリードマン方程式 3a2H2 = 8πGa2 (ρ(γ) + ρ(ν))を用いて

N(2)k = −k
2 (Φk +Ψk)

12rνa2H2
, rν :=

ρ(ν)
ρ(γ) + ρ(ν)

(250)

と書ける。
ニュートリノの非等方ストレスに対して以前はN(2)k = 0としていたが今回は、Eq(241)の

l = 2でN(3)kからの寄与を無視した式

N ′′
(2)k =

2

15
k2 (N(0)kz +Ψ− 2N(2)k) (251)

で決める。両辺に N(2)k の表式を代入するが、左辺の微分項については、N(2)k = 0 のときに
(Φk +Ψk)

′ = 0であったことから、N(2)kについての最低次の評価としては

N ′′
(2)k ∼ −k

2 (Φk +Ψk)

12rν
∂2η (aH)−2 = −k

2 (Φk +Ψk)

12rν
,

(252)

ただし輻射優勢期で aH = 1/ηを用いた。また右辺はN(2)k = 0のときにΨ = −2N(0)kだったので

N(0)kz +Ψ− 2N(2)k ∼ −N(0)k + 2
k2 (Φk +Ψk)

12rνa2H2
(253)

となる。これらを連立して Φについて解くと

Φk = −
(
1 +

2

5
rν

)
Ψ (254)

となる。よって 3世代のニュートリノに対しては rν ∼ 0.405程度ズレる。輻射優勢期の終わり
ではこの項は無視できるようになる。

55

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 8 CMBゆらぎの解析的な特徴

8.5 輻射優勢期での重力ポテンシャルΦの短波長ゆらぎの減衰

長波長ゆらぎに対しては凍結が言えたので、重力ポテンシャルΦの短波長ゆらぎ k ≫ aHの減
衰も見ておく。20Eq(243)において非相対論的成分を無視して ρ(γ)Θ

′
(0)kを連立消去すると

Φ′′ + 3aHΦ′ − aHΨ′ +
1

3
k2Φ− 2

(
a2H2 + (aH)′

)
Φ = 0 (255)

となる。輻射優勢期での aH = 1/ηを用いてニュートリノの非等方ストレスを無視してEq(243)
よりΨk = −Φkを代入して

Φ′′ +
4

η
Φ′ +

1

3
k2Φ = 0 (256)

となる。この解はどれも ηについての振動的減衰解であり

Φ(η) =
9Φ(0)

k3η3

[√
3 sin

(
kη√
3

)
− kη cos

(
kη√
3

)]
(257)

となる。

8.6 輻射優勢期から物質優勢期への移行

先に見たように、輻射優勢期ではゆらぎは凍結している。次に物質優勢期でのゆらぎの進化を
見る。移行期 aeqにハッブル半径を横切る波長 keq := aeqH(aeq)を定義すると、物質優勢期にホ
ライゾンに入ってくる波長は k ≤ keq と書ける。
そこで物質優勢期にホライゾンに入るゆらぎ k ≤ keq(CMBに効く)と物質優勢期までにホ

ライゾンに入るゆらぎ k ≥ keq(宇宙の大規模構造を決定)に区別して次章以降で解析していく。
ちなみに、keq = 0.073Ω(0)

(m)h
2Mpc−1であり 100Mpcのオーダーである。現在の周波数に直

すと feq ∼ 1.6× 10−13Hzである。

8.7 物質優勢期のゆらぎの凍結

物質優勢期にホライゾンに入るゆらぎ k ≤ keq はやはり凍結していることを見る。ただし輻射
優勢期から物質優勢期への移行でゆらぎのスペクトルが変わることに注意。先の議論の拡張と
いう面もある。
まず輻射優勢期での解析 Eq(245)において、非相対論的物質を取り入れて

δ′(b)k = −3Φ′
k , δ′(C)k = −3Φ′

k ,

Θ′
(0)k = −Φ′

k , ,N ′
(0)k = −Φ′

k ,

3aH
(
Φ′
k − aHΨk

)
= 4πGa2 (ρ(m)δ(m)k + 4ρ(γ)Θ(0)k + 4ρ(ν)N(0)k) (258)

最後の式について、断熱条件を課して δ(m)k = δ(b)k = 3Θ(0)k = 3N(0)k で書き換える。無次元量
y := a

aeq
=

ρ(m)

ρ(r)
を導入してフリードマン方程式 3a2H2 = 8πGa2ρ(γ) (y + 1)により

y
dΦ

dy
−Ψ =

3y + 4

6 (y + 1)
δ(m)k (259)

20重力ポテンシャル Φ以外が減衰するとは言っていない。例えば光の温度分布はバリオン音響振動で揺らぎの成
長が起こる。
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となる。ニュートリノの非等方ストレスを無視して Eq(243)よりΨk = −Φkを代入して yで微
分して (先に yで微分すれば断熱条件に依存しないで結果が得られる。)

d2Φ

dy2
+

21y2 + 54y + 32

2y (y + 1) (3y + 4)

dΦ

dy
+

(
1

y (y + 1) (3y + 4)

)
Φ = 0 (260)

となる。この解は Φ(y) = C1

√
y+1
y3

+ C2

(
9y3+2y2−8y−16

y3

)
である。

先に見たように輻射優勢機では Φが凍結していたため、y = 0での初期条件として Φ =
Φ(0), dΦdy = 0を取ると

Φk(y) = Φk(0)
9y3 + 2y2 − 8y − 16 + 16

√
y + 1

10y3
(261)

となる。この解から物質優勢期への移行期では、Φは複雑な y依存性を持つが、y → ∞では
Φk(y) → 9

10Φk(0)と凍結する。

8.8 物質優勢期での短波長ゆらぎの増大

長波長ゆらぎに対しては凍結が言えたので、短波長ゆらぎ k ≫ aH の傾向を考える。輻射優勢
期とは異なり、集積効果でゆらぎが増大することに注意。バリオンゆらぎの方程式 Eq(239)に
おいて電子の個数が十分少ないとしてその式は CDMのゆらぎ Eq(242)と同じ形に書ける。

δ′
(m)k − k2v(m)k + 3Φ′

k = 0 ,

v′
(m)k + aHv(m)k +Ψk = 0 (262)

となる。ここで η微分をN = ln a微分に直して、vmを消去してNで微分すると

d2δ(m)k

dN2
+

(
2 +

Ḣ

H2

)
dδ(m)k

dN
+

(
k

aH

)2

Φ = −3

[
d2Φk
dN2

(
2 +

Ḣ

H2

)
dΦk
dN

]
(263)

となる。ここに Eq(243)の最初の式で k ≫ aH を課したもの(
k

aH

)2

Φ ≃ 3

2
Ω(m)δ(m)k , Ω(m) =

8πGρ(m)

3H2
(264)

と、ニュートリノの非等方ストレスを無視して Eq(243)の三式目よりΨk = −Φkを代入して

d2δ(m)k

dN2
+

(
2 +

Ḣ

H2

)
dδ(m)k

dN
− 3

2
Ω(m)δ(m)k = 0 (265)

となる。物質優勢期では Ḣ
H2 = −3

2 (1 + w) ∼ −3
2(wは状態方程式)Ω(m) ∼ 1である。この近似の

もとで解は δ(m)k = eN , e−3N/2となる。成長解を取ると、δ(m)k ∝ a ∝ t2/3となる。
またこの解を Eq(264)に代入すると Φ = constが得られる。よって短波長側でも重力ポテ

ンシャル Φは凍結している。
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8.9 重力ポテンシャルΦの時間発展

以上の考察から重力ポテンシャルΦに対して、長波長 k ≪ aHでは輻射・物質優勢期で凍結し、
移行期に 9/10になること、短波長 k ≫ aH は輻射優勢期で減衰し物質優勢期では凍結するこ
とがわかった。つまり輻射優勢期には波長 kが小さいほど減衰するという傾向がある。さらに
後期にはダークエネルギー優勢期となり波長にあまり依存しない形で一様に重力ポテンシャル
Φが減衰することが知られている。この重力ポテンシャル傾向をシュミレーションから計算し、
近似的な関数で表したい。
輻射の高次項を無視して、δsi(m)kに寄与するのがCDMだけであるという近似を行う。イ

ンフレーション以降の重力ポテンシャルΦの時間的変化を一般的に取り扱うためには、フリー
ドマン方程式 Eq(6)に基づく連続方程式

dΩr
dN

= − (1 + 3ΩΛ − Ωr)Ωr ,

dΩΛ

dN
= (3− 3ΩΛ +Ωr)ΩΛ ,

daH

dN
= −1

2
(1− 3ΩΛ +Ωr) aH (266)

及び、Eq(243)で先に書いた近似のもとで ρrΘ(0)kを消去すると

d2Φ

dN2
+

(
4 +

1

aH

daH

dN

)
dΦ

dN
+

√
2 +

2

aH

daH

dN
+

1

3

k

aH

2

Φ− 1

2
Ω(m)δ(m)k = 0 (267)

そこでこれらを Eq(242)と連立して計算すれば良い。
初期条件は断熱的 δ(m)k(0) =

3
2Φk(0), v(C)k =

1
2aHΦ(0)を取る。

以上の計算から輻射優勢期の減衰とダークエネルギーの効果を数値的に見積もることがで
きる。
まず輻射優勢期の減衰を評価する関数 T(k)を、物質優勢期のある時刻での波数 kのゆらぎ

Φk（物質優勢期ではゆらぎは凍結するのでどの時刻を選んでも良い）とその時の長波長でのゆ
らぎ Φ(LS)

k （長波長側のゆらぎはどの kでも輻射優勢期での値の 9/10で一定）の比を

T(k) :=
Φk
Φ(LS)

k

(268)

と定める。この比を BBKS遷移関数と呼び、シュミレーションから多項式と logによる関数形
が知られている。
次にダークエネルギーの効果を評価する関数D(a)を、物質優勢期で凍りついていたゆらぎ

Φk(am)が別の時刻で減少して Φk(a)になったとして、

D(a) = a
Φk(a)

Φk(am)
(269)

とする。傾向として左辺は波長 kに依存しなくなる。
以上を組み合わせると、物質優勢期以降の重力ポテンシャルの表式は

Φk(a) = Φ(LS)

k (am)T(k)
D(a)

a
(270)

となる。
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8.10 曲率揺らぎRの凍結

一般的な議論 Chapter.(9)からインフレーション期に凍結していたホライゾン外の曲率揺らぎ
Rkは適当な条件のもとで、移行期も含めて輻射・物質優勢期でも凍結する。
ここまでに導いたΦの表式がRkの凍結と無矛盾であることは次のようにわかる。輻射・物

質期の移行でホライズン外の揺らぎが Φ → 9
10Φと変化したが Eq(79)によりR = 3

2Φ(輻射優
勢),R = 5

3Φ(物質優勢)であることを考慮するとRk → Rkとして変化しない。

8.11 曲率揺らぎRと重力ポテンシャルΦの関係

Chapter.(8.10)を用いるとホライゾン外のインフレーションの曲率ゆらぎRと現在の重力ポテ
ンシャルのパワースペクトルを直接結びつけることができる。摂動によるゆらぎでは適当な条
件のもとでEq(79)が成立する。特に物質優勢期のw=0ではRk(a) =

5
3Φ

(LS)

k (a)が成立する。イン
フレーションで生成されたRはずっと凍結しているため左辺はインフレーション期の揺らぎの
パワースペクトル Eq(131)と結びつけることが可能。そこで Eq(131)の後で定義したスペクト
ル指数を用いて、波数 k0周りで展開した現在の重力ポテンシャルのパワースペクトルは

Pϕk(a0) =
18π2

25

PR(k0)

kns−1
0

kns−4T 2
(k)D2

(a0) (271)

となる。

8.12 バリオン音響ゆらぎ

晴れ上がり前の輻射優勢期の短波長側で強結合近似 τ ≫ 1を採用しΘ(0)k,Θ(1)kのみ考慮して温度
揺らぎのスペクトルを解析する。ホライゾンの外側の揺らぎは凍結しているので内側の揺らぎ
k > aH を考える。
光子バリオン系の音速は、δρと δP を和として取り扱うことで

c2s =
1

3 (1 +Rs)
, Rs :=

3ρb
4ργ

(272)

ただし Eq(182)から光子の揺らぎについても δργ = 1
3δPγ が成立すること、断熱揺らぎの条件

から δρ(γ)/ρ(γ) =
4
3δρ(b)/ρ(b)を用いた。このRsは輻射優勢期であることから小さいことに注意。物

理的な意味は、バリオンとの結合により音速が遅くなることがわかる。
いまからΘ(0)についての微分方程式を作る。これを用いて Eq(239)を書き直すと

vb − vγ =
Rs
τ ′
(
v′b + aHvb +Φ

)
(273)

となる。強結合近似では右辺が 0に近いので最低次近似で vb ≃ vγ = −3
Θ(1)

k となる。これを逐
次的に取り扱って

vb ≃ −3

k

[
Θ(1) +

Rs
τ ′

(
Θ′

(1) + aHΘ(1) −
k

3
Φ

)]
+O( 1

τ2

)
(274)

となる。これに、Eq(213)の１、２式目でΘ(2)を無視したもの

Θ′
(1) −

k

3
(Θ(0) + Ψ) ≃ τ ′

(
Θ(1) +

1

3
kvb

)
,

Θ(1) = −
(
Θ′

(0) + Φ′

k

)
(275)
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を代入してΘ(1), vbを消去して (Θ′
(1)は残す)

Θ′
(1) =

1

k

[
c2sk

2Θ(0) + 3aHc2sRs
(
Θ′

(0) + Φ′)+ k2

3
Ψ

]
(276)

となる。Eq(213)の１式目を ηで微分したものに代入してΘ′
(1)を消去して(

d2

dη2
+ 3aHc2sRs

d

dη
+ k2c2s

)
(Θ(0) + Φ) = k2

(
c− s2Φ− 1

3
Ψ

)
(277)

となる。この左辺２項目は条件Rs ≪
(
k
aH

)2
の下では無視できる。さらに音速を c2s ∼ 1

3 で近似
して (

d2

dη2
+ k2c2s

)
(Θ(0) + Φ) ≃ k2

3
(Φ−Ψ) (278)

となる。
これをΘ(0) +Φについて解く。これは右辺を関数と見なすと特解と同次解の線形結合で表さ

れる。一般解は

Θ(0)(η) + Φ(η) = c1 sin(krs(η)) + c2 cos(krs(η)) +
k2

3

∫ η

0
dη̃ (Φ(η̃)−Ψ(η̃))

f1(η̃)f2(η)− f1(η)f2(η̃)

f1(η̃)f ′2(η̃)− f ′1(η̃)f2(η̃)
,

rs(η) :=

∫ η

0
dη̃cs(η̃) (279)

である。rs(η)は音速地平線の共動的大きさである。この表式で 1,2項目は音の伝搬に対応する
振動でありバリオン音響振動である。３項目は音の振動に対する重力揺らぎの寄与である。初
期条件として十分過去では揺らぎが凍り付いていたという条件 (Θ(0)(η) + Φ(η))′ = 0(η → 0)を課
すと

Θ(0)(η) + Φ(η) = (Θ(0)(0) + Φ(0)) cos(krs(η)) +
k2

3

∫ η

0
dη̃ (Φ(η̃)−Ψ(η̃)) sin(krs(η)− krs(η̃)) (280)

が得られる。
以上により宇宙の晴れ上がり (η = η∗)以前で有効な揺らぎの表式が得られた。Φ(η)は長波長

側では凍結し、短波長側では減衰する。それを踏まえると、この表式の左辺の k依存性はΘ(0)(η)

から主要に来ており、右辺はΘ(0)の k依存性を表す。kηが小さいと Eq(280)の二項目は無視で
きる。そこから晴れ上がりでの揺らぎΘ(0)(η

∗) + Φ(η∗)が krs(η∗) = nπでピークを持つことがわか
る。これをバリオン音響振動ピークという。
バリオン音響振動ピークがどの l に効いてくるか調べたい。n=1で λ = π

k = rs(η∗)がそ
のままバリオン音響振動の共動長さスケールであるが、これは晴れ上がり時の音速地平線と同
義である。共動角径距離 DA(η

∗)を用いると、時間 η∗ にある共動長さ rs(η∗)は現在の見込み角
θA = rs(η∗)/DA(η

∗)で見える。ただし

DA(η) =
c

a0

∫ z(η) dz̃

H(z̃)
= −c

∫ t

t0

dt̃

a
(
t̃
) = c (η0 − η) (281)

である。晴れ上がりなどでは、η0 ≫ ηとなる。共動波数 kに対応する lは lA = π
θA

= π
DA(η

∗)
rs(η∗)

=

k (η0 − η) ∼ kη0となる。
この lAはHの進化や高次項の影響で動く。これのズレを決める因子をCMBシフトパラメー

タと呼び観測量である。高次の効果として Eq(275)を用いると１次に関してはすぐ出るが、こ
れは 0次と異なる位相の振動を与えるため、lAがずれることがわかる。
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8.13 シルク減衰

引き続き、晴れ上がり前の音響振動を扱う。特に先に落としていた高次揺らぎ Θ(2)を取り込む
と小スケール k ≫ aH の側で光子の拡散に伴うシルク減衰（揺らぎの平滑化）が起こる。
パラメータ ϵc := − 1

τ ′ = (neσTa)
−1は光のトムソン散乱下の平均自由行程 lγ = (neσT )

−1を
共動的に直したものになっている。強結合領域でこれは小さな値 ϵc ≪ 1となる。

Chapter.(8.5)により短波長側では晴れ上がり前後で Φは減衰しており今回は 0と見なす。
Eq(243)よりニュートリノの非等方ストレスを無視して Ψk = −Φk を用いる。また 0次近似
で aHvb ≪ v′b である。これは v(γ) ∼ v(b) を仮定して Eq(275),Eq(280) から v′γ を評価すると
aHvb/v

′
b ∼

aH
csk
となり k ≫ aH の元では無視できるからである。

以上の近似をふまえて Eq(220)と Eq(239)から

vγ ≃
3δ′γ
4k2

, vb ≃
δ′b
k2

,

vb − vγ ≃ ϵc

(
v′γ +

δγ
4

− 2Θ(2)

)
≃ −ϵcRsv′b (282)

となる。次に Eq(213)からΘ(3)を無視して

Θ(2)(k, η) = −10

9
ϵc

[
Θ′

(2)(k, η) +
2k

15
v(γ)

]
(283)

以上の４式Eq(282),Eq(283)から ϵc, vbについての 1次までの δ(γ)の方程式を求める。Eq(282)
の最後の式に他の式を代入していく。その前に、先に ϵcの 1次まで他の量も求めておく。ϵcの
0次で

vb = vγ , Θ(2)(k, η) = 0 (284)

となる。次に ϵcの 1次で

vb =
3δ′γ
4k2

+
Rsδγ

4 (1 +Rs)
ϵc ,

Θ(2)(k, η) = − 4

27
k2vγϵc (285)

となる。つまり摂動の１次でバリオンは光子流体からズレて光の非等方ストレスが生まれる。
以上を Eq(282)の最後の式に入れることで

δ′′(γ) + ϵcf(η)δ
′
(γ) + c2sk

2δ(γ) = 0 , f(η) :=
k2

3 (1 +Rs)

(
8

9
+

R2
s

1 +Rs

)
(286)

が得られる。ここで Ṙs, ϵ̇cは十分小さいとして無視した。揺らぎの減衰が ϵcから生じてくるこ
とがわかる。
これを解くと

δ(γ) ∝ e
− k2

k2
D exp

(
±
∫ η

0
ω(η̃)dη̃

)
,

ω(η)2 := c2sk
2 − f2

4
− f ′

2
,

k−2
D :=

∫ η

0
dη̃

1

6 (1 +Rs)neσ(T )a(η̃)

(
8

9
+

R2
s

1 +Rs

)
(287)

となる。この kDによる expの減衰をシルク減衰という。
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8.14 大スケールのCl(l ≤ 20)

Cl(l ≤ 20)の解析において SW効果が出てくることを調べる。Eq(227)において、大スケール
では揺らぎはほとんど凍結しており、また Eq(249)から Θ(1)k ≪ Ψk である。また今回は ISW
効果を無視する。初項の η∗での揺らぎの大きさの評価は Eq(280)を用いて晴れ上がり η = η∗
で行う。晴れ上がりの時刻は zrec ∼ 1300程度であり、それ以降は物質優勢期となりスケールは
a(t) = a0

(
t
t0

)p
,(p = 2/3)で変化する。それを踏まえて (l ≤ 20)の観測に対応する波長 kがホラ

イズンの外にあるかどうか評価すると

zrec =

(
t0
t∗

)p
− 1 ∼ 1300 ,

a(t∗)H(t∗) = ȧ = a0

(
t∗
t0

)p p
t∗

,

k ∼ 20

η0 − η∗
,

η0 − η∗ =

∫ t0

t∗

dft

a(t)
∼ t0
a0 (1− p)

,

k

aH
=

20

t0
a0(1−p)a0

(
t∗
t0

)p
p
t∗

=
1− p

p
20 (1300)

− 1−p
p ∼ 0.55 , (l = 20, q =

2

3
) (288)

であり k
aH < 1と評価できる。そこから Cl(l ≤ 20)のゆらぎは晴れ上がりのときにはまだ凍結

していたと考えて良い。
すると Chapter.(8.2)の結果が使えて、更に晴れ上がりは物質優勢期なので Eq(243)より

ニュートリノの非等方ストレスを無視してΨk = −Φkを用いると

Θ(0)k(η∗) + Ψ(η∗) ≃ −1

3
Φ(η∗) (289)

となる。冗長になるが現在でのΦのパワースペクトルは Eq(271)で求めたため、それと結びつ
けるために物質・DE優勢移行の減少関数D(a)を用いて Φ(η∗) = Φ(η0)

a
D(a0)

と書き直す。そこか

ら SW効果に起因する現在のΘ(l)が

ΘSW
(l) = − a0

3D(a0)
Φ(η0)jl(kη0) (290)

と評価できる。（η0 ≫ η∗を用いた）
以上から Eq(234)にここまでの計算を代入すると次のように書ける。

CSW(l) =
4π

25

PR(k0)

kns−1
0

∫ ∞

0
kns−2T 2

(k)j2l(kη0) (291)

長波長では輻射優勢期での減衰関数を T(k) ∼ 1として無視できることを利用して積分を実
行すると

CSW(l) =
π3/2

25

PR(k0)

(k0η0)
ns−1

Γ
(
3−ns
2

)
Γ
(
2l+ns−1

2

)
Γ
(
4−ns
2

)
Γ
(
2l+5−ns

2

) → 2π

25l (l + 1)
PR(k0) , (ns → 1) (292)

となる。ポイントは SW効果が主要な大スケールでは、lの値に依らずに l (l + 1)CSW(l) が一定
となることである。この値は直接重力揺らぎのスペクトル PR(k0)に結びつくため、観測値から
スペクトルの振幅への制限 PR(k0) ∼ 2 × 10−9 が付く。これによりインフレーションのエネル
ギースケールに制限をつけることもできる。
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8.15 小スケールのCl(l ≫ 1)

Eq(227)に対して小スケールへの寄与を考える。まず１、２項目の η∗での初期値はバリオン音
響振動の解 Eq(280)で η = η∗と置いたものを用いる。
３項目は ISW 効果である。特に早期 ISW 効果は定性的には次のように考える。効果は

η = η∗ → η0での重力ポテンシャルの変化幅に依存する。ところが短波長のゆらぎほど輻射優
勢期に既に減衰しており、時間幅 η = η∗ → η0での変化量は少ない。Chapter.(8.9)について真
面目に微分方程式を解くと、短波長では値の減衰が z ∼ 104で起こるのに対して、長波長では
値の変化 ψ → 9

10ϕが z ∼ 1000程度から起こっており、早期 ISW効果に効いてくる。つまり
早期 ISW効果は長波長 (l ≤ 300程度)に効く効果である。より具体的には jl(x)は大きな lでは
x ∼ l付近でピークを持つ。そこで早期 ISW効果の主要な寄与は l ∼ kη0 ∼ k

a0H0
で効く。

8.16 宇宙パラメータへの制限

バリオン量Ω(0)

(b)h
2に対する制限を考える。バリオン音響振動のピークを考えるときに、Eq(280)

を用いた。この二項目の積分について η → η∗までの重力ポテンシャルの時間変化を無視して
積分すると Ψ(0)−Ψ0√

3cs
[1− cos(krs(η∗))]となりバリオン音速、ひいては Eq(272)よりバリオン密度

に依存する。Eq(280)の二乗が強度に寄与するのでバリオン音響振動のピークは初項のピーク
krs(η∗) = nπで決まっていたが、先に考えた二項目は nが偶数のときは 0,奇数のときは有限の
寄与をする。そのため、奇数番目のピークのみバリオン密度に依存する。それにより Ω(0)

(b)h
2に

対する制限が付く。
次に Ω(0)

(DE),h,Ω
(0)

(K)の内、２つを固定して１つを動かした場合の効果を見る。
Ω(0)

(DE),Ω
(0)

(K)を固定した場合の hに対する制限を考える。特に Ω(0)

(m)h
2を通してどのように効く

か考える。輻射・物質優勢期への移行 zeqはΩ(0)

(m)/Ω
(0)

(r)に依存するが、Ω(0)

(r)h
2のまとまりでのみ値

が分かっている。つまり zeqはΩ(0)

(m)h
2で hに依存し、hが増えると輻射優勢期は短くなり、その

分重力ポテンシャルの減衰は宇宙の晴れ上がりよりも早く起きる。そのため早期 ISW効果が弱
まり、ピークの強度が変化する。またEq(15)を見るとH0 ∝ hより hが大きくなるとH(z)は一
律に大きく評価される。これにより晴れ上がり後の共動角径距離DA(z∗) =

∫ z∗
0

dz
H(z)
が小さくな

り、CMBスペクトル全体が lが小さい方にズレる。
次に Ω(0)

(DE),hを固定して Ω(0)

(K)を大きくすると、まず後期宇宙でのDA(z∗) =
∫ z∗
0

dz
H(z)
が大きく

なりCMBスペクトル全体が lが大きい方にズレる。また後期 ISW効果により大スケールの振
幅に効果を持つ。
次に Ω(0)

(K),hを固定して Ω(0)

(DE)を動かすと、まず後期宇宙でのDA(z∗) =
∫ z∗
0

dz
H(z)
が小さくなり

CMBスペクトル全体が lが小さい方にズレる。

9 長波長モードの凍結について

Chapter.(8)では具体的に場の方程式を計算することで長波長揺らぎの凍結を示した。以下で
は、Weinberg[2]の議論を用いて長波長モードの揺らぎの凍結について一般的な議論を行う。ゆ
らぎの凍結を示すために、長波長 k → 0解を構成してそれが実際に凍結することを見る。
以下では一般的な宇宙の構成要素として完全流体の揺らぎΨ, Φ, hij , δρ, δq, Π, Πij を考

える。また物質場として添字 iで区別される複数成分があっても本質的な議論に変化は無い。
これらの構成要素を含む場合の重力の支配方程式はChapter.(3.11)より次のように書ける。

• スカラー摂動
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(0,0), (0,i)成分から

3aH
(
ψ′ − aHA

)
−
(
∇2 + 3K

)
ψ + aH∇2σ = 4πGa2δρ ,

ψ′ − aHA−Kσ = 4πGaδq ,

σ := E′ −B (293)

(i, j)成分 (i ̸= j)から

Ψ+Φ = −8πGa2Π (294)

(i,i)成分の traceを取って

ψ′′ + 2aHψ′ −Kψ − aHA′ −
(
a2H2 + 2 (aH)′

)
A = −4πGa2

(
δP +

2

3
∇2Π

)
(295)

ただし注意が必要な点として、スカラー摂動が (i,0)や (i,j)の添字に結合する場合は微小
でないベクトル量、つまり ∂iと結合している必要があるということである。そのため長
波長極限 k → 0では式 3aH (ψ′ − aHA)−

(
∇2 + 3K

)
ψ + aH∇2σ = 4πGa2δρのみが成

立し、他の方程式は課されない。

また連続方程式 Tµν;µ = 0を用いると、流体の摂動 δρ, δqに拘束条件が付き、

δρ′ + 3aH (δρ+ δP ) = − (ρ+ P )
[
3ψ′ +∇2v

]
,

δq′ + 3aHδq = −aδP − 2

3
a
(
∇2 + 3H

)
Π− (ρ+ P ) aΨ (296)

が課される。k → 0では 1式目のみ有効である。

• テンソル摂動 (
hij
)′′

+ 2aH
(
hij
)′
+
(
2K −∇2

)
hij = 16πGπ(T )i

j a2 (297)

ベクトルゆらぎについては減衰が激しく観測が難しいことから今回は考えない。

9.1 メトリックのゲージ変換の読み替え

以前の議論 Eq(26)ではゲージ変換は１次で

η̃ = η + ξ0,

x̃i = xi + ξ;i + ζi,
(
ζi;i = 0

)
(298)

のように定義していたが、以降では t→ t+ ϵ0を用いる。ξ0と ϵ0の関係は∆t = ϵ0,∆η = ξ0と
書けることに注意すると ξ0 = ∆η = ∆t

a = ϵ0

a で与えられる。
以上の読み替えを用いて、ゲージ変換を書き直す。

ds2 = a(η)2
[
− (1 + 2A) dη2 + 2 (B;i − Si) dηdx

i + [(1 + 2ψ) γij + 2E;ij + 2Fj;i + hij ] dx
idxj

]
(299)

に対するゲージ変換は

Ã = A− ξ0
a′

a
− ξ0′ , B̃ = B + ξ0 − ξ′ , ψ̃ = ψ − ξ0

a′

a
, Ẽ = E − ξ,

F̃i = Fi − ζi , S̃i = Si + ζ ′i ,

h̃ij = hij (300)
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から次のように書き直され、

Ã = A− ϵ0

a

a′

a
−
(
ϵ0

a

)′
= A− ϵ̇0 , B̃ = B +

ϵ0

a
− aξ̇ , ψ̃ = ψ − ϵ0

a
ȧ , Ẽ = E − ξ,

F̃i = Fi − ζi , S̃i = Si + ζ ′i ,

h̃ij = hij (301)

となる。
ニュートンゲージではスカラー部分にゲージ条件

0 = B̃ = B +
ϵ0

a
− aξ̇ , 0 = Ẽ = E − ξ (302)

が掛かる。またベクトル部分は Fi = 0が掛かる。

9.2 スカラー量のゲージ変換

以降の議論で使うので Chapter.(3.6)を再掲する。
基底量で微小でないスカラー量 sのゲージ変換を、１次近似の範囲内でその摂動のズレ δsに

押し付ける、という定式化を今回は採用している。まず sはスカラー量であり、時間のみに依存す
る。摂動と基底での量を合わせたものに関してはスカラーの性質 f̃(b)(x̃µ)+ δ̃f(x̃µ) = f(b)(xµ)+δf(xµ)
が成立する。よって無限小ゲージ変換 Eq(298)の下で次の様に変換する。

s̃(x̃µ) + δ̃s(x̃µ) = s(xµ) + δs(xµ) ,

δ̃s = δs(xµ) + s(xµ)− s̃(x̃µ)

= δs(xµ) + s(x̃µ)− ξµ
∂s

∂x̃µ
− s̃(x̃µ)

= δs(x̃µ)− ξµ
∂s

∂x̃µ
= δs(x̃µ)− ξ0ṡ (303)

最後の変形では、基底量がゲージ不変であるという仮定 f̃(b)(xµ) = f(b)(xµ)を用いた。
また速度ベクトルのゲージ変換は、本来は時間成分の変換と合わせて考えるべきだが、定義

に戻って簡単に導く方法がある。ゲージ変換の定義を ηで微分すると、

x̃i′ = xi′ + ξ;i
′
+ ζi

′
(304)

となる。よって定義

−dτ2 := gµνdx
µdxν ,

uµ :=
dxµ

dτ
= a−1

(
1−A,

dxi
dη

)
=: a−1

(
1−A, v;i + vi

)
, (vi;i = 0) ,

uµ := uνgµν = a (−1−A, v;i + vi +B;i − Si) (305)

より次が成立する。

ṽ = v + ξ′ , ṽi = vi +
(
ζi
)′

(306)

以後の解析ではスカラー成分 vのみ使っていく。
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9.3 ゲージ固定の不定性

ゲージ固定 Eq(3.10)から得られるメトリックは一意的だが、同じメトリックが異なるゲージ固
定条件を持ちうる。その理由は、メトリック、アインシュタイン方程式の分解Eq(3.1)には不定
性が残るためである。逆にこの不定性を利用して、同じ物理状況を異なる計算で調べることが
できる。
簡単のために以下では共変微分を単なる微分で書く。21分解されたメトリック Eq(24)に対

して、微小量X, X̃ の差 δX が次を満たす時、X, X̃ はどちらも同じメトリックを持つことがわ
かる。

δB,i − δSi = 0 ,

2δijδψ + 2δE,ij + 2δFi;j + δhij = 0 ,

(δSi,i = δFi,i = δhii = δhij;i = 0 , δFj,i = δFi,j , δhij = δhji) (307)

同じメトリックに対して、ベクトル分解した微小量はこの条件を満たす範囲で不定性を持つ。
B,Siについては多様体上の調和関数 ϕ(HF )で書ける。

δB,ii = δSi,i = 0 ⇒ δB = ϕ(B)

(HF ) (308)

調和関数は境界条件に応じて様々な解が存在するが、以下では一例として次のような解を考える。

δB → a(B)

ijx
ixj + b(B)

i x
i + c(B) , δSi → 2a(B)

ijx
j + b(B)

i , (a(B)

ii = 0) (309)

また残りの空間部分の微小量には次の関係式が成立する。

δψ,i + δE,ijj = 0 , δFj,ii = δFi,ji = 0

⇒ δFj = ϕ(Fj)(HF ) → a(Fj)ik x
ixk + b(Fj)i x

i + c(Fj) , δψ + δE,jj = a(1) ,

(a(Fj)ik = a(Fi)jk , a(Fj)ii = a(Fj)jk = 0 , b(Fj),i = b(Fi),j , b(Fi),i = 0) (310)

さらに i = jとして

3δψ + δE,ii = 2δψ + a(1) = 0

⇒ δψ = −1

2
a(1) ,

δE =
3

2
∆−1a(1) + ϕ(E)

(HF ) →
3

2
a(1)

(
a(1)ijx

ixj

2a(1)ii
+ b(1)i x

i + c(1)

)
+ a(E)

ijx
ixj + b(E)

i x
i + c(E) ,

(a(1)ii ̸= 0 , a(E)

ii = 0) (311)

が成立する。更に

δhij = δija
(1) − 3

(
∆−1a(1)

)
,ij

− 2
(
ϕ(E)

(HF )

)
,ij

− 2ϕ(Fj)
(HF ),i

→ δija
(1) − 3

a(1)ij

a(1)ii
− 4a(E)

,ij − 2
(
2a(Fj)ik x

k + b(Fj)i

)
(312)

となる。
21今回は基底のメトリック (FRLWメトリック)が空間的には一様なため、微小量の１次ではこのような操作が可

能となる。
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以上から、ゲージ固定の不定性は空間微分に対して定数、もしくは線形に効くとわかる。通
常の揺らぎの計算では、定数部分は基底量に押し込み、また線形で効く部分は十分遠方では微
小量と言えないため、どちらも実質的に揺らぎとして扱うことはない。その意味で、不定性は
存在しないと言える。
しかし、この不定性は時間 tに依存しうる量であり、凍結した揺らぎ k ≪ aHの解析と密接

に関係する。

9.4 解の構成方法の方針

解の構成方法の方針を説明する。
今回の方程式系 Fl(δsa) = 0(Fl は場の方程式 Eq(293),Eq(296)などを指している。)では摂

動量 δsa(a = Ψ, · · · )が線形に入るので異なる解 δs(1)a(x) = fa(x)と δs(2)a(x) = ga(x)が構成できれば
その差 δs(3)a(x) = ga(x)− fa(x)も解になる。
ゲージ変換は一見して解の形を変えており、それを利用すると新しい解が作れそうに見え

る。しかしゲージ自由度は物理的ではないため、意味のある解は作れない。具体的に言うと sa(x)
をゲージ変換 xµ → x̃µ してその微小変化を δsa(x) → δs̃a(x)の形で取り込んだとする。このと
き、Fl(δsa(x)) = 0を満たす δsa(x)は別の座標系において自明に Fl(δs̃a(x)) = 0を満たす。それらの
差∆(δs(x)) := δs̃a(x) − δsa(x)は確かに Fl(∆ (δs(x))) = 0を満たし、元の方程式系の解となってい
る。この解からゲージ不変量Gを計算するとG(∆ (δs(x))) = G(δs̃a(x))−G(δsa(x)) = 0になる。この
意味でゲージ変換から作られる解は物理的な意味を持たない。
ただし先に見たようにベクトル、テンソルの分解での globalな（一様な）不定性が存在す

る。この不定性とゲージ変換を組み合わせることで新しい解を構成できる。もちろん、このよ
うに形式的に構成された解は一様解であり物理的な揺らぎとはいえない。問題は、この一様解
を拡張して、波数が 0でない物理的な解を構成できるか、という点である。

9.5 変換の構成

先の議論を踏まえて、ニュートンゲージでの解が与えられたとき、その方程式系 Fl(δsa) = 0を
変えないような解の変換を用いて、k → 0での揺らぎの非物理的な解が存在することを示し、
それが k ̸= 0での物理的な解へ延長できることを確認する。注意として、ベクトル、テンソル
の分解においては調和関数の自由度だけ不定性が残っている。
まずニュートンゲージでベクトル摂動を 0にして、k = 0でのメトリック

ds2 = a(η)2
[
− (1 + 2A(x)) dη2 + [(1 + 2ψ(x)) γij + hij(x)] dx

idxj
]

= − (1 + 2Ψ(x)) dt2 + a(η)2 [(1 + 2Φ(x)) γij + hij(x)] dx
idxj (313)

と他の物理量の揺らぎが、場の支配方程式Fl(δsa) = 0を満たしていると仮定する。このメトリッ
クと物理量の揺らぎ δsaに対してゲージ変換 xµ → xµ+ ϵµを施す。ただし ϵµ(t,x)の空間依存性
は変換後のメトリック成分が空間的な依存性を持たないように注意して決める。調和関数の不
定性を用いて、BとE,Fiを空間的に一様な量 ϵB(t),ϵE(t),ϵFi(t)だけシフトして無理矢理メトリッ
クをニュートンゲージに直す (δs̃a → δŝa)。この操作は本来の場の方程式 Fl(δs̃a) = 0に影響し
ないため、やはり δŝaも場の方程式を満たす解である。
上の操作を具体的に構成していく。まず、一般的な微小変換 xµ → xµ + ϵµ(t,x)に対してメ
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トリックの変換は (dη = adtに注意)

h00 := − (1 + 2A) ,

→ h̃00 := − (1 + 2A− 2ϵ̇0) ,

h0i := a (B;i − Si) ,

→ h̃0i := a

(
B;i − Si +

(ϵ0
a

− aξ̇
)
;i
−
(
+ζ ′i
))

= a
(
B;i − Si +

ϵ0;i
a

− aϵ̇i

)
,

hij := a2 (1 + 2ψ) γij + 2a2E;ij + 2a2Fj;i + a2hij ,

→ h̃ij := a2
(
1 + 2

(
ψ − ϵ0

a
ȧ

))
γij + 2a2E;ij + 2a2Fj;i − 2a2ϵj;i + a2hij (314)

となる。ただし変換前がニュートンゲージでベクトル成分を消去していたので

h00 := − (1 + 2A) ,

→ h̃00 := − (1 + 2A− 2ϵ̇0) ,

h0i := 0 ,

→ h̃0i := a
(ϵ0;i
a

− aϵ̇i

)
,

hij := a2 (1 + 2ψ) γij + a2hij ,

→ h̃ij := a2
(
1 + 2

(
ψ − ϵ0

a
ȧ

))
γij − 2a2ϵj;i + a2hij (315)

で十分。
ここで、h̃00の空間的一様性を課すと ϵ0 = ϵ(t)+χ(x)として空間成分と時間成分に分かれる。

次に、元のメトリックと同様に h̃0i = 0を課すと ϵ0;i
a − aϵ̇i = 0⇒ ϵi = fi(x) +

∫
dt

χ;i(x)
a2
となる。

このとき

∆(hij) := h̃ij − hij = −2γijaȧϵ0 − 2a2ϵj;i

= −2γijaȧ (ϵ(t) + χ(x))− 2a2fi;j(x) +

∫
dt
χ;ij(x)

a2
(316)

となるが、これの x依存性がなくなるためには χ(x) = constかつ fi;j(x) = constであること
が必要。ϵ0 = ϵ(t) + χ(x)で ϵ(t)に定数を取り込んでしまえば χ(x) = 0と出来る。一方、fi(x)は
fi(x) = ωijx

j +ωiが一般的な表示である。∆(hij) = ∆ (hji)より ωij = ωjiである。よって最終
的に

h̃00 := − (1 + 2A− 2ϵ̇) ,

h̃0i := 0 ,

h̃ij := a2
(
1 + 2

(
ψ −Hϵ− 1

3
γijωkk

))
γij − 2a2

(
ωij −

1

3
γijωkk

)
+ a2hij (317)

となる。通常のゲージ変換では、この表式から Eq(301)

Ã = A− ϵ̇ , B̃ = B +
ϵ0

a
, ψ̃ = ψ − ϵ

a
ȧ , Ẽ = E − ξ,

F̃i = Fi − ζi , S̃i = Si ,

h̃ij = hij ,

(ξ,i + ζi = ωijx
j + ωi) (318)
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を結論付ける。だがこれではニュートンゲージから変わってしまうため、調和関数の不定性を
用いて、trで除去できない部分をテンソルモードの変化に押し付ける。以上からゲージ変換と
調和関数の不定性を用いて、次の新しい一様解が構成できる。

∆(A) = −ϵ̇(t) , ∆(B) = 0 , ∆(ψ) = −Hϵ(t)− 1

3
ωkk , ∆(E) = 0,

∆(Fi) = 0 , ∆(Si) = 0 ,

∆(hij) = −2

(
ωij −

1

3
γijωkk

)
(319)

ただし ωij は空間・時間的な定数である。ここでニュートンゲージでの量をゲージ不変量で書
くと、

∆(Ψ) = −ϵ̇(t) , ∆(B) = 0 , ∆(Φ) = −Hϵ(t)− 1

3
ωkk , ∆(E) = 0,

∆(Fi) = 0 , ∆(Si) = 0 ,

∆(hij) = −2

(
ωij −

1

3
γijωkk

)
(320)

となる。
以上から一様解として、スカラーモード

Ψ = −ϵ̇(t) , Φ = −Hϵ(t)− 1

3
ωkk , δP = −Ṗ ϵ , δρ = −ρ̇ϵ , v = ϵ , π(s) = 0

(321)

とテンソルモード

hij = 2

(
ωij −

1

3
γijωkk

)
, π(T )

ij = 0 (322)

が得られた。ただし、最後のストレス項が 0になる理由は今回の変換による解の構成の枠組み
では２次の微小量になるからである。22

9.6 一様解の拡張

先に求めた解が場の方程式系を満たすか確認して、それを有限の kへ拡張していく。微分方程
式系を空間方向にフーリエ変換することで運動量 kは方程式系のパラメータとして解釈できる。
k = 0で成立する解が存在したときに、解が kについて連続的につながっているような場合には
k ̸= 0でも解が存在すると期待できる。ただし、方程式全体に kがかかっているときは、k = 0
では存在しなかった拘束条件が k ̸= 0で追加される。そのため、スカラーモードの支配方程式
Eq(293)の (i, j), (0, i)式が解を満たすか調べる必要がある。
テンソルモードは自明に拡張できる。まず定数解で k = 0なら、場の発展方程式 Eq(297)

は自明に成立する。次に hij(t,k), (k ̸= 0)を場の発展方程式 Eq(297)に代入して、曲率を無視
K = 0して (

hij
)′′

+ 2aH
(
hij
)′
+ k2hij = 16πGπ(T )i

j a2 (323)

22この仮定は具体的に Chapter.(11.12)などでは成立している。
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となる。この式は kをパラメーターと見なすと hij(t,k)の時間についての２階微分方程式であ
る。この方程式の解はグリーン関数を用いると一般的に解くことができる。その解が k → 0で
先の定数解に一致することは関数の連続性から要請される。
スカラーモードについて、一様解 Eq(321)が揺らぎの支配方程式の (0, i), (i, j)成分を満た

すかどうかを確認する。このときに、式全体に付いた kを除いた上で k → 0極限を取る。このよ
うにすることで k ̸= 0に連続的につながるような拘束条件を確かめることができる。(0, i), (i, i)
成分に一様解 Eq(321)を代入すれば自明に成立する。次に (i, j), (i ̸= j)成分は非自明な拘束を
与える。

Ψ+Φ = −8πGa2Π → 0 (324)

この条件に k = 0での解 Eq(321)を代入することで ϵに条件 ϵ̇ = −Hϵ+ ωkk
3 が掛かる。ところ

で、Eq(321)を見るとニュートンゲージでR := ψ + H
P+ρδq = ψ + aHv = −1

3ωkk は時間発展
しない量になっている。そこでこれを用いて ϵを解くと Tを適当な定数として

ϵ(t) =

{
− R
a(t)

∫ t
T a(t

′)dt′ , (R ̸= 0)

C1/a(t) , (R = 0)
(325)

と書ける。これを Eq(321)に代入するとR ̸= 0で

Ψ = Φ = R
(
1 +

H

a

∫ t

T
a(t′)dt′

)
,

δP

Ṗ
=
δρ

ρ̇
= −v = −ϵ = R

a(t)

∫ t

T
a(t′)dt′ (326)

またR = 0で

Ψ = Φ = −C1

a
,

δP

Ṗ
=
δρ

ρ̇
= −v = −ϵ = −C1

a
(327)

となり解が２つ決まる。以上で、２つの断熱的解の存在が示せ、かつこの場合には hij とRが
凍結する量であるとわかった。
現実の宇宙では多数のモードが存在するが、宇宙膨張の過程で上記の凍結モードだけ残り、

他の減衰モードは消えていくと考えられる。

9.7 一様解の別導出

微小変換 ϵµ = (ϵ0, ωijx
j +ωi)についてキリングベクトル方程式の導出を利用することでも、一

様解を構成できる。つまり座標変換とメトリックの変化の関係

∇µϵν +∇νϵµ = δgµν (328)

を用いて、右辺がニュートンゲージかつ空間に依存しないように条件を課して ϵνについて解く。
この手法でも先と同じ解が得られ、

∇µϵν +∇νϵµ =

(
−2ϵ̇0 0
0 2a2ωij + 2aȧϵ0δij

)
(329)

となる。ただし、ϵµ = gµνϵ
ν であり、また ϵµは一次の微小量として最低次で計算した。そのと

き、0次のクリストッフェル記号も寄与するが、0次のものは Γσ0i = δiσH,Γ
0
ij = δijaȧのみで

ある。
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9.8 波数依存性のユニバーサリティー

具体的なゆらぎの時間発展を考える前に、Horizon-crossing で凍結する物理量に対する一般的
な波数依存性の傾向を考えたい [2]。
物理量 Z(x, t)の量子化を考える。

Z(x, t) =:
∑
N

∫
d3qeiq·xbN,qzNq(t) + h.c. (330)

ここで bは生成消滅演算子とする。Nは Zの自由度に応じて変わる。このとき zNq(t) ∝ q−3/2

という依存性がインフレーションの重力揺らぎなどで観測されるがその理由を見る。
空間曲率が無視できる場合を考える。このような空間にはスケールがないので x → λx,

q → q/λというスケール変換に対して物理量 Zは不変であるべき。生成消滅演算子は交換関係
によりデルタ関数になるように規格化されている。よって b → λ3/2bで変換される。また積分
の測度の変換と組み合わせて考えると、残りの係数は zq → λ3/2zq で変換すべきである。つま
り zq/λ = λ3/2zq となり、zq ∝ q−3/2が期待される。
上の考察が成立する条件として、zqがスケール a(t)に直接依存しないことが必要である。そ

の理由は、スケール a(t)自体の変換性が、座標のスケール変換 x→ λxに対して物理的波長 xa(t)
が不変に保たれることを要求すると a(t) → λ−1a(t)となるからである。もし zqがスケール a(t)に
依存すると zq(a(t), t) = a(t)q−5/2のような形式も q−3/2と同じ依存性を満たしてしまう。
地平線の外側で凍り付く物理量は上の条件を満たすと考えられる。なぜなら地平線の外側に

いる間にも a(t)は増加するがそれにも関わらず凍結したままという点で a(t)への依存性は弱いと
考えられるからである。
インフレーション期には空間の曲率が引き延ばされ 0に近いので、空間曲率を無視できると

いう条件も成立する。以降で見るように、スケール不変からのズレはインフレーションの詳細
としてスペクトルインデックス nsに現れる。

Part III

B-mode偏光
インフレーションモデルを区別する上でTensor to Scalar Ratio ( r ) は有力な指標の１つであ
る。 Cosmic Microwave Background (CMB) を通して rを測定するためには重力波により生成
される B-mode偏光を測定する必要がある。B-mode偏光の生成メカニズムと将来的な検出感
度を reviewする。

Weinbergの Cosmology[2]からB-mode偏光をまとめる。メトリックはEq(313)を用いる。

10 偏光付きボルツマン方程式の構成

光は偏光を持つので偏光成分ごとに密度行列を定義することが必要。偏極ベクトル eiは次を満
たすように定義する。

gije
iej∗ = 1 , pie

i = 0 , ei := gije
j (331)

そして偏光は 2成分あるので偏光ベクトルは 2本の独立なベクトルで完全系が張れる。一般的
な方向への偏光ベクトルは ei(p) = a+e

i
+(p) + a−e

i
−(p)と書ける。
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偏光ベクトルの時間発展を考える。4元ベクトルにするため e0 = 0を t = 0で定義する。こ
の時、上の関係式はすべて４元内積になるが、式は変更されない。単純に光の軌道に沿って eµ(t)
を平行移動すると

deµ(t)

dt
= −Γµνλ(x(t))e

ν
(t)

dxλ(t)

dt
, (?) (332)

となるが、これだと e0 = 0が維持されない。そこで、光のゲージ変換の自由度を用いて、23次
の様に時間発展を考える。

deµ(t)

dt
= −Γµνλ(x(t))e

ν
(t)

dxλ(t)

dt
+ α(t)

dxµ(t)

dt

= −
[
Γµνλ(x(t))− Γ0

νλ(x(t))
dxµ(t)

dt

]
eν(t)

dxλ(t)

dt
,

α(t) = Γ0
νλ(x(t))e

ν
(t)

dxλ(t)

dt
(333)

ここでゲージ自由度は 0成分を消去するように決めた。
独立変数が (t, xi, pi)で書けるときには、上の式を

deµ(t)

dt
=
∂eµ(t)

∂t
+
∂eµ(t)

∂xi
dxi

dt
+
∂eµ(t)

∂pi

dpi
dt

(334)

と比較すると、

∂eµ(t)

∂pi
= 0 ,

∂eµ(t)

∂xλ
= −

[
Γµνλ(x(t))− Γ0

νλ(x(t))
dxµ(t)

dt

]
eν(t) (335)

となることに注意。

10.1 1次での表示

以降の計算で用いるかもしれないので今回のメトリックEq(313)でのクリストッフェル記号を1次
まで考える。メトリックのベクトル成分を無視g0i = 0しているのでΓiαβ = 1

2g
ij (gjα,β + gjβ,α − gαβ,j)

になる。よって

Γi00 = −1

2
gijg00,j = gijΨ,j ∼ γij

Ψ,j

a2
,

Γi0k =
1

2
gij (gj0,k + gjk,0 − g0k,j) =

1

2
gij
[
2
ȧ

a
gjk + a2 (2Ψ,0γjk + hjk,0)

]
∼ ȧ

a
δik +Ψ,0δ

i
k +

1

2
γijhjk,0 ,

Γikl =
1

2
gij (gjk,l + gjl,k − gkl,j) ∼

1

2
γij (2Φ,lγjk + hjk,l + 2Φ,kγjl + hjl,k − 2Φ,jγlk − hlk,j)

(336)

という近似形を持つ。注意点として、微小量に付随していても ∂
∂t と gij は交換しない。これは

FRLWメトリックのスケール aが時間微分に依存するからである。

23eµ と内積で掛かる量 Xµ はすべて wald-Idにより X · p = 0が課されるからこのような自由度が許される。こ
のような縦成分の除去は A0 成分と縦成分の打ち消しで理解できる。
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また Eq(176)にならって局所ローレンツ系での運動量 pを次のように導入する。

p0 :=

√
glmplpm
−g00

∼ p

a

(
1−Ψ− Φ− habγ

aiγbjpipj
2p2

)
,
(
p2 := pipjγ

ij
)

,

p0 =

√
glmplpm
−g00

∼ p

a

(
1 + Ψ− Φ− habγ

aiγbjpipj
2p2

)
(337)

10.2 偏光付きボルツマン方程式運動項

偏光付き密度行列を定義する。テンソル密度行列 f ij(x,p, t)は、向き eiの偏光を持つ光の密度行
列が e∗i ejf

ij(x,p, t)で書けるような行列として定義される。これは次のようにして構成できる。
運動量 piに対する密度行列を偏光の基底 eiA(A = ±)とその偏光成分の存在確率 PAを用いて

f ij(x,p, t) :=
∑
A

PAe
i
Ae

j∗
A (338)

で定義すると、向き ei = a+e
i
+ + a−e

i
−の光子の存在確率が

P := e∗i ejf
ij
(x,p, t)

=
(
a∗+e

∗
+i + a∗−e

∗
−i
)
(a+e+j + a−e−j)

∑
A

PAe
i
Ae

j∗
A

= P+ |a+|2 + P− |a−|2 (339)

となり、確かに偏光向きの存在確率を定義できている。
ボルツマン方程式の構成では運動量変化 dpµ

dτ を測地線方程式で処理した。ところが今回は偏
光添字 iも時間発展とともに混ざるため、その考慮も必要。スカラー揺らぎの場合の定義Eq(176)
では dxµ

dλ := Pµ → pµに変数変換したが、ここでは dxµ

dλ := pµという記号で定義する。存在確
率密度 PAは単なるスカラー関数であり、ニュートンゲージでのスカラー量のボルツマン方程
式 Eq(183)と同様な時間依存性を持ち、

dPA
dt

=
∂xλ

∂t

∂PA
∂xλ

+
∂pi
∂t

∂PA
∂pi

=
∂PA
∂t

+
pi

p0
∂PA
∂xi

+
a

2p

(
−2Ψ,i

p2

a2
+ gjl,ip

jpl
)
∂PA
∂pi

(340)

となる。ただし式変形には

d2xµ

d2λ
= −Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= −Γµαβp

αpβ

→ dpi

dt
=

dλ

dt

d2xi

d2λ
= − 1

p0
Γiαβp

αpβ

→ dpi
dt

=
dλ

dt
gij

dpj

dλ
+

dλ

dt
pj

dgij
dλ

= − 1

p0
gijΓ

j
αβp

αpβ + pjpαgij,α
1

p0

=
1

p0

[
pjpαgij,α − gij

gjl

2
(glα,β + glβ,α − gαβ,l) p

αpβ
]

=
1

2p0

(
g00,i

(
p0
)2

+ gjl,ip
jpl
)
=

a

2p

(
−2Ψ,i

p2

a2
+ gjl,ip

jpl
)

(341)

を用いた。測地線方程式は上添字、相対論的な運動量は下添字なのでその入れ替えの分で変更
が生じることに注意。
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この式を使って df ij(x,p, t)
dλ = d

dλ

∑
A PAe

i
Ae

j∗
A を計算しようとすると、偏光ベクトルの時間発

展Eq(333)の分だけ微分方程式が変化する。具体的にはEq(335)で見たように独立変数 (t, xi, pi)

の微分で ∂eµ(τ)
∂xλ

のみ 0でないことから、ボルツマン方程式の ∂f ij(x,p, t)
∂xλ

が PAとは異なる依存性
を持つ。代入すると

∂f ij

∂xλ
=
∂PA
∂xλ

eiAe
j∗
A + PA

∂eiA
∂xλ

ej∗A + PAe
i
A

∂ej∗A
∂xλ

=
∂PA
∂xλ

eiAe
j∗
A − PA

[
Γiνλ(x(t))− Γ0

νλ(x(t))
dxi(t)

dt

]
eνA(t)e

j∗
A − PAe

i
A

[
Γjνλ(x(t))− Γ0

νλ(x(t))
dxj(t)

dt

]
eν∗A (t)

=
∂PA
∂xλ

eiAe
j∗
A −

[
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

]
f lj −

[
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

]
f il (342)

という関係になる。
そこで Eq(340)に eiAe

j∗
A を掛けて、それに上の微分方程式の変換を導入すると、

df ij

dt
=
∂f ij

∂t
+
pk

p0
∂f ij

∂xk
+

a

2p

(
gjl,ip

jpl − 2Ψ,i
p2

a2

)
∂f ij

∂pk

+
pλ

p0

[(
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

)
f lj +

(
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

)
f il
]

(343)

となり、偏光付きボルツマン方程式の運動項が計算できた。

10.3 偏光付きボルツマン方程式衝突項

最初に電子が静止している場合の衝突項を計算し、次に電子に速度があるような場合に拡張する。
衝突により光子の運動量がp → qになったとする。電子が静止している場合には、me ≫ |q| , |p|
の下で |q| = |p|が成立する。そこで qの角度依存性に対する積分が必要になる。最初にミンコ
フスキー空間での衝突項を出して、あとでメトリックを導入して曲がった空間での項に直す。
まず散乱により運動量 pにあった光子が減少する量は、

Cij−(x,p, t) = −σTne(t)f ij(x,p, t) (344)

次に衝突で増える分を考える。静止電子による光の低エネルギー散乱において、運動量の小
さな極限での散乱確率の角度依存性は

∑
σ,σ′

∣∣∣∣ϵµi ϵν∗f (ūγµ i ( /k +m)

k2 −m2
γνu+ ūγν

i ( /k′ +m)

k′2 −m2
γµu

)∣∣∣∣2 ∝ (ϵi · ϵf )2 (345)

となることが知られている。(クライン-仁科の公式)よって最終的な散乱の偏光向きの結果はス
ピン偏光の積の２乗に比例する。
それを踏まえて、ある１光子が散乱により始状態 F ij(i) から終状態 F ij(f) に移る事を考える。１

光子なので F ii(i) = 1である。F ij := f ij/fkk で定義できる。今後大文字で書くときはこの規格
化を仮定する。始状態の各偏光成分 P i± が終状態の ei 向きに寄与する確率は、先の考察から
(e · e+)2 P+ + (e · e−)2 P− = eiejF ij(i) に比例する。これが終状態の光の密度行列 F ij(f) に比例する
はずである。よって終状態の密度行列には次の条件が掛かる。

eiejF ij(i) ∝ eiejF ij(f) , p̂iF
ij

(f) = 0 , F ii(f) = 1 (346)
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ただし p̂iは終状態の光子の運動量向きの単位ベクトルである。この条件を満たす行列を探す。
よく見るように方向 piに直交するためには

F ij(f) :=
(
δik − p̂ip̂k

) (
δil − p̂j p̂l

)
Skl (347)

とすると良い。ここで

eiejF
ij

(f) = eiejSij ∝ eiejF
ij

(i)

F ii(f) =
(
δik − p̂ip̂k

) (
δil − p̂ip̂l

)
Skl = Sii − p̂ip̂jS

ij (348)

となることから次の様に選ぶと条件が満たされるとわかる。

F ii(f) :=
(
1− papbF

ab
(i)

)−1 (
δik − p̂ip̂k

) (
δil − p̂ip̂l

)
F kl(i) (349)

以上より１光子の散乱での終状態がわかったので、光子の個数を掛けることで衝突項による増
加分として

Cij+(x,p, t) = ne

∫
dΩq

dσ

dΩp

(
1− papbF

ab
)−1 (

δik − p̂ip̂k
) (
δil − p̂ip̂l

)
fkl(x, q, t) (350)

が得られる。因子
(
2− 2pipjF

ij
)−1は F ij := f ij/fkkで定義される。

角度積分を遂行するにあたって、次の書き換えを行う。微分散乱断面積の終状態の角度 Ωp
依存性 Eq(345)について、

∑
f,A=± PA (ϵA(q) · ϵf(p))2 = fkk

(
1− p̂ip̂jF

ij
)
と書き直せることを

示す。ただし p̂iは終状態の光子の運動量向きの単位ベクトル、f ij(x, q, t) :=
∑

A PAe
i
Ae

j∗
A であ

る。次のように示す。終状態の運動量 p̂iを用いて３次元空間に基底を張ると {p̂, ϵf+, ϵf−}が取
れる。そこで完全性より

p̂ip̂j + ϵf+i ϵf+∗j + ϵf−i ϵf−∗j = δij (351)

が成立する。そこから、∑
f,A=±

PA (ϵA · ϵf )2 =
∑
A=±

PAϵA
iϵA

∗j (δij − p̂ip̂j) = fkk
(
1− p̂ip̂jF

ij
)

(352)

が示せた。
そこで dσ

dΩq
∝
(
1− p̂ip̂jF

ij
)
が言える。これの比例定数を求めるために

σT :=

∫
dΩp

d2σ

d2Ωp

= A

∫
dΩp

(
1− p̂ip̂jF

ij
(q)
)
= A

(
4π −

∫
dΩpp̂ip̂jF

ij

)
= A

(
4π − 4π

3
δijF

ij

)
= A

8π

3
,

dσ

dΩp
=

3σT
8π

(
1− p̂ip̂jF

ij
(q)
)

(353)

を考える。ただし積分
∫
dΩpp̂ip̂j は i ̸= jで奇関数の積分

0 =

∫
dp3e−σp

2
pipj =

(∫ ∞

0
dpp4e−σp

2

)(∫
dΩpp̂ip̂j

)
(354)
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に比例し 0になることと、i = jでは iを z向きに取って
∫
dΩp (p̂z)

2 = 2π
∫ 1
−1 d (cos θ) cos

2 θ =

2π 2
3 を用いた。以上を用いて Eq(350)の変形を続けると

Cij+(x,p, t) = ne

∫
dΩq

3σT
8π

(
1− p̂cp̂dF

cd
)(

1− papbF
ab
)−1 (

δik − p̂ip̂k
) (
δjl − p̂j p̂l

)
fkl(x, q, t)

= ne

∫
dΩq

3σT
8π

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)
fkl(x, q, t) (355)

となる。
以上の結果にメトリックを入れて一般相対論的に書くと、光子に対する衝突項として

Cij(x,p, t) = Cij−(x,p, t) + Cij+(x,p, t)

= −σTnef ij(x,p, t) +
3σTne
8π

(
δik −

gaipapk

−g00 (p0)2

)(
δjl −

gbjplpb

−g00 (p0)2

)
×
∫

d3q
√
g

g00 (p0)
2 f

kl
(x, q, t)δ(p0 − q0)

∣∣∣∣ q0(x, q, t):=√−gij(x, t)qiqj/g00

p0(x,p, t):=
√

−gij(x, t)pipj/g00

(356)

が得られる。(a, b = 1, 2, 3)

10.4 熱平衡での衝突項

熱平衡状態においては衝突項が 0になることを示す。またここから上の表式のゲージ不変性
を利用して、摂動があっても平衡状態に対して衝突項を無視できることが言える。Eq(344)と
Eq(355)に熱平衡での分布関数

f ij(x,p, t) =
1

2

(
gij − gikgjlpkpl

−g00 (p0(x,p, t))2

)
f(T(t), p) ,

f(T(t), p) =
1

(2π)3
1

exp
(

p
kT(t)

)
− 1

(357)

を代入すると、

Cij−(x,p, t) =− σTne(t)
1

2

(
gij − gikgjlpkpl

gabpapb

)
f(T(t), p) ,

Cij+(x,p, t) =ne

∫
dΩq

3σT
8π

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

) 1

2

(
gkl − gtkgslqtqs

gabqaqb

)
f(T(t), q)

= ne
3σT
8π

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

) 4π

3
gklf(T(t), q)

= ne
σT
2

(
gij − p̂ip̂j

)
f(T(t), q) (358)

として一致する。

10.5 ボルツマン方程式の表式の確認

確認として、偏光の自由度を無視した場合の衝突項

Cii(x,p, t) = −σTnefii(x,p, t) +
3σTne
8π

(δkl − p̂kp̂l)

∫
dΩqfkl(q) (359)
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と、以前求めた表式 Eq(197)とを比較する。衝突項

Cγ [f(p)] =
3σTne
16π

∫
d3p′

1

p′

[
1 +

(
n · n′)2] [f(p′)− f(p)]

×
[
δ(p− p′) + vb ·

(
p− p′) ∂

∂p′
δ(p− p′)

]
(360)

において [· · · ]の初項のデルタ関数の部分が今回考えている量である。今は電子速度を 0にしてい

るため二項目は今回無視する。無偏光の場合は f ij(x, q, t) := f
2

(
ei+e

j∗
+ + ei−e

j∗
−

)
= f

2 (δij − q̂iq̂j)

である。減少項−f(p)は積分
∫
dΩ
[
1 + (n · n′)2

]
= 16π

3 に注目すると一致するとわかる。
24増

加項 f(p′)の計算が少々面倒だが、

(δkl − p̂kq̂l) fkl(q) = (δkl − p̂kp̂l)
f

2
(δkl − q̂kq̂l)

=
f

2

(
3− 2 + (p̂ · q̂)2

)
,[

1 +
(
n · n′)2] = 1 + (p̂ · q̂)2 (361)

でありこれらの比較から一致がわかる。

10.6 光の微小摂動

運動項 Eq(343)と衝突項 Eq(356)からボルツマン方程式が得られる。ここで光の微小摂動を次
で定義する。

f ij(x,p, t) =
1

2

(
gij − gikgjlpkpl

−g00 (p0(x,p, t))2

)
f(T(t), p0(x,p, t)) + δf ij(x,p, t) ,

f(T(t), p0(x,p, t)) =
1

(2π)3
1

exp
(

p0
kT(t)

)
− 1

, (piδf
ij
(x,p, t) = 0) (362)

光については a(t)T(t) = constである。ただし非摂動部分が無偏光になるように定義した。
以上を踏まえて摂動の 1次でのボルツマン方程式を構成する。Eq(343),Eq(356)に Eq(362)

を代入して変形していく。まず
∑

A e
i
Ae

j
A = gij − pipj

pkpk
を念頭にEq(335)を利用した次の計算を

考える。[
∂

∂t
+
pk

p0
∂

∂xk
+

a

2p

(
gjl,ip

jpl − 2Ψ,i
p2

a2

)
∂

∂pi

]
eiAe

j
A

+
pλ

p0

[(
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

)
elAe

j
A +

(
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

)
eiAe

l
A

]
=
pλ

p0

[
∂eiA
∂xλ

+

(
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

)
elA

]
ejA +

pλ

p0

[
∂ejA
∂xλ

+

(
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

)
elA

]
eiA

=0 (363)

24光のエネルギー分だけ因子 1
p
がかかっているが、これはスカラーの場合での導出 [1]では、両辺を pで割った

ものをボルツマン方程式として扱っていたからである。
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この両辺に
∑

Aを掛けることで[
∂

∂t
+
pk

p0
∂

∂xk
+

a

2p

(
gjl,kp

jpl − 2Ψ,k
p2

a2

)
∂

∂pk

](
gij − pipj

psps

)
+
pλ

p0

[(
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

)(
glj − plpj

psps

)
+

(
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

)(
gil − pipl

psps

)]
= 0

(364)

が成立する。次に平衡状態の分布関数を変形していく。[
∂

∂t
+
pk

p0
∂

∂xk
+

a

2p

(
gjl,kp

jpl − 2Ψ,k
p2

a2

)
∂

∂pk

]
f(T(t), p0(x,p, t))

=
∂f(T(t), p0(x,p, t))

∂p0

[
kT(t)

∂ p0
kT(t)

∂t
+
pk

p0
∂p0
∂xk

+
a

2p

(
gjl,kp

jpl − 2Ψ,k
p2

a2

)
∂p0
∂pk

]

=
∂f(T(t), p0(x,p, t))

∂p0

1
a

∂ (ap0)

∂t
+
pk

p0

∂
√

glmplpm

−g00

∂xk
+

a

2p

(
gjl,kp

jpl − 2Ψ,k
p2

a2

) ∂
√

glmplpm

−g00

∂pk


(365)

ここで更にEq(337)を用いて変形する。注意点として、piは tと独立だが pi = gijpjは gijを通
じて t依存性があるということ。次のように空間微分は25

pk

p0

∂
√

glmplpm
−g00

∂xk
=

√
glmplpm
−g00

pk

p0

[
−1

2

g00,k
g00

+
1

2

glm,k plpm

glmplpm

]

=

√
glmplpm

−g00
pk

p0

[
Ψ,k −

1

2

(2Φ,kγlm + hlm,k) papbγ
alγbm

p2

]

=

√
glmplpm

−g00
apk

p

[
−Φ,k +Ψ,k −

hlm,kpapbγ
alγbm

2p2

]
(366)

であり、運動量微分は

a

2p

(
gjl,kp

jpl − 2Ψ,k
p2

a2

) ∂
√

glmplpm
−g00

∂pk

=

√
glmplpm
−g00

a

2p

(
(2γjlΦ,k + hjl,k) papbγ

ajγbl − 2Ψ,k
p2

a2

)
gkmpm
gabpapb

=

√
glmplpm
−g00

pk

ap

[
p2Φ,k − p2Ψ,k +

hjl,k
2
papbγ

ajγbl
]
a2

p2
(367)

となるが、これらは打ち消し合う。また時間微分については

1

a

∂ (ap0)

∂t
=

1

a

∂p
(
1 + Ψ− Φ− habγ

aiγbjpipj
2p2

)
∂t

= −p
a

(
ḣabγ

aiγbj
pipj
2p2

− Ψ̇ + Φ̇

)
(368)

25aの orderを見ることで添字の上付き、下付きの取り違いのミスをチェックできる。具体的には pi, x
i ∝ a0, pi ∝

a−2, xi ∝ a2, p0 ∝ a−1
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となる。
次に右辺の衝突項については Chapter.(10.4)での考察から、一様分布は衝突に寄与しない

ため、ゆらぎの部分のみ取り扱えば良いとわかる。同じことだが衝突項は基底部分が 0である
ため、微小量の一次が主要項になる、とも言える。Eq(356)では δf ij を含む因子が主要項とな
るため、それにかかる積分に入っているメトリックなどは基底量で考えれば十分である。以上
より光の状態密度のゆらぎに対するボルツマン方程式の運動項[

∂

∂t
+
pk

p0
∂

∂xk
+

a

2p

(
gjl,ip

jpl − 2Ψ,i
p2

a2

)
∂

∂pi

]
δf ij(x,p, t)

− ∂f

∂p0

p

a

(
ḣabγ

aiγbj
pipj
2p2

− Ψ̇ + Φ̇

)
1

2

(
gij − gikgjlpkpl

−g00 (p0(x,p, t))2

)
+
pλ

p0

[(
Γilλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxi(t)

dt

)
δf lj(x,p, t) +

(
Γjlλ(x(t))− Γ0

lλ(x(t))
dxj(t)

dt

)
δf il(x,p, t)

]
=

[
∂

∂t
+
pk

p0
∂

∂xk

]
δf ij(x,p, t)− ∂f

∂p0

p

2a3

(
ḣabp̂ap̂b − Ψ̇ + Φ̇

) (
δij − p̂ip̂j

)
− pk

2p0
2ȧ

a
glk

[
pi

p0
δf lj(x,p, t) +

pj

p0
δf il(x,p, t)

]
+

1

2

2ȧ

a
2δf ij(x,p, t)

=

(
∂

∂t
+
p̂k

a

∂

∂xk

)
δf ij(x,p, t)− ∂f

∂p0

p
(
δij − p̂ip̂j

)
2a3

(
ḣabp̂ap̂b − Ψ̇ + Φ̇

)
+

2ȧ

a
δf ij(x,p, t) (369)

（式変形で直交条件 piδf
ij(x,p, t) = 0を用いた。）および衝突項

Cij(x,p, t) = −σTneδf ij(x,p, t) +
3σTne
8π

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)∫
dΩqδf

kl
(x, q, t) (370)

の形がわかった。
以上から光の状態密度のゆらぎに対するボルツマン方程式として(
∂

∂t
+
p̂k

a

∂

∂xk

)
δf ij(x,p, t)− ∂f

∂p0

p
(
δij − p̂ip̂j

)
2a3

(
ḣabp̂ap̂b − Ψ̇ + Φ̇

)
+

2ȧ

a
δf ij(x,p, t)

= −σTneδf ij(x,p, t) +
3σTne
8π

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)∫
dΩkδf

kl
(
x, pk̂, t

)
(371)

が取れる。

10.7 プラズマ流速の取扱

電子プラズマが静止していない場合、上表式は変更を受ける。この変更は、速度 δui = v,i + vi
に比例するが、この量はスカラー、ベクトルゆらぎのみを含む。つまりテンソルゆらぎには関
わってこない。
速度の効果は、Eq(371)の右辺に

−σTne
2a3

pkδukf
′ (δij − p̂ip̂j) (372)

として入ってくる。これはEq(197)で計算した量に、等方ゆらぎについての重み (δij − p̂ip̂j)が
ついたものとして理解できる。
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11 テンソルゆらぎの支配方程式

テンソルモードのゆらぎの方程式を用いて、宇宙の各構成要素に対して時間発展を計算していく。

11.1 揺らぎの確率変数 βq

スカラー揺らぎのみの議論とは違い、以下ではスカラー揺らぎとテンソル揺らぎが同時に方程
式に入ってくる。この揺らぎを厳密に扱うことでアンサンブル平均 ⟨⟩と量子平均 ⟨0||0⟩の意味
をはっきりさせたい。
まず単純な例として、位置 xに依存する場 Φ(x)をフーリエ変換して定まる運動量 qの成分

が大きさ Φqβq を持つとする。βq は確率的に様々な複素数の値を持つ確率変数とする。βq に
期待される性質として、運動量が異なる揺らぎはそれぞれ別の揺らぎをしていること、及び揺
らぎの二乗平均が規格化されていることである。これはアンサンブル平均 ⟨⟩を取ったときに
⟨βqβ∗q′⟩ = (2π)3 δ3(q − q′)となる、という条件と同値である。
本来、異なる場の成分 Φq,Ψq の確率変数 βq [Φ] , βq [Ψ]は相関を持たない。しかし、揺らぎ

の間に方程式が存在すると揺らぎは相関して成長する。特に今回のような一次近似では、それ
ぞれの揺らぎは支配方程式を通じて線形関係を満たし、

f(q, t)Φqβq [Φ] = g(q, t)Ψqβq [Ψ] (373)

のような関係を満たす。両辺の確率的な揺らぎを考えると、規格化により βq [Φ] = βq [Ψ]が課
される。このように方程式で結ばれた二つの量の確率変数は一致する。今、方程式をベクトル、
スカラー、テンソル分解できるため、確率変数も β(S)

q ,β
(V )
q (σ),β

(T )
q (λ)を用意すれば十分である。た

だし σ, λはスピン±1,±2を区別している。
以上のように、古典的な確率変数としてみた場合、βq はアンサンブル平均を導入するため

の統計的な道具にすぎない。ところがEq(131)で見たように、量子起源の揺らぎを考える場合、
アンサンブル平均と量子揺らぎを関係づける必要性が生じる。
まず思いつく方法として、単純に確率変数を生成消滅演算子と同一視して βq = â†q を課す

ことで、うまく対応が付きそうに見える。しかしこの場合、先の支配方程式による対応関係
βq [Φ] = βq [Ψ]が異なる場の生成消滅演算子の同一性 â [Φ] = â [Ψ] (?)につながり不自然である。
そこで、アンサンブル平均と量子揺らぎの対応はもっと限定的なものであると考えるべきで

ある。まず状態が真空の場合のみで対応を付ける。場の量子的、古典的な展開として

Φ̂(x, t) =

∫
d3q

(
e−iq·xâqΦ(q, t) + eiq·xâ†qΦ

∗
(q, t)

)
,

Φ(x, t) =

∫
d3qe−iq·xβqΦ̃(q, t) (374)

を考える。状態が真空である場合に、アンサンブル平均と場の二点関数の期待値を同一視する
ことは量子力学の基本的な考えから妥当である。つまり、

⟨Φ(x, t)Φ(x′, t)⟩ = ⟨0|Φ̂(x, t)Φ̂(x′, t)|0⟩ ⇒ |Φ(q, t)|2 =
∣∣∣Φ̃(q, t)∣∣∣2 (375)

を対応関係として仮定することで、量子的な揺らぎを古典的な揺らぎに対応させる。
この対応関係は、状態が真空でない場合には成立しない。例えば運動量固有状態の 1粒子状

態 |k⟩に対しては

⟨Φ(x, t)Φ(x′, t)⟩ = ⟨k|Φ̂(x, t)Φ̂(x′, t)|k⟩ ⇒
∣∣∣Φ̃(q, t)∣∣∣2 = |Φ(q, t)|2

(
1 + 2

δ3(k − q)

δ3(p = 0)

)
(376)

という因子が付く。
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11.2 テンソルモードの偏光

光の偏光と同様にテンソルモードについても偏光ベクトルを定義する。偏極ベクトル eij(p̂, λ)は
次を満たすように定義する。偏光ベクトルは p̂に直交する単位ベクトルm,n(n ·m = 0)として

eij(p̂,+) = mimj − ninj , eij(p̂,×) = minj + nimj (377)

で組まれる。異なる角度での単位ベクトルの接続は、ij添字が回転行列を満たすように決める。
つまりは p̂が回転したら同じ回転行列でm,nも回せば良い。
偏極ベクトルは

γiaγjbeij(q̂, λ)eab(q̂, λ′) = 2δλλ
′

(378)

を満たす。
さらに Chapter.(B.1)から

Πijkl(q̂) :=
∑
λ

e∗ij(p̂, λ)ekl(p̂, λ)

= (δik − q̂iq̂k) (δlj − q̂lq̂j) + (δil − q̂iq̂l) (δkj − q̂kq̂j)− (δij − q̂iq̂j) (δkl − q̂kq̂l) (379)

が成立する。

11.3 メトリックの支配方程式

Chapter.(3.11)から (
hij
)′′

+ 2aH
(
hij
)′
+
(
2K −∇2

)
hij = 16πGπ(T )i

j a2 (380)

が得られたことを思い出す。これをK = 0, hij := γikh
k
j ∼ hij , π

(T )

ij := γikπ
(T )k
j ∼ π(T )i

j によって
書き直すと26

ḧij + 3Hḣij − a−2∇2hij = 16πGπ(T )

ij (381)

方程式の性質� �
簡単な場合についてどのような解があるのか見ておく。hij は対称 hij = hji, トレースレス
hii = 0, divergentless ∂ihij = 0であり、自由度は 2つある。それらは二階の微分方程式を
満たすので、解は 2× 2個ある。凍結の議論で見たように断熱解が存在する。さらにもう一
つの解は、非等方テンソルの形に依存するが、ホライゾン外で π(T )

ij を無視するという近似
のもとで

ḧij + 3Hḣij = 0 ⇒ Dij = const,

∫
a−3dt (382)

の二つの解が取れる。� �
以降の議論で非等方テンソルも取り入れた一般的な議論を行う。

26テンソルとしては、添字の上げ下げが正しくないが、以下では添字が下にまとまっていた方が見やすいため、書
き直す。
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以降の計算に使いやすいように、テンソル成分をフーリエ展開する。

hij(x, t) =:
∑
λ=±2

∫
d3qeiq·xβ(q, λ)eij(q̂, λ)hq(t) ,

π(T )

ij(x, t) =:
∑
λ=±2

∫
d3qeiq·xβ(q, λ)eij(q̂, λ)π

(T )

q (t) (383)

ただし偏光成分 λ = ±2はそれぞれ同等であり強度に違いはないと仮定した。
この表記だと時間発展は

ḧq(t) + 3Hḣq(t) + a−2q2hq(t) = 16πGπ(T )

q (t) (384)

と書ける。
右辺の非等方テンソルの内訳は光、CDM、ニュートリノである。

11.4 光の支配方程式

光は観測量であると同時に非等方テンソルを通じて重力 Eq(384)とも結合している。光のボル
ツマン方程式を観測量に結びつける。
光の揺らぎを次のように定義する。27

Θij
(
t, xi, p̂i

)
:=

1
a2

∫
4πp3dpδf ij

(
t, xi, p, p̂i

)
2
a4

∫
dpp3f(p)

=
1
a2

∫
4πp3dpδfij

(
t, xi, p, p̂i

)
ργ

,

ργ :=
2

a4

∫
d3ppf(p) =

8π

a4

∫
dpp3f(p) (385)

表記を楽にするため、この定義の時点で添字をおろしていることに注意。添字の上げ下げに伴
い、手動で aの依存性を取ったことに注意。スカラー揺らぎに対して定義した Θとの違いは、
今回の定義では pを再定義していないため aで割る必要があるということ、fij の定義に

gij

(2π)3

が入ったために a−2の効果があること、さらに偏光を考えるので p̂に対する依存性を積分せず
に残している点である。また今の段階では δfij に対してテンソル・ベクトル・スカラー成分の
分離はしていないので対称性としては δfij = δfji, piδfij = 0のみ成立する。
このΘij をフーリエ変換して

Θij
(
t, xi, p̂i

)
=:

∫
d3qeiq·xΘij

(
t, qi, p̂i

)
(386)

を定義する。Θijに対する確率的重み βはテンソル分解が出来た後で改めて導入する。スカラー
的摂動を

Ψ
(
t, xi

)
=:

∫
d3qβ(S)

q e
iq·xΨq(t) , Φ

(
t, xi

)
=:

∫
d3qβ(S)

q e
iq·xΦq(t) (387)

で定義する。ボルツマン方程式 Eq(371)に
∫
dpp3を掛けて、(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
Θij

(
t, qi, p̂i

)
+
(
δij − p̂ip̂j

)(∑
λ=±2

β(q, λ)ḣq(t)eab(q̂, λ)p̂ap̂b − β(S)

q Ψ̇q + β(S)

q Φ̇q

)

= −σTneΘij
(
t, qi, p̂i, λ

)
+

3σTne
2

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)∫ dΩk
4π

Θkl

(
t, qi, k̂i, λ

)
(388)

27非常に紛らわしいのだが以前に定義した Eq(188)とは 4倍異なる。
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となる。ただし 2ȧ
a δf

ij 項は ∂Θij

∂t を組むときに余分に出てくる aと打ち消すことと、∫
dpp3p

∂f

∂p0
∼ 1

(2π)3

∫
dpp3p

∂

∂ pa

1

exp
(

p
akT(t)

)
− 1

=− 4

a (2π)3

∫
dpp3

1

exp
(

p
akT(t)

)
− 1

=
a3

2π
ργ (389)

を用いた。
このままEq(388)自体をテンソル分解出来るように見えるが、今回は q以外にベクトルが存

在するために、うまく行かない。もともと微分方程式のテンソル分解は、位置 xに対してフーリ
エ変換で定義される qに対する直交性を利用した分解だった。ただしそれは、考えている微分
方程式系に x（フーリエ変換後は q）しかベクトルがない場合のみに適用できる分解であった。
今回は位相空間座標として (x,p)の運動量が既に定義されており、さらに追加的に xを運動

量 qに置き換える (q,p)座標系を採用している。運動量が二つあるという意味で、今の定式化
は物理的に理解しがたい。
そのそもボルツマン方程式は粒子描像が前提である。ある位置に局在した物質が固有の運動

量を持てる。これを場の理論で理解しようとすると δ(x)を δ(p)のフーリエ変換で書くという不
可能な状況に相当する。そこから、ボルツマン方程式に依る定式化は本質的に場の理論を反映
しているとは言えない。だが、場の理論をボルツマン方程式に近似的に当てはめられる状況と
して、希薄極限がある。これは運動量の精度よりも粒子間の距離が不確定性的な意味で広い場
合であり、このときは位置座標を平均化的な意味で理解することでボルツマン方程式は粒子を
平均化した流体的描像として見ることが出来る。そのため、(x,p)座標においては、偏光の情報
を担うべきは、本質的な粒子の進む向きを表している pの方である。
一方で、粒子数密度 fは常に

∫
d3xd3pが掛かったものとして理解する必要がある。特に d3p

を先にやりきると、粒子数密度 fはもはや無限の位置決定精度を持つ場 F(x)と見なすべきであ
る。その意味でボルツマン方程式は運動量分布を足しきることで場の理論に帰着する。そのた
め、この場 F(x)に対する運動量を指定する場合にはフーリエ変換的な方法で決まる x → qを
用いるのが良い。
この原理を念頭に置くと、Eq(388)やΘij

(
t, qi, p̂i

)
をテンソル分解するためには、d3pで積分

して位置表示に直す必要がある。（実際にはテンソル分解には角度しか関わらないので dΩpだ
けで十分）Eq(371)を角度積分して∫

dΩp

(
∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
Θij

(
t, qi, p̂i

)
+

∫
dΩp

(
δij − p̂ip̂j

)(∑
λ=±2

β(q, λ)ḣq(t)eab(q̂, λ)p̂ap̂b − β(S)

q Ψ̇q + β(S)

q Φ̇q

)

= −σTne
∫

dΩpΘij
(
t, qi, p̂i, λ

)
+

3σTne
2

∫
dΩp

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)∫ dΩk
4π

Θkl

(
t, qi, k̂i, λ

)
(390)

となる。
角度積分が実行できる部分はやってしまうと Chapter.(B.2)より∫

dΩp
∂f

∂p0

p
(
δij − p̂ip̂j

)
2a3

(∑
λ=±2

β(q, λ)ḣq(t)eab(q̂, λ)p̂ap̂b − β(S)

q Ψ̇q + β(S)

q Φ̇q

)

=
∂f

∂p0

p

2a3

[
2π

15

∑
λ=±2

β(q, λ)eab(q̂, λ)
(
ḣq(t) + ḣq(t)

)
+

8π

3
β(S)

q δij

(
Φ̇q(t)− Ψ̇q(t)

)]
(391)
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および∫
dΩp

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)
Θkl

(
t, qi, k̂i

)
= dΩp

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)
Θkl

(
t, qi, p̂i

)
= π

(
22δijΘkl

(
t, qi, k̂i

)
+ 4Θkl

(
t, qi, k̂i

)
15

)
(392)

となる。
以上により、各項の ij添字はベクトル qiのみに依存するようになった。そこで各項をテン

ソル分解することが出来る。角度積分のみ考慮すればいいので、慣例的に次のようにテンソル
分解が定義される。∫

dΩpΘij
(
t, qi, p̂i

)
=:

∑
λ=±2

−8π

3
eij(q̂, λ)∆(q, t)βq(λ) +

∑
s=±1

β(V )

q (s) (q̂iVj(s, q, t) + q̂jVi(s, q, t)) + δijS(q, t)β
(S)

q

(393)

両辺は q, tの関数である。ここで強度因子∆(q, t)がもはや λに依存していない理由は、等方宇
宙でテンソル揺らぎの +,×を区別する方法はないからである。βq(λ)はテンソル部分に対する
量子的・確率的重みである。
今回考えたい量はテンソル揺らぎであり、Vj = 0, S = 0となるようなΘij

(
t, qi, p̂i, λ

)
に興味

がある。以降の計算で必要になるため、許されるΘij
(
t, qi, p̂i, λ

)
の形を考える。Θij

(
t, qi, p̂i, λ

)
への

拘束条件は Eq(385)を見ると δf ij から継承したΘij = Θji, piΘij = 0がある。ただし q̂との直
交条件は積分してからのみ課される。使用できるベクトル・テンソルとしては p̂, q̂, eij(q̂, λ)が
ある。また dΩp 積分した結果として添字 (ij)は eij(q̂, λ)として出てくる必要がある。つまりは
(δij − p̂ip̂j)や (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j)を ekl(q̂, λ)にくっつけると良い。あり得る組み合わせとし
て次のような項が可能である。ここで強度因子∆Ψ(q, t)が λに依存しないことから不要な λ依
存性は取り除いている。

Θij
(
t, qi, p̂i

)
=
∑
λ=±2

βq(λ)

[
∆1(t, q, p̂ · q̂) (δij − p̂ip̂j) p̂kp̂lekl(q̂, λ)

+∆2(t, q, p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) ekl(q̂, λ)

+∆3(t, q, p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂
kq̂lp̂ap̂beab(q̂, λ)

]
(394)

これらの角度積分
∫
dΩp で eij(q̂, λ)が出てくるかどうかは、今回の積分が単位ベクトルの角度積

分ではなく∆1,2,3(t, q, p̂ · q̂)からも p̂ · q̂依存性を持っているため非自明である。公式 Eq(630)を
用いて角度積分を処理することが出来る。これによりどの項も最終的には eij(q̂, λ)になることが
わかる。計算結果を

∫
dΩpΘij

(
t, qi, p̂i

)
のテンソル分解と比較すると、

∆(q, t) = − 3

32π

∫
dΩp

×
[
−∆1

(
1− (q̂ · p̂)2

)2
+∆2

[
4− 4

(
1− (q̂ · p̂)2

)
+
(
1− (q̂ · p̂)2

)2]
+∆3

(
1− (q̂ · p̂)2

)2
(q̂ · p̂)2

]
(395)

となる。また Eq(394)の分解は一意である。(簡単な説明としては eklを取り除いた部分を比較
する。1,2行目は明らかに項が余分であり独立、3行目は 1,2行目とは違い pへの依存性も含ま
れるため大半の pにおいて上の二項とは性質が異なる。以上から 3項は独立である。)
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ボルツマン方程式 Eq(388)のメトリック成分のうちスカラー部分は d3pで積分するとテン
ソル成分に寄与しない。そこで d3pで積分した後にスカラー部分・テンソル部分を区別して取
り出すという操作が可能になる。テンソル部分に寄与するものを積分前の方程式で表すと(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
×
[
∆1 (δij − p̂ip̂j) p̂kp̂lekl +∆2 (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) ekl +∆3 (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂

kq̂lp̂ap̂beab

]
+
(
δij − p̂ip̂j

)
ḣq(t)eab(q̂, λ)p̂ap̂b

= −σTne
[
∆1 (δij − p̂ip̂j) p̂kp̂lekl +∆2 (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) ekl

+∆3 (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂
kq̂lp̂ap̂beab

]
− σTne∆

(
δik − p̂ip̂k

) (
δjl − p̂j p̂l

)
ekl(q̂, λ) (396)

となる。先に見たようにこの各項は添字についてのテンソル分解で３つの種類に分けることが
出来る。この分解により(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆1 + ḣq(t) =− σTne∆1(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆2 =− σTne∆2 − σTne∆(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆3 =− σTne∆3 (397)

となる。この表式からわかるように第 3成分を励起する sourceが存在しないために、減衰する
のみである。よって以降は∆3 = 0とする。
以上によって光のテンソル成分支配方程式が得られた。注目すべきはΘij

(
t, qi, p̂i

)
についてTr

成分が 0でないことである。Tr成分が０になるべき量は dΩp積分した後のものであり、積分す
る前のΘij

(
t, qi, p̂i

)
に対しては Trの制限が緩んでいる。そこでΘij

(
t, qi, p̂i

)
を分解する上で Tr成

分とそれ以外になるように変数を置き直しておくと後に便利である。つまり、

Θij
(
t, qi, p̂i

)
=
∑
λ=±2

βq(λ)

[
1

2
(∆T(t, q, p̂ · q̂) + ∆P(t, q, p̂ · q̂)) (δij − p̂ip̂j) p̂kp̂lekl(q̂, λ)

+∆P(t, q, p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) ekl(q̂, λ)

]
,

∆1 =:
1

2
(∆T(t, q, p̂ · q̂) + ∆P(t, q, p̂ · q̂)) , ∆2 =: ∆P(t, q, p̂ · q̂) (398)

と定義して、28これらの満たす支配方程式は(
∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆T =− σTne∆T + σTne∆− 2ḣq(t) ,(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆P =− σTne∆P − σTne∆ ,

∆(t, q) :=− 3

64π

∫
dΩp

[
−
(
1− (q̂ · p̂)2

)2
∆T(t, q, p̂ · q̂) +

(
8 (q̂ · p̂)2 +

(
1− (q̂ · p̂)2

)2)
∆P

]
(399)

である。
28T,Pは温度・偏光を意味する。
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11.5 光の部分波展開

後の計算では µ := p̂ · q̂を使う。
Eq(399)を部分波展開する。つまり µ依存性を分解する。

∆T(t, q, p̂ · q̂) :=
∞∑
l=0

(−i)l (2l + 1)∆T,l(q, t)Pl(µ) , ∆T,l(q, t) = il
∫ 1

−1

dµ

2
∆T(t, q, p̂ · q̂)Pl(µ) (400)

P成分も同様。
ルジャンドル多項式の漸化式を用いて式変形すると

∆̇T,l(q, t) +
q

a

1

2l + 1
[(l + 1)∆T,l+1(q, t)− l∆T,l−1(q, t)] =

(
σTne∆(t, q)− 2ĥq(t)

)
δl0 − σTne∆T,l(q, t) ,

∆̇P,l(q, t) +
q

a

1

2l + 1
[(l + 1)∆P,l+1(q, t)− l∆P,l−1(q, t)] = −σTne∆(t, q)δl0 − σTne∆P,l(q, t) (401)

となる。
次に∆の表示に対して部分波展開およびルジャンドル多項式の積分公式より

∆(t, q) :=
1

10
∆T,0(q, t) +

1

7
∆T,2(q, t) +

3

70
∆T,4(q, t)−

3

5
∆P,0(q, t) +

6

7
∆P,2(q, t)−

3

70
∆P,4(q, t) (402)

となる。
以上が閉じた方程式系として光の時間発展を決めるが、lの大きいところまで計算するのは

大変である。

11.6 光の非等方ストレステンソル

以上までで求めた諸量を光の非等方ストレステンソル πTγij(x, t)に結びつける。完全流体での物理
量の定義を思い出すと、非等方テンソルとはエネルギー運動量テンソルの δTij成分のTraceless
Tranceverce (TT)テンソル成分であった。今回はテンソル的物理量しか計算してないので、δTij
を計算すれば自動的に πTγij(x, t)になる。

δTij(x)を xについてフーリエ変換して

πTγij(x, t) =
{
δT iγj

}
(T )

:=
2

a4

∫
d3pa2δfkk(x,p, t)pp̂ip̂j

=ργ(t)

∫
d3qeiq·x

∫
dΩq
4π

Θij
(
t, qi, p̂i

)
=ργ(t)

∑
λ

∫
d3qeiq·xβq(λ)ekl(q̂, λ)

∫
dΩq
4π

∆T
(
t, qi, p̂ · q̂

)
p̂ip̂j p̂kp̂l

=
ργ(t)

4

∑
λ

∫
d3qeiq·xβq(λ)ekl(q̂, λ)

∫
dΩq
4π

∆T
(
t, qi, p̂ · q̂

)(
1− (p̂ · q̂)2

)2
(403)

となる。Eq(383)を参考に q表示で書くと

πTγq(t) =
ργ(t)

4

∫
dΩq
4π

∆T
(
t, qi, p̂ · q̂

)(
1− (p̂ · q̂)2

)2
= 2ργ(t)

[
1

15
∆T,0(t, q) +

2

21
∆T,2(t, q) +

1

35
∆T,4(t, q)

]
(404)

である。これによりメトリックの時間発展への光のテンソル的寄与がわかる。
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11.7 光の視線方向積分

スカラー揺らぎの計算 [1]でも用いた視線方向積分を lの高次項まで扱うために考える。Eq(397)
を元にして視線方向積分を行う。初期時間 t1では十分光学的に不透明 σTne(t1) ≫ H(t1)とする。
これは揺らぎの初期値を落とすことにつながる。このとき、視線方向積分は

∆T(q, t, µ) =−
∫ t

t1

dt′
(
2ḣq(t′)− σTne(t′)∆(q, t′)

)
exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)
−
∫ t

t′
σTne(t′′)dt

′′
]

,

∆P(q, t, µ) =−
∫ t

t1

dt′ (σTne(t′)∆(q, t′)) exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)
−
∫ t

t′
σTne(t′′)dt

′′
]

(405)

となる。ただしこの中で∆はそれ自体が∆T(q, t, µ), ∆P(q, t, µ)の関数であるためこれはむしろ積
分方程式である。
最終的に閉じた表式を得るために∆を求めることが必要である。∆の表式Eq(399)にEq(405)

を代入して
∫
dΩp積分がやりきれるので

∆(t, q) :=− 3

64π

∫ t

t1

dt′ exp

[
−
∫ t

t′
σTne(t′′)dt

′′
] ∫

dΩp exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)

]
×
[(

1− (q̂ · p̂)2
)2 (

2ḣq(t′)− 2σTne(t′)∆(q, t′)

)
− 8 (q̂ · p̂)2 σTne(t′)∆(q, t′)

]
=− 3

32

∫ t

t1

dt′ exp

[
−
∫ t

t′
σTne(t′′)dt

′′
]

×
∫ 1

−1
dµ
[(
1− µ2

)2 (
2ḣq(t′)− 2σTne(t′)∆(q, t′)

)
− 8µ2σTne(t′)∆(q, t′)

]
exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)

]
(406)

という、∆(t, q)についての積分方程式が得られる。µ積分は実行できるので、残りの量を反復法
で解くことになる。

11.8 ニュートリノの支配方程式

テンソル揺らぎの原因としてニュートリノの持つ非等方テンソルを考える。これは重力場の揺ら
ぎを通して光の揺らぎに関わってくる。光の場合に見たように、非等方テンソルの計算Eq(403)
では密度関数に pipj を掛けたものを見ていることに注意。
ニュートリノは偏光がないとして、光のボルツマン方程式 Eq(371)から偏光、衝突項に由

来する項を取り除いた(
∂

∂t
+
p̂k

a

∂

∂xk

)
δfν(x,p, t)−

∂fν
∂p0

p

2

(
ḣabp̂ap̂b − Ψ̇ + Φ̇

)
= 0 (407)

が基本方程式となる。ただし偏極因子 gij ...の効果で δf ∝ a−2fν となっており余分な項が一つ
落ちることに注意。この式の二項目は平均値 fνを含んでいる。ここでニュートリノ種数 gνとし
て (SMでは gν = 6)それらを同じ密度分布に従う粒子として取り扱う。p方向に足し合わせて

N(t, xi, p̂i) := gν
1
a4

∫
4πp3dpδfν

(
t, xi, p, p̂i

)
gν

1
a4

∫
dpp3f(p)

=
1
a4
gν
∫
4πp3dpδfij

(
t, xi, p, p̂i

)
ργ

,

ργ := gνa
−4

∫
d3ppfν(p) (408)
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となる。これををボルツマン方程式に代入すると(
∂

∂t
+
p̂k

a

∂

∂xk

)
N(t, xi, p̂i)− 2

(
ḣabp̂ap̂b − Ψ̇ + Φ̇

)
= 0 (409)

となる。
これ以降の議論はEq(388)を参考にする。まずフーリエ変換で変数を (x, p) → (q, p)に直す。

N(t, xi, p̂i) =:

∫
d3qeiq·xN(t, qi, p̂i) (410)

これを用いて29(
∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
Nν
(
t, qi, p̂i

)
+ 2

(∑
λ=±2

β(q, λ)ḣq(t)eab(q̂, λ)p̂ap̂b − β(S)

q Ψ̇q + β(S)

q Φ̇q

)
= 0 (411)

となる。単純に dΩp積分をするだけではメトリックのテンソル揺らぎは出て来ずにスカラー揺
らぎのみ扱うことになる。これでは、非等方テンソルに必要なテンソル揺らぎは落ちる。テン
ソル分解は、dΩp積分の後で行うべきである。そこで光の場合と少し異なるが最終的に計算す
る非等方テンソルの表式を参考に dΩppipj を掛けてから30テンソル分解する。∫

dΩppipjNν
(
t, qi, p̂i

)
=:

∑
λ=±2

eij(q̂, λ)∆N(q, t)βq(λ) +
∑
s=±1

β(V )

q (s) (q̂iVj(s, q, t) + q̂jVi(s, q, t)) + δijS(q, t)β
(S)

q

(412)

この右辺のテンソル成分に興味がある。右辺のテンソル成分を作るようなNν
(
t, qi, p̂i

)
を p̂i, eij(q̂)

から構成するためには、光の場合と違って添字の構造がないので、次の組み合わせしか存在し
ない。

Nν
(
t, qi, p̂i

)
=:

∑
λ=±2

βq(λ)p̂ip̂jeij(q̂, λ)∆ν(q, t) (413)

ニュートリノのボルツマン方程式 Eq(411)から最終的にテンソル成分となる量を抜き出す
と次のようになる。 (

∂

∂t
+ i

qµ

a

)
∆ν
(
t, qi, µ

)
+ 2ḣq(t) = 0 (414)

11.9 ニュートリノの部分波展開

光の場合と同様に Eq(414)を部分波展開する。

∆ν(t, q, ν) :=
∞∑
l=0

(−i)l (2l + 1)∆ν,l(q, t)Pl(µ) , ∆ν,l(q, t) = il
∫ 1

−1

dµ

2
∆ν(t, q, ν)Pl(µ) (415)

P成分も同様。
ルジャンドル多項式の漸化式を用いて式変形すると

∆̇ν,l(q, t) +
q

a

1

2l + 1
[(l + 1)∆T,l+1(q, t)− l∆T,l−1(q, t)] = −2ĥq(t)δl0 (416)

となる。
29確率的重み β はテンソル分解が出来た後で改めて導入する。
30光の場合は偏極因子 δij − pipj として取り入れていた。
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11.10 ニュートリノの非等方ストレステンソル

以上までで求めた諸量をニュートリノの非等方ストレステンソル πνij(x, t)に結びつける。完全
流体での物理量の定義を思い出すと、非等方テンソルとはエネルギー運動量テンソルの δTij 成
分の TTテンソル成分であった。今回はテンソル的物理量しか計算してないので、δTij を計算
すれば自動的に πνij(x, t)になる。

πνij(x, t) =
{
δT iνj

}
(T )

:=
1

a4

∫
d3pa2δfν(x,p, t)pp̂ip̂j

=ρν(t)

∫
d3qeiq·x

∫
dΩq
4π

Nν
(
t, qi, p̂i

)
=ρν(t)

∑
λ

∫
d3qeiq·xβq(λ)ekl(q̂, λ)

∫
dΩq
4π

∆ν
(
t, qi, p̂ · q̂

)
p̂ip̂j p̂kp̂l

=ρν(t)
∑
λ

∫
d3qeiq·xβq(λ)ekl(q̂, λ)

1

4

∫
dΩq
4π

∆ν
(
t, qi, p̂ · q̂

)(
1− (p̂ · q̂)2

)2
(417)

欲しいのは (x, p)表示ではなくて (q, p)表示なのでフーリエ表示 Eq(383)を参考に

πνq(t) =
ρν(t)

4

∫
dΩq
4π

∆ν
(
t, qi, p̂ · q̂

)(
1− (p̂ · q̂)2

)2
= 2ρν(t)

[
1

15
∆ν,0(t, q) +

2

21
∆ν,2(t, q) +

1

35
∆ν,4(t, q)

]
(418)

である。これによりメトリックの時間発展へのニュートリノのテンソル的寄与がわかる。

11.11 ニュートリノの視線方向積分

Eq(414)を元にして視線方向積分を行う (ただしさかのぼる初期時間 t1はニュートリノと物質
の相互作用が切れた直後 T ≃ 1010Kとする。こうすると揺らぎは温度摂動、速度摂動に主に由
来するようになるがこれらはテンソル成分を生まないので、テンソル揺らぎの初期値はやはり
無視できる。初期値を無視するという仮定のもとで

∆ν(q, t, µ) =− 2

∫ t

t1

dt′ḣq(t′) exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)

]
(419)

という積分表示が得られる。

11.12 支配方程式のまとめ

以上から重力、光、ニュートリノの支配方程式 Eq(384),Eq(399),Eq(414)

ḧq(t) + 3Hḣq(t) + a−2q2hq(t) = 16πGπ(T )

q (t) (420)(
∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆T =− σTne∆T + σTne∆− 2ḣq(t) ,(

∂

∂t
+ i

p̂ · q
a

)
∆P =− σTne∆P − σTne∆ ,

∆(t, q) :=− 3

64π

∫
dΩp

[
−
(
1− (q̂ · p̂)2

)2
∆T(t, q, p̂ · q̂) +

(
8 (q̂ · p̂)2 +

(
1− (q̂ · p̂)2

)2)
∆P

]
(421)
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(
∂

∂t
+ i

qµ

a

)
∆ν
(
t, qi, µ

)
+ 2ḣq(t) = 0 (422)

および非等方ストレスの表式 Eq(404),Eq(418)

πTγq(t) = 2ργ(t)

[
1

15
∆T,0(t, q) +

2

21
∆T,2(t, q) +

1

35
∆T,4(t, q)

]
(423)

πνq(t) = 2ρν(t)

[
1

15
∆ν,0(t, q) +

2

21
∆ν,2(t, q) +

1

35
∆ν,4(t, q)

]
(424)

が得られた。
これら表式はすべて本来はテンソル成分 βq(λ)が掛かった表式であることに注意。その意味

でスカラーゆらぎとは全く独立。
ちなみに視線方向積分の公式と非等方ストレスを比較すると ḣq = 0で非等方ストレスが 0

になること、つまりは揺らぎの凍結解に対しては πTij = 0になるという Eq(321)が成立してい
ることがわかる。

12 テンソルモードの解析解

解析的に解ける範囲でテンソルモードを考える。
計算としては

• 非等方ストレステンソルが無視できるほど後期の重力揺らぎの時間発展

• 非等方ストレステンソルの効果

を扱う。

12.1 メトリックの後期時間発展

非等方ストレステンソルが無視できるほど後期の重力揺らぎの時間発展を扱う。特に輻射優勢
期から物質優勢期にまたがった時期の時間発展に興味がある。式 Eq(384)で非等方ストレステ
ンソルを無視したもの

ḧq(t) + 3Hḣq(t) + a−2q2hq(t) = 0 (425)

から始める。
宇宙の構成要素としては放射と非相対論的物質を仮定する。つまり

ρ(t) = ρr(t) + ρm(t) = ρr0

(
a0
a(t)

)4

+ ρm0

(
a0
a(t)

)3

(426)

を仮定する。この 0は現在の値という意味。ここで移行時期 aeq := a0
ρr0
ρm0
を定義して、時間変

数を t→ y :=
a(t)
aeq

=
ρm(t)
ρr(t)

に取り替える。この置き換えにより重力の支配方程式は[
(1 + y)

∂2

∂y2
+

(
2
1 + y

y
+

1

2

)
∂

∂y
+ κ2

]
hq = 0 ,

κ :=

√
2q

ȧeq
≃ 19.3

q

a0

1

ΩMh2
[Mpc−1] (427)
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となる。κの大小は輻射-物質優勢移行期間において揺らぎがホライゾンの外にあるか中にある
かを表す。重力波として直接観測しうるのは κ≫ 1だが、CMBに効きうる成分としては κ≪ 1
も考える必要がある。それぞれの極限での結果を解析する。
まず初期条件は q

a ≪ H ↔ y ≪ 1で定めるとする。この時間では先に見たように揺らぎは
凍結しており、減衰していない解は定数解 h(in)q と取れる。

31初期条件につながる解を探すため
に y ≪ 1での解を探す。その後で y ≪ 1の解につながるような一般の yでの解を κ≫ 1もしく
は κ≪ 1の条件下で求める。

y ≪ 1で解くべき方程式は Eq(427)より[
∂2

∂y2
+

2

y

∂

∂y
+ κ2

]
hq = 0 (428)

であり特に y → 0で凍結する解は

hq =
sin(κy)

κy
h(in)q (429)

だとわかる。
次に短波長揺らぎκ≫ 1を考える。Eq(425)で１階微分を除去するように t→ x :=

∫
dta−3(t)

に変数変換すると

d2

dx2
hq(t) + q2a4hq(t) = 0 (430)

となる。この最後の項が aの時間変化に対して速いフェーズとして働くのでWKB近似が使え
て、hq(t) = A(t) exp

(
±iq

∫
a2dx

)
を代入すると qの高次項においてAについての条件式

dA

dx
= −A 1

2a2
d
(
a2
)

dx
⇒ A(t) = C

1

a
(431)

が取れる。この解を初期解 Eq(429)に結びつくように線形結合すると

hq(t) =
1

κy
sin

(
q

∫ t

0

dt′

a(t′)

)
h(in)q →

√
Ωr0H2

0

k
sin (kη + k (t− t0))h

(in)

q , (a→ a0) (432)

が得られる。ただし k := q
a0
は物理的波数、η :=

∫
dt
a は共形時間である。

次に長波長揺らぎ κ ≪ 1を考える。この場合は物質優勢期に入っても揺らぎは凍結したま
まなので Eq(427)において y ≫ 1を見ればよく、[

y
∂2

∂y2
+

5

2

∂

∂y
+ κ2

]
hq = 0

⇒hq(t) = A1

[
−cos

(
2κ

√
y
)

κ2y
+

sin
(
2κ

√
y
)

2κ3y3/2

]
+A2

[
sin
(
2κ

√
y
)

κ2y
+

cos
(
2κ

√
y
)

2κ3y3/2

]
(433)

が解になる。初期条件に合わせると (Eq(429)を見ると、y ≫ 1では解が凍結しないように見え
るが、今回は κy ≪ 1も課すことで凍結であると見なせる。)

hq(t) =
3

4
h(in)q

[
−cos

(
2κ

√
y
)

κ2y
+

sin
(
2κ

√
y
)

2κ3y3/2

]
(434)

31この揺らぎ自体は揺らぎがホライゾンから出たとき、つまりインフレーション期の物理的状況で決まる。大部
分は真空の取り替えによる零点振動の寄与から来る。
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という解になる。
最後に実用上の目的から、物質優勢期 y ≫ 1での任意のκに対して使える表式を書いておく。

hq(t) =
3

4

Uκ
4κ2

h(in)q

[
−cos

(
2κ

√
y + Ξκ

)
κ2y

+
sin
(
2κ

√
y + Ξκ

)
2κ3y3/2

]
,

U0 =1 → Uκ =
4

3
κ , (κ = 0 → ∞)

Ξ0 =0 → Ξκ =
π

2
− 2κ , (κ = 0 → ∞) (435)

具体的な U , Ξの表式は数値計算により求める必要がある [2]。

12.2 非等方ストレステンソルの効果

　非等方ストレステンソルを入れると微分積分方程式になるので、シュミレーションによって
得られたフィッティング関数により解を合わせていくことになる。
物質優勢期では比較的簡単に結果を書くことが出来て、Eq(435)において Uκ → Uκακとし

て追加の減衰因子 ακ ∼ 1+0.8026κ
1+κ が付く。

輻射優勢期ではニュートリノの非等方テンソルが大きいためより複雑な振る舞いをする。

13 B-modeの観測量

13.1 温度揺らぎとエネルギー揺らぎ

以前計算したスカラー揺らぎとの相違点について注意点を記しておく。
スカラーゆらぎの解析での定義 Eq(188)とここでの定義 Eq(385)はΘが 4倍異なる。その

理由は、今回の定義ではΘは光のエネルギー密度のズレであり温度の揺らぎという意味を考え
ていなかったため。温度揺らぎ∆T(t,x, p̂)とエネルギー密度揺らぎΘii(t,x, p̂)を関係付けるため
には、ボルツマンの法則 ϵ ∝ T 4に留意して ∆T

T = 1
4Θiiを用いる。ここで Tr成分が取られる

ことに注意。Eq(415)で定義したテンソルゆらぎ温度モード∆T はこれを通して温度分布に寄
与する。つまり、温度揺らぎはスカラーモードの寄与とテンソルモードの寄与が独立に掛かる。
ただし確率変数 βq(λ), β

(S)
q が異なるので２点相関関数で干渉はしない。

温度揺らぎの成分の書き方として、CSTT,lは温度相関関数 (TT)に対するスカラーモード (S)

の寄与による多重極強度、CTTT,lは温度相関関数 (TT)に対するテンソルモード (T)の寄与によ
る多重極強度である。

13.2 ストークス・パラメーター

光の偏光分布を取り扱う際に有効な観測量としてストークスパラメーターが存在する。放射強
度がΘij(x, p̂, t)で表される輻射場において、現在 t = t0で x = 0にいる観測者が視線方向 n̂か
らやってくる光 p̂ = −n̂を観測したとする。このとき、偏光の観測により次の 4つの観測量が
得られる。簡単のため n̂ = ez とすると

Θij(0,−ez, t0) =
2

T0

∆T(ez) +Q(ez) U(ez)− iV(ez) 0
U(ez) + iV(ez) ∆T(ez)−Q(ez) 0

0 0 0
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と書ける。ベクトル e±(ez) :=
1√
2
(1,±i, 0)との内積で書いて定義することも出来る。一般の方

向 n̂についての定義は

Q(n̂)± iU(n̂) :=
T0
2
e±i(n̂)e±j(n̂)Θij(0,−n̂, t0) ,

V(n̂) :=
T0
4
e−i(n̂)e+j(n̂) (Θij(0,−n̂, t0)−Θji(0,−n̂, t0)) (436)

となる。これらは温度の次元を持つ。Vは円偏光を表すがこの成分は今回の非相対論的電子の
散乱では生成されない。32

よってQ(n̂)± iU(n̂)を考えていくが、この量は回転不変ではない。その理由は偏光ベクトル
が単純な３元ベクトルでないためである。というのも、偏光ベクトルはその偏光軸まわりの回
転に対して位相が変化する。具体的に次のように導く。まず、z方向の偏光ベクトルを e±(ez) :=
1√
2
(1,±i, 0)で定義すると任意の n̂ := (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)方向での偏光ベクトルは

e±i(n̂) :=Sij(n̂)e±j(ez)

Sij(n̂) :=

cos θ cosϕ − sin θ sin θ cosϕ
cos θ sinϕ cos θ sin θ sinϕ
− sin θ 0 cos θ


により定義されるが、この状態で一般の方向 n̂に回転行列Rを掛けると次のようになる。

e±i(Rn̂) = Sij(Rn̂)e±j(ez)

=
[
RS(n̂)

(
S−1

(n̂)R−1S(Rn̂)
)]
ij
e±j(ez) (437)

この固まりに分けた理由は、単純な回転行列なら e±i(Rn̂) = Rije±j(n̂) = RS(n̂)e±j(ez)を入れる
べきだからである。しかし今回は余分な因子

(
S−1(n̂)R−1S(Rn̂)

)
が挟まっている。この行列はベ

クトルの向きを変えない。しかしRが n̂周りに及ぼす回転は S(Rn̂)では除去されるため、その
分 S−1(n̂)R−1による n̂周りの回転が入ってくる。つまり余計な因子は ez周りの回転を表してお
り、偏光ベクトルに対してそれは

(
S−1(n̂)R−1S(Rn̂)

)
kj
e±j(ez) = e±iψ(R, n̂)e±k(ez)で働く。以上か

ら、偏光ベクトルは３元ベクトルではなく

e±i(Rn̂) = e±iψ(R, n̂)Rije±j(n̂) (438)

となる。
そこから

R [Q(n̂)± iU(n̂)] = e±2iψ(R, n̂) [Q(n̂)± iU(n̂)] (439)

として回転が作用する。

13.3 ストークスパラメータの展開

先に見たようにストークスパラメーターは回転に対してスカラーではないため単純な球面調和
関数の展開では取り扱うことが出来ない。このようなスピン 2を持つ演算子の球面調和関数的
展開のためには同じスピン 2の変換性を持つ関数で展開する必要がある。

32ボルツマン方程式衝突項 Eq(388) の生成成分を見ると Θij(0,−n̂, t0) → Θji(0,−n̂, t0) という入れ替えで値が変わ
らないことに注意
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次のように展開すると良いことが知られている。

Q(n̂) + iU(n̂) =:

∞∑
l=2

l∑
m=−l

aP,lmYml (n̂) ,

Yml (n̂) := 2

√
(l − 2)!

(l + 2)!
e+i(n̂)e+j(n̂)∇̃i∇̃jY

m
l (n̂) ,

∇̃ := θ̂
∂

∂θ
+

ϕ̂

sin θ

∂

∂ϕ
, θ̂ := (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ) , ϕ̂ := (− sin θ, cosϕ, 0)

(440)

以下、スピン 2の球面調和関数Yml (n̂)の性質を見ていく。まず通常の球面調和関数の回転R
に対する変換則を

Y m
l (Rn̂) =

∑
m′

D(l)

mm′
(
R−1

)
Y m′
l (n̂) (441)

で書くことにする。33次にD(l)

mm′(R)は角運動量 lの回転群の既約表現となっている。∇̃は通常
の∇の r微分成分を除去したものであり、回転に対してはベクトルとして作用する。そこで余
分な偏光因子の効果によって Yml (n̂)は回転に対して

Yml (Rn̂) =e+2iψ(R, n̂)
∑
m′

D(l)

mm′
(
R−1

)Ym′
l (n̂) ,

Ym∗
l (Rn̂) =e−2iψ(R, n̂)

∑
m′

D(l)

m′m(R)Y
m′∗
l (n̂) (442)

となる。この意味で確かにスピン 2の球面調和関数というにふさわしい性質を持つ。
球面調和関数としての直交性を Yml (n̂)は引き継いでおり∫

dωYm∗
l (n̂)Ym′

l′ (n̂) = δll′δmm′ (443)

となる。
次に空間反転 Pに対する性質から次の二つの組み合わせが便利である。

aE,lm := −1

2

(
aP,lm + a∗P,l−m

)
,

aB,lm := i
1

2

(
aP,lm − a∗P,l−m

)
(444)

空間反転 θ → π − θ, ϕ→ ϕ± π, (⇔ n̂→ −n̂)に対して

e±(n̂) → e±(−n̂) = e∓(n̂) ,

Q(n̂) → Q(−n̂) , U(n̂) → −U(−n̂) , V(n̂) → V(−n̂) (445)

33球面調和関数の位相は Y m∗
l (n̂) = Y −m

l (n̂)で定めるため、量子力学でブラケットから定める角運動量とは位相が
異なる場合がある。
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ただし Eq(436)を用いた。さらに Yml (n̂)に対しては P [Y m
l (n̂)] = (−1)l Y m

l (n̂)を考慮すると

P [Yml (n̂)] = 2

√
(l − 2)!

(l + 2)!
e+i(−n̂)e+j(−n̂)∇̃i∇̃jY

m
l (−n̂)

= 2 (−1)l

√
(l − 2)!

(l + 2)!
e−i(n̂)e−j(n̂)∇̃i∇̃jY

m
l (n̂)

= 2 (−1)l

√
(l − 2)!

(l + 2)!
e∗+i(n̂)e

∗
j(n̂)∇̃i∇̃jY

−m∗
l (n̂)

= (−1)l Y−m∗
l (n̂) (446)

となる。
これを用いると Eq(440)に対して

P [Q(n̂) + iU(n̂)] =Q(−n̂) + iU(−n̂) =
∞∑
l=2

l∑
m=−l

a∗P,lmYm∗
l (−n̂) = P

[ ∞∑
l=2

l∑
m=−l

aP,lmYml (n̂)

]

=
∞∑
l=2

l∑
m=−l

P [aP,lm]P [Yml (n̂)] =
∞∑
l=2

l∑
m=−l

P [aP,lm] (−1)l Y−m∗
l (n̂) (447)

となる。よって P [aP,lm] = (−1)l a∗P,l−mとなる。ここから

P [aE,lm] = (−1)l aE,lm , P [aB,lm] = − (−1)l aB,lm (448)

であり、それぞれがパリティの固有状態になっている。
またこれらの変数は実数条件 aE/B,lm = a∗E/B,l−mを満たす。証明としては Eq(444)から明

らかである。

13.4 ストークスパラメータの相関関数

相関関数を計算する際にテンソル揺らぎであっても干渉するモード、しないモードに分けるこ
とが出来ることを説明する。
先にはパリティの固有状態で展開係数を書き直した。パリティ変換は運動量表示では βq(λ) →

β−q(λ)として異なる確率分布関数に移す。ここで注目すべきは確率分布関数への依存性である。
定義 Eq(444)から aE,lm ∝ βq + β−q, aB,lm ∝ βq − β−q となる。またテンソル成分が作る温
度揺らぎモード (∆T ∝ Θii をモード展開した係数 aT,lm)は ∆T(T )(n̂) =:

∑
lm aT,lmY

l
m(n̂)(テン

ソルモードの添字 (T ) は省略) として定義されるので温度の実数性と Y l
m の実数条件の元では

aT,lm = 1
2

(
aT,lm + a∗T,l−m

)
∝ βq + β−q となる。ここで

⟨(βq + β−q)
2⟩ = ⟨(βq − β−q)

2⟩ = 2 ⟨β2q ⟩ ,

⟨(βq + β−q) (βq − β−q)⟩ = 0 (449)

を考えるとテンソル揺らぎの観測量 T,E,Bのうち、相関性が残る組み合わせは

⟨a∗T,lmaT,l′m′⟩ = CTT lδll′δmm′ ,

⟨a∗T,lmaE,l′m′⟩ = CTElδll′δmm′ ,

⟨a∗E,lmaE,l′m′⟩ = CEElδll′δmm′ ,

⟨a∗B,lmaB,l′m′⟩ = CBBlδll′δmm′ (450)
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しかないことがわかる。またそれぞれの実数条件aE/B/T,lm = a∗E/B/T,l−mからすべてのCXY,l (X,Y =

T,E,B)は実数である。
いわゆる B-modeの観測はこの CBBlを測定することである。

14 CBBlのスペクトル

この節の目的は CBBlのスペクトルに対して、重力場の方程式や初期値 h (in)
q がどのように効い

てくるのかを見ることである。

14.1 aP,lmの計算

まず Eq(398)に視線方向積分解 Eq(405)を代入することで

Θij
(
t, qi, p̂i

)
=−

∑
λ=±2

βq(λ)

∫ t

t1

dt′ exp

[
−iqµ

∫ t

t′

dt′′

a(t′′)
−
∫ t

t′
σTne(t′′)dt

′′
]

×
[
ḣq(t′) (δij − p̂ip̂j) p̂kp̂lekl(q̂, λ) + σTne(t′)∆(q, t′) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) ekl(q̂, λ)

]
(451)

という積分表示が得られる。これを元にして aP,lmを計算する。
最初にEq(436)によりストークスパラーメータを計算するが、条件 n̂e+i(n̂) = 0, e+i(n̂)e+i(n̂) =

0 (n̂ = −p̂)により e+i(n̂)e+j(n̂) (δij − p̂ip̂j) = 0となる。よって残るのは∆項だけになる。現在
の値を見たいので t = t0とする。また x = 0での値なので逆フーリエ変換

∫
d3qe−i0·qを掛けて、

Q(n̂)± iU(n̂) = −T0
2
e+i(n̂)e+j(n̂)

∑
λ=±2

∫
d3qeij(q̂, λ)βq(λ)

×
∫ t0

t1

dt′ exp

[
−iqµ

∫ t0

t′

dt′′

a(t′′)

]
P(t′)∆(q, t′) ,

P(t′) := σTne(t′) exp

(
−
∫ t0

t′
σTne(t′′)dt

′′
)

(452)

を得る。この P(t)は生き残った光子数に散乱確率を掛けているので最終散乱の確率を表してお
り、最終散乱時刻でのみ大きな確率を持つ量である。
次に Eq(452)に Yml (n̂)の直交性を用いて

aP,lm =

∫
ΩnYm∗

l (n̂) (Q(n̂)± iU(n̂))

= −T0
2

∑
λ=±2

∫
d3qβq(λ)

∫ t0

t1

dt′glm(qr(t), q̂, λ)P(t′)∆(q, t′) ,

glm(ρ, q̂, λ) :=

∫
ΩnYm∗

l (n̂)eiρq̂·n̂e+i(n̂)e+j(n̂)eij(q̂, λ) ,

r(t) :=

∫ t0

t

dt′

a(t′)
(453)

と書ける。rは共動的動径距離であり関数 glmは qについての回転群の固有ベクトルである。34

34添字 lが足し合わせと角運動量両方の意味で使われていることに注意。(lm)の組で入っている場合は角運動量
を指す場合が多い
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glmの添字は球面調和関数に依存しているので回転行列を用いて

glm(ρ, q̂, λ) =
∑
m′

D(l)

mm′(S(q̂))glm′(ρ, ez, λ) , S(q̂)ij (ez)j = q̂ (454)

に動かすことが出来る。そこで簡単のために glm′(ρ, ez, λ)を求める。Chapter.(B.3)の結果を代
入すると次のように書ける。

aP,lm = T0i
l

√
π
2l + 1

8

∑
±

∫
d3qβq(±2)D(l)

m,±2(S(q̂))

∫ t0

t1

dtP(t)∆(q, t)

×
[
12 + 8ρ

d

dρ
− ρ2 + ρ2

d2

dρ2
∓ 8iρ∓ 2iρ2

d

dρ

]
jl(ρ)

ρ2

∣∣∣∣
ρ:=qr(t)

(455)

14.2 aE/B,lmの計算

aP,lmを aE/B,lmに分解する際には各因子の位相を調べる必要がある。
eij(q̂,±2)の具体的な表式は、z方向での+,×モードを x,yベクトルで書き直し、それを回転

行列 Eq(437)で回転させることで次のように得られる。

eij(q̂,±2) =
1√
2
(S(1)

(q̂)± iS(1)
(q̂))i (S

(1)
(q̂)± iS(1)

(q̂))j ,

S(1)
(q̂)± iS(1)

(q̂) = (cos θ cosϕ∓ i sin θ cosϕ, cos θ sinϕ± i cosϕ,− sin θ) (456)

そこで次のように複素共役が取れるとわかる。

e∗ij(q̂,±2) = eij(q̂,∓2) = eij(−q̂,±2) (457)

次にテンソルモードの確率変数 βq(λ)についてはEq(383)において hq(t)が実になるように取
ることにする。すると、

β∗q(λ) = β−q(λ) (458)

となる。
以上により a∗P,l−mを計算するために必要な道具がそろった。まとめて次のように書ける。(

aE,lm
aB,lm

)
= T0i

l

√
π
2l + 1

8

∑
±

∫
d3qβq(±2)D(l)

m±2(S(q̂))

∫ t0

t1

dtP(t)∆(q, t)

×

−
(
12 + 8ρ d

dρ − ρ2 + ρ2 d2

dρ2

)
±
(
8 rho+ 2ρ2 d

dρ

)  jl(ρ)

ρ2

∣∣∣∣
ρ:=qr(t)

14.3 CBB,lの計算

Eq(459)から相関関数 Eq(450)を組む。その際、

⟨βq(λ)βq′(λ′)⟩ = δ3(q − q′)δλλ′ ,∫
ΩqD

(l)

m±2(S(q̂))D
(l′)∗
m′±2(S(q̂)) =

4π

2l + 1
δmm′δll′ (459)
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を用いる。結果として次のようになる。(
CEE,l
CBB,l

)
:= π2T 2

0

∫ ∞

0
dqq2

∣∣∣∫ t0t1 dtP(t)∆(q, t)

(
12 + 8ρ d

dρ − ρ2 + ρ2 d2

dρ2

)
jl(ρ)
ρ2

∣∣∣2∣∣∣∫ t0t1 dtP(t)∆(q, t)

(
8ρ+ 2ρ2 d

dρ

)
jl(ρ)
ρ2

∣∣∣2
∣∣∣∣

ρ:=qr(t)

14.4 CBB,lの近似表式

Eq(460)の表式で特に CBB,lを見通しよく近似したい。
ベッセル関数の漸近形

jl(ρ) →
cos b

ν
√
sin b

cos
[
ν (tan b− b)− π

4

]
, (ρ2 − ν2 ≫ ν4/3) ,

cos b :=
ν

ρ
, ν := l +

1

2
(460)

を用いる。また Eq(452)で定義した P(t)は最終散乱時刻でのみ大きな確率を持つ量でありデ
ルタ関数的に近似できる。ただし最終散乱の時刻 tL で変化が少ない量に対してのみである。
b = cos−1

(
ν

qr(t)

)
→ bL := cos−1

(
ν
qrL

)
に置き換えても良い。ただし cos [ν (tan b− b)]の固まりは

νが大きいと速く回転するので置き換えるのは良い近似ではない。以上から

CBB,l := π2T 2
0

∫ ∞

ν/rL

dqq24 sin2 bL cos
2 bL

∣∣∣∣∣
∫ t0

t=r−1(ν/q)
dtP(t)∆(q, t)

(
cos [ν (tan b− b)]√

sin b

)∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣
ρ:=qr(t)

(461)

という近似ができる。

14.5 B-modeから見える重力波

最終的な目標は重力波を通じた beyond SMの物理へのアクセスである。今回、b-modeスペク
トルに重力波が関わってくる点としては次が考えられる。
インフレーション期の構造についてのプローブとして使える。まず凍結する際の初期値 h(in)q

である。大部分はインフレーション期の真空の取り替えに伴う零点振動からの寄与である。も
し波長が飛び出す直前に相転移などのイベントから出た重力波が残っていれば、それが減衰す
る前にホライゾンを飛び出し凍り付いた初期値に反映されることはあり得る。計算としては零
点振動に加えてイベントで作られた揺らぎも取り入れて、それらをまとめて増幅させる必要が
ある。
揺らぎが再びホライゾン内に入ってきた後のプローブとして使える。主に、晴れ上がり前

の光学的に見えない状況のプローブ。つまり z > 1000で起こったイベントに対して光学的には
均されてしまって見えないが、重力波・ニュートリノのテンソル密度揺らぎならアクセスが可
能かもしれない。計算上は、晴れ上がり時点での密度揺らぎにテンソルとして寄与する可能性、
その後の光の伝搬でテンソルとして効く可能性がある。重力波・ニュートリノ非等方ストレス
の時間発展方程式に対してデルタ関数的に揺動が掛かってスペクトルを動かす可能性を計算す
ることになる。

15 インフレーションと観測との比較

15.1 宇宙論パラメータへの制限

Planck2015CosmologicalResult[9]を参考に現在の宇宙論パラメータへの制限を見ていく。
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中塚洋佑 15 インフレーションと観測との比較

Figure 2: パワースペクトラムの観測値
右下のグラフについては Planck and BICEP2/Keckの joint analyisisから決めている。

(Planck Collaboration, D. Paoletti,“ Planck 2015 Cosmological Results,” in Proceedings,
Magellan Workshop: Connecting Neutrino Physics and Astronomy: Hamburg, Germany,

March 17-18, 2016, pp. 71-86. 2016. [9] から引用)

Planck2015ではパワースペクトラムがFig.(2)のように得られている。TT,ET,EEモードは
見つかっているが、BBモードは上から制限が付いているのみである。TTモードのグラフの形
はスカラー揺らぎの解析から定性的に理解できる。大スケールの大きなピークはバリオン音響
振動Chapter.(8.12)に対応しており、このピークの大きさ、lが晴れ上がり付近の物理を反映し
ている。小スケールではシルク減衰Chapter.(8.13)により揺らぎは小さくなっている。また大
スケールには SW効果Chapter.(8.14)が主要な寄与を持ちDl =

l(l+1)
2π ClT

2
0 , (T0 := 2.725K)が

フラットに振る舞うことがわかる。小スケールの揺らぎの大きさには ISW効果Chapter.(8.15)
も寄与しており、これにより揺らぎの大きさが変化する。
パワースペクトラムを再現するようにFig.(2)では適当な宇宙論パラメータで計算したCMB

スペクトルが赤色の曲線が描かれている。ただし B-modeについては後述のようにダストの寄
与に注意する必要がある。ΛCDMモデルを表すパラメーターとして Fig.(3)がある。
正しく観測結果を再現するパラメータ範囲の一部を Fig.(4)で例として引用した。
インフレーションモデルの分類において、特に興味のあるパラメータは重力揺らぎのスペク

トルインデックス nsとTensor to Scalar ratio rである。この２つのパラメータに関して、イン
フレーションモデルを表にした結果が Fig.(5)である。この図から、多くのインフレーションモ
デルが棄却されることがわかる。68% では R2 inflation, Hilltop quartic model などが上手く
当てはまっている。

99

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑

Figure 3: ΛCDMモデルのパラメータ一覧
(Planck Collaboration, P. A. R. Ade et al.,“ Planck 2015 results. XX. Constraints on

inflation,”Astron. Astrophys. 594 (2016) A20[8]から引用)

15.2 B-modeの観測

現在の制限はPLANCKとBICEP2の joint-analysis[10]により、制限として r < 0.09が付いて
いる。high-l(l > 100)ではダストの重力レンズでゆがめられた E-modeが B-modeに主要な寄
与をするため、重力波由来の B-modeを見るためには low-lでの観測を行う必要がある。以前
の測定 Fig.(2)では low-lに対して強い制限がかからなかったため、B-modeを見つけることは
できなかった。
将来的な制限はPOLARBEAR2[11]によって、Fig.(6)が得られ、精度としては σ (r) < 0.01

及びダストの解析からニュートリノ質量の総和にも制限 σ (
∑
mν) < 90meVが付くと期待され

ている。

Part IV

non-Gaussianity

CMBのCBB などの観測量では光のゆらぎの二点相関関数を調べていた。三点相関関数を調べ
ることでさらなる揺らぎの情報を得ることができる。もし揺らぎが完全に gauss的であるなら
ば三点相関関数は 0であるが、アインシュタイン方程式＋スカラー場のラグランジアンは三点
相関関数を持ちうるような高次項を treeレベルで持っている。以下ではラグランジアンの高次
展開を行い、それを用いて三点相関関数を計算する。
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中塚洋佑 16 ADM分解

Figure 4: 宇宙論パラメータへの制限
(Planck Collaboration, D. Paoletti,“ Planck 2015 Cosmological Results,” in Proceedings,
Magellan Workshop: Connecting Neutrino Physics and Astronomy: Hamburg, Germany,

March 17-18, 2016, pp. 71-86. 2016.[9]から引用)

16 ADM分解

ADM分解の reviewを参考 [12]に

S =
1

2

∫ √
−gR =

1

2

∫ √
h
[
NR(3) +N−1

(
EijE

ij − E2
)]

,

ds2 = : −N2d2t+ hij
(
dxi +N idt

) (
dxj +N jdt

)
,

Eij :=
1

2

(
ḣij −∇iNj −∇jNi

)
,

E :=Eii (462)

を導出する。

16.1 メトリックの基本的計算

まずベクトル nµ :=
(

1
N ,−

N i

N

)
を考える。このベクトルは単位ベクトルである。

nµ = gµνn
ν =

(
−N, 0⃗

)
, n2 := nµn

µ = −1 (463)

次にメトリックの逆について

gµν =

(
− 1
N2

N i

N2

N i

N2 hij − N iNj

N2

)
=

(
0 0
0 γ−1

)
− n× nt (464)

となる。
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Figure 5: インフレーションモデルの分類と観測値
左のグラフが ns-rパラメータ平面を表している。右のグラフは primordial magnetic field に
対する制限である。左のグラフでは Planckの制限にそれぞれ二本の曲線が引かれているが、
それぞれ 68% ,95% CLを表している。(Planck Collaboration, D. Paoletti,“ Planck 2015

Cosmological Results,” in Proceedings, Magellan Workshop: Connecting Neutrino Physics
and Astronomy: Hamburg, Germany, March 17-18, 2016, pp. 71-86. 2016.[9]から引用)

次に detについて局所的に

ds2 = −N2d2t+ hij
(
dxi +N idt

) (
dxj +N jdt

)
= −N2d2t+ hijdu

iduj ,(
dt,dui

)µ
:= dt,

(
dxi +N idt

)µ
= Uµν dx

ν ,

Uµν :=

(
1 0⃗
N i δij

)
(465)

というように変数変換する。この時、座標
(
dt,dui

)µ に対するメトリック g̃µν = UρµU tτµ gρτ の
detは

det g̃µν = detUρµU
tτ
µ gρτ = detUρµ detU

tτ
µ det gρτ = det gρτ

= det

(
−N2 0⃗

0⃗ hij

)
= −N2 dethij =: −N2h (466)

となる。
三次元的なクリストッフェル記号を次で定義する。

Γ(3)

ijk := Γijk (467)

添字の位置に注意。
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Figure 6: POLARBEAR2で期待される B-modeへの制限
(M. J. Mortonson and U. Seljak,“ A joint analysis of Planck and BICEP2 B modes

including dust polarization uncertainty,”JCAP 1410 (2014) 035[10]から引用)

t = constでの extrinsic curvature という量を35

Kij : = −∇inj = Γµijnµ = −NΓ0
ij

= −N
2
g0µ (giµ,j + gjµ,i − gij,µ) = (2N)−1

[
Ni,j +Nj,i − hij,0 −Nlg

lk (hik,j + hjk,i − hij,k)
]

=
1

2N

(
∇(3)

j Ni +∇(3)

i Nj − hij,0

)
(468)

で定義する。(nµの空間成分が 0であることに注意)
クリストッフェル記号は Chapter.(C.1.1)から

Γij0 = Γi0j = −NKij +∇(3)

j Ni ,

Γijk = Γ(3)

ijk ,

Γ0
00 =

1

N

(
Ṅ +N iN,i −N iN jKij

)
,

Γ0
i0 = Γ0

0i =
1

N

(
N,i −N jKij

)
,

Γij0 = Γi0j = −N
iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +∇(3)

j N
i ,

Γ0
ij = − 1

N
Kij ,

Γijk = Γ(3)i
jk +

N i

N
Kjk (469)

である。

35一般には Chapter.(C.2)を参照。ただし定義の符号が異なる。これは結局 Kが二乗で入るので問題ない。

103

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 17 SINGLE CANONICAL SCALAR INFLATIONの作用の高次展開

16.2 作用の計算

クリストッフェル記号 Eq(469)を参考に Chapter.(C.1.2)を使うと、

R = R(3) +Ka
aK

b
b +KabK

ab − 2
K̇i
i

N
− 2

∆(3)N

N
+ 2

1

N
Nk∇(3)

kK
i
i (470)

がわかる。そこで重力の作用は Eq(466)と合わせて
√
−gR =N

√
h
(
R(3) +Ka

aK
b
b +KabK

ab
)
− 2

√
h∆(3)N +

√
h
[
−2K̇i

i + 2Nk∇(3)

kK
i
i

]
=N

√
h
(
R(3) −Ka

aK
b
b +KabK

ab
)
− 2

√
h∆(3)N − 2

√
−g∇(3 + 1)

µ

(
Ki
in
µ
)

(471)

となる。ただし最後項では 4次元テンソルになりきれていない量を
∫
dtd3xのガウス積分の表

面項になるように処理した。

− 2
√
−g∇(3 + 1)

µ

(
Ki
in
µ
)

:=− 2∂0

(√
hKi

i

)
+ 2

√
h∇(3)

j

(
Ki
iN

j
)

=− 2
√
h∂0K

i
i − 2Ki

i∂0
√
h+ 2

√
hN j∇(3)

jK
i
i + 2

√
hKi

i∇
(3)

j N
j

=− 2
√
hK̇i

i + 2
√
hN j∇(3)

jK
i
i − 2Ki

i

√
h

2
hij ḣij + 2

√
hKi

i∇
(3)

j N
j

=− 2
√
hK̇i

i + 2
√
hN j∇(3)

jK
i
i − 2Ki

i

√
h

2
hij
(
∇(3)

j Ni +∇(3)

i Nj − 2NKij

)
+ 2

√
hKi

i∇
(3)

j N
j

=− 2
√
hK̇i

i + 2
√
hN j∇(3)

jK
i
i + 2N

√
hKa

aK
b
b (472)

以上から作用として組んだときに全微分項を落とすと、ADM形式での作用

S =

∫
dtd3xN

√
h
(
R(3) −Ka

aK
b
b +KabK

ab
)

,

Kij : =
1

2N

(
∇(3)

j Ni +∇(3)

i Nj − hij,0

)
(473)

となる。

17 single canonical scalar inflationの作用の高次展開

単一スカラーインフレーションでの作用を 3次まで展開する。元になる作用は

S =
1

2

∫
d4x

√
−g
[
R− (∇ϕ)2 − 2V(ϕ)

]
(474)

である。(以下ではM−2
pl := 8πGN = 1)更にメトリックはスカラー・ベクトルゆらぎに注目し

てゲージを固定することで

δϕ =0 , hij = e2ρ+2ζ (eγij )ij ,

γij,i =0 , γii = 0 (475)

ただし ρは最低次の解である。n次の微小量をまとめてO(ζn)で表す。
また

h := dethij = e3ρ+3ζ det eγ = e3ρ+3ζeTrγ = e3ρ+3ζ (476)

である。

104

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 17 SINGLE CANONICAL SCALAR INFLATIONの作用の高次展開

17.1 0次の解

Eq(474)の空間的に一様な最低次の解は次を満たす。

3ρ̇2 =
1

2
ϕ̇2 + V(ϕ) ,

ρ̈ =− 1

2
ϕ̇2 ,

0 =ϕ̈+ 3ρ̇ϕ̇+ V ′
(ϕ) (477)

ただし注意点として今までの計算の宇宙スケールに対して a = eρ, H := ȧ
a = ρ̇である。

そして今スローロール条件 Ḣ
H∆t ∼ Ḣ

H2 ≪ 1を要請する。この条件を書くためにスローロー
ルパラーメータ

ϵ := − Ḣ

H2
=

3XP,X
2XP,X − P

(478)

を定義する。更に ϵ, ϵ̇/H, ϵ̈/H2 ≪ 1なども課し、Eq(477)により

ϵV :=
M2
pl

2

(
V,ϕ
V

)2

, ηV :=
M2
plV,ϕϕ

V
, ξV :=

M4
plV,ϕV,ϕϕϕ

V 2
(479)

を用いると便利。これらすべてが 1より十分小さいという条件 (スローロール条件)が満たされ
ている場合には、

ϵV ≃ ϵ ∼ 1

2

ϕ̇2

ρ̇2M2
pl

, ηV ≃ 2ϵ− ϵ̇

2Hϵ
∼ − ϕ̈

ρ̇ϕ̇
+

1

2

ϕ̇2

ρ̇2M2
pl

,

ξ2V ≃
(
2ϵV − η̇V

HηV

)
ηV , H ≃ − V

V,ϕ

ϕ̇

M2
pl

(480)

である。

17.2 ADM分解での高次展開

作用の高次展開のために、微小量の作用 Eq(474)をADM分解する。Eq(473)を参考に

S =
1

2

∫
dtd3x

√
h
[
NR(3) −NKa

aK
b
b +NKabK

ab −Ngµνϕ,µϕ,ν − 2NV(ϕ)
]

=
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
NR(3) −NKa

aK
b
b +NKabK

ab +
1

N
ϕ̇2 − 2NV(ϕ)

]
(481)

となる。ただし、場 ϕについては基底量は一様でかつ、変分も 0になるようなゲージを取って
いるので空間微分が 0であることに注意。

N,N iは作用の中で運動項を持たないので、ハミルトン形式に移る前に拘束条件として除去
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する必要がある。そのために、変分すると

δS

δN
=
1

2

√
h

[
R(3) − 2V(ϕ) +Ka

aK
b
b −KabK

ab − 1

N2
ϕ̇2
]
= 0 ,

δS

δN i
=

[(√
hKa

a

)
,i
−
√
hKa

aΓ
(3)b
bi −

(√
hKab

),a
+

√
hKabg

acΓ(3)b
ci

]
=
√
h
[
Ka
a,i −Ka

i,a −Kc
i Γ

(3)s
sc +Kc

bΓ
(3)b
ci

]
=−

√
h∇(3)

a

(
Ka
i − δaiK

b
b

)
= 0 (482)

となる。注意点として、部分積分の際に ∂aではなく、gac∂cになおしてから反変微分を部分積
分しなくてはならない。

N,N iの解の形を次の様に仮定する。それぞれ添字 1,2,...は次数を表す。

N =:1 +N(1) +N(2) + ... ,

N i =:N i
(1) +N i

(2) + ... =: (ψ(1) + ψ(2) + ...),i +N i
(T1) +N i

(T2) + ... ,

∂iN
i
(Tj) :=0 , (j = 1, 2, ...) (483)

ただし、0次の解がこのように書けることはEq(482)において、R(3)の高次展開Chapter.(C.1.3)
をR(3) = R(3, 1) +R(3, 2) + ...と書いて Eq(482)を展開した結果からわかる。

0 =− 2V(ϕ) + 9ρ̇2 − 3ρ̇2 − ϕ̇2 , : O(ζ0) ,

0 =R(3, 1) − 4ρ̇
(
3ρ̇N(1) + e−2ρ∆ψ(1) − 3ζ̇

)
+ 2N(1)ϕ̇

2 , : O(ζ1) ,

0 =R(3) − 2V(ϕ) +Ka
aK

b
b −KabK

ab − 1

N2
ϕ̇2 , : O(ζn) ,

0 =0 , : O(ζ0) ,

0 =
(
3ρ̇N(1) + e−2ρ∆ψ(1) − 3ζ̇

)
,i
−
(
ρ̇N(1),i + e−2ρ∆ψ(1),i + e−2ρ∆N(T1)i

2
− ζ̇,i

)
, : O(ζ1) ,

0 =Ka
a,i −Ka

i,a −Kc
i Γ

(3)s
sc +Kc

bΓ
(3)b
ci , : O(ζn)

(484)
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ただし、

Kij : =
1

2 (1 +N(1) +N(2) +N(3))

[
2
(
ψ(1),sh

si + ψ(2),sh
si + ψ(3),sh

si
)
,j

+
(
N s

(T1)hsi +N s
(T2)hsi +N s

(T3)hsi
)
,j
+
(
N s

(T1)hsj +N s
(T2)hsj +N s

(T3)hsj
)
,i

+

(
δsi ζ,j + δsjζ,i + δijζ

,s +
γsi,j + γsj,i − γ ,s

ij

2

)(
ψ(1),t + ψ(2),t +N t

(T1) +N t
(T2)

)
hts

− e2ρ
(
2ρ̇δit + 2ζ̇δit + γ̇it

)(
1 + 2ζ + 2ζ2 +

4

3
ζ3
)(

δtj + γtj +
1

2
γtkγkj +

1

6
γtkγklγlj

)]
+O(ζ3)

=− e2ρρ̇δij

+ e2ρρ̇N(1)δij + e2ρψ(1),ij + e2ρ
N i

(T1),j +N j
(T1),i

2
− e2ρρ̇ (2ζδij + γij)− e2ρ

2ζ̇δij + γ̇ij
2

+O(ζ2) ,

Ki
j :=h

ikKkj =
1

a2
(δik − 2δikζ − γik +O(ζ2))

×
(
− e2ρρ̇δkj + e2ρρ̇N(1)δkj + e2ρψ(1),kj + e2ρ

Nk
(T1),j +N j

(T1),k

2

− e2ρρ̇ (2ζδkj + γkj)− e2ρ
2ζ̇δkj + γ̇kj

2
+O(ζ2))

=− ρ̇δij

+ ρ̇ (2δijζ + γij) + ρ̇N(1)δij + ψ(1),ij +
N(T1)i,j +N(T1)j,i

2
− ρ̇ (2ζδij + γij)−

2ζ̇δij + γ̇ij
2

+O(ζ2)
=− ρ̇δij + ρ̇N(1)δij + ψ(1),ij +

N(T1)i,j +N(T1)j,i

2
− 2ζ̇δij + γ̇ij

2
+O(ζ2) (485)

を用いた。(添字の上げ下げが一貫していないため注意)
さて今、Eq(484)のO(ζ0)の２式は基底の運動方程式から、もしくは自明に成立する。ここ

から、N,N iの零次の取り方がこれで良いとわかる。
ついでに一次の解も求めておくと、Eq(484)のO(ζ1)の２式からは次の

0 =− 4a−2∆ζ − 12ρ̇2N(1) − 4ρ̇∆ψ(1) + 12ρ̇ζ̇ + 2N(1)ϕ̇
2 ,

0 =2ρ̇N(1),i −
∆N(T1)i

2
− 2ζ̇,i (486)

条件式が得られる。二式目はベクトル分解して∆N(T1)i = 0と 0 = ρ̇N(1),i − ζ̇,iに分かれることに
注意。この解は

N(1) =
ζ̇

ρ̇
, N(T1) = 0 , ψ(1) = −e−2ρ ζ

ρ̇
+ χ , χ := ∆−1 ϕ̇

2

2ρ̇2
ζ̇ (487)

となる。そこで添字の上げ下げに注意して

N(1) =
ζ̇

ρ̇
, N i

(1) = −e−2ρ ζ,i
ρ̇

+ χ,i (488)

が解として取れる。
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次に拘束条件の高次項がどのように作用に効いてくるのかを確認する。以下では形式的に
変分で計算するが、変分に関しての注意点がある。２階以上の変分は処理が面倒である。具体
的には例えば S =

∫
d3xf ij(x)N,iN,j を変分したときに δ2S

δNδN
N2

2 = 0 ̸= f ij(x)N,iN,j である。微
分が一つしか含まれない場合はこのような問題は起こらない。以下での変分表記は、厳密には
N,iとN を独立と見なして δS

δN = ∂S
∂N δN + ∂S

∂N,i
N,iと考える。

Eq(481)をN,N iのみに注目して高次展開すると

S =
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
NR(3) −NKa

aK
b
b +NKabK

ab +
1

N
ϕ̇2 − 2NV(ϕ)

]
=
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
R(3) +

1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
+ ϕ̇2 − 2V(ϕ)

]
+

∫
dtd3x

[
δS

δN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) +N(2) + ...) +
δS

δN i

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1) +N i
(2) + ..

)
+
δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) +N(2) + ...)2

2
+

δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1) + ..
) (
N j

(1) + ..
)

2
+

δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1) + ..
)
(N(1) + ...)

+
δ3S

δN3

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N3
(1)

3!
+

δ3S

δN iδN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

2
(1)

2
+

δ3S

δN iδN jδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(1)N(1)

2
+O(ζ4)] (489)

となる。ただし、作用はN iに関して高々2次であることを用いた。ここで拘束条件から

δS

δN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

+
δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) +N(2) + ...) +
δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1) + ..
)
= O(ζ2) ,

δS

δN i

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

+
δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N j

(1) + ..
)
+

δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) + ..) = O(ζ2) (490)
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である。これを用いて変形すると

S =
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
R(3) +

1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
+ ϕ̇2 − 2V(ϕ)

]
+

∫
dtd3x

[
δS

δN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N(1)

+

(
− δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) +N(2) + ...)− δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1) + ..
))

(N(2) +N(3) + ...)

+
δS

δN i

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1) +

(
− δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N j

(1) + ..
)
− δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(N(1) + ..)

)(
N i

(2) +N i
(3) + ..

)
+
δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N2
(1)

2
+

δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(1)

2
+

δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N(1)

+
δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N(1)N(2) +
δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(2) +N j

(1)N
i
(2)

2
+

δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

(
N i

(1)N(2) +N i
(2)N(1)

)
+
δ3S

δN3

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N3
(1)

3!
+

δ3S

δN iδN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

2
(1)

2
+

δ3S

δN iδN jδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(1)N(1)

2
+O(ζ4)]

=
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
R(3) +

1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
+ ϕ̇2 − 2V(ϕ)

]
+

∫
dtd3x

[
δS

δN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N(1) +
δS

δN i

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)

+
δ2S

δN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N2
(1)

2
+

δ2S

δN iδN j

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(1)

2
+

δ2S

δN iδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N(1)

+
δ3S

δN3

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N3
(1)

3!
+

δ3S

δN iδN2

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

2
(1)

2
+

δ3S

δN iδN jδN

∣∣∣∣
N=1
Ni=0

N i
(1)N

j
(1)N(1)

2
+O(ζ4)] (491)

として、N,N iの展開は 1次までの成分しか効いてこないことがわかる。
そこで 1次までを取り込んで Eq(481)を高次展開すると

S =
1

2

∫
dtd3x

√
h

[
NR(3) +

1

4N

[
−habhab,0hcdhcd,0 + hachab,0h

bdhcd,0

]
+
δKK1

2N
+
δKK2

4N
+

1

N
ϕ̇2 − 2NV(ϕ)

]
=
1

2

∫
dtd3xe3ρ+3ζ

[
R(3) +

1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
+
δKK1

2
+
δKK2

4
+ ϕ̇2 − 2V(ϕ)

+N(1)

(
R(3) − 1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
− δKK1

2
− δKK2

4
− ϕ̇2 − 2V(ϕ)

)
+N(1)2

(
+
1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
+
δKK1

2
+ ϕ̇2

)
+N(1)3

(
−1

4

[
habhac,0h

cdhbd,0 −
(
habhab,0

)2]
− ϕ̇2

)]
(492)
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となる。ただし

Kab =
1

2N

(
(N chcb),a + (N chca),b − 2ΓcabN

dhdc − hab,0

)
=:

1

2N
(δEab − hab,0) ,

δEab :=∇(3)

aNb +∇(3)

bNa

=N c
,ahcb +N c

,bhca +N c (hcb,a + hca,b)− 2Γ(3)c
abN

dhdc ∼ O(ζ1) ,

−NKa
aK

b
b +NKabK

ab =
1

4N

[
−hab (δEab − hab,0)h

cd (δEcd − hcd,0) + hac (δEab − hab,0)h
bd (δEcd − hcd,0)

]
=

1

4N

[
−habhab,0hcdhcd,0 + hachab,0h

bdhcd,0

]
+

1

4N

[
2habδEabh

cdhcd,0 − 2hacδEabh
bdhcd,0

]
+

1

4N

[
−habδEabhcdδEcd + hacδEabh

bdδEcd

]
=

1

4N

[
−habhab,0hcdhcd,0 + hachab,0h

bdhcd,0

]
+

1

2N
δKK1 +

1

4N
δKK2

(493)

であり省略として

δKK1 :=h
abδEabh

cdhcd,0 − hacδEabh
bdhcd,0 = 2∇(3)

aN
ahcdhcd,0 − 2hcd,0∇(3)cNd

=− 8e−2ρ∆ζ + 8H∆χ

− 24e−2ρζ2,i + 24Hζ,iχ,i − 8
e−2ρ

H
∆ζζ̇ + 8∆χζ̇ − 2χ,ij γ̇,ij +

2e−2ρ

H
ζ,ij γ̇,ij

− 24
e−2ρ

H
ζ2,iζ̇ + 24ζ,iχ,iζ̇ + 2ζ,iχ,j γ̇ij − 2ζ,iχ,j γ̇ij +

e−2ρ

H
ζ,iγjk,iγ̇jk − χ,iγjk,iγ̇jk +O(ζ4) ∼ O(ζ1) ,

δKK2 :=− habδEabh
cdδEcd + hacδEabh

bdδEcd

=− 4 (∇(3)

aN
a)2 + 2

[(
∇(3)

bN
a
)2

+∇(3)

aN
b∇(3)

bN
a
]

=− 4
e−4ρ

H2
∆ζ2 + 4

e−4ρ

H2
ζ2,ij + 8

e−2ρ

H2
∆ζ∆χ− 8

e−2ρ

H2
ζ,ijχ,ij

− 16
e−4ρ

H2
∆ζζ2 + 16

e−2ρ

H2
∆ζζ,iχ,i + 16

e−2ρ

H2
ζ2,i∆χ− 16ζ,iχ,jχ,ij

+ 4
e−4ρ

H2
ζ,iζ,jkγjk,i − 4

e−2ρ

H2
ζ,ijχ,kγij,k − 4

e−2ρ

H2
ζ,iχ,jkγjk,i + 4χ,iχ,jkγjk,i +O(ζ4) ∼ O(ζ2)

(494)
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および

1

2
habhab,0 =

1

2

[
6
ȧ

a
+ 6ζ̇

]
+O(ζ4) = 3ρ̇+ 3ζ̇ +O(ζ4) ,

1

2
habhbi,0 =δaiρ̇+ ζ̇δai +

1

2
γ̇ai +

γikγ̇ka − γ̇ikγka
4

+
γ̇ikγksγsa + γikγksγ̇sa − 2γikγ̇ksγsa

12
+O(ζ4) ,

∇(3)

bN
a =− e−2ρ

H
ζ,ab + χ,ab + Γ(3)a

bc

(
−e

−2ρ

H
ζ,c + χ,c

)
=− e−2ρ

H
ζ,ab + χ,ab

+

(
−δbcζ,a + δacζ,b + δabζ,c +

γab,c + γac,b − γbc,a
2

)(
−e

−2ρ

H
ζ,c + χ,c

)
+

(
δcbζ,sγas − ζ,aγbc +

2γasγcb,s − γasγsb,c − γasγsc,b + γas,bγsc + γas,cγsb − γbs,aγsc − γcs,aγsb
4

)
×
(
−e

−2ρ

H
ζ,c + χ,c

)
+O(ζ4) ,

∇(3)

aN
a =− e−2ρ

H
∆ζ +∆χ+ 3ζ,c

(
−e

−2ρ

H
ζ,c + χ,c

)
+ (ζ,sγcs − ζ,aγac)

(
−e

−2ρ

H
ζ,c + χ,c

)
+O(ζ4) ,

Γ(3)i
jk =− δjkζ,i + δikζ,j + δijζ,k +

γij,k + γik,j − γjk,i
2

+ δkjζ,sγis − ζ,iγjk +
2γisγkj,s − γisγsj,k − γisγsk,j + γis,jγsk + γis,kγsj − γjs,iγsk − γks,iγsj

4
+O(ζ3) (495)

を用いた。これらは以下の計算でも用いる。
以上で得られた 3次までの展開について、以降で詳しく見ていく。

17.3 微小量の運動項

微小量の運動項は先の展開 Eq(494)の二次までの部分を見ると出てくる。０次の項は基底の運
動方程式を決定するために使われる。１、２次の項のみ抜き出してくると

Skin :=

∫
dtd3x

[
+
(
−4a∆ζ − 6a3Ḣζ − 18a3H2ζ + 2a3H∆χ− 6a3Hζ̇

)
+

[
− 1

2aH2
∆ζ2 − 8a∆ζζ − 9a3Ḣζ2 − 27a3H2ζ2 − 7aζ2,i +

1

2aH2
ζ2,ij + 6a3Hζ,iχ,i +

a

H
∆ζ∆χ

+ 6a3Hζ∆χ− a

H
ζ,ijχ,ij + 2aζ,ij γ̇ij −

1

8
aγ2ij,k −

2a

H
∆ζζ̇ − 18a3Hζζ̇ − a3Ḣ

H2
ζ̇2

− 1

2
a3χ,ij γ̇ij +

1

8
a3γ̇2ij +

a

2H
ζ,ij γ̇ij

]
(496)

となる。さらに部分積分と基底の運動方程式 Eq(477)を用いる。また γij は d3xの部分積分で
いくつか項が落ちる。その後、空間微分の個数で項を分類する。（χは-2個分でカウントする。）
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残った量について次のようなテクニックを用いて変形していく。∫
dtd3x2

eρ

ρ̇
ζ,iζ̇,i =

∫
dtd3x2

eρ

ρ̇

d

dt

ζ2,i
2

=

∫
dtd3x

(
−
(
eρ − ρ̈

ρ̇2
eρ
)
ζ2,i

)
,∫

dtd3x
(
−18e3ρρ̇ζζ̇

)
=

∫
dtd3x− 9e3ρρ̇ζζ̇ +

∫
dtd3x9

(
e3ρ3ρ̇2ζ + e3ρρ̇ζ̇ + e3ρρ̈ζ

)
ζ

=

∫
dtd3x

(
27e3ρρ̇2ζ2 + 9ρ̈e3ρζ2

)
(497)

最終的に

S =
1

2

∫
dtd3x

ϕ̇2

ρ̇2

(
e3ρζ̇2 − eρζ2,i

)
+

1

8

∫
dtd3x

(
e3ργ̇2ij − eργ2ij,l

)
+

∫
dtd3x2a3H∆χ (498)

となる。2a3H∆χは χが∆−1を含む (Eq(488))ために全微分で除去することが出来ない。
本来、場を古典解周りで展開した際に一次の項は消えるべきであるが、今回は残ってしまっ

ている。2a3H∆χは拘束の表面項N i
(1),iに由来しており、消えずに残る原因は拘束N i

(1)が境界で
ラプラシアンの逆∆−1に由来する特異性を持つからである。
このような拘束条件を解いて初めて出てくる特異性は、ここまでの計算では常に無視してき

た。もし拘束が表面積分で消えないという特異性を認めると、ADM分解 Eq(472)で落として
いた項からも

−2

2

√
−g∇(3 + 1)

µ

(
Ki
in
µ
)
=− ∂0

(√
hKi

i

)
+
√
hN j∇(3)

jK
i
i +

√
hKi

i∇
(3)

j N
j

⊃− 3a3HN j
,j (499)

が出てくる。ただし「B ⊂ A」は「Aの中に加法的に Bが含まれる」を意味する。
結局合わせると−a3HN j

,j だけラグランジアン密度に一次の項が残る。この項は全微分であ
り古典的な運動方程式を変えないため、出発点の作用から事前に除去する必要がある。詳しい
議論は Chapter.(C.2)参照。

17.4 3次相互作用項の簡単化の手順

相互作用項を簡単にしたい。一般的な簡単化の手順に沿って部分積分していく。

• O(ϵn),O(Hn),O(∂i)で項を分類する。

• O(ϵn)が低いものから順に、部分積分で項を減らしていく。まずO(Hn),O(∂i)が同じ項を簡
単化する。

• O(Hn)が異なる項は、低いオーダーの項を a = d
dt

(
a
H

)
− ϵaにより高次に変形する。

• O(∂i)が異なる項は、高いオーダーの項を Eq(498)から得られる運動方程式について変形

したもの ζ = ∆−1
(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇ + 1

2ϵa
δL2
δζ

)
を用いることで低次に変換する。このとき、

ζ,∆ζ の塊を部分積分で作ってから代入する。

•
...
ζ が出ないように計算すると良い。

• 時間の部分積分では ϵ, a.H などからO(ϵn)高次項が出ることに注意。
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これらの操作により Chapter.(C.5.1)の結果として

Sζ3 =4a5Hϵ2ζ̇2∆−1ζ̇ + f(ζ)
δL2

δζ
+O(ζ3) ,

f(ζ) =− 1

H
ζ̇ζ +

1

4a2H2
ζ2,i −

1

4a2H2
∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− 1

2

ϕ̈

ϕ̇H
ζ2

− 1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)− ϵ

2H
∆−1

(
ζ∆−1ζ̇,ij

)
,ij

+ a3∆−1
(
ζ̇2
) 1

2ϵa
+ 2a3ζ̇∆−1ζ̇

1

2ϵa
(500)

と変形できる。
結論としてζ3型相互作用では δL2

δζ の部分を除くと最高次の項がO(ϵ2)となり,またO(H1
)
,O(∂−2

)
となる。

18 in-in formalismの定式化

ワインバーグ [3]のAppendixを参考に今回計算する相関関数を定義し計算方法をまとめる。

18.1 明示的に時間に依存するハミルトニアンの量子化

in-in formalismの計算では作用に基づいて計算するので以下の処方は本来不要だが一応記載し
ておく。今後扱うハミルトニアンH(ϕ(x), π(x), t)はスケールファクターなど明示的に時間 tに依存
し、空間 xには場を通じてのみ依存するような形をしている。このような系を量子化する場合
の構成の仕方を考える。ここで古典的な一様解 ϕ̄(t), π̄(t)が取れたとする。古典解は正準関係方
程式を満たす。

d

dt
ϕ̄(t) =

δH
δπ̄

,
d

dt
π̄(t) = −δH

δϕ̄
,

H [ϕ, π] :=

∫
d4xH(ϕ(x), π(x), t) (501)

量子化すると

d

dt
ϕ̂(t) =i

[
H, ϕ̂

]
,

d

dt
π̂(t) = i

[
H, ϕ̂

]
,[

ϕ̂(x), π̂(x)
]
= iδ3(x− y) , [π̂(x), π̂(x)] =

[
ϕ̂(x), ϕ̂(x)

]
= 0 (502)

を解くことになる。
ここで今回注目する量は古典解からのズレである。つまり、場を

ϕ̂(x) = : ϕ̄(t) + δϕ(x) , π̂(x) =: π̄(t) + δπ(x) (503)

という風に分解した量を考える。
この量に対して、c-数の可換性より次の交換関係が成り立つ。

[δϕ(x), δπ(x)] = iδ3(x− y) , [δπ(x), δπ(x)] = [δϕ(x), δϕ(x)] = 0 (504)
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運動方程式は元のハミルトニアンに対しては成り立たないので変わりに次のハミルトニアンを
考える。

H̃ [δϕ, δπ] =H
[
ϕ̂, π̂

]
−H(ϕ̄, π̄)− ∫ d3x

δH
[
ϕ̄, π̄

]
δϕ̄

δϕ(x)−
∫

d3x
δH
[
ϕ̄, π̄

]
δπ̄

δπ(x) (505)

このとき運動方程式は

i
[
H̃, δϕ

]
=i

([
H, ϕ̂

]
−
∫

d3x′
δH
[
ϕ̄, π̄

]
δπ̄

[δπ(x′), δϕ]

)
=

d

dt
ϕ̂(t)− d

dt
ϕ̄(t) =

d

dt
δϕ(t) , (506)

i
[
H̃, δπ

]
=i

(
[H, π̂]−

∫
d3x′

δH
[
ϕ̄, π̄

]
δϕ̄

[δϕ(x′), δπ]

)
= − d

dt
π̂(t) +

d

dt
π̄(t) = − d

dt
δπ(t) (507)

となる。このように微小量 δϕ(x), δπ(x)の時間発展はハミルトニアン H̃ [δϕ, δπ]に支配されている。

18.2 期待値の計算

宇宙論で考慮される量は散乱振幅ではなく期待値である。期待値をどの状態に対して取るかが
非自明である。インフレーションの観測から揺らぎを引き起こす原因が空間の膨張にあると考え
られる。低エネルギー発散の問題を無視すると、膨張によるゆらぎの生成はBunch-Davies真空
(BD真空)を取ることで記述される。期待値の計算はBD真空で計算する。BD真空は t = −∞
での真空と見なせる。これは場の理論に置ける in-stateと同じである。
場の相互作用描像を構成する。時間発展演算子 U(t, t′)を

δϕ(t) =U−1
(t, t′)δϕ(t′)U(t, t′) (508)

で定める。これはUに対して

d

dt
U(t, t′) = −iH̃U(t)(t, t′) , U(t, t) = 1 (509)

を課すことで満たされる。相互作用描像に移るため、ハミルトニアンを運動項と相互作用項に
分ける。

H̃ = H0 +HI (510)

相互作用描像は

d

dt
U0(t, t

′) =− iH0(t)U(t, t′) , U(t, t) = 1 ,

δϕI :=U−1
0 (t, t0)δϕ(t0)U0(t, t0) (511)

により定義される。相互作用描像を通常の場と一致させる時刻は t0 → −∞とする。つまり相
互作用描像における真空は |in⟩となる。ここで

d

dt

[
U−1
0 (t, t0)U(t, t0)

]
=− i

(
U−1
0 (t, t0)HI(t)U0(t, t0)

) (
U−1
0 (t, t0)U(t, t0)

)
⇒ U−1

0 (t, t0)U(t, t0) =T exp

(
−i
∫ t

t0

HI
(t)dt

)
,

HI
(t) :=U−1

0 (t, t0)HI(t)U0(t, t0) (512)
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を用いることで、場の積で書ける一般的な演算子に対して相互作用描像での書き換えを試みると

O(t) =U−1
(t, t0)O(t0)U(t, t0) = U−1

(t, t0)U0(t, t0)OI
(t)U−1

0 (t, t0)U(t, t0)

=

[
T̄ exp

(
i

∫ t

t0

HI
(t)dt

)]
OI

(t)

[
Texp

(
−i
∫ t

t0

HI
(t)dt

)]
(513)

となる。ただし逆行列を取ると順序が逆になりT積の変わりに時間が過去の順から並べる T̄積
に移ることに注意。

18.3 ファインマンダイアグラムの定義

in-in formalismにおけるファインマンダイアグラムを整備する。HI(t)について摂動展開を行う。

⟨O(t)⟩ = ⟨in|
[
T̄ exp

(
i

∫ t

t0

HI
(t)dt

)]
OI

(t)

[
Texp

(
−i
∫ t

t0

HI
(t)dt

)]
|in⟩

= ⟨in|

[
1 + T̄

(
i

∫ t

t0

HI
(t)dt

)
+

1

2
T̄

(
i

∫ t

t0

HI
(t)dt

)2

+ ...

]
OI

(t)

×

[
1 + T

(
−i
∫ t

t0

HI
(t)dt

)
+

1

2
T

(
−i
∫ t

t0

HI
(t)dt

)2
]
|in⟩ (514)

そしてそれぞれの項に対してwickの定理で縮約を行うが、T積、T̄積が混在するために注意が
必要。また散乱振幅の計算では外線は t = ±∞にありT積には自由に出入りできたが、今回の
計算では外線Oは T積に挟まれており、特別な扱いが必要。
具体的なルールは

• T̄積に含まれる場の数だけ左に点 (left vertex)を書く。外線Oに含まれる場の数だけ左
に点 (external vertex)を書く。T積に含まれる場の数だけ左に点 (right vertex)を書く。

• 可能なダイアグラムを書き下しプロパゲーターで結ぶ。ただし端点の vertexごとにプロパ
ゲーターの種類が変わる。left-leftなら ⟨T̄ϕ(x)ϕ(x′)⟩、right-rightなら ⟨Tϕ(x)ϕ(x′)⟩、left-right,
left-external, external-right, external-externalはこの順序で ⟨ϕ(x)ϕ(x′)⟩を計算する。

• どの external vertexともつながっていない disconnected な部分が存在する場合、そのダ
イアグラムは 0になる。理由としては in-out formalismでのバブルの処理と同様である。
ただし、in-in formalismでは ⟨

[
T̄ exp

(
i
∫ t
t0
HI(t)dt

)] [
Texp

(
−i
∫ t
t0
HI(t)dt

)]
⟩ = 1とな

るのでわざわざ ⟨in|in⟩ = 1で割らなくても自動的に落ちている。

である。またHI(t)が既にノーマルオーダーで書かれていると仮定することで、一つの vertex
でループを作るような発散は計算から除去される。
ただし一般に曲がった時空上でのプロパゲーターの導出は困難である。そのため、普通の

場の理論のようにファインマンダイアグラムから直接ファインマンルールで遷移振幅を求める
ことは出来ない。ダイアグラムは縮約の組み合わせを明示し項を分類するためにもっぱら用い
る。実際の計算ではT積を尊重するように時間積分の区間を変更する。つまり場がT積の順序
通りに並ぶように時間積分の区間を変更する。
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19 ζ3 − bispectrumの計算

single canonical scalar inflationに対する bispectrumを計算したい。特に今回は ζ3型の相互作
用を調べる。二点相関関数ではスカラー揺らぎはテンソル揺らぎに比べて観測が容易であり、
同様の理由から ζ3 − bispectrumは観測からの制限が強くついているという点で興味深い量で
ある。

19.1 ζ3型相互作用の簡単化

演算子の変換 ζ → ζc−f(ζc)によって作用の 2次の項はS2(ζ) → S2(ζc)−f(ζc) δS2
δζ となり、−f(ζc)

δS2
δζ

の分だけ相互作用項がズレる。これを利用して Eq(500)の項を減らすことが出来る。以降の計
算 Eq(519)では f(ζc)を晴れ上がりの時刻で評価する。晴れ上がりの時刻では運動量が多い項は
kη ≪ 1で押さえられるため、運動量の最低次で近似すれば良い。36時間微分はEq(527)により
d
dt ∝ k2として効くことに注意する。よって変数シフト

ζ =:ζc +

(
1

2

ϕ̈

ϕ̇ρ̇
+

1

8

ϕ̇2

ρ̇2

)
ζ2c +

1

4

ϕ̇2

ρ̇2
∆−1 (ζc∆ζc) + ... (515)

の下で37三次の相互作用項は

S3 =

∫
dx4

ϕ̇4

ρ̇4
e5ρρ̇ζ̇2c∆

−1ζ̇c +O(ϵ3) (516)

と書ける。

19.2 ζ3型 3点関数の計算

ここではweinbergの計算方法を参考に ⟨ζ(x1)ζ(x2)ζ(x3)⟩を計算する。ただし t0 := t1 = t2 = t3は
最終散乱面での時間である。計算はスローロールパラメータの最低次で見る。そこで、Eq(516)
の ζcへのシフトがスローロールの低次で

ζ =ζc + ϵλζ2c ,

ϵλζ2c =:

(
1

2

ϕ̈

ϕ̇ρ̇
+

1

8

ϕ̇2

ρ̇2

)
ζ2c +

1

4

ϕ̇2

ρ̇2
∆−1 (ζc∆ζc) (517)

と書けるので、38三点関数は相互作用項もスローロールの高次であることに注意して

⟨in|ζ(x1)ζ(x2)ζ(x3)|in⟩
= ⟨in|ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)|in⟩+ λ [⟨ζc(x1)ζc(x2)⟩ ⟨ζc(x2)ζc(x3)⟩+ (cyclic)] +O(ϵ2) (518)

と書ける。ただしこの (cyclic)は 6通りを回るとする。以降、相関関数の状態に指定がない場
合は自由場の BD真空基底 ⟨0|A|0⟩を指すものとする。39

36S3 自体は Horizon crossingでの値が主要になるために kη ≪ 1という近似が出来ないことに注意。
37...は運動量、スローロールの高次項を表す。
38形式的に演算子 λは ϵの 0次
39この場合、|in⟩は相互作用を取り入れた t → −∞での真空基底、|0⟩は相互作用を取り入れない t → −∞での

真空基底であることに注意。どちらも粒子の定義は BD真空的に決まる。
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二点関数は最低次で計算すれば十分であるため、上の変形では in-in formalismから自由場
の基底に移している。そこで計算は自由場の交換関係で考えればよい。作用の quadratic Term
の形に対応した BD真空を取ることで、

⟨ζk(t)ζk′(t)⟩ ∼ (2π)3 δ3
(
k + k′) 1

2k3
ρ̇2∗
M2
pl

ρ̇2∗

ϕ̇2∗
(519)

となる。ただし*はHorizon crossingでの値である。右辺の値はHorizon crossing以降 kη ≪ 1
の凍結した値である。この凍結の時間は波数 k1, k2, k3がすべて凍結しているような適当な時間
を取る。インフレーション中に凍結している値については、凍結しているどの時間でとっても
結果は同じなのでこのように取り扱う。まずは λ を単なる数と見なして計算する。すべての寄
与をフーリエ変換した上で足すと∫

d3x1d
3x2d

3x3e
+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x32λ (⟨ζc(x1)ζc(x2)⟩ ⟨ζc(x2)ζc(x3)⟩+ (cyclic))

=λ (2π)6
H8

∗

ϕ̇4∗

∫
d3x1d

3x2d
3x3e

+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x3

×
(∫

d3k′1
(2π)3

d3k′2
(2π)3

d3k′′2
(2π)3

d3k′3
(2π)3

e−ik
′
1·x1−ik′

2·x2−ik′′
2 ·x2−ik′

3·x3δ3
(
k′
1 + k′

2

)
δ3
(
k′′
2 + k′

3

) 1

4k′32 k
′′3
2

+ (cyclic)

)
=λ

H8
∗

ϕ̇4∗

∫
d3x1d

3x2d
3x3e

+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x3

×
(∫

d3k′1
(2π)3

d3k′3
(2π)3

e−ik
′
1·x1+ik

′
1·x2+ik

′
3·x2−ik′

3·x3
1

4k31k
3
3

+ (cyclic)

)
=λ

H8
∗

ϕ̇4∗
(2π)3×3

(∫
d3k′1
(2π)3

d3k′3
(2π)3

1

4k31k
3
3

δ3
(
k1 − k′

1

)
δ3
(
k3 − k′

3

)
δ3
(
k2 + k′

1 + k′
3

)
+ (cyclic)

)
=λ

H8
∗

ϕ̇4∗
(2π)3 δ3(

∑
i ki)

(
1

4k31k
3
3

+ (cyclic)

)
(520)

となる。ここで λの二項目が演算子的になっているので上の計算においてその寄与を調べると、∫
d3x1d

3x2d
3x3e

+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x3
[
∆−1

2 (⟨ζc(x1)ζc(x2)⟩ ⟨∆2ζc(x2)ζc(x3)⟩) + (cyclic)
]

=(2π)6
H8

∗

ϕ̇4∗

∫
d3x1d

3x2d
3x3e

+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x3

×

(∫
d3k′1
(2π)3

d3k′2
(2π)3

d3k′′2
(2π)3

d3k′3
(2π)3

e−ik
′
1·x1−ik′

2·x2−ik′′
2 ·x2−ik′

3·x3δ3
(
k′
1 + k′

2

)
δ3
(
k′′
2 + k′

3

) 1

4k′32 k
′′3
2

k′′22
(k′2 + k′′2)

2 + (cyclic)

)

=
H8

∗

ϕ̇4∗

∫
d3x1d

3x2d
3x3e

+ik1·x1+ik2·x2+ik3·x3

×
(∫

d3k′1
(2π)3

d3k′3
(2π)3

e−ik
′
1·x1+ik

′
1·x2+ik

′
3·x2−ik′

3·x3
1

4k31k
3
3

k23
(k1 + k3)

2 + (cyclic)

)
=
H8

∗

ϕ̇4∗
(2π)3×3

(∫
d3k′1
(2π)3

d3k′3
(2π)3

1

4k31k
3
3

k23
(k1 + k3)

2 δ
3(
k1 − k′

1

)
δ3
(
k3 − k′

3

)
δ3
(
k2 + k′

1 + k′
3

)
+ (cyclic)

)
=
H8

∗

ϕ̇4∗
(2π)3 δ3(

∑
i ki)

(
1

4k31k
3
3k

3
2

k2k
2
3 + (cyclic)

)
(521)
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となる。
三点関数は作用の形に注意しつつ、Chapter.(C.3)の計算を参考にして処理していく。時間

積分はweinbergが指摘した [3]ように波長がホライゾンの外に出る付近が主要な寄与を与える。
そのため、時間微分のうち、expで入るもの以外は Horison Crossingでの値H∗に置き換えて
いく。ただしここでの*は、揺らぎの典型的な波長スケールに対応した値にする。40

⟨in|ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)|in⟩
= ⟨T̄ e−iS3ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)Te

iS3⟩
= ⟨ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)T {iS3}⟩+ ⟨T̄ {−iS3} ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)⟩

=i

∫ ∞

t0

dtdx3
ϕ̇4

ρ̇4
ρ̇e5ρ

[
⟨ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)T

{
ζ̇2c(x)∆

−1ζ̇c(x)
}
⟩ − ⟨T̄

{
ζ̇2c(x)∆

−1ζ̇c(x)
}
ζc(x1)ζc(x2)ζc(x3)⟩

]
(522)

Figure 7: 三点相関のダイアグラム

まず (a)型の diagramについては次のようになる。

(a) =i

∫ t0

−∞
dtdx3

ϕ̇4

ρ̇4
ρ̇e5ρ

[
⟨ζc(x1)ζ̇c(x)⟩ ⟨ζc(x2)ζ̇c(x)⟩ ⟨ζc(x3)∆−1ζ̇c(x)⟩

− ⟨ζ̇c(x)ζc(x1)⟩ ⟨ζ̇c(x)ζc(x2)⟩ ⟨∆−1ζ̇c(x)ζc(x3)⟩
]
+ (cyclic)

=i

∫ t0

−∞
dtdx3

ϕ̇4

ρ̇4
ρ̇e5ρ

d3k1

(2π)3
d3k2

(2π)3
d3k3

(2π)3
eik1(x−x1)eik2(x−x2)eik3(x−x3)

×
[
− 1

k23
ζs∗k1(t0)ζ̇

s
k1(t)ζ

s∗
k2(t0)ζ̇

s
k2(t)ζ

s∗
k3(t0)ζ̇

s
k3(t) +

1

k23
ζ̇s∗k1(t)ζ

s
k1(t0)ζ̇

s∗
k2(t)ζ

s
k2(t0)ζ̇

s∗
k3(t)ζ

s
k3(t0)

]
+ (cyclic)

=− i

∫ t0

−∞
dt
ϕ̇4

ρ̇4
ρ̇e5ρ

d3k1

(2π)3
d3k2

(2π)3
d3k3

(2π)3
eik1(−x1)eik2(−x2)eik3(−x3)δ3(

∑
ki) (2π)

3

× ρ̇3∗

ϕ̇3∗

H3
∗√

23k31k
3
2k

3
3

[
1

k23
ζ̇sk1(t)ζ̇

s
k2(t)ζ̇

s
k3(t)

]
+ (cyclic) + c.c. (523)

ただし記号が面倒なので ζcの古典解として ζsを用い、また二点関数

⟨ζc(x2)ζc(x1)⟩ =
∫

d3k

(2π)3
eik(x2−x1)ζs∗k (t2)ζ

s
k(t1) (524)

40現在の計算では k1 ∼ k2 ∼ k3 を仮定している。これらの運動量が異なる場合は、H∗ をどれに取るのか、問題
となる。しかしスローロールインフレーションではH∗ の時間変化がスローロールパラメーターの高次となるため、
最低次では問題にならない。
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を用いた。41 また場の古典解 Chapter.(C.3)

ζsk(t) =
ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

(1− ikη) eikη (525)

に対して、tはホライゾンの外に出た後の時間であり、場の値の凍結から

ζsk(t) ∼
ρ̇∗

ϕ̇∗

H∗√
2k3

, (|kη| ≪ 1) (526)

を用いた。
次に (a)を運動量表示で表す。全時間での解としてスローロール近似の下で

ζ̇sk(t) =

[
ρ̈

ϕ̇

H√
2k3

− ρ̇

ϕ̇2
ϕ̈

H√
2k3

+
ρ̇

ϕ̇

Ḣ√
2k3

]
(1− ikη) eikη

− ik
1

a

ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

eikη + ik
1

a

ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

(1− ikη) eikη

=

[
ρ̈

ϕ̇

H√
2k3

− ρ̇

ϕ̇2
ϕ̈

H√
2k3

+
ρ̇

ϕ̇

Ḣ√
2k3

]
(1− ikη) eikη + k2η

1

a

ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

eikη

∼k2η 1
a

ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

eikη (527)

となる。初項が無視できる理由はスローロール近似Chapter.(C.4)である。時間積分の中身は、
Horizon Crossingの時間の値で近似して exp以外は外に出していく。このときドジッター宇宙
での近似 η ∼ − 1

H∗a∗
を使っていく。以上から、フーリエ展開した後の運動量表示として

(a)k1k2k3 =− i (2π)3
∫ t0

−∞
dt
ϕ̇4

ρ̇4
ρ̇e5ρδ3(

∑
ki)
ρ̇3∗

ϕ̇3∗

H3
∗√

23k31k
3
2k

3
3

[
1

k23
ζ̇sk1(t)ζ̇

s
k2(t)ζ̇

s
k3(t)

]
+ (cyclic) + c.c.

∼i (2π)3 ρ̇
6
∗

ϕ̇6∗

H3
∗

8
∏
i k

3
i

ϕ̇4∗
ρ̇4∗
ρ̇∗δ

3
(
∑

ki)k
2
1k

2
2

∫ t0

−∞
dte5ρ

1

a6
eiη(k1+k2+k3) + (cyclic) + c.c.

=i (2π)3
1

ϕ̇2∗

H6
∗

8
∏
i k

3
i

δ3(
∑

ki)k
2
1k

2
2

∫ η0

−∞
dηeiη(k1+k2+k3) + (cyclic) + c.c.

=i (2π)3
1

ϕ̇2∗

H6
∗

8
∏
i k

3
i

δ3(
∑

ki)k
2
1k

2
2

1

i
∑

i |ki|
eiη0(k1+k2+k3) + (cyclic) + c.c.

=4 (2π)3
1

ϕ̇2∗

H6
∗

8
∏
i k

3
i

δ3(
∑

ki)

∑
i>j k

2
i k

2
j∑

i |ki|
(528)

となる。ただし η0ki ≪ 1より eiη0(k1+k2+k3) = 1として扱った。
次に (b)型の相互作用について、効かないことが言える。その理由は次のようにわかる。この

ダイアグラムの計算は因子 ⟨ζc(xi)TS3⟩や ⟨T̄S3ζc(xi)⟩を含んでいるが、これは ζc(xi)の持つ運動量
41ここでは省略しているが本来この二点関数には T 積が付いており ζ に二階の時間微分が付いている場合に

は微分を外に出すことは出来ない。その特異性は contact term(平坦な空間における
(
□x +m2

)
⟨ϕ(x)ϕ(x1)⟩ =

⟨
(
□x +m2

)
ϕ(x)ϕ(x1)⟩ − iℏδ4(x− x1) に相当 [13]) のように二点が一致する場合に現れる。これが三点関数での

δL2
δζ

f(ζ) と変数のシフト ζ = ζc + f(ζc) が同じ寄与を持つ理由である。具体的には ⟨ζ1ζ2ζ3
∫
d4x δL2

δζ
(x)f(ζ(x))⟩ =

iℏ ⟨ζ2ζ3f(ζ(x1))⟩+ (cyclic) により変数シフトで出てくる項と一致する。ただし、時間の１回微分ではこのような特異
性は現れないため、今回の計算では ⟨⟩と d

dt
の順序を入れ替えている。
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が 0である場合のみ値を持つ。その意味で物理的ではないため、最終的に k1, k2, k3 ̸= 0を計算す
る場合には無視できる。というよりこれは場の理論に置けるいわゆる tadopoleやDisconnected
Diagramに対応するのでそれらを処理するのと同様の手法で除去できると考えられる。
以上をまとめると

⟨in|ζk1ζk2ζk3 |in⟩

=4 (2π)3
1

ϕ̇2∗

H6
∗

8
∏
i k

3
i

δ3(
∑

ki)

∑
i>j k

2
i k

2
j∑

i |ki|

+

(
1

2

ϕ̈

ϕ̇ρ̇
+

1

8

ϕ̇2

ρ̇2

)
H8

∗

ϕ̇4∗
(2π)3 δ3(

∑
i ki)

(
1

4k31k
3
3

+ (cyclic)

)
+

1

4

ϕ̇2

ρ̇2
H8

∗

ϕ̇4∗
(2π)3 δ3(

∑
i ki)

(
1

4k31k
3
3k

3
2

k2k
2
3 + (cyclic)

)
+O(ϵ2)

=(2π)3 δ3(
∑

ki)
H4

∗

ϕ̇4∗

H4
∗

M4
pl

1∏
i

(
2k3i
)
4 ϕ̇2∗
H2

∗

∑
i>j k

2
i k

2
j∑

i |ki|
+

(
2
ϕ̈∗

ϕ̇∗H∗
+

1

2

ϕ̇2∗
H2

∗

)∑
i

k3i +
ϕ̇2∗
2H2

∗

∑
i̸=j

kik
2
j

+O(ϵ0)
(529)

となり、三点関数が計算できた。

19.3 non-gausianityの指標 fNL

non-gausianityを実験値と定量的に比較するために fNLについて説明する。
Eq(518)で見たように三点相関を計算するとき次の定数 fNLによるシフト

ζ = ζg −
3

5
fNLζ

2
g (530)

を行うと、３点相互作用がなくても三点関数は値を持つ。このように、三点相互作用を再現す
るようなシフトによって non-gausianityの程度を定義する。三点関数への寄与は

⟨in|ζk1ζk2ζk3 |in⟩ =− 3

5
fNL

H8
∗

ϕ̇4∗
(2π)3 δ3(

∑
i ki)

(
1

4k31k
3
3

+ (cyclic)

)
(531)

となる。
もともと定数でfNLを定義したが、三点相互作用がある場合には必ずしも三点関数はEq(531)

の運動量依存性にはならない。そこで、Eq(531)をむしろ fNLの定義にしてしまうことで運動
量に依存した fNLを定義する。

ζ(x)は無次元であり、そのため fNLも無次元となる。

19.4 局所型 ζ3 − bispectrumの物理的意味

まず局所型 k3 ≪ k1 ∼ k2に注目する。このとき Eq(529)より k = |k1| ∼ |k2|を用いて

⟨in|ζk1ζk2ζk3 |in⟩ =(2π)3 δ3(
∑

ki)
H4

∗

ϕ̇4∗

H4
∗

M4
pl

1∏
i

(
2k3i
) [4 ϕ̇2∗

H2
∗

k3

2
+

(
2
ϕ̈∗

ϕ̇∗H∗
+

1

2

ϕ̇2∗
H2

∗

)
2k3 +

ϕ̇2∗
2H2

∗
2k3

]

=(2π)3 δ3(
∑

ki)
H4

∗

ϕ̇4∗

H4
∗

M4
pl

2∏
i 2k32k

3

(
ϕ̈∗

ϕ̇∗H∗
+
ϕ̇2∗
H2

∗

)
(532)

120

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 19 ζ3 −BISPECTRUM の計算

となる。
この量は定性的には次のように説明できる。時間変化の遅い波長 k3の波は背景場として扱

う。スカラー揺らぎ ζk3 はスケールの変換に対応する。相関を見る場合は ζk3 による ⟨ζk1ζk2⟩へ
の影響を評価する必要がある。つまり背景場 ζk3 = 0の場合と ζk3 ̸= 0での ⟨ζk1ζk2⟩の値の差

⟨in|ζk1ζk2ζk3 |in⟩ = ⟨ζk1ζk2⟩ζ3 − ⟨ζk1ζk2⟩ζ3=0 (533)

を見たい。スケールに影響するということは、horizon crossingの時刻 k
a∗

= H∗が動くという
ことである。スローロール近似において

k =a∗H∗ = eH∗t∗H∗ =

(
1 +

⟨ζk3ζ−k3⟩
δ3(0)

)
eH∗(t∗+δt)H∗

⇒ δt =− ⟨ζk3ζ−k3⟩
δ3(0)H∗

(534)

となる。
さらに horizon crossingの時刻がズレた場合の二点関数の値の変化はスローロールパラメー

ターを通じて次のように書ける。まず時間 t∗と波長 kが ρ̇(t∗)eρ(t∗) ∼ kの関係を持つことに注意
する。これにより二点関数の k依存性を時刻 t∗の依存性に読み替えることが出来る。二点関数
の強度は H4

∗
M2

plϕ̇
2
∗

1
k3
で決まることから

ns :=k
d

dk
log

(
H4

∗

M2
plϕ̇

2
∗

)
∼ 1

ρ̇

d

dt∗
log

(
H4

∗

M2
plϕ̇

2
∗

)

=4
Ḣ

H2
− 2

ϕ̈

ϕ̇H
= −4ϵ− 2 (ϵ− ηV ) = −6ϵ− 2ηV (535)

となる。ただしを Chapter.(C.4)用いた。
以上を合わせ Eq(519)で二点関数の値を代入すると k3 ≪ k1 ∼ k2において

⟨in|ζk1ζk2ζk3 |in⟩ =δt
d

dt∗
⟨ζk1ζk2⟩ = −⟨ζk3ζ−k3⟩

δ3(0)H∗
⟨ζk1ζk2⟩Hns

=− 1

2k33

ρ̇2∗
M2
pl

ρ̇2∗

ϕ̇2∗
(2π)3 δ3(k1 + k2)

1

2k3
ρ̇2∗
M2
pl

ρ̇2∗

ϕ̇2∗
ns (536)

となり、これは Eq(532)を再現している。

19.5 ζ3 − bispectrumの観測量との比較

ζ3 − bispectrumの寄与を Eq(531)で定義した fNLで書くと

fNL(k) =
4 ϕ̇

2
∗

H2
∗

∑
i>j k

2
i k

2
j∑

i|ki| +
(
2 ϕ̈∗
ϕ̇∗H∗

+ 1
2
ϕ̇2∗
H2

∗

)∑
i k

3
i +

ϕ̇2∗
2H2

∗

∑
i̸=j kik

2
j

−3
54
∑

i k
3
i

=− 15ϵ− 10ηV
12

− 10

3
ϵ

∑
i>j k

2
i k

2
j∑

i |ki|
∑

i k
3
i

− 5

12
ϵ

∑
i̸=j kik

2
j∑

i k
3
i

(537)
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となる。このように Single field Canonical Scalar inflation では non-gaussianityはスローロー
ルパラメーターで抑えられた微小量であり小さい。だが Eq(110)のようなモデルでは

fequalNL ≃ −85

27

1

ϵ
≃ −105 (538)

程度になるものがあり、モデルの区別に役立つ [1]。基本的に運動項が正準的でない入り方をす
ると non-gaussianityは大きくなる。超弦理論の低エネルギー理論を用いたインフレーションな
どに対して制限を与えると考えられる。

non-GaussianityにはPLANCKなどにより既に制限がついている。観測的にはPlanck2015[8]
では

fequalNL = −3.7± 43 , f localNL = 0.8± 5.0 (539)

という制限がついている。

Part V

初期重力波測定の現状
ヒエラルキー問題を避けるためには、電弱統一のスケール 102GeVとプランクスケール 1019GeV
の間に何らかの構造が存在すれば良い。例えば SUSYやダークセクターなどが考えられる。仮
にそのような中間構造が存在したとして、将来的には加速器の能力の向上で直接新粒子を観測
するべきだが、別の方法で事前に構造があることがわかっていると、加速器を建造する際のエ
ネルギースケールの決定など役立つことは多い。
このような広いエネルギースケールの物理現象を網羅的に探索する手段として初期宇宙観

測を使いたい。特に自発的対称性の破れ (SSB)に伴う相転移現象、位相欠陥が初期宇宙にあっ
た場合、観測によりそのシグナルを見つけられる可能性がある。
直接晴れ上がり以前の物理現象を観測するには重力波を使うことができる。重力波の晴れ

上がりは (存在すれば)プランクスケール程度であり、晴れ上がり以降の重力波の観測を通して
原理的には見たいエネルギースケールすべての情報を運ぶことが出来る。重力波の観測可能性
については、近年Advanced LIGOで初めて連星衝突由来の重力波が測定されたばかりであり、
今後発展していくと考えられる。

20 背景重力波の定義

20.1 stochastic gravitational wave backgroundとは

Stochastic gravitational wave background (SGWB)とは全天から一様に降り注ぐ重力波を指し
ており、光で言うと CMBや全天に一様に分布した星の光を指している。特に初期宇宙のイベ
ントから生じた SGWBはRelic Gravitational wave、Primordial Gravitational wave と呼ばれ
る。また近年観測されたの連星合体の頻度を考えると、全天で一様に散らばった個々を区別で
きないような連星合体のシグナルが大きな寄与を持つ [14] ことも考えられており、それも含め
て SGWBと呼ばれている。

Advanced LIGOで測定されたような単独の連星合体シグナルは SGWBとは呼ばない。
継続して重力波を出すような天体（合体時期ではないただの連星）からのシグナルはpersistent

gravitational wave と呼ばれている。[15]このような天体のシグナルが十分強ければ位置を特定
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することが出来るが、多数の天体から発せられた persistent gravitational waveが識別不可能な
場合は SGWBに寄与する。

SGWBは等方・一様・非偏極のシグナルと考えられ、唯一の情報であるスペクトル形状を
評価するためには次の３つの関数のどれかが使われることが多い。

• 単位 log周波数間隔あたりのエネルギー密度 h20Ωgw(f)

• メトリックのフーリエ成分の確率的平均 Sh(f)

• 特徴的振幅 hc(f)

これらを定義して関係性を見る。

20.2 ΩGW (f)の定義

ΩGW(f) :=
1

ρc

dρGW
d log f

(540)

ただし ρGW は重力波のエネルギー密度である。現在のハッブル定数の不定性 h0を取り込む理由
は、ρcを通じて入ってくる分を打ち消すためである。これで h20Ωgw(f)が定義できる。

42

20.3 Sh (f),hc (f)の定義

原点 x = 0で観測した重力波の一般的なシグナルは TTゲージで

hij(t) :=
∑

A=×,+

∫ ∞

−∞
dfdΩhA(f,Ω)e

−2πifteAij(Ω) (541)

である。周波数を負の領域まで伸ばす代わりに強度は 1/2がつく。揺らぎの実性から強度スペ
クトルには次の条件 hA(−f, ω) = h∗A(f, ω)が付く。偏極ベクトルは Ωに直交する単位ベクトル
m,n(n ·m = 0)として

e+ij(Ω) = mimj − ninj , e×ij(Ω) = minj + nimj (542)

で組まれる。また偏極ベクトルは eAij(Ω)e
Bij(Ω) = 2δAB を満たす。

ランダムな背景重力場のゆらぎは異なる成分同士に相関がないと考える。つまりアンサンブ
ル平均において

⟨h∗A(f,Ω)hA′(f ′,Ω′)⟩ = δ(f − f ′)
δ (ϕ− ϕ′) δ(cos θ − cos θ′)

4π

δAA′

2
Sh(f) (543)

を仮定する。
次に h2c(f)と Sh(f)を次で定義する。

⟨hij(t)hij(t)⟩ = 2

∫ ∞

−∞
dfSh(f) = 2

∫ f=∞

f=0
d (log f)h2c(f) (544)

このとき、h2c(f) = 2fSh(f)の関係が言える。

42観測 [16]から h0 = 69.6± 0.7
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電磁波と同様にエネルギー密度を定義すると

ρGW =
1

32πG
⟨ḣij(t)ḣij(t)⟩ (545)

となる。43

ここで ΩGW (f)と Sh (f)や hc (f)を関係づけると

ρGW =
4

32πG

∫ f=∞

f=0
d (log f) f (2πf)2 Sh(f) ,

ΩGW(f) =
2π2

3H2
0

f2h2c(f) ,

ΩGW(f) =
4π2

3H2
0

f3Sh(f) (546)

となる。

20.4 振幅・強度の便利な表記

振幅を評価する上で次の様に書くと使いやすい。

hc(f) ≃ 1.263× 10−18

(
1Hz

f

)√
h20ΩGW(f) (547)

ただし hcは振幅であるため、測定周波数幅 f → f +∆f を取り扱うためには、∫ f+∆f

f
d (log f)h20ΩGW(f) ≃

f +∆f

f
h20ΩGW(f) (548)

を参考に

hc(f,∆f) := hc(f)

(
f +∆f

f

)1/2

= 2.249× 10−25

(
1Hz

f

)3/2
√
h20ΩGW(f)

10−6

(
∆f

3.17× 10−8Hz

)1/2

(549)

( 1
1gy ≃ 3.17× 10−8Hz)を用いることもある。
真空の取替を取り扱うときには粒子数密度 nを強度に結びつけると便利である。現在での

粒子数密度を一様等方 n(x,k) = n(|k|)として

ρGW = 2

∫
d3k

a40 (2π)
3kn = 16π2

∫ ∞

0
d (log f) f4n ,

h20ΩGW(f) ≃ 3.6
( n

1037

)( f

1kHz

)4

(550)

と計算できる。44

43これはワインバーグの教科書 [6] で計算した重力波のエネルギー運動量テンソル（これはアインシュタイン方
程式でゆらぎの線形項を運動項として、残りの高次項をすべて Energy Momemtum Tensor に押し込んだものであ
り、平面波に対してのみ Energy Momemtum Tensor と解釈できる。）と 2倍だけ異なる。この理由は今回の定義
では極座標で周波数を負の方向まで拡張したからである。今回の計算では振幅が２倍小さくなるが、その代わり周
波数積分に正負の 2項が寄与する。

44今回の notationだと kは共動的波数、fは現在での周波数であり、k = 2πa0f となる。積分は物理的波数 k
a0

に対して取られている。
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20.5 重力波の転送関数

重力波が生成された時間から揺らぎの凍結や減衰を経て、現在の重力波が測定される。生成さ
れた重力波の強度が現在観測される強度にどのように関係するかを評価する関数を考える [17]。
重力波の振幅は、Horizon-crossingで凍結した後に、re-entryで減衰を始め、hk(t0) = hk(tk)

ãk
a0

という変動をする。ただし tkは波長 kの揺らぎのHorizon-crossingの時刻、ãkは re-entryの時
刻である。これはエネルギー密度 ρk ∝ k2h2kが輻射に対して ρk ∝ a−4で減衰することからわか
る。そこで、Horizon-crossingでの重力波のスペクトルを現在の値に持ってくる転送関数 Tkと
して Tk := ãk

a0
を考えたい。

特に今回は重力波が輻射優勢期の時刻 t̃k に reentryしたとする。輻射優勢期のハッブル定
数は

H2 =
8π

3
Gρ⇒ H

(
t̃k
)
=

√
8π

3

√
π2

30 g∗T
4

Mpl
(551)

である。更にエントロピー密度の一定性 g∗sa
3T 3 = constより、 ãk

a0
= T0

Tk
である。ここから、

reentryの温度 Tk
T に対して

k = ãkH̃k ⇒
k

a0H0
=
ãk
a0

H̃k

H0
=

(
gs0
gs∗

)1/3 T0
Tk

T 2
k

T 2
0

√
g∗
g0

⇒Tk
T0

=

√
g0
g∗

(
gs∗
gs0

)1/3 k

a0H0
= 2.8×

√
g0
g∗

(
gs∗
gs0

)1/3 f

10−19Hz

⇒Tk = 3.5×
√
g∗
g0

(
gs0
gs∗

)1/3 10−20Hz

f
(552)

となる。

20.6 インフレーション期の重力波との関係

CMBの解析においてはインフレーション期にHorizon-crossingで凍りついた振幅Ph(k)(Eq(143))
が Tensor to Scalar ratio: rなどの計算に使われる。今回定義した ΩGW(f)と Ph(k)の関係を調
べる。このとき、それぞれの相関を見ている場の定義に注意する。以前のインフレーション期
のテンソル揺らぎ hλの計算とここでのテンソル揺らぎ hAの計算ではフーリエ展開が異なる。
まず、それぞれの揺らぎの展開を同時刻で関係づける。実際にはインフレーション期の揺ら

ぎを現在観測するために転送関数 Tkを用いる必要がある。
展開 Eq(119) 45と Eq(541)

hij(η,x) :=
∑

λ=×,+

1

(2π)3

∫
d3khλ(η,k)e

ik·xeλij(Ω) ,

hij(t) :=
∑

A=×,+

∫ ∞

−∞
dfdΩh̃A(f,Ω)e

−2πifteAij(Ω) (553)

とを比較すると hA(fΩ)
(2π)3

f2
= hλ(η,k)となる。更にEq(131)と Shの定義Eq(543)を比較すると

⟨0|hλ(0,k1)hλ′(0,k2)|0⟩ = |hλ(η,k)|2 (2π)3 δ(3)(k1 + k2) ,

⟨h∗A(f,Ω)hA′(f ′,Ω′)⟩ = δ(f − f ′)
δ (ϕ− ϕ′) δ(cos θ − cos θ′)

4π

δAA′

2
Sh(f) (554)

45このときはスカラー揺らぎ Rに対して書いていたが同じ展開をテンソル hij に対しても用いる。
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これらから f2

(2π)3
Sh = |hλ(η,k)|2 が言える。ここに Ph(k)(Eq(143))と ΩGW(f)(Eq(546))を代入

して

ΩGW(f) =
1

96π2

(
f

H0

)2

Ph(k) (555)

となる。
実際にはインフレーション期の揺らぎを現在観測するために転送関数を用いる。Eq(552)

より、

ΩGW(f) =
1

96π2

(
f

H0

)2

T 2
k Ph(k)

=
g∗
g0

(
gs∗
gs0

)−2/3(a0H0

k

)2 1

96π2

(
f

H2
0

)2

Ph(k)

=
g∗
g0

(
gs∗
gs0

)−2/3( 1

2π

)2 1

96π2
Ph(k) (556)

となる。
注意点は、ΩGW(f)はエネルギー密度比で測っているため現在でも Ph(f)と同じオーダーで

あるということ、及びスケール不変性を Ph(f)から継承している点である。

21 SGWBの観測方法

21.1 複数検出器の相関による感度の向上

Relic GWは BH連星合体のように瞬間的なイベントではないので、長時間測定に依る感度の
向上が可能である。更に複数検出器の相関を見ることでノイズレベルを大きく下げることが出
来る。重力波干渉計の感度を考える際は、そのあたりを念頭に置く必要がある。
典型的には２つのディテクターで一年間相関を取ると単独の場合に比べて 100倍程度感度

が向上する [5]。

22 h2
0ΩGW (f)への間接的な制限

22.1 元素合成でのNeff を通した制限

まず元素合成からNeff に制限がつくことを見て、次にNeff に重力場のエネルギーが寄与する
ことを示す。
まず元素合成は陽子-中性子個数比 nn

np
= e−

Q
T (Q ≃ 1.3MeV )に敏感に依存する。そこで熱

平衡が破れ元素合成が起こり始める時間 H(ts) = Γpe↔nν ∼ G2
F T

5 での温度 Tの評価が必要で
ある。
ハッブル定数はH2 = 8π

3 Gρで書ける。ρ = π2

30 g∗T
4を通じて重力場のエネルギー密度依存

性が効いてくる。ここで g∗は有効的な相対論的物質の自由度であり、

g∗ =
∑

all boson=i

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
all fermion=i

gi

(
Ti
T

)4

,

T 4
i := T 4

(
ρi
ργ

)
(557)
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と書かれる。giは各粒子の自由度である。各粒子の温度 Tiは、光に対するエネルギー密度の比
になるように定義されている。Tは光のエネルギー密度から ργ =: 2

(
π2

30

)
T 4で決まる。

元素合成は輻射優勢期に起こるのでこのときに効いてくるのは相対論的物質のみである。SM
の範囲内で元素合成の際に相対論的な物質は電子 4自由度、光子 2自由度、ニュートリノ 6自由
度である。そこで g∗ ∼ 2+ 7

8 (4 + 2× 3)となる。しかし、他の粒子の寄与が無いわけではなく、
その分を N-effectiveという形で取り扱う。つまり SMのみでは g∗ = 2 + 7

8 (4 + 2Nν) , Nν ∼ 3
でありこの 3からのズレを

7

4
(Nν − 3) :=

∑
extra boson=i

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
extra fermion=i

gi

(
Ti
T

)4

(558)

で取り込む。このように decoupleしていない数十MeV以下の未知の軽粒子が存在すると N-
efectiveに寄与して元素合成を変えてしまう。

Planck2015[16]の測定からは最も幅が小さい評価で

Neff = 3.04± 0.18 (68%constrints) (559)

が得られている。

22.1.1 N-effectiveへの重力場の寄与

extra-bosonとして重力場を考える。要は gi

(
Ti
T

)4
= 2ρGWργ = 7

8 (Nν − 3)を考えれば良い。光は

そもそもの温度の定義であり 2π
2

30T
4である。重力場も光も a−4で減衰していくので現在での値

から評価すればよいが、光の温度を現在の温度から外挿するためには、電子が対消滅してエン
トロピーが光に流れ込む分を考慮する必要がある。これはニュートリノの温度の評価と同様に
電子の対消滅前後の温度を T1, T2として T2

T1
=
(
11
4

)1/3
で評価できる。この T2, T1は同時間で電

子のエネルギーを含めたか含めていないかの違いである。より厳密には残存電子やニュートリ
ノへの流入分も考える必要がある。
よって現在での重力場の電磁場に対するエネルギー密度比として

ρGW0

ργ0
≤ 0.227 (Nν − 3) (560)

が得られる。これを以前書いた強度の評価で書くと次のようになる。∫ f=∞

f=0
d (log f)h20ΩGW(f) ≤ 5.6× 10−6 (Nν − 3) (561)

Eq(559)で評価すると∫ f=∞

f=0
d (log f)h20ΩGW(f) ≤ 5.6× 10−6 (0.04± 0.18) = (0.2± 1.0)× 10−6 (562)

となる。
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22.2 COBE-bound

Turnerら [18]によると揺らぎのテンソルモードも SW効果を通じて単純な温度揺らぎの観測に
効き、 (

δT

T

)
θ

∼ h(z∗, k(θ)) , k(θ) ∼
(
200◦

θ

)
(563)

として入ってくる。46ただし h(z∗, k(θ))は晴れ上がり z∗での波長 k(θ)の揺らぎ。
晴れ上がり z∗での揺らぎの強度を現在の揺らぎの強度に持ってくる。揺らぎの強度は、重

力波がホライゾンの外にあるときには凍結していると考えられる。ホライゾンの中に入った後
には ρGW ∼ f2h2c(f)において、左辺が a−4、右辺の fが f ∝ a−1で動くことから hc ∝ a−1とな
る。そこから揺らぎがホライゾンの中に入る時間を aH として現在の揺らぎは

hc(z = 0, f) =
aH
a0
h(z∗, k(θ)) ∼

aH
z∗a∗

h(z∗, k(θ)) (564)

となる。ただし a∗z∗ := a∗

(
a0
a∗

− 1
)
∼ a0を用いた。物質優勢期では a(t) = a0

(
t
t0

)2/3
である。

物質優勢期にホライゾンに入ってくる時間は aHHH = k ∼ a0f で決まり47、

f =
aH
a0
HH =

(
tH
t0

)2/3 2

3

1

tH
⇒ t

1/3
H =

(
1

t0

)2/3 2

3f
,

η∗ :=

∫
dt

a
=

3

a0
t
2/3
0 t

1/3
∗ ,

aH
a∗

=

(
tH
t∗

)2/3

=

(
3

a0η∗

)2

t
4
3
0

(
1

t0

) 4
3
(

2

3f

)2

=

(
2

fa0η∗

)2

(565)

および、

z∗ ∼
a0
a∗

=

(
t0
t∗

)2/3

=

(
3t0
a0η∗

)2

=

(
2

H0a0η∗

)2

(566)

を用いると現在での強度が次のように評価できる。

hc(z = 0, f) ∼
(

2

fa0η∗

)2( 2

H0a0η∗

)−2

h [z∗, k(θ)] ∼
(
H0

f

)2

h (z∗, k(θ)) ∼
(
H0

f

)2(δT
T

)
θ

(567)

これを Eq(546)に入れると

ΩGW(f) ∼
(
H0

f

)2(δT
T

)2

θ

(568)

となる。このようにして重力波の強度の上限を揺らぎの大きさから評価できる。

46この 200はおそらく π = 180◦ を指す。
47この関係式についてどの時刻の物理量を見ているかに注意。kは共動的波数であり物理的な波長に直すために

はその物理的波数が定義された時刻での距離のスケール aを掛ける必要がある。a∗ にしない理由は観測量として現
在の振動数を知りたいから。
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ただしこの解析が有効である周波数帯には制限がある。まず、SW効果は現在ホライゾンに
入ってきている重力波しか寄与し得ない。よって、

H0 ∼68
km

sec

1

Mpc
= 2.2× 10−19 sec−1 ,

f >2πH0 ∼ 1.4× 10−18Hz (569)

が条件である。48

また晴れ上がりの時点で因果的な波長 k < a∗H∗は SW効果よりもバリオン音響振動を強く
受けるため、SW効果を主要に見ることは出来ない。よって SW効果が見える波長 kはEq(281)
を用いて l, f に換算すると

l ∼kη(t0) > 2
a∗H∗
a0H0

= 2
1

1120

√
Ω(0)
m

(
T

T0

)3/2

= 37.3 ,

f =
k

a0
>
a∗H∗
a0

= 4.1× 10−18Hz (570)

となる。ただし晴れ上がりの評価はChapter.(7.2)を用いた。この評価はシュミレーションを用
いた厳密な評価ではないので１割程度ズレる。
より厳密な評価をした上で、強度の上限を COBEの l = 2 ∼ 30から与えると49

ΩGW(f) ≤7× 10−11

(
H0

f

)2

∼ 3× 10−10Hz

(
10−19

f

)2

(3× 10−18Hz < f < 10−16Hz)

(571)

という制限になる。

22.3 B-modeでの制限

B-modeは現在見つかっていないが現在の上限を調べる。要は l = 2 ∼ 2500に対応する波長とそ
の上限を知れば良い。B-mode揺らぎと重力揺らぎを直接結びつける解析解を求めることは大変だ
が、SW効果に限ればスカラー揺らぎと同様にEq(568)で書けると考えられる。B-mode揺らぎの
上限r < 0.09[10]およびスカラー揺らぎのスペクトル強度 ln

(
1010As

)
= 3.064±0.024(Fig.(4)[9])

を組み合わせることで

ΩGW(f) ⪅ 0.09As = 0.2× 10−10 (572)

程度となる。ただしEq(556)からΩGW(f)とPh(f)が高々同じオーダーであるということ、及び
CMB揺らぎの定義Eq(132)、重力揺らぎの定義Eq(546)、スペクトル強度の定義PS = As

(
k
k0

)n
を用いた。

23 h2
0ΩGW (f)への直接的な制限

23.1 LIGOによる制限

LIGO[19]の各検出器単独の感度は Fig.(8)で評価される。

48ちなみに H0 ∼ 1.2× 10−34eV
49lが小さな部分には Cosmic varianceも大きく掛かるので精度をあげることは難しいと考えられる。
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Figure 8: LIGOの各検出器の感度
検出器は H1(4km) と H2(2km) が Hanford, L1(4km) が Livingstonにある。データセットは
run S2(November 2005 to September 2007)を用いた。gray dashed lineは cross-correlation
により得られた SGWBの上限である。単独の検出器より感度が上がっている。(VIRGO,
LIGO Scientific Collaboration, B. P. Abbott et al.,“ An Upper Limit on the Stochastic
Gravitational-Wave Background of Cosmological Origin,”Nature 460 (2009) 990[19]から

引用)

SGWB を探索する際は複数の検出器の相関を取ることでノイズの除去が行われた。run
S2(November 2005 to September 2007)のデータを用いて 41.5 ∼ 169.25Hz 間で SGWBの
探索が行われた。探索では αを固定した上で次の形の重力波を仮定してマッチングが行われた。

ΩGW(f) =Ωα

(
f

100Hz

)α
(573)

結果として Ω0 = (2.1± 2.7)× 10−6(α = 0)が得られた。また α = −3 ∼ 3の範囲では上限
として Ωα < (1.9 ∼ 7.1)× 10−6が得られた。

LIGOの意義としてはある周波数帯において、SGWBへの最も強い制限が SGWBの直接観
測から得られるようになったことである。SGWBへの制限はBBN, CMB(WMAP)からも付け
ることは出来ていた。BBN,CMBからの制限はそれぞれ BBN,晴れ上がり時点での SGWBの
制限であり、それ以降に生成された SGWB（cosmic stringなど）は制限できていなかった。し
かし LIGOが制限する SGWBは現在の値であるため、現在までのあらゆるイベントで生成さ
れた SGWBへの制限を与えている。

23.2 Advanced LIGOによる制限

Advanced LIGOの 2016年レポート [20]では、SGWBについても解析が行われた。
Advanced LIGOで連星合体 (Binary Black Hole; BBH)が観測された。観測的に比較的大
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きなBBHが存在することから連星生成のモデルが改良され、背景重力波として初期宇宙由来の
premodialな重力波だけでなく、等方的な連星合体のシグナル集合が考慮され始めている。[14]

runO1での測定結果を解析する際に重力波スペクトルに対して次のようなプロファイルを
仮定した。

ΩGW(f) =
f

ρc

dρGW
df

= Ωα

(
f

fref

)α
(574)

fref = 25HzはAdvanced LIGOの最高感度付近である。
Advanced LIGOの複数の検出器による cross-correlationにより重力波が探索された。Fig.(9)

は周波数幅 df = 0.031Hzごとに平坦なスペクトルΩ0を課して解析した結果である。特にα = 0
に対してはΩ0 < 1.7×10−7(95% confidence)という制限がかかる。ほとんどの制限は 20 ∼ 86Hz
から来ている。スペクトル形状を決めると各周波数幅のノイズをN個分平均化することが出来
るのでおよそ 1√

N
= 1

30 程度精度が改善する。

また別の αで解析した場合の制限が Eq(10)で与えられている。

Figure 9: aLIGOによる SGWBの周波数ごとの制限
グレーが中心値、黒が±2σ。有意なシグナルは存在しなかった。(Virgo, LIGO Scientific
Collaboration, B. P. Abbott et al.,“ Upper Limits on the Stochastic Gravitational-Wave

Background from Advanced LIGO ’s First Observing Run,”[20]から引用)

重力波に対する広い周波数帯に対する制限は Fig.(11)のようにかかっている。

23.3 Advanced LIGOによる非等方重力波への制限

Advanced LIGOでは全天で一様な重力波以外にも方向依存性を持った重力波に対しても上限
を与えた。[15]測定期間は September2015 ∼ January2016である。
初期宇宙由来の全宇宙で一様な SGWBと周期的な重力波を放出する天体からの persistent

gravitational waveを区別するためには重力波の到来方向Θに対する依存性を調べる必要があ
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Figure 10: aLIGOによる SGWBの αごとの制限
曲線は Ωαの上限を表している。(Virgo, LIGO Scientific Collaboration, B. P. Abbott et al.,
“ Upper Limits on the Stochastic Gravitational-Wave Background from Advanced LIGO ’s

First Observing Run,”[20]から引用)

る。そのため B. AllenとA. C. Ottewil[21]が導入した次の展開を用いる。

⟨h∗A(f,Ω)hA′(f ′,Ω′)⟩ = δAA′δ(f − f ′)δ2(Ω,Ω′)H(f)P(Ω) (575)

右辺の周波数依存性と角度依存性が分離されているのは、このように仮定したためである。実
際、非等方重力波に主要な寄与を与えるものが連星合体のみである場合には連星合体の周波数
依存性に、その天球上の個数分布が角度依存性として重畳されたものになる。
これを用いて強度などを評価していく。

Ωgw(f) =
2π2

3H2
0

f3H(f)

∫
dΘP(Θ) (576)

ただしH0はハッブル定数。fref は適当な振動数である。この時、実験データの解析にはH(f) =(
f

fref

)α−3
を仮定して、シグナルの探索が行われた。

更に次の２つの量を定義する。一つ目は、Θ方向に進む重力波のエネルギー密度

Ωgw(f,Θ) =
2π2

3H2
0

f3H(f)P(Θ) = Ωα(Θ)

(
f

fref

)α
,

Ωα(Θ) =
2π2

3H2
0

f3refP(Θ) (577)
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Figure 11: SGWBの周波数 fごとの制限
BBH,BNSはそれぞれ Binary Black Hole, Binary Neutron Starの雑音により予想されるシグ
ナル。(Virgo, LIGO Scientific Collaboration, B. P. Abbott et al.,“ Upper Limits on the

Stochastic Gravitational-Wave Background from Advanced LIGO ’s First Observing Run,”
[20]から引用)

および、そのエネルギーフラックス

F(f,Θ) =
c3π

4G
f2H(f)P(Θ) = Fα(Θ)

(
f

fref

)α−1

,

Fα(Θ) =
c3ππ2

4G
f2refP(Θ) (578)

である。エネルギーフラックスは物理次元 cm−2s−1Hz−1を持つ。
Advanced LIGOでは最高感度付近の fref = 25Hzに決める。
以上のパラメーターを利用することで角度ごとの SGWB強度を観測から決定できる。この

観測の段階では、意味のある SGWBシグナルは得られておらず、SNRと upperboundの全天
マップ Fig.(12)が論文 [15]では与えられている。

23.4 将来的な eLISAの感度

将来的には地上ではなく宇宙に重力波干渉計を作る計画が進められている。代表的なものとし
て eLISA,DECIGO,BBOがあるがここでは eLISAの SGWBに対する感度をまとめる。SGWB
の測定では長時間、多数検出器の相関を取ることで大きく感度を上昇させることが出来る。た
だし各検出器の位置関係によりどの程度 SNRが向上するかは変わってくる。eLISAはいくつか
の配置計画があるが、それぞれの配置に置ける SGWBへの感度は Fig.(13)のようになる。[22]

eLISAはmHz領域の重力波に対して強力な探索能力を持つことが期待されるが、この周波数
帯には Fig.(11)に記載さているように Binary Black Hole (BBH), Binary Neutron Star(BNS)
などのノイズが存在すると考えられるため、弱すぎる初期重力波はどうしても観測できない。
一方でこれは、BBH,BNSシグナルを eLISAと Advanced LIGO のそれぞれが独立に検出する
ことが可能になることも意味する。
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Figure 12: SNRと upper boundの全天マップ
６つの図は、列ごとに左から α = 0, 23 , 3を仮定した場合の解析結果であり、上の図は天球上で
の SNRを表し、下の図はその時の上限を表す。上の６つの図は point-sourceから放出された
と仮定した結果、下の６つの図が extended-sourceから放出されたと仮定した結果を表す。両
者では解析方法が異なる。(Virgo, LIGO Scientific Collaboration, B. P. Abbott et al.,
“Directional limits on persistent gravitational waves from Advanced LIGO ’s first

observing run,”[15]から引用)

24 背景重力波の評価

一般には再加熱から晴れ上がりまでの間に生じたイベントからの重力波をPremordial GW(Relic
GW)と呼ぶ。イベントとしては真空の相転移や位相欠陥の進化などが考えられている。

24.1 The characteristic frequency

重力波生成の詳細に立ち入らずに、どのような性質を持つか一般的に調べる。
時刻 t∗に周波数 f∗の重力波が生じたとして、どのようなスペクトルになるか考える。
現在の重力波スペクトルにおいて特徴周波数 f0を f∗を用いて計算する。f0 = f∗

a(t∗)
a(t0)
は自

明だが、a(t∗)
a(t0)
を重力波放出時の温度スケール T∗で書き直したい。

輻射・物質優勢期の宇宙はエントロピー保存が十分よく成り立つと考えられる。そこで

S = const× gs(T0)a
3
(t0)T

3
0 = const× gs(T∗)a

3
(t∗)T

3
∗ (579)
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Figure 13: eLISAの設計と SGWB感度
(C. Caprini et al.,“ Science with the space-based interferometer eLISA. II: Gravitational
waves from cosmological phase transitions,”JCAP 1604 no. 04, (2016) 001[22]から引用)

を用いることで (gs(T )はエントロピーに寄与する温度 Tでの自由度の数を光の温度に対して規
格化したもの。)

f0 ≃ 8.0× 10−14f∗

(
100

gS(T∗)

)1/3 1GeV

T∗
(580)

と書くと使いやすい。
特にこの時間で典型的な f∗を見積もりたい。時間 t∗でのホライゾン半径H−1

∗ は、その時点
で起きたイベントが因果的に関連づく最長のスケールである。よって、イベントにより生成さ
れる重力波ゆらぎの波長 λはH∗−1よりも短いと考えられる。よって f∗ =

1
λ = εH∗(0 < ε < 1

であり、特別なスケールが入らない限り、そこまで小さくはならない。)および輻射優勢期の

ハッブル定数H∗2 = 8π
3 Gρr(t∗) =

8π3g∗T 4
∗

90M2
pl
を組み合わせると

f0 > 1.65× 10−7

(
100

gS(T∗)

)1/3(g(T∗)
100

)1/2 T∗
1GeV

(581)

となる。数十HzのRelicGWが測定に掛かったら、温度としては 109GeV 程度の高エネルギー
状態が見えることになる。
ここで考慮すべきは、Fig.(11)からわかるように連星合体のノイズがちょうど (1−1010) GeV

の領域に重なっている点である。このスケールのシグナルを観測するためにはノイズ軽減のた
めの手法を開発する必要がある。もしくは連星合体シグナルと重ならない領域での背景重力波
観測を行う必要がある。
この解析はインフレーション期の終わりの温度スケール Tpl ∼ Mpl ∼ 1018GeVまで使える

ので、RelicGWの最大周波数として f0 > 100GHzかそれ以上が推定される。
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24.2 インフレーション由来の背景重力波

インフレーションに伴う重力波として、真空の基底の取り替えにより生成されるものがある。
時間とともにメトリックが変わると、場の基底が変わり粒子生成が起こる。粒子数で書くと

ñk = nk + 2 |βk|2
(
nk +

1

2

)
(582)

となり、増幅因子 1 + 2 |βk|2として効く。重力波があった場合はその信号は増幅され、また重
力波がなくてもその零点振動が粒子に転換される。
増幅効果としてインフレーション期-輻射優勢期転移 (De Sitter-RD transition)を考察する。

t = tdsRで転移したとする。この転移の時刻は tref とは微妙に異なるが大体同じ時刻である。
インフレーション期は a(t) = aDSe

Hdstであり、この間は η =
∫

dt
a = − 1

aHds
となる、よって

a(η) = − 1
Hdsη

, (−∞ < η < ηdsR)となる。インフレーション期のモード関数の方程式を [1]から
引用してくると

v′′ +

(
c2sk

2 − z′′

z

)
v = 0 (583)

となるが、簡単のため cs = 1で解くと（z ∝ aである。）

vk(η) =

(
1− i

kη

)
e−ikη (584)

となる。ただし Bunch-Davies条件 (vk(η = −∞) = e−ikη)で解を組んだ。50

次に (η1 < η)では輻射優勢期であり、a(t) = aRt
1/2 = 1

Hη2dsR
(η − 2ηdsR)となる。インフレー

ション期の支配方程式Eq(583)として計算したがFLRW背景時空での計算なので cs = 1, z′′

z =
a′′

a としてしまえば、輻射優勢期でも使える。
51このとき、

vk(η) = αke
−ikη + βke

+ikη (585)

が解となる。これらの線形結合は η = η1での接続条件からきまる。そこで、モード関数 vk, v
′
k

が滑らかにつながることを課すと

αk = 1− i

kηdsR
− 1

2k2η2dsR
, βk =

1

2k2η2dsR
(586)

となり増幅が有効に効く波数が k |ηdsR| ≪ 1だとわかった。
この条件 k |ηdsR| ≪ 1をもっとわかりやすく書き直す。まず現在観測される周波数 f0と結

びつけるには 2πf0 = k/a0を用いる。(kは共動的な量である。)そして

kη1 = 2πf0a(t0) |ηdsR| =
2πf0
H(tdsR)

a(t0)

a(tdsR)
=

2πf0
H(tdsR)

(
t0
teq

)2/3( teq
tdsR

)1/2

=
f0
famp

,

famp :=
H(tdsR)

2π (1 + zeq)

(
tdsR
teq

)1/2

(587)

50以前とはモード関数の規格化の定義が異なるが、βk の定義に必要なのはモード関数の比であり問題ない。
51z′′ ∝ a′′ = 0の解は a = C,Cη(C:const)である。前者は静的宇宙であり、後者は a

C
=

∫
dt
a

⇒ d
dt
a2 = const

の解であり a ∝ t
1
2 から輻射優勢期である。
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より増幅率は 1 +
f4amp

2f4
で書ける。

ここで因子 fampを評価する。まず輻射優勢期の膨張 a(t) ∝ t2/3を用いて (t0/teq)
2/3 = 1+zeq

と変形されていることに注意。物質-輻射平衡は

Ωr(teq) = Ω(0)

r (1 + zeq)
4 = Ωm(teq) = Ω(0)

m (1 + zeq)
3 (588)

で決まることから現在での観測値Ω(0)
r ,Ω

(0)
mにより1+zeqを求めることが出来る。輻射の成分は光と

主にニュートリノでありΩ(0)
r = Ω(0)

γ (1 + 0.2271Neff )と書ける。具体的にはΩ(0)
m = 0.141, Neff =

3.04[16],および Ω(0)
γ = 9.04× 10−5[1]である。これを用いて、(

t0
teq

)2/3

= 1 + zeq := 922.1 (589)

となる。また teq は t0 = 138億年程度 [1]であることから

teq = 1.54× 1013 sec (590)

となる。次に、tdsR/teq を考える。まず tdsRではインフレーション中のハッブルスケールHds

が定数に近いことから、H(tdsR) ∼ Hdsであることを用いる。輻射優勢期においてH(t) = 1
2t を

用いると、tdsR = 1
2Hds

となる。以上から

famp :=
H(tdsR)

2π (1 + zeq)

(
tdsR
teq

)1/2

≃ 2× 109
(

H(tdsR)

10−4Mpl

)1/2

Hz (591)

ただし、次のように計算した。プランク質量Mpl = 1.2× 1019GeV · c2を用いてMplで測定した

Hds = A ·Mpl = A · 1.2 · 1019GeVc2 = A · 1.2 · 1019
GeV · 3 · 108 m

sec

200MeV · fm
= A

3.6 · 1045

200 sec
(592)

に対してA = Hds/Mplに注意しながら代入した。注意点としてスローロール近似ではH(t1) ∼
Hds ∼

√
V

3M2
pl
であり、インフレーションのエネルギースケールと関係付く。DS-RD転移のと

きの温度スケールが H
10−4Mpl

∼ 1程度だとすると、f = 100Hz程度に対して 1028倍の増幅が掛

かる。
特に零点振動のみが増幅された場合のエネルギー密度は Eq(550)を用いて

h20ΩGW(f) ∼ 2× 10−13

(
Hds

10−4Mpl

)2

(593)

となる。スペクトルは fに依存しないフラットな形になることに注意。52

特にエネルギースケールが GUT scale :T ∼ 1016GeV ∼ 10−3Mpl だと、H2 = 8πG
3c2

ρ, ρ =

2π
2

30T
4を用いて

h20ΩGW(f) ∼ 10−17 (594)

となる。
注意点として、先の計算では De Sitter-RD transitionを瞬間的に扱ったが、実際は遷移の

典型的な時間スケール δτ に相当する周波数 fmax:dsR := adsR
a0

1
δτ 以上の揺らぎの増幅は抑制され

52エネルギー密度が時間に依存していないように見えるが、現在の時刻という情報は famp に取り込まれている。
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る。53仮に、再加熱のスケールが抑制に効くとすると、δτ は再加熱の詳細で決まる。 [1]を参考
に、例えばあり得る例として再加熱の時間スケールを 1

τ ∼ 0.2× 1023Hzとすると、fmax:dsR ∼
adsR
a0

1
τ ∼ 9× 10−8

(
10−4Mpl

Hds

)1/2
Hzとなる。また再加熱での温度上昇に伴うグラビティーノの過

剰生成を避けるための条件から 1023Hz > 1
δτ [1]が課されると、fmax:dsR ∼ 10−7

(
10−4Mpl

Hds

)1/2
Hz

程度になる。その他に preheatingが有効に働く場合はまた異なった δτ が出てくる。観測的に
重力波の抑制 fmax:dsRがわかれば reheatingプロセスへ制限を掛けられる。

De Sitter-RD transitionと同様に輻射優勢-物質優勢期転移 (RD-MD transition)でも増幅
は生じる。先と同様にRD-MD transitionの典型的な時間スケールHeq ∼ 1

2teq
に相当する波数

k
aeq

∼ Heq 以上では増幅は抑制される。RD-MD transitionを受ける揺らぎの最大の周波数は

fmax;R−M :=
aeqHeq

2πa0
= 6× 10−18Hz (595)

となる。それ以下の周波数では [5]より

h20ΩGW(f) ∼ 10−13

(
feq
f

)2( Hds

10−4Mpl

)2

(596)

という増幅が働く。
このように生じる背景重力波の強度はとても弱く、最大限大きく見積もっても eLISAで見

えるかどうかという程度である [24]。

24.3 Gravitational wave black body background

CMBの重力波版が存在するためには、インフレーション後に重力が他の粒子と熱平衡にある
期間が必要となる。
そのため、Gravitational wave black body backgroundの生成時間としてさかのぼれる限界

は、インフレーション末期、再加熱の時期となる。
重力黒体輻射の温度を見積もる [24]。重力波もCMBと同様に十分初期の宇宙では熱平衡に

あった可能性がある。その場合、当時の自由度に応じた重力場の黒体輻射があったと考えられ
る。Chapter.(22.1.1)の議論を参考に、簡単に黒体重力輻射の温度を計算する。現在のCMBの
温度 Tγ ∼ 2.7Kに対する黒体重力輻射の温度比 Tgw

Tγ
は熱平衡であった時刻の有効な自由度 ggweq

を用いて書くことが出来る。Standerd Modelに重力子を足したモデルでは、ggweq ∼ 100であ
り、現在相対論的な輻射は光子 (2自由度)、ニュートリノ (6自由度)、重力子 (2自由度)であ
る。まず、重力子が熱平衡から離脱してから相対論的自由度が電子 (4自由度)、光子 (2自由度)、
ニュートリノ (6自由度)だけになる時期 trまでの間でエントロピーの等式として

a3gweqggweqT
3
gweq = a(tr)

3

[
2Tgw(tr)

3 + 2T 3
r +

7

8

(
4T 3

r + 6T 3
r

)]
(597)

が成立する。ここで重力子が熱平衡にある時刻を gweqと置いた。重力子の温度は熱平衡から
の離脱以降、a3gweqT

3
gweq = a(tr)3Tgw(tr)

3で減少することから、

ggweqa(tr)
3Tgw(tr)

3 ∼ a(tr)
3

[
2 +

7

8
(4 + 6)

]
T 3
r (598)

53[23]の Adiabatic vacuum を参照。ただしこの時のスケールには幾つかあり、δτ = 1
Hds
なども考えられる。詳

細については数値計算が必要。Fig.(11)を見る限りでは相当弱い抑制になっている。これはこの場合の揺らぎの生
成は DeSitter-RD transitionよりもインフレーション期の膨張が主要な寄与になっているためと考えられる。
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となる。trでの光の温度 Trと現在での光の温度 Tγ を結びつけるためには、現在はニュートリ
ノが熱平衡から離脱し、電子陽電子が対消滅していることに注意して

a(tr)
3

[
2 +

7

8
(4 + 6)

]
T 3
r = a30

[
2T 3

γ +
7

8
6Tν

]
(599)

を考える。ニュートリノの現在での温度 Tν は熱平衡からの離脱以降、a(tr)3T 3
r = a30T

3
ν で減少

することから、

Tr
Tγ

a(tr)

a0
=
Tν
Tγ

=

(
4

11

)1/3

(600)

となる。ここから、現在の重力波の温度 Tgwとして

Tgw
Tγ

=
Tgw(tr)

Tr

a(tr)

a0

Tr
Tγ

∼
(

43

4ggweq

)1/3( 4

11

)1/3

∼ 0.9K (601)

となる。
この重力波のスペクトルは熱平衡での粒子数の公式 (f = k

2πa)

nk = e
− 2πf

kbTgw (602)

と Eq(550)を組み合わせると得られる。

h20ΩGW(f) ≃ 3.6

e− 2πf
kbTgw

1037

( f

1kHz

)4

(603)

最大値は f =
4kbTgw

2π = 8.6× 1010Hzにおいて h20ΩGW(f) = 3.6× 10−7である。

24.4 再加熱前後での重力波について

Gravitational wave black body backgroundのように熱平衡にある重力波以外にも、再加熱に
伴って重力波が生成される可能性はある。再加熱で非平衡的な乱流などが起こると再加熱温度
Trehのスケールの重力波が生成されうる。
また preheatingにおいても重力波は生成されうる。しかし preheating自体がモデル依存性

が高いために、インフレーションモデルごとに異なる重力波シグナルになると考えられる。

24.5 Cosmic String Networkの重力波生成

位相欠陥の典型的な string形状の Cosmic String Networkが放出する重力波を計算する [24]。
位相欠陥はその性質、分裂・合体の時間発展を調べるために数値計算を用いることが必要であ
る。今回は必要な性質を論文から引きながら、解析的に計算する。SGWBは Networkがちぎ
れて形成されるループの振動により生じる。
位相欠陥は輻射優勢期に生成されたとする。Cosmic String Networkはネット構造とちぎれ

て出来たループからなる。数値計算から Cosmic String Networkはスケーリング則に従うこと
が知られている [25]。つまりネットワークの形状は典型的な長さスケール l(t)によってのみ決ま
る。例えば、長さ l(t)の箱の中に入っているCosmic Stringのネット構造の総距離はある定数A
を用いてAl(t)と書ける。またNetworkがちぎれて形成される 1つのループの円周の長さは α

2 l(t)
で書ける。位相欠陥の長さあたりの質量を µで定義する。
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輻射優勢期において、空間は a(t) =
(
t
t0

)1/2
で膨張する。そこで共変体積 V = L3a(t)3を定

義する。
エネルギー的な条件から Cosmic String Networkが作るループの個数を見積もる。ネット

ワークの典型的なスケールは宇宙の膨張とともに変化するため、輻射優勢期のハッブル半径
l(t) = H−1 = 2tcに取る。Cosmic Stringのネット形状の持つエネルギー密度は先のスケーリン
グの議論から

ρ(t) =
µc2 ×Al(t)

l(t)3
=
µA

4t2
(604)

と書ける。エネルギー保存則より時間とともに減少するエネルギーはループの生成に費やされ
ていると考えられる。つまり、エネルギー保存則

d (V(t)ρ(t)) +
(
µαtc3

)
dNloops = 0 (605)

が成立する。ここから、

dNloops

dt
=

1

8

L3A

αc3
t
−3/2
0 t−5/2 (606)

となる。
次にループが放出する SGWBを考える。ループの放出する放出重力波強度 Pはループの

形状のみに依存して大きさには依存しないことが知られている [25]。強度 Pは典型的な形状の
ループに対して

P = γGµ2c (607)

で与えられる。Gはニュートン定数、γ ∼ 50は定数。そこでループは単調にその長さを減らし
ていく。tbirthに生成されたループの、時間 tでの長さを l(tbirth, t)と置くと、

l(tbirth, t) = αctbirth − γGµ

(
t− tbirth

c

)
(608)

となる。よって消滅する時刻 tdeath(tbirth)は

tdeath(tbirth) =

(
1 +

αc2

γGµ

)
tbirth =: βtbirth (609)

と書ける。
以上の計算からわかることとして、現在に近づくほどループの生成数は減っていき、新し

いループの生み出す重力波も減っていく。簡単な見積もりとして、現在生き残っているループ
は無視して、t0/βまでに生成されたループの作った重力波のみを考える。簡単のため物質優勢
期を無視し、輻射優勢期のみで考える。その全放出エネルギーは、真空が相転移して Cosmic
String Networkが生成された時刻 tformを用いて

EGW =

∫ t0
β

tform

dt′
dNloop

dt
(t′)

∫ βt′

t′
dt′′γGµ2c

a(t′′)

a(t0)

=

∫ t0
β

tform

dt′
dNloop

dt
(t′)

2

3
γGµ2ct

−1/2
0 t′3/2

(
β3/2 − 1

)
=
1

8

L3A

αc2
t−2
0

2

3
γGµ2

(
β3/2 − 1

)(
ln

(
t0

tform

)
− lnβ

)
(610)
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となる。ただしエネルギーの定義に赤色変位 a(t′′)
a(t0)
が入っていることに注意。この最後の因子は

モデルによっては

ln

(
t0

tform

)
≫ lnβ (611)

として二項目を無視できる。以下では二項目は無視する。
ここで周波数ごとのエネルギーの表示を得るためにはループから放出される重力波のスペ

クトルの情報が必要になる。仮にループの大きさに関わらず一定のスペクトルを持つとしたら、
その中心周波数 f0として、赤色変位によりスペクトルはおよそ f = f0

a(tform)
a0

に分布する。更
におおざっぱな見積もりとして、先に求めたエネルギー EGW が fに依存せずに分布したとす
ると、

ΩGW(f) =
1

ρc

dρ

d ln f
=

1

ρc

EGW
L3 ln (fmax/fmin)

=
1

ρc

EGW
L3 ln (fmax/fmin)

=
1

8

A

αc2
32πG

3c2
2

3
2γGµ2

(
β3/2 − 1

)
(612)

となる。ただしH2
0 = 1

4t20
= 8πG

3c2
ρcを用いた。

今回の計算は物質優勢期を無視しているので、実際はRD-MD transitionの寄与や膨張率の
評価に誤りがある。ただし目安としてはこの程度である。この量の具体的な大きさは Cosmic
Stringの詳細による。

25 結論

本卒論では初期宇宙を調べる重要な道具である CMB観測量を導出する計算を扱った。ボルツ
マン方程式の解析を通して、宇宙が時間発展する中で起こるイベントがゆらぎのスペクトルに
与える影響を見積もることができた。また次世代の観測量として non-gaussianityと背景重力波
について基礎的な計算手法をまとめた。
本卒論のまとめとして、今後の初期宇宙論の展望を議論したい。現在の初期宇宙観測で最

も重要な観測量は B-modeゆらぎであり、Fig.(5)からインフレーションモデルに強力な制限
を掛けることができる。しかし、インフレーションモデルは無数にあり、初期宇宙論を用いて
Beyond Standard modelを探索するためには更なる観測量が必要になると考えられる。B-mode
の次に重要になる観測量として、non-gaussianityと背景重力波は強い期待を持たれている。non-
gaussianityはその計算からわかるように高次の微分項があるほど強力に効く。non-gaussianity
の観測はインフレーションモデルに対して、微分の高次項についての制限を与えることにつな
がる。背景重力波は弱いシグナルである一方、CMBでは減衰してしまった晴れ上がり以前の
物理の影響を現在まで保持している可能性がある。特に加速器物理で未探索な 104 GeV以上の
エネルギースケールの物理現象を探索するために、強力な手法となる。しかし、連星合体のノ
イズの問題を解決しない限り 104 ∼ 1010GeV付近への感度はあまり向上しない。そのためノイ
ズ軽減の手法が必要とされる。
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Part VI

Appendix

A 初期宇宙論の基礎

A.1 再加熱での崩壊率

参考文献 [1]では古典解をボルン近似で求めると書いていたが、ここでは場の理論を用いて摂動
的に解く。treeの寄与しか計算しないため、実質的に古典的な場合の解と同じである。
ラグランジアン Eq(154)のファインマンルールは

= −if , = −iσ (613)

である。場の理論からは先に崩壊率 Eq(156)を導く方が楽であり、崩壊数 nは Eq(156)の直前
の議論を逆に辿ればたどり着ける。
始状態は静止系 qµ = (mϕ, 0⃗)から終状態 p, p′ に崩壊したとしてそれぞれの崩壊過程の振

幅は、

iM(ϕ→ φ̄φ) =− if v̄p′up ,

iM(ϕ→ χχ) =− 2iσ (614)

である。崩壊率は近似mϕ ≫ mφ,mχのもとで

Γ(ϕ→ φ̄φ) =
1

2mϕ

∫ ∑
spins

|M(ϕ→ φ̄φ)|2 d3p

(2π)3
1

2Ep

d3p′

(2π)3
1

2Ep′
(2π)4 δ(p+ p′ − q)

=
1

2mϕ
f2
∫

d3p

(2π)2
1

4E2
p

δ(2Ep −mϕ)Tr
(
/p /p ′) = 1

πmϕ
f2
∫

dpp2δ(2Ep −mϕ)

=
mϕf

2

8π
(615)

および

Γ(ϕ→ χχ) =
1

2

1

2mϕ
|M(ϕ→ χχ)|2 d3p

(2π)3
1

2Ep

d3p′

(2π)3
1

2Ep′
(2π)4 δ(p+ p′ − q) =

σ2

8πmϕ
(616)

となる。ボソンは終状態を区別できないため半分になることに注意。

B B-mode偏光

B.1 テンソルモードの spin sum

Eq(379)を次のように導出できる。これは p̂のみに依存し、その構成から拘束Πijkl(q̂) = Π∗
klij(q̂) =

Πjikl(q̂), γ
abpaΠbjkl(q̂) = 0、Πiikl(q̂) = 0(

∑
iは当然省く)が掛かっている。特に後者の拘束を満
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たすためにはすべての添字に対して (δij − q̂iq̂j)が課されるべきである。つまり、4つの添字に
対する巡回組み合わせ σを用いて

Πijkl(q̂) :=
∑
σ

aσ
(
δσ(i)σ(j) − q̂σ(i)q̂σ(j)

) (
δσ(k)σ(l) − q̂σ(k)q̂σ(l)

)
(617)

で書けるべき。(ij)(kl)対称性よりありうる組み合わせは次となる。

Πijkl(q̂) := a (δij − q̂iq̂j) (δkl − q̂kq̂l) + b [(δik − q̂iq̂k) (δlj − q̂lq̂j) + (δil − q̂iq̂l) (δkj − q̂kq̂j)]
(618)

これは (ij ↔ kl)対称性を満たしている。さらにΠiikl(q̂) = 0より

Πiikl(q̂) := 2a (δkl − q̂kq̂l) + b [(δlk − q̂lq̂k − q̂lq̂k + q̂lq̂j) + (δlk − q̂lq̂k − q̂lq̂k + q̂lq̂j)]

= 2 (a+ b) (δkl − q̂kq̂l)

⇒ Πijkl(q̂) := a [(δij − q̂iq̂j) (δkl − q̂kq̂l)− (δik − q̂iq̂k) (δlj − q̂lq̂j)− (δil − q̂iq̂l) (δkj − q̂kq̂j)]
(619)

となる。最後に比例係数を決まるため、直交基底 e1 = m, e2 = n, e3 = p̂で i, j, k, l = 1と置く
と e∗11(p̂,+) = 1, e∗11(p̂,×) = 0より

Π1111(e3) =
∑
λ

e∗ij(p̂, λ)ekl(p̂, λ) = 1

= a [δ11δ11 − δ11δ11 − δ11δ11] = −a (620)

以上より

Πijkl(q̂) := (δik − q̂iq̂k) (δlj − q̂lq̂j) + (δil − q̂iq̂l) (δkj − q̂kq̂j)− (δij − q̂iq̂j) (δkl − q̂kq̂l) (621)

B.2 角度積分

B.2.1 拘束なし ∫
dΩninj =

4π

3
δij ,∫

dΩninjnknl =
2π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδkj) (622)

を次のように処理する。

∫
d3ppipje

−σp2 =

∫
dpp2p2e−σp

2

(∫
dΩninj

)
= δij

∫
d3ppipie

−σp2 =
δij
3

∫
d3pp2e−σp

2
=
δij
3
4π

∫
dpp2p2e−σp

2
(623)

ただし途中の pipiは和を取っていない。よって(∫
dΩninj

)
=

4π

3
δij (624)
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同様に
∫
p2ne−σp

2
dp = (2n−1)!!

(2σ)n
√

π
σ を使って∫

d3ppipjpkple
−σp2 =

∫
dpp6e−σp

2

(∫
dΩninjnknl

)
=

√
π

σ7
15

8

(∫
dΩninjnknl

)
(625)

に対して 1 = i = j = k = lで∫
d3pp1p1p1p1e

−σp2 =

∫
dp1p

4
1e

−σp21
∫

dp2e
−σp22

∫
dp3e

−σp23 =

√
π

σ

3
3

4σ2
(626)

1 = i = j, 2 = k = lで∫
d3pp21p

2
2e

−σp2 =

∫
dp1p

2
1e

−σp21
∫

dp2p
2
2e

−σp22
∫

dp3e
−σp23 =

√
π

σ

3
1

4σ2
(627)

対称性から以上を調べれば十分。以上から∫
d3ppipjpkple

−σp2 =

√
π

σ

3
1

4σ2
(δijδkl + δikδjl + δilδkj) (628)

比較すると ∫
dΩninjnknl =

2π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδkj) (629)

B.2.2 拘束あり

∫
dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂kejk(q̂) =

1

2
eij(q̂)

∫
dΩpf(p̂ · q̂)

(
1− (p̂ · q̂)2

)
,∫

dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂j p̂kp̂lekl(q̂) =
1

4
eij(q̂)

∫
dΩpf(p̂ · q̂)

(
1− (p̂ · q̂)2

)2
,∫

dΩpf(p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂
kq̂lp̂ap̂beab(q̂) =

1

4
eij(q̂)

∫
dϕd (cos θ) f(p̂ · q̂)

(
1− (p̂ · q̂)2

)2
(p̂ · q̂)2

(630)

を次のように処理する。
まず次の積分

∫ π
−π dϕ sin

n ϕ cosm ϕを考える。nが奇数なら奇関数で 0、mが奇数なら ϕ →
ϕ+ π/2としてやはり奇関数で 0。よって n+m ≤ 4の範囲で 0でない積分は具体的には

∫
dϕ sin4 ϕ =

∫
dϕ cos4 ϕ =

3π

4
,

∫
dϕ sin2 ϕ cos2 ϕ =

π

4
,

∫
dϕ sin2 ϕ =

∫
dϕ cos2 ϕ = π

(631)

となる。
さて今、座標系を q̂ = ez になるように取り直す。このとき、ijkl添字は必ずしも新しい座

標系での xyz方向を向いていない。そこで回転行列 Uij を用いて添字が新しい座標系に対して
xyz方向を持つように変形する。このとき、
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∫
dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂kejk(q̂) = UisUjt

∫
dϕd (cos θ) f(cos θ)p̂sp̂ketk(ez) (632)

となるが、特に積分
∫
dϕp̂sp̂ketk(ez)の sに具体的な成分を入れて取り扱う。s = zでは、

∫
dϕp̂z p̂k =

0, (k ̸= z)よりk = zのみが値を持つ。しかし今、etz(ez) = 0となるため、結局
∫
dϕp̂z p̂ketk(ez) = 0

となる。次に s = xのとき、
∫
dϕp̂xp̂k = δxkπ sin θ

2となる。s = yも同様。以上から、∫
dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂kejk(q̂) = UisUjtπ

∫
d (cos θ) f(cos θ)eij(ez) sin

2 θ (633)

となる。π =
∫ π
−π ϕ

2 と sin2 θ = 1− (p̂ · q̂)2より Eq(630)となる。
後半の式も同様に座標変換して、∫

dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂j p̂kp̂lekl(q̂) = UisUjt

∫
dϕd (cos θ) f(cos θ)p̂sp̂tp̂kp̂lekl(ez) (634)

右辺を取りうる stの値で分類していく。(s, t) = (z, z)の時、
∫
dϕp̂2z p̂kp̂lekl(ez) = p̂2z

∫
dϕ
(
p̂2xexx(ez) + p̂2yeyy

)
となり積分を行うと exx + eyy が出てくるが、TTゲージでの条件 ezk = 0かつ

∑
i eii = 0より

0となる。(s, t) = (x, x)の時、∫
dϕp̂2xp̂kp̂lekl(ez) = sin4 θ

(
3π

4
exx(ez) +

π

4
eyy(ez)

)
= sin4 θ

π

2
exx(ez) (635)

(s, t) = (y, y)も同様。次に (s, t) = (z, x)の時、(k, l) = (z, x)の組のみ値を持つが、それは
ezk = 0より 0になる。yについてもの同様。最後に (s, t) = (x, y)の時は∫

dϕp̂xpyp̂kp̂lekl(ez) = 2 sin4 θ
π

4
exy(ez) = sin4 θ

π

2
exy(ez) (636)

となる。以上より ∫
dΩpf(p̂ · q̂)p̂ip̂j p̂kp̂lekl(q̂)

= UisUjt

∫
d (cos θ) f(cos θ)est(ez) sin

4 θ
π

2

= UisUjt

∫
dϕd (cos θ) f(cos θ)est(ez)

(
1− (p̂ · q̂)2

)2
θ
1

4
(637)

として Eq(630)となる。
最後に ∫

dΩpf(p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂
kq̂lp̂ap̂beab(q̂)

= UisUjt

∫
dϕd (cos θ) f(cos θ) (q̂s − p̂z p̂s) (q̂t − p̂z p̂t) p̂ap̂beab(q̂) (638)

について、(s, t) = (z, z)で∫
dϕd (cos θ) f(cos θ)

(
1− p̂2z

) (
1− p̂2z

)
p̂ap̂beab(q̂) = 0 (639)
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となる。(s, t) = (z, x)で∫
dϕd (cos θ) f(cos θ)

(
1− p̂2z

)
(−p̂z p̂x) p̂ap̂beab(q̂) = 0 (640)

となり (s, t) = (z, y)でも同様。さらに (s, t) = (x, x)で∫
dϕd (cos θ) f(cos θ) (−p̂z p̂x) (−p̂z p̂x) p̂ap̂beab(q̂) =

∫
d (cos θ) f(cos θ) sin4 θ cos2 θ

π

2
exx(q̂) (641)

となり (s, t) = (y, y)でも同様。次に (s, t) = (x, y)で∫
dϕd (cos θ) f(cos θ) (−p̂z p̂x) (−p̂z p̂y) p̂ap̂beab(q̂) = 2

∫
d (cos θ) f(cos θ) sin4 θ cos2 θ

π

4
exy(q̂)

(642)

となる。以上より ∫
dΩpf(p̂ · q̂) (δil − p̂ip̂l) (δkj − p̂kp̂j) q̂

kq̂lp̂ap̂beab(q̂)

= UisUjt

∫
dϕd (cos θ) f(cos θ) sin4 θ cos2 θ

1

4
est(q̂)

=
1

4
eij(q̂)

∫
dϕd (cos θ) f(p̂ · q̂)

(
1− (p̂ · q̂)2

)2
(p̂ · q̂)2 (643)

B.3 glm′(ρ, ez, λ)の表式

Eq(453)の計算の処理を行う。

glm(ρ, q̂, λ) :=

∫
ΩnYm∗

l (n̂)eiρn̂ze+i(n̂)e+j(n̂)eij(ez, λ) (644)

を計算する。
最初に偏光ベクトルが e±(ez) :=

1√
2
(1,±i, 0)で定まるとき、n̂方向へは次のように書ける。

e±(n̂) =
1√
2

(
θ̂ ± iϕ̂

)
θ̂ := (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ) , ϕ̂ := (− sin θ, cosϕ, 0) (645)

ここから具体的に成分を代入することで

e+i(n̂)e+j(n̂)eij(ez, λ) =
1√
2
(e+1(n̂)± ie+2(n̂)) =

1

2
√
2
e±2iϕ (1∓ cos θ)2 (646)

となり ϕについての依存性が e±2iϕだとわかる。積分
∫
Ωn =

∫
d cos θdϕにおいて、ϕ積分は

Ym∗
l (n̂) = e−imϕ×(θの関数)であることを思い出すと、m = λ = ±2のみで値を持ち、それ以外
では

∫ 2π
0 dϕeimϕ = 0(m ̸= 0)である。よって以下の解析はm = λ = ±2に限る。
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Eq(440)を具体的に計算すると

Y±2
l (n̂) = e±2iϕ

√
2l + 1

4π

(l − 2)!

(l + 2)!
∂±P

(2)

l (cos θ) ,

∂± :=
(
1− µ2

) d2

dµ2
± 4

d

dµ
+ 4

1± µ

1− µ2
,

P(2)

l (cos θ) :=
(
1− µ2

) d2

dµ2
Pl(µ) ,

µ := cos θ (647)

である。
以上により最後に残った積分

∫
d cos θ =

∫ 1
−1 dµを処理する準備ができた。球ベッセル関数

への積分 ∫ 1

−1
dµeiρµPl(µ) = 2iljl(ρ) (648)

を用いて計算を処理していくと

glm(ρ, ez,±2) := −2ilδm,±2

√
π
2l + 1

8

[
12 + 8ρ

d

dρ
− ρ2 + ρ2

d2

dρ2
∓ 8i rho∓ 2iρ2

d

dρ

]
jl(ρ)

ρ2
(649)

と書き変わる。

C non-Gaussianity

C.1 計算集

C.1.1 Γµνρの計算

ADM分解されたメトリック Eq(462)からクリストッフェル記号を計算する。

Γij0 = Γi0j =
1

2
(gi0,j + gij,0 − g0j,i)

=
1

2
(Ni,j −Nj,i + hij,0) =

1

2

(
∇(3)

j Ni −∇(3)

i Nj + hij,0

)
= −NKij +∇(3)

j Ni ,

Γijk = Γ(3)

ijk ,

Γ0
00 =

1

2
g0µ (2gµ0,0 − g00,µ) =

1

2
g00 (2g00,0 − g00,0) +

1

2
g0i (2gi0,0 − g00,i)

= − 1

2N2

(
−2NṄ + ḣijN

iN j + 2hijN
iṄ j

)
+

N i

2N2

(
2Ṅi + 2NN,i − hkj,iN

kN j − 2hkjN
kN j

,i

)
=

1

2N2

(
2NṄ + ḣijN

iN j + 2N iNN,i − hkj,iN
iNkN j − 2hkjN

iNkN j
,i

)
=

1

N

(
Ṅ +N iN,i

)
− 1

2N2
N iN j

(
hkj,iN

k + 2Nj,i − 2hkj,iN
k − ḣij

)
=

1

N

(
Ṅ +N iN,i −N iN jKij

)
(650)
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更に

Γ0
i0 = Γ0

0i =
1

2
g0µ (gµi,0 + gµ0,i − g0i,µ) =

1

2
g00 (g0i,0 + g00,i − g0i,0) +

1

2
g0k (gki,0 + gk0,i − g0i,k)

= − 1

2N2

(
Ṅi − 2NN,i + hjk,iN

kN j + 2NjN
j
,i − Ṅi

)
+

Nk

2N2
(hki,0 +Nk,i −Ni,k)

=
1

2N2
(2NN,i)

+
1

2N2

(
−Ṅi − hjk,iN

kN j − 2NjN
j
,i + Ṅi +Nkhki,0 +NkN j

,ihjk +NkN jhjk,i −NkN j
,khji −NkN jhji,k

)
=

1

2N2
(2NN,i) +

Nk

2N2

(
−2hjkN

j
,i + ḣki +N j

,ihjk −N j
,khji −N jhji,k

)
=

1

2N2
(2NN,i)−

Nk

2N2

(
Nk,i − hjk,iN

j − ḣki +Ni,k − hij,kN
j +N jhji,k

)
=

1

N

(
N,i −N jKij

)
(651)
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である。次に

Γij0 = Γi0j =
1

2
gi0 (g0j,0 + g00,j − g0j,0) +

1

2
gik (gkj,0 + gk0,j − g0j,k)

=
N i

2N2

(
−2NN,j + hkl,jN

kN l + 2hklN
kN l

,j

)
+

1

2

(
hik − N iNk

N2

)
(hkj,0 +Nk,j −Nj,k)

= −N
iN,j

N
+

N i

2N2

(
hkl,jN

kN l + 2hklN
kN l

,j

)
− 1

2

(
hik − N iNk

N2

)(
−hkj,0 −∇(3)

j Nk +∇(3)

kNj

)
= −N

iN,j

N
+

N i

2N2

(
hkl,jN

kN l + 2hklN
kN l

,j

)
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +

(
hik − N iNk

N2

)(
∇(3)

j Nk

)
= −N

iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk

+
N i

2N2

(
hkl,jN

kN l + 2hklN
kN l

,j

)
+∇(3)

j N
i −Nk∇(3)

j h
ik − N iNk

N2

(
∇(3)

j Nk

)
= −N

iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +∇(3)

j N
i

+
1

N2

(
−N

2

2
N l (hjl,t + hlt,j − hjt,l)h

ti − N2

2
N t (hjl,t + hlt,j − hjt,l)h

li

)
+

1

N2

(
N ihklN

kN l
,j −N2Nkh

ik
,j −N iNkNk,j

)
+

1

N2
N iNkN l

(
1

2
hkl,j +

1

2
(hjl,k + hkl,j − hkj,l)

)
= −N

iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +∇(3)

j N
i

+
1

N2

(
N ihklN

kN l
,j −N iNkhskN

s
,j −N iNkN shsk,j

)
+

1

2

(
2Nkh

imhlkhml,j −N l (hjl,t + hlt,j − hjt,l)h
ti −N t (hjl,t + hlt,j − hjt,l)h

li
)
+

1

N2
N iNkN lhkl,j

= −N
iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +∇(3)

j N
i

+
1

N2

(
N ihklN

kN l
,j −N iNkhskN

s
,j −N iNkN shsk,j

)
+

1

2

(
2N lhimhml,j −N l (hjl,t + hlt,j − hjt,l)h

ti −N l (hjt,l + hlt,j − hjl,t)h
ti
)
+

1

N2
N iNkN lhkl,j

= −N
iN,j

N
−N

(
hik − N iNk

N2

)
Kjk +∇(3)

j N
i (652)

となる。また

Γ0
ij =

1

2
g00 (g0j,i + g0i,j − gij,0) +

1

2
g0k (gkj,i + gki,j − gij,k)

= − 1

2N2
(Nj,i +Ni,j − hij,0) +

Nk

2N2
(hkj,i + hki,j − hij,k) = − 1

N
Kij (653)

となる。
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最後に

Γijk =
1

2
gi0 (g0j,k + g0k,j − gjk,0) +

1

2
gil (glj,k + glk,j − gjk,l)

=
N i

2N2
(Nj,k +Nk,j − hjk,0) +

1

2

(
hil − N iN i

N2

)
(hlj,k + hlk,j − hjk,l)

= Γ(3)i
jk +

N i

N
Kjk (654)

ただしここで

Γ(3)i
jk := hisΓ(3)

sjk = his
1

2
(hsj,k + hsk,j − hjk,s) (655)

を用いた。

C.1.2 Rµντρの計算

クリストッフェル記号 Eq(469)を参考にリーマンテンソルを構成していく。まず

Rijkl :=giρΓ
ρ
lj,k − giρΓ

ρ
kj,l + ΓikρΓ

ρ
lj − ΓilρΓ

ρ
kj

=

[
−Ni

(
Kjl

N

)
,k

+ him

(
Γ(3)m
jl +

Nm

N
Kjl

)
,k

−
Kjl

N

(
−NKik +∇(3)

kNi

)
+ Γ(3)

ikm

(
Γ(3)m
jl +

Nm

N
Kjl

)]
− [k ↔ l]

=R(3)

ijkl +

{
Kjl

[
−him,k

Nm

N
+

1

N
Γ(3)s
kiNs + Γ(3)

ikm

(
Nm

N

)]
+KjlKik

}
− {k ↔ l}

=R(3)

ijkl +KjlKik −KjkKil (656)

次に nµnνRµiνj を計算したい。まず

nµR
µ
iαj =n

µRµiαj =
1

N
R0iαj −

Nk

N
Rkiαj (657)

について α = jで

nµR
µ
ijk =−NR0

ijk = −N
(
Γ0
ki,j + Γ0

jρΓ
ρ
ki

)
+N

(
Γ0
ji,k + Γ0

kρΓ
ρ
ji

)
=−

[
−Kki,j +

N,j

N
Kki − (N,j −N sKjs)

Kki

N
−Kjs

(
Γ(3)s
ki +

N s

N
Kki

)]
+ [j ↔ k]

=
[
Kki,j +KjsΓ

(3)s
ki

]
+ [j ↔ k]

=∇(3)

jKki −∇(3)

kKji (658)
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また α = 0で

nµR
µ
i0j =−NR0

i0j = −N
(
Γ0
ji,0 + Γ0

0ρΓ
ρ
ji

)
+N

(
Γ0
0i,j + Γ0

jρΓ
ρ
0i

)
=

[
Kij,0 −

Ṅ

N
Kij +

Kij

N

(
Ṅ +N sN,s −N sN tKst

)
− (N,k −N sKks)

(
Γ(3)k
ij +

Nk

N
Kij

)]

− N,j

N
(N,i −N sKis) +

(
N,ij −N s

,jKis −N sKis,j

)
+

1

N
(N,j −N sKjs)

(
N,i −N tKit

)
−Kjk

(
−N

kN,i

N
−N

(
hks − NkN s

N2

)
Kis +∇(3)

i N
k

)
=Kij,0 +N sKksΓ

(3)k
ij −N,kΓ

(3)k
ij +N,ij −N s

,jKis −N sKis,j +NKjkK
k
i −Kjk∇(3)

i N
k

=Kij,0 +NKjkK
k
i −Kjk∇(3)

i N
k −∇(3)

j (N
sKis) +∇(3)

i ∇
(3)

j N

+N sKksΓ
(3)k
ij −N,kΓ

(3)k
ij −N sΓ(3)k

ji Ksk + Γ(3)s
ij ∇

(3)

sN

=Kij,0 +NKjkK
k
i −Kjk∇(3)

i N
k −∇(3)

j (N
sKis) +∇(3)

i ∇
(3)

j N (659)

となる。
以上を組み合わせて

nµnνRµiνj = n0nµRµi0j + nknµRµikj

=
1

N

(
Kij,0 +NKjkK

k
i −Kjk∇(3)

i N
k −∇(3)

j (N
sKis) +∇(3)

i ∇
(3)

j N
)
− Nk

N

(
∇(3)

kKji −∇(3)

jKki

)
=

1

N

(
Kij,0 +NKjkK

k
i −Kjk∇(3)

i N
k −∇(3)

j (N
sKis) +∇(3)

i ∇
(3)

j N −Nk∇(3)

kKji +Nk∇(3)

jKki

)
=

1

N

(
Kij,0 +∇(3)

i ∇
(3)

j N +NKjkK
k
i − LieN⃗Kij

)
,

LieN⃗Kij := Kjk∇(3)

i N
k +∇(3)

j (N
sKis) +Nk∇(3)

kKji −Nk∇(3)

jKki

= KjkN
k
,i +KikN

k
,j +NkKji,k +Kjkg

k
isN

s +Kikg
k
jsN

s −NkgsikKjs −NkgsjkKis

= KjkN
k
,i +KikN

k
,j +NkKji,k

= Kjk∇(3)

i N
k +Kik∇(3)

j N
k +Nk∇(3)

kKij (660)

となる。
更にこれから

hµν :=

(
0 0
0 δij

)
と定義した公式を用いて、添字対称性Rµανβ = −Rαµνβ = −Rµαβν = Rνβµαに注意すると、

R := gµνgαβRµανβ = (hµν − nµnν)
(
hαβ − nαnβ

)
Rµανβ

= hµνhαβRµανβ − nµnνhαβRµανβ − hµνnαnβRµανβ + nµnνnαnβRµανβ

= hijhklRikjl − 2nµnνhijRµiνj

= hijhkl
(
R(3)

ikjl +KklKij −KjkKil

)
− 2hij

1

N

(
Kij,0 +∇(3)

i ∇
(3)

j N +NKjkK
k
i − LieN⃗Kij

)
= R(3) +Ka

aK
b
b − 3KabK

ab − 2hij
Kij,0

N
− 2

∆(3)N

N
+

4

N
Ki
k∇

(3)

i N
k + 2

1

N
Nk∇(3)

kK
i
i (661)
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ここに更に hijK̇ij = K̇i
i +hij,0K

ij = K̇i
i +K

ij
(
∇(3)

i Nj +∇(3)

j Ni − 2NKij

)
を課してまとめると

R = R(3) +Ka
aK

b
b +KabK

ab − 2
K̇i
i

N
− 2

∆(3)N

N
+ 2

1

N
Nk∇(3)

kK
i
i (662)

となる。

C.1.3 R(3)の高次展開

Mathematicaを併用して計算した結果をまとめる。メトリック Eq(475)に基づいてR(3)を計算
すると

R(3) =− 4a−2∆ζ + a−2

[
8ζ∆ζ − 2ζ2,i + 4ζ,ijγij −

1

4
γ2ij,k

]
+ a−2

[
− 8ζ2∆ζ + 4ζζ2,i + 2ζ,iζ,jγij − 8ζζijγij +

1

2
ζγ2ij,k − 2ζ,iγij,kγjk − 2ζ,ijγikγjk

+
1

6
γijγjk,lγki,l +

1

4
γijγkl,iγkl,j +

1

6
γij,klγikγjl −

1

6
γijγik,lγkl,j

]
+O(ζ4) (663)

となる。

C.2 アインシュタイン作用の安定性

Hawkingと Horowitzが重力の作用を評価する際、アインシュタイン方程式の安定性を保証す
るために表面項を課している。[26]今回、Chapter.(17.3)で現れた不安定性は同様な表面項で
補償されることを示す。
表面項を含めた作用として

S =

∫
M

√
−g
(
1

2
R+ Lm(g, ϕ)

)
d4x+

∮
∂M

Kd3Σ (664)

を用いる。ただし、d3Σは境界の体積要素であり、Kは extrinsic curvature のトレースである。
Kの表式は、境界多様体Mのメトリック hstとM上での法線ベクトル nを用いて、

K := hstKst := hst∆snt = −hstΓµstnµ (665)

と書ける。(符号は [7]に準拠した。s, t, , ,は境界 ∂Mの座標を動くとする。∆はM上の共変
微分)微分項がない理由は、法線ベクトルは ∂Mの座標 s, t, , ,の方向に値を持っていないから。
特に Chapter.(17.3)で考慮すべき境界条件は N i

,i に起因しており空間方向の境界に原因が
ある。ADM 分解で考えている多様体は時間方向 R 方向に空間的立方体 L3 が積み重なった
M = R×L3であり、境界は空間方向の境界面 ∂M = R×L2である。簡単のため、Eq(462)に
おいて境界面を x3 = Lにおいて (x0, x1, x2)が張る空間に取る。∂Mの法線は

ñµ :=

0, 0, 0,
1√

h33 − N3N3

N2

 (666)

となる。これは次のように法線であること、単位長さであることが確かめられる。

ñ · dx0 =ñ · dx1 = ñ · dx2 = 0 ,

ñµñνg
µν =1 (667)
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これから、表面項を計算していくが、厳密に計算する必要ない。微小量の一次のみで近似
し、また表面において特異性を持つ χのみ扱う。つまり、N i以外は微小量の 0次で良い。そこ
で、先の法線は

ñµ ≈ (0, 0, 0, a) (668)

と近似される。
次に ∂Mの体積要素は

d3Σ =

√√√√√−det

−N2 + hijN
iN j h1jN

i h2jN
i

h1jN
i h11 h12

h2jN
i h21 h22

 ≈ a2 (669)

となる。
次に Eq(665)を計算する上で必要な Γρµν は

K00 ≈a
(
N3
,0 + 2HN3

)
, K11 ≈ K22 ≈ −N3aH ,

K01,K02 ≈O(N3
)

(670)

となる。(h01, h02 ≈ O(N3
)
なので、K01,K02はこのオーダーで十分)

よって

K = K00 − a−2 (K11 +K22) = aN3
,0 + 4aHN3 (671)

となる。そこから、x3 = ∞の表面項として

+

∫
∂M;z3=∞

Kd3Σ =

∫
∂M

(
aN3

,0 + 4aHN3
)
a2dtdx1dx2 =

∫
∂M

a3HN3dtdx1dx2 (672)

となる。
ここで Chapter.(17.3)の項は∫

dx4
(
−a3HN i

,i

)
=
∑
i

∫
∂M;z3=±∞

dx4

dxi
(
−a3HN i

)
(673)

でありちょうど表面項と打ち消す。(dx
4

dxi
は積分を一つ落とすということを意味する。)よって、

χの一次の項は表面項により補償されるということがわかった。

C.3 in-in formalismのプロパゲーターについて

in-in formalismで必要になる

⟨ζ(x1)ζ(x2)⟩ , ⟨Tζ(x1)ζ(x2)⟩ , ⟨T̄ζ(x1)ζ(x2)⟩ (674)

を計算しておく。
以降はシュバルツ [13]を参考にする。time-orderedの計算において

⟨Tζ(x1)ζ(x2)⟩ =θ(t1 − t2) ⟨ζ(x1)ζ(x2)⟩+ θ(−t1 + t2) ⟨ζ(x2)ζ(x1)⟩

=

∫
d3k

(2π)3
eik(x2−x1) (θ(t1 − t2)ζk(t1)

c∗ζk(t2)
c + θ(−t1 + t2)ζ

s∗
k (t2)ζ

s
k(t1)) (675)
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となる。ただし BD真空における Eq(498)に基づく自由場の展開

ζ(x) =

∫
d3k

(2π)3
ζk(t)e

ikx , ζk(t) = ζsk(t)a
†
k + ζc∗k (t)a−k , ζsk(t) =

ρ̇

ϕ̇

H√
2k3

(1− ikη) eikη

(676)

(等方性より ζsk(t) = ζs−k(t))および二点関数

⟨ζ(x2)ζ(x1)⟩ =
∫

d3k

(2π)3
d3k′

(2π)3
eikx2+ik

′x1 ⟨
(
ζsk(t2)a

†
k + ζs∗k (t2)a−k

)(
ζsk′(t1)a

†
k′ + ζs∗k′(t1)a−k′

)
⟩

=

∫
d3k

(2π)3
eik(x2−x1)ζs∗k (t2)ζ

s
k(t1) (677)

を用いた。ただしスローロール近似により高次の項は無視している。
次に anti-time-orderedでは

⟨T̄ζ(x1)ζ(x2)⟩ =θ(t1 − t2) ⟨ζ(x2)ζ(x1)⟩+ θ(−t1 + t2) ⟨ζ(x1)ζ(x2)⟩

=

∫
d3k

(2π)3
eik(x2−x1) (θ(t1 − t2)ζ

s∗
k (t2)ζ

s
k(t1) + θ(−t1 + t2)ζ

s∗
k (t1)ζ

s
k(t2)) (678)

さらに今,kη ≪ 1の極限で近似的に

⟨Tζ(x1)ζ(x2)⟩ ∼ ⟨T̄ζ(x1)ζ(x2)⟩ ∼
∫

d3k

(2π)3
ρ̇2

ϕ̇2
H2

2k3
eik(x2−x1) (679)

となる。

C.4 スローロールパラメーターの関係式

ϵ := − Ḣ

H2
≪ 1 , ϵV :=

1

2

(
V,ϕ
V

)2

≪ 1 , ηV :=
V,ϕϕ
V

≪ 1 (680)

を基底の関係式

3ρ̇2 =
1

2
ϕ̇2 + V(ϕ) , ρ̈ = −1

2
ϕ̇2 , 0 = ϕ̈+ 3ρ̇ϕ̇+ V ′

(ϕ) (681)

を用いて変形していく。基本的にVや ϕ, H に微分が掛かれば掛かるほどオーダーが上がる。
まず ϵの定義から

ϕ̇2

V
=

2ϵ

3

1

1− ϵ/3
, ϵ =

1

2

ϕ̇2

H2
,

ϕ̇

H
= −

√
2ϵ (682)

となる。(場は時間とともに減少していくことに注意)次に ηV を変形して次のようになる。

ηV =−
...
ϕ + 3Ḣϕ̇+ 3Gϕ̈

V ϕ̇
∼ −3

H2

V

Ḣ

H2
− 3

H2

V

ϕ̈

Hϕ̇

=ϵ− ϕ̈

Hϕ̇
+O(ϵ2) (683)
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スローロール近似で ϵV ∼ ϵを言うためには次の関係を用いる。

ϕ̈

ϕ̇H
=

3Hϕ̇+ V ′

ϕ̇H
= 3 +

√
2ϵV

V

Hϕ̇
= 3 +

√
2ϵV 3

H

ϕ̇
− 1

2

ϕ̇

H
∼ 3− 3

√
ϵV
ϵ

∼ 0 (684)

また

ϵ̇

H
= − Ḧ

ḢH

Ḣ

H2
+ 2ϵ2 = ϵ

−ϕ̈
ϕ̇H

H2

Ḣ

ϕ̇2

H2
+ 2ϵ2 = 2ϵ

ϕ̈

ϕ̇H
+ 2ϵ2 = 2ϵ (ϵ− ηV ) + 2ϵ2 (685)

である。

C.5 ３次の相互作用項

Eq(492)で展開された項を簡単化していく。

C.5.1 作用の ζ3項

Eq(492)で展開した作用の中から ζ3を持つ項をまとめてくると

Sζ3 =

∫
dtd3x

[
+ 18a3Hζζ,iψ,i − 2a3∆ψζ,iψ,i −

a3ζ̇ψ,ijψ,ij
4H

+
3

4
a3ζψ,ijψ,ij

−
a3ζ̇ψ2

,ij

4H
+

3

4
a3ζψ2

,ij −
aζ̇ζ2,a
H

− aζζ2,a +
a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2
− 9a3Ḣζ3 − 27a3H2ζ3

+
a3∆ψ2ζ̇

2H
− 27a3Hζ2ζ̇ + 9a3Hζ2∆ψ − 3

2
a3ζ∆ψ2 − 2aζ∆ζζ̇

H
− aζ2∆ζ

]
=

∫
dtd3x

[
−
aζ̇ζ2,a
H

− aζζ2,a − 27a3H2ζ3 − 27a3Hζ2ζ̇ − 2aζ∆ζζ̇

H
− aζ2∆ζ

]
+

[
+ 18a3Hζζ,iψ,i +

a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2
+ 9a3Hζ2∆ψ − 9a3Ḣζ3

]
+

[
− 2a3∆ψζ,iψ,i +

3

2
a3ζψ2

,ij −
a3ζ̇ψ2

,ij

2H
+
a3∆ψ2ζ̇

2H
− 3

2
a3ζ∆ψ2

]
(686)

となる。これらを Chapter.(17.4)で説明した手順に沿って簡単化していく。ここで項を分けた
意図はスローロールパラメーターの次数ごとに分けて書くため。χはO(ϵ1)として扱う。
一つ目の []は部分積分により

−
aζ̇ζ2,a
H

− aζζ2,a − 27a3H2ζ3 − 27a3Hζ2ζ̇ − 2aζ∆ζζ̇

H
− aζ2∆ζ

→−
aζ̇ζ2,a
H

− aζζ2,a − 27a3H2ζ3 − 18a3Hζ2ζ̇ + 9
(
3a3H2ζ3 + a3Ḣζ3 + 2a3Hζ2ζ̇

)
− 2aζ∆ζζ̇

H
− aζ2∆ζ

→−
aζ̇ζ2,a
H

−

(
d

dt

( a
H

)
+

Ḣ

H2
a

)
ζζ2,a + 9a3Ḣζ3 − 2aζ∆ζζ̇

H
−

(
d

dt

( a
H

)
+

Ḣ

H2
a

)
ζ2∆ζ

→−
aζ̇ζ2,a
H

− Ḣ

H2
aζζ2,a +

a

H

(
ζ̇ζ2,i + 2ζζ̇,iζ,i

)
+ 9a3Ḣζ3 − 2aζ∆ζζ̇

H
− Ḣ

H2
aζ2∆ζ +

a

H

(
2ζ̇ζ∆ζ + ζ2∆ζ̇

)
→− Ḣ

H2
aζζ2,a +

a

H

(
2ζζ̇,iζ,i

)
+ 9a3Ḣζ3 − Ḣ

H2
a
(
−2ζζ2,i

)
+
a

H

(
−2ζζ,iζ̇,i

)
→+

Ḣ

H2
aζζ2,a + 9a3Ḣζ3 (687)
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となる。ただし、a = d
dt

(
a
H

)
+ Ḣ

H2a = d
dt

(
a
H

)
− ϵaを用いた。

次に一つ目の []の残り（スローロールパラメーターについてのオーダーが上がったことに
注意）と二つ目の []を合わせて、

+
Ḣ

H2
aζζ2,a + 9a3Ḣζ3 + 18a3Hζζ,iψ,i +

a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2
+ 9a3Hζ2∆ψ − 9a3Ḣζ3

→+
Ḣ

H2
aζζ2,a + 9a3Hζζ,iψ,i − 9a3H

(
ζζ,iψ,i +∆ψζ2

)
+
a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2
+ 9a3Hζ2∆ψ

→+
Ḣ

H2
aζζ2,a +

a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2
(688)

となる。
次に 3つ目の []は

− 2a3∆ψζ,iψ,i +
3

2
a3ζψ2

,ij −
a3ζ̇ψ2

,ij

2H
+
a3∆ψ2ζ̇

2H
− 3

2
a3ζ∆ψ2

→− 2a3
(
− 1

a2H
∆ζ + ϵζ̇

)
ζ,i

(
− 1

a2H
ζ,i + ϵ∆−1ζ̇,i

)
+

3

2
a3ζ

(
1

a4H2
ζ2,ij −

2ϵ

a2H
ζ,ij∆

−1ζ̇,ij + ϵ2
(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 1

a4H2
∆ζ2 +

2ϵ

a2H
∆ζζ̇ − ϵ2ζ̇2

)
− a3ζ̇

2H

(
1

a4H2
ζ2,ij −

2ϵ

a2H
ζ,ij∆

−1ζ̇,ij + ϵ2
(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 1

a4H2
∆ζ2 +

2ϵ

a2H
∆ζζ̇ − ϵ2ζ̇2

)
→
[
− 2

1

aH2
∆ζζ,iζ,i +

3

2aH2
ζζ2,ij −

3

2aH2
ζ∆ζ2 − 1

2aH3
ζ̇ζ2,ij +

1

2aH3
ζ̇∆ζ2

]
+

[
+ 2a

ϵ

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ϵζ̇

H
ζ,iζ,i −

3aϵ

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3aϵ

H
ζ∆ζζ̇ +

aϵ

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
aϵ

H2
ζ̇∆ζζ̇

]
+

[
− 2a3ϵ2ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i +
3

2
a3ζϵ2

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 3

2
a3ζϵ2ζ̇2 − a3ζ̇

2H
ϵ2
(
∆−1ζ̇,ij

)2
+
a3ζ̇

2H
ϵ2ζ̇2

]
(689)

ただし

ψ2
,ij −∆ψ2 =

1

a4H2
ζ2,ij −

2ϵ

a2H
ζ,ij∆

−1ζ̇,ij + ϵ2
(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 1

a4H2
∆ζ2 +

2ϵ

a2H
∆ζζ̇ − ϵ2ζ̇2

(690)

を用いた。54

54ϵ := − Ḣ

Ḣ2 = ϕ̇2

2H2 は厳密に成立することに注意
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まず Eq(689)の一行目について、

− 2
1

aH2
∆ζζ,iζ,i +

3

2aH2
ζζ2,ij −

3

2aH2
ζ∆ζ2 − 1

2aH3
ζ̇ζ2,ij +

1

2aH3
ζ̇∆ζ2

→6
Ḣ

aH4
∆ζζ2,i −

2

aH3

(
∆ζ̇ζ2,i + 2∆ζζ̇,iζ,i

)
− 9Ḣ

2aH4
ζζ2,ij +

3

2aH3

(
ζ̇ζ2,ij + 2ζζ̇,ijζ,ij

)
+

9Ḣ

2aH4
ζ∆ζ2 − 3

2aH3

(
ζ̇∆ζ2 + 2ζ∆ζ̇∆ζ

)
− 1

2aH3
ζ̇ζ2,ij +

1

2aH3
ζ̇∆ζ2

→6
Ḣ

aH4
∆ζζ2,i +

9Ḣ

2aH4
ζ∆ζ2 − 9Ḣ

2aH4
ζζ2,ij

+
1

aH3

[
−2∆ζ̇ζ2,i − 4∆ζζ̇,iζ,i +

3

2
ζ̇ζ2,ij + 3ζζ̇,ijζ,ij −

3

2
ζ̇∆ζ2 − 3ζ∆ζ̇∆ζ − 1

2
ζ̇ζ2,ij +

1

2
ζ̇∆ζ2

]
→6

Ḣ

aH4
∆ζζ2,i +

9Ḣ

2aH4
ζ∆ζ2 − 9Ḣ

2aH4

(
−ζiζ,jζ,ij +∆ζ2ζ +∆ζζ2,i

)
+

1

aH3
ζ̇

[
− 2

(
2ζ2,ij + 2ζ,i∆ζ,i

)
+ 4

(
ζ,i∆ζ,i +∆ζ2

)
+

3

2
ζ2,ij + 3

(
ζ2,ij + 2ζ,i∆ζ,i +∆2ζζ

)
− 3

2
∆ζ2 − 3

(
∆ζ2 + 2ζ,i∆ζ,i + ζ∆2ζ

)
− 1

2
ζ2,ij +

1

2
∆ζ2

]
→3

2

Ḣ

aH4
∆ζζ2,i +

9Ḣ

2aH4
ζiζ,jζ,ij

→3

2

Ḣ

aH4
∆ζζ2,i +

9Ḣ

4aH4
ζiζ,jζ,ij −

9Ḣ

4aH4
ζ,i (ζ,ijζ,j +∆ζζ,i)

=− 3

4

Ḣ

aH4
∆ζζ2,i (691)

となる。ただし 1
a = − d

dt

(
1
aH

)
− Ḣ

aH2 = − d
dt

(
1
aH

)
+ ϵ 1a を用いた。

次に Eq(688)の結果、Eq(689)の１行目の結果、および Eq(689)の２行目を組み合わせる。

+
Ḣ

H2
aζζ2,a +

a3Ḣζ̇3

H3
− 3a3Ḣζζ̇2

H2

− 3

4

Ḣ

aH4
∆ζζ2,i

+ 2a
ϵ

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ϵζ̇

H
ζ,iζ,i −

3aϵ

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3aϵ

H
ζ∆ζζ̇ +

aϵ

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
aϵ

H2
ζ̇∆ζζ̇

=ϵ

[
− aζζ2,a −

a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 +

3

4

1

aH2
∆ζζ2,i + 2a

1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i

− 3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇ +

a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇

]
(692)

以上の結果 Eq(689),Eq(692)を組み合わせて、

Sζ3 =ϵ

[
− aζζ2,a −

a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 +

3

4

1

aH2
∆ζζ2,i + 2a

1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i

− 3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇ +

a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇

]
+ ϵ2

[
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i +
3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 3

2
a3ζζ̇2 − a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+
a3ζ̇

2H
ζ̇2
]

(693)
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となる。ここで、

f0(ζ) = − 1

H
ζ̇ζ +

1

4a2H2
ζ2,i −

1

4a2H2
∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
(694)

と Eq(498)から得られる運動方程式

δL2

δζ
= − d

dt

(
a3
ϕ̇2

H2
ζ̇

)
+
ϕ̇2

H2
a∆ζ = −2

d

dt

(
a3ϵζ̇

)
+ 2ϵa∆ζ = −2

d

dt

(
a3ϵζ̇

)
+ 2ϵa∆ζ (695)

の積

f0(ζ)
δL2

δζ
=

(
− 1

H
ζ̇ζ +

1

4a2H2
ζ2,i −

1

4a2H2
∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

))(
−2

d

dt

(
a3ϵζ̇

)
+ 2ϵa∆ζ

)
=(2ϵa∆ζ)

(
− 1

H
ζ̇ζ +

1

4a2H2
ζ2,i −

1

4a2H2
∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

))
+ 2

(
a3ϵζ̇

)[
− ϵζ̇ζ − 1

H
ζ̈ζ − 1

H
ζ̇2 − 1

2a2H

(
ζ2,i −∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

))
+

ϵ

2a2H

(
ζ2,i −∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

))
+

1

4a2H2

(
2ζ,iζ̇,i −∆−1 d

dt

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

))]
→ϵ

[
− 2a

1

H
∆ζζ̇ζ +

1

2aH2
∆ζζ2,i −

1

2aH2
ζ
(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ − 2a3

1

H
ζ̇ζ̇2 − a

H
ζ̇ζ2,i +

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
+ aζ̇

1

H2
ζ,iζ̇,i − a

1

2H2
∆−1ζ̇

d

dt

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

) ]
+ ϵ2

[
− 2a3ζ̇ ζ̇ζ +

a

H
ζ̇ζ2,i −

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

) ]
=:

(
f0(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(1)

+

(
f0(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(2)

(696)
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の一次項を用いて、Eq(693)の一つ目の []に対して次を考える。

ϵ

[
− aζζ2,a −

a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 +

3

4

1

aH2
∆ζζ2,i + 2a

1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i

− 3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇ +

a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇

]
−
(
f0(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(1)

=ϵ

[
− aζζ2,a −

a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 +

3

4

1

aH2
∆ζζ2,i + 2a

1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i

− 3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇ +

a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇

]
− ϵ

[
− 2a

1

H
∆ζζ̇ζ +

1

2aH2
∆ζζ2,i −

1

2aH2
ζ
(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ − 2a3

1

H
ζ̇ζ̇2 − a

H
ζ̇ζ2,i +

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
+ aζ̇

1

H2
ζ,iζ̇,i − a

1

2H2
∆−1ζ̇

d

dt

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

) ]
=ϵ

[
− a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 + 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ + 2a3

1

H
ζ̇ζ̇2

− aζζ2,a + 2a
1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i −

3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇

+
a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇ + 2a

1

H
∆ζζ̇ζ

+
a

H
ζ̇ζ2,i −

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− aζ̇

1

H2
ζ,iζ̇,i + a

1

2H2
∆−1ζ̇

d

dt

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
+

3

4

1

aH2
∆ζζ2,i −

1

2aH2
∆ζζ2,i +

1

2aH2
ζ
(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

) ]
(697)

ここで []の中身を計算していく。まず空間微分を含まない項について

ϵ

[
− a3ζ̇3

H
+ 3a3ζζ̇2 + 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ + 2a3

1

H
ζ̇ζ̇2
]

=ϵ

[
a3ζ̇3

H
+ 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ

]
+ 2ϵa3ζζ̇2 +

(
d

dt

( a
H

)
− aϵ

)
ϵa2ζζ̇2

=ϵ

[
a3ζ̇3

H
+ 2a3

1

H
ζ̇ζ̈ζ

]
+ 2ϵa3ζζ̇2 − a

H

(
ϵ̇a2ζζ̇2 + 2ϵHa2ζζ̇2 + ϵa2ζ̇3 + 2ϵa2ζζ̇ζ̈

)
− aϵ2a2ζζ̇2

=− a

H
ϵ̇a2ζζ̇2 − aϵ2a2ζζ̇2 (698)
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次に Eq(697)の空間微分が実質二つ含まれる項について

− aζζ2,a + 2a
1

H
∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2a
ζ̇

H
ζ2,i −

3a

H
ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij +
3a

H
ζ∆ζζ̇

+
a

H2
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij −
a

H2
ζ̇∆ζζ̇ + 2a

1

H
∆ζζ̇ζ +

a

H
ζ̇ζ2,i −

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− aζ̇

1

H2
ζ,iζ̇,i + a

1

2H2
∆−1ζ̇

d

dt

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
=− aζζ2,a +

a

H

[
+ 2∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2ζ̇ζ2,i − 3ζζ,ij∆
−1ζ̇,ij + 3ζ∆ζζ̇

+ 2∆ζζ̇ζ + ζ̇ζ2,i −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
+

a

H2

[
ζ̇ζ,ij∆

−1ζ̇,ij − ζ̇∆ζζ̇ − ζ̇ζ,iζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇ +∆−1ζ̇ζ,ij ζ̇,ij +∆−1ζ̇∆ζ̇,iζ,i +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

]
(699)

ここで時間微分により

ϵ
(
−aζζ2,i

)
= −

(
d

dt

( a
H

)
− aϵ

)(
ϵζζ2,i

)
= aϵ2ζζ2,i +

a

H
ϵ̇ζζ2,i +

a

H
ϵ
(
+ζ̇ζ2,i + 2ζζ̇,iζ,i

)
(700)

となる。これのO(ϵ1)と Eq(699)の a
H 項を組み合わせて

a

H

[
+ 2∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i + 2ζ̇ζ2,i − 3ζζ,ij∆
−1ζ̇,ij + 3ζ∆ζζ̇

+ 2∆ζζ̇ζ + ζ̇ζ2,i −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i + ζ̇ζ2,i + 2ζζ̇,iζ,i

]
=
a

H

[
+ 4ζ̇ζ2,i + 5ζ∆ζζ̇ + 2ζζ̇,iζ,i

+ 2∆ζζ,i∆
−1ζ̇,i − 3ζζ,ij∆

−1ζ̇,ij −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
=
a

H

[
2ζ̇ζ2,i + 3ζ∆ζζ̇

+ 2∆ζζ,i∆
−1ζ̇,i + 3ζ∆ζ,i∆

−1ζ̇,i + 3ζ,jζ,ij∆
−1ζ̇,i −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
=
a

H

[
2ζ̇ζ2,i + 3ζ∆ζζ̇

+ 2∆ζζ,i∆
−1ζ̇,i − 3ζ∆ζζ̇ − 3ζ,i∆ζ∆

−1ζ̇,i −
3

2
ζ2,j ζ̇ −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
=
a

H

[
1

2
ζ2,j ζ̇ −∆ζζ,i∆

−1ζ̇,i −∆−1ζ̇∆ζ2 −∆−1ζ̇ζ2,ij − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
=
a

H

[
1

2
ζ2,j ζ̇ +∆ζ∆ζ∆−1ζ̇ +∆ζ,iζ,i∆

−1ζ̇ −∆−1ζ̇∆ζ2 +∆−1ζ̇,iζ,jζ,ji +∆−1ζ̇ζ,j∆ζ,j − 2∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
=
a

H

[
1

2
ζ2,j ζ̇ +∆−1ζ̇,iζ,jζ,ji +∆−1ζ̇ζ,j∆ζ,j −∆−1ζ̇∆ζ,iζ,i

]
= 0 (701)
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となる。
次に Eq(699)の a

H2 項は

ζ̇ζ,ij∆
−1ζ̇,ij − ζ̇∆ζζ̇ − ζ̇ζ,iζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇ +∆−1ζ̇ζ,ij ζ̇,ij +∆−1ζ̇∆ζ̇,iζ,i +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

=− ζ̇∆ζ,i∆
−1ζ̇,i − ζ̇,jζ,ij∆

−1ζ̇,i −
1

2
ζ̇∆ζζ̇ +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇

−∆−1ζ̇,jζ,iζ̇,ij −∆−1ζ̇ζ,i∆ζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ̇,iζ,i +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

=ζ̇∆ζζ̇ + ζ̇,i∆ζ∆
−1ζ̇,i − ζ̇,jζ,ij∆

−1ζ̇,i −
1

2
ζ̇∆ζζ̇ +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇ +∆−1ζ̇,jζ,ij ζ̇,i + ζ̇ζ,iζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

=
1

2
ζ̇∆ζζ̇ + ζ̇,i∆ζ∆

−1ζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇ + ζ̇ζ,iζ̇,i +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

=−∆ζ̇∆ζ∆−1ζ̇ − ζ̇,i∆ζ,i∆
−1ζ̇ +∆−1ζ̇∆ζ∆ζ̇ +∆−1ζ̇∆ζ,iζ̇,i

=0 (702)

となる。
また Eq(697)の空間微分が４つ含まれる項について

3∆ζζ2,i − 2∆ζζ2,i + 2ζ
(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
= ∆ζζ2,i + 2ζ

(
∆ζ2 +∆ζ,iζ,i

)
+∆ζζ2,i = 0 (703)

となる。
以上からO(ϵ1)項はすべて消える。残りは Eq(693),Eq(698),Eq(700),Eq(696)の残った項を

まとめることにより

Sζ3 =aϵ
2ζζ2,i +

a

H
ϵ̇ζζ2,i −

a

H
ϵ̇a2ζζ̇2 − aϵ2a2ζζ̇2

+ ϵ2
[
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i +
3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 3

2
a3ζζ̇2 − a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+
a3ζ̇

2H
ζ̇2
]

−
(
f0(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(2)

+ f0(ζ)
δL2

δζ
(704)

となる。ここで更に次の f1(ζ)を考える。

f1(ζ) = −1

2

ϕ̈

ϕ̇H
ζ2 − 1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ) (705)

先と同じく次の組み合わせを考える。

f1(ζ)
δL2

δζ

=2
(
a3ϵζ̇

) d

dt

(
−1

2

ϕ̈

ϕ̇H
ζ2 − 1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)

)
+ 2ϵa∆ζ

(
−1

2

ϕ̈

ϕ̇H
ζ2 − 1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)

)

=2
(
a3ϵζ̇

) d

dt

(
− ϵ̇

4ϵH
ζ2 +

1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)

)
+ 2ϵa∆ζ

(
− ϵ̇

4ϵH
ζ2 +

1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)

)
=ϵ2

[
− a3ζ̇

ϵ̇

ϵ2H
ζζ̇ + a3ζ̇ζζ̇ − a3∆−1ζ̇

(
ζ̇∆ζ + ζ∆ζ̇

)
− ϵ̇

2ϵ2H
a∆ζζ2 +

1

2
a∆ζζ2 − aζ (ζ∆ζ)

]
+O(ϵ3)

=

(
f1(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(2)

+O(ϵ3) (706)

161

Soryushiron Kenkyu



中塚洋佑 C NON-GAUSSIANITY

これを用いて、

Sζ3 =ϵ
2

[
aζζ2,i + a

ϵ̇

ϵ2H
ζζ2,i −

ϵ̇

ϵ2H
a3ζζ̇2

− 2a3ζ̇ζ,i∆
−1ζ̇,i +

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 5

2
a3ζζ̇2 − a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+

a3

2H
ζ̇3
]

−
(
f0(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(2)

−
(
f1(ζ)

δL2

δζ

) ∣∣∣∣
(2)

+O(ϵ3)+ (f0 + f1)(ζ)
δL2

δζ
(707)

を考えていく。
スローロールの二次までを見ると

Sζ3 − (f0 + f1)
δL2

δζ

=ϵ2
[
aζζ2,i + a

ϵ̇

ϵ2H
ζζ2,i −

ϵ̇

ϵ2H
a3ζζ̇2

− 2a3ζ̇ζ,i∆
−1ζ̇,i +

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 5

2
a3ζζ̇2 − a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+

a3

2H
ζ̇3
]

− ϵ2
[
− 2a3ζ̇ ζ̇ζ +

a

H
ζ̇ζ2,i −

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

) ]
− ϵ2

[
− a3ζ̇

ϵ̇

ϵ2H
ζζ̇ + a3ζ̇ζζ̇ − a3∆−1ζ̇

(
ζ̇∆ζ + ζ∆ζ̇

)
− ϵ̇

2ϵ2H
a∆ζζ2 +

1

2
a∆ζζ2 − aζ (ζ∆ζ)

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 5

2
a3ζζ̇2 +

a3

2H
ζ̇3 − a3ζ̇ζζ̇ + 2a3ζ̇ ζ̇ζ + a3∆−1ζ̇

(
ζ̇∆ζ + ζ∆ζ̇

)
+

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i + aζζ2,i −
a

H
ζ̇ζ2,i +

a

H
∆−1ζ̇

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− 1

2
a∆ζζ2 + aζ (ζ∆ζ)

]
+

ϵ̇

H

[
aζζ2,i − a3ζζ̇2 + a3ζ̇ζζ̇ +

1

2
a∆ζζ2

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 3

2
a3ζζ̇2 +

a3

2H
ζ̇3 + a3ζ

(
ζ̇2 +∆ζ̇∆−1ζ̇ + 2∆−1ζ̇,iζ̇,i

)
+ a3∆−1ζ̇ζ∆ζ̇

+
3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i + aζζ2,i −
a

H
ζ̇ζ2,i

+
a

H

(
−ζ,i∆−1ζ̇,i∆ζ − ζ,i∆

−1ζ̇,jζ,ij

)
− 1

2
a∆ζζ2 + aζ (ζ∆ζ)

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 +

a3

2H
ζ̇3 + 2a3∆−1ζ̇ζ∆ζ̇ +

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i

− a

H
∆−1ζ̇,iζ,i∆ζ + 2a3∆−1ζ̇,iζ̇,iζ −

1

2
ζ̇ζ2,i

a

H

]
+O(ζ3) (708)

となる。
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ここで次の変形を考える。

ϵ2
[
+

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
− a3ζ̇

2H

(
∆−1ζ̇,ij

)2 ]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
+

3

2
a3ζ

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+

3a3ζ

2

(
∆−1ζ̇,ij

)2
+
a3ζ

H
∆−1ζ̇,ij∆

−1ζ̈,ij

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
+
a3ζ

H
∆−1ζ̇,ija

−2ζ,ij −
a3

H
∆−1

(
ζ∆−1ζ̇,ij

)
,ij

1

2ϵa3
δL2

δζ

]
+O(ζ3)

=:ϵ2
[
+
a3ζ

H
∆−1ζ̇,ija

−2ζ,ij

]
+ f2

δL2

δζ
+O(ζ3) (709)

ただし

ζ̈ = a−2∆ζ − 3Hζ̇ − 1

2ϵa3
δL2

δζ
(710)

を用いた。これを Eq(708)に戻して f2を左辺に持っていくと、

Sζ3 − (f0 + f1 + f2)
δL2

δζ

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 + 2a3∆−1ζ̇ζ∆ζ̇ − 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i +
a3

2H
ζ̇3 +

aζ

H
∆−1ζ̇,ijζ,ij

− a

H
∆−1ζ̇,iζ,i∆ζ + 2a3∆−1ζ̇,iζ̇,iζ −

1

2
ζ̇ζ2,i

a

H

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 + 2a2

(
ζζ̇2 +∆−1ζ̇∆ζζ̇ + 2∆−1ζ̇,iζ,iζ̇

)
− 2a3ζ̇ζ,i∆

−1ζ̇,i − 2a3
(
∆−1ζ̇,iζ̇ζ,i + ζζ̇2

)
+

a3

2H
ζ̇3

+
aζ

H
∆−1ζ̇,ijζ,ij −

a

H
∆−1ζ̇,iζ,i∆ζ −

1

2
ζ̇ζ2,i

a

H

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 + 2a3∆−1ζ̇ ζ̇∆ζ +

a3

2H
ζ̇3 +

a

H
ζζ̇∆ζ

]
+O(ζ3) (711)

となる。ここで運動量微分に関する次数を同じにするために次の変形を用いる。

ζζ̇∆ζ → ζζ̇

(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇ +

1

2ϵa

δL2

δζ

)
= ζζ̇

(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇

)
+ ζζ̇

1

2ϵa

δL2

δζ
(712)

ただし

ζ = ∆−1

(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇ +

1

2ϵa

δL2

δζ

)
(713)

を使った。
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代入して再び運動量のオーダーを落とすために ζ,∆ζの塊を集め、再びEq(713)を代入して、

Sζ3 − (f0 + f1 + f2)
δL2

δζ

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 + 2a3∆−1ζ̇ ζ̇∆ζ +

a3

2H
ζ̇3 +

a

H
ζζ̇
(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇

)]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
− 1

2
a3ζζ̇2 + 2a3∆−1ζ̇ ζ̇∆ζ +

a3

2H
ζ̇3 +

a3

2H
ζ
d

dt

(
ζ̇2
)
+ 3a3ζζ̇ζ̇

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
a3ζζ̇2 + 2a3∆−1ζ̇ ζ̇∆ζ

]
+O(ζ3)

=ϵ2
[
a3ζ̇2∆−1

(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇ +

1

2ϵa

δL2

δζ

)
+ 2a3∆−1ζ̇ ζ̇

(
a2ζ̈ + 3a2Hζ̇ +

1

2ϵa

δL2

δζ

)]
+O(ζ3)

(714)

まずH0項について

a5ζ̇2∆−1ζ̈ + 2a5∆−1ζ̇ ζ̇ ζ̈ = −5a5Hζ̇2∆−1ζ̇ − 2a5ζ̇ ζ̈∆−1ζ̇ + 2a5∆−1ζ̇ ζ̇ ζ̈ = −5a5Hζ̇2∆−1ζ̇
(715)

となる。この余りとH1項を合わせて

Sζ3 −
(
f0 + f1 + f2 + a3∆−1

(
ζ̇2
) 1

2ϵa
+ 2a3ζ̇∆−1ζ̇

1

2ϵa

)
δL2

δζ

=ϵ2
[
a3ζ̇2∆−13a2Hζ̇ + 2a3∆−1ζ̇ ζ̇3a2Hζ̇ − 5a5Hζ̇2∆−1ζ̇

]
+O(ζ3)

=4a5Hϵ2ζ̇2∆−1ζ̇ +O(ζ3) (716)

以上より

Sζ3 =4a5Hϵ2ζ̇2∆−1ζ̇ + f(ζ)
δL2

δζ
+O(ζ3) ,

f(ζ) =− 1

H
ζ̇ζ +

1

4a2H2
ζ2,i −

1

4a2H2
∆−1

(
∆ζ2 + ζ2,ij + 2∆ζ,iζ,i

)
− 1

2

ϕ̈

ϕ̇H
ζ2

− 1

4
ϵζ2 − 1

2
ϵ∆−1 (ζ∆ζ)− ϵ

2H
∆−1

(
ζ∆−1ζ̇,ij

)
,ij

+ a3∆−1
(
ζ̇2
) 1

2ϵa
+ 2a3ζ̇∆−1ζ̇

1

2ϵa
(717)

と変形できる。

C.5.2 作用の γζ2項

簡単化はしないが、表式だけ書いておく。

Sζ2γ =
1

2
a3ψ,iψjkγjk,i +

a3ζ̇ψ,ij γ̇ij
2H

− 3

2
a3ζψ,ij γ̇ij +

2aζ̇γijζ,ij
H

+ aζ,iζ,jγij + 2aζγijζ,ij (718)
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C.5.3 作用の γ2ζ 項

簡単化はしないが、表式だけ書いておく。

Sγ2ζ =− 1

2
a3ψ,ijγikγ̇jk −

1

4
a3ψ,iγjk,iγ̇jk −

a3ζ̇ γ̇2jk
8H

+
1

2
a3ψijγkiγ̇kj +

3

8
a3ζγ̇2ij

−
aζ̇γ2ij,k
8H

− 1

8
aζγ2ij,k − aζ,ijγikγjk − aζ,iγjkγij,k (719)

C.5.4 作用の γ3項

簡単化はしないが、表式だけ書いておく。

Sγ2ζ =+
1

8
aγijγkl,iγkl,j −

1

24
aγij,kγliγlj,k +

1

12
aγijγli,jkγkl +

1

8
aγij,kγilγkl,j −

1

12
aγij,kγlj,iγlk

(720)
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