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概 要

一般相対性理論は古典論として重力を十分に記述するが, くりこみ不可能という
問題を抱えていて, 低エネルギーで成り立つ有効理論だと考えられている. 今日で
は様々な修正重力理論が考えられていて, 多くの物理学者が重力の量子論の構築を
目指している. 多くの重力の拡張模型では計量 gµν を基本的自由度と扱っている
が, 計量を vierbeinに分解することでmetric formalismでは見えなかった局所ロー
レンツ対称性というゲージ対称性が現れる. この対称性に起因して接続として局
所ローレンツゲージ場が現れる. 一般相対性理論は接続である Γが計量の関数で
fundamentalな自由度ではないため, 一般相対性理論がゲージ理論であるという見
方は主流ではなかったが, 私はこのゲージ場を基本自由度とした理論で重力の量子
論が構築できるのではないかと考える.

四脚場と局所ローレンツゲージ場を基本的自由度とした理論は, Einstein-Cartan

gravity(ECG)と呼ばれている. ECGは一般相対性理論の拡張模型として妥当で
ある. なぜなら, 局所ローレンツゲージ場の場の強さの一次式で Einstein-Hilbert

作用を書くことができるからである. ただ, 場の強さの一次式, という点で通常の
ゲージ理論とは異なる. 局所ローレンツゲージ場を基本自由度だと思いたいなら,

運動項を入れてゲージ理論として計算したいという考えになるのはアナロジーと
してみたときの自然な取り組みである. そこでこの運動項をくりこみ群のフロー
で生成できないかという考え方をした.

本研究では, 作用の形を制限するため四脚場の null field limitが存在するという
要請をしてECGの作用を構築した. そして, その模型が南部・ヨナラシーニョ模型
に似ているということに注目して, くりこみ群の手法を用いて局所ローレンツゲー
ジ場の運動項が生成されるかどうかについて議論した.

本論文の構成について, まず ECGの基本自由度である, vierbeinと局所ローレ
ンツゲージ場の基礎について説明する. また, ECGでの解析の例として 1つの toy

modelのレビューを行う. その後我々の研究についての概要説明と解析についての
議論を行う.

この文書は, 昨年度提出した修士論文の一部に 2020年 3月に投稿した論文 [1]の
内容を加えたものである. 修士の研究は尾田欣也准教授のもとで行なっていたが,

修士論文提出後に「この内容を素粒子論研究室に投稿しないか」という助言を頂
いたのが今回の投稿のきっかけである. その後, 修士論文と並行して行なっていた,

尾田欣也さん, 山田雅俊さんと松崎真也さんとの共同研究の成果を arXivに投稿す
ることができ, その内容を加えることを提案して頂き今に至っている. この研究は
私にとって, 大学生生活の集大成のようなものだった. 大学に入る前から重力につ
いて研究したいと思っていたので, 学生生活の最後にこのような研究ができ, また
素粒子論研究に投稿できて非常に幸せに感じている.
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論文で用いる記法
本論文では特に断らない限り, 計量の符号を,

η = diag(−1,+1,+1,+1)

にとる. そのためフーリエ変換の符号は,

Φ(x) =

∫
k

eikxΦ̃(k), Φ̃(k) =

∫
d4xe−ikxΦ(x) (1)

となる. ただし, ∫
k

=

∫
dDk

(2π)D
. (2)

Ricci tensorの縮約は,

Rµν = Rλ
µλν (3)

ととる. よって, Einstein-Hilbert作用の符号は,

+

∫
d4x
√
−gR. (4)

Γをクリストッフェル記号とする:

Γρµν
d≡ 1

2
gρλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (5)

2

Soryushiron Kenkyu



また, 共変微分の記法として,

∇νV
ν d≡ ∂νV

µ + ΓµλνV
λ (6)

DµV
a d≡ ∂µV

a + ωa
bµV

b (7)

Dµeaν
d≡ ∂µe

a
ν − Γλνµe

a
λ + ωa

bµe
b
ν (8)

を用いる. ここで,

Ωa
bµ

d≡eaλ∇µeb
λ (9)

γabµ
d≡ωa

bµ − eaλ∂µebλ (10)

を定義しておくと, vierbeinの共変微分は,

Dµeaν =∂µeaν − Γλνµe
a
λ + ωa

bµe
b
ν

=(γ − Γ)λνµe
a
λ = (ω − Ω)abνe

b
µ,

(11)

つまり,

Dνeaµ = 0 ⇔ ωa
bµ = Ωa

bµ. (12)

これがmetric formalismで良くみるスピン接続の表示である.

また,

Γa
bµ

d≡ eaρeb
νΓρνµ (13)

を定義しておくと,

Γ(ab)µ = γ(ab)µ (14)

であることが簡単にわかる.

フェルミオンについて議論する際のガンマ行列は,

γ0 = −i

(
0 I

I 0

)
, γi = −i

(
0 σi

−σi 0

)
(15){

γa, γb
}
= 2ηabI4 (16)

γ5
d≡ −iγ0γ1γ2γ3 =

(
I 0

0 −I

)
(17)

この時,

(γ0)† = −γ0, γ0(γa)†γ0 = γa (18)
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Euclid化 (tE = it)した際のガンマ行列は,

γ0E
d≡ iγ0, γjE

d≡ γj (19)

{γµE, γ
ν
E} = 2δµνI4. (20)

また, ベクトルは,

A0 = iAE0 , Aj = AEj (21)

と定義する. 運動量はどうなるかというと,

p0 = −ip0E, p0 = ipE0 (22)

そのため, フーリエ変換の符号は,

Ψ(x) =

∫
p

eipxΨ̃(p), Ψ̃(p) =

∫
d4xe−ipxΨ(x) (23)

となる.
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第1章 導入

量子重力理論とは何か, という疑問は多くの物理学者が持っている疑問だろう.

私の研究の原点もここにある.

現代物理学は, 場の量子論と一般相対性理論の 2つの柱で成り立っている. 場の
量子論とは, 場という描像を用いて粒子の運動を記述する理論である. この理論は
非常に完成度の高い理論で, 強い力, 弱い力, 電磁気力を統一的に記述する標準模
型はほとんどの実験結果を矛盾なく説明することに成功している. 一方, 一般相対
性理論とは古典重力を記述する理論で, 水星の近日点移動や重力レンズ効果, 重力
波の存在を説明することに成功している. これら, 場の量子論と一般相対性理論で,

ほとんどの物理現象を説明できた. しかし, 一方は量子論でもう一方は古典論であ
る. そこで重力の量子化を考えるが, 一般相対性理論はくりこみが不可能であると
いう問題があることが分かっている. [2]ではスカラー場と重力を coupleさせる
と, 1-loop levelでEinstein-Hilbert作用では吸収できない counter termが現れるこ
とが示されている.

この問題から, 一般相対性理論は低エネルギーの有効理論と考えられ, 一般相
対性理論を拡張した様々な模型が提案されている. 多くの拡張模型では, 古典論
の範囲で成り立つ, Lovelockの定理 1) の条件をいくつか外すことで模型を構築し,

低エネルギーで一般相対性理論を再現しようとしている. 例えば, 3. の条件を
外して高階微分重力理論 [5, 6]や f(R)gravity [7], 2. の条件を外して teleparallel

gravity [8, 9, 10, 11]などがある. Teleparallel gravityなどの理論は宇宙論にも応用
され, 宇宙膨張などの文脈で議論がされている [12] . 修正重力理論は宇宙論の現象
論にモチベーションがあるものが多い. どのような議論がされているかは, [13, 14]

に良くまとめられている. 観測から模型を制限しようという考えがある一方, 重力
を含む作用のくりこみ群を考えて, 紫外スケールで理論が非自明な固定点の存在を
調べる漸近的安全性という議論もされている [15, 16, 17, 18, 19]. また, 一般相対
性理論を低エネルギー有効理論として含んでいるものの中で最も有名なのは超弦
理論だろう. 超弦理論が量子重力理論の最有力候補だと考える物理学者は多い.

1)Lovelockの定理は,

1. 時空次元が 4次元である.

2. ラグランジアンが計量 gµν のみに依存する.

3. 運動方程式が 2階の微分方程式である.

という条件のもとで Einstein方程式が唯一許される方程式であるという定理である [3, 4].
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多くの拡張模型では計量を自由度としている (metric theoryという)が, 四脚場
を自由度とする考え方もある (vierbein formalismという)2). Vierbeinを用いると,

metric theoryでは見えなかった局所ローレンツ対称性が現れる. これは各点各点
で vierbeinを回転させるというゲージ対称性である. Formalismを変えると新たな
ゲージ対称性が現れたのは非常に面白い 3) . この対称性に注目したい. 最初に局
所ローレンツ対称性の重要性に注目したのは内山だった [20]. 彼は, YangとMills

が SU(N)ゲージ理論を提唱した頃, 重力理論をゲージ理論として見れないかとい
うことを考え, この考え方を提唱していた. しかし彼は局所ローレンツゲージ場は,

基本的自由度だとは考えなかった. 私は局所ローレンツゲージ場を基本的自由度だ
という視点から出発して理論を構築したら何ができるかを知りたい 4).

このような理由から, vierbeinと局所ローレンツゲージ場を基本自由度とみなし
た理論が一般相対性理論を説明できる理論だと考える. これらを基本自由度だと
みなす理論は, Einstein-Cartan gravity (ECG)や Einstein-Cartan theoryと呼ば
れている. 対して, 計量 gµν を基本自由度だと思う理論は, 先述した通り, metric

theoryと呼ばれている. ECGとmetric theoryは違う formalismだが, ECGでも
Einstein-Hilbert作用は書ける [20, 22] . 簡単にいうと, vierbeinと局所ローレンツ
ゲージ場の field strengthから

∫
eeF という形の作用が書けて, これが Einstein方

程式になっている 5). よって, 拡張重力理論として ECGを考えることは 1つの手
法であるといえる.

さて, 局所ローレンツゲージ場を基本自由度だと考えると, ゲージ場の運動項を
考えるのは自然な考えである. しかし, 場の強さの 2次の項からなる作用を構築し
ようとすると, 計量の逆行列が含まれる. 作用に計量の逆行列が含まれると, その
表式にゆらぎの無限次の項が含まれる. このことを重力のくりこみ不可能性の原
因とする立場もある [23] . また, 計量の逆行列を許して有効作用を考えると, 多く
の項が含まれる. そこで, 一般の有効作用を書いてくりこみ群の性質を調べるので
はなく, まずあるUVスケールで計量の逆行列を含まない理論を仮定して, 低エネ
ルギーへのくりこみ群フローで局所ローレンツゲージ場の運動項を生成する模型
を考える. 計量の逆行列が作用に含まれないようにする方法として, null field limit

という考えを導入する. 簡単にいうと, vierbeinの多項式項のみで作用を構成する
ということである. Vierbeinの null field limitの存在を要請して作用を構築すると,

項が 3種類しかないことが分かる; 宇宙項とEinstein-Hilbert作用, フェルミオンの
運動項と質量項の 3種類である. この 2つ目, Einstein-Hilbert作用は

∫
eeF と書か

れた. これをみると, ここには運動項がなく, その意味で vierbeinも局所ローレン

2)先ほどあげた teleparallel gravityはその 1つである.
3)これは電磁気学においてゲージ場Aµを導入したことに類似している. この視点からいうと, 計

量 gµν より vierbeineaµ の方が基本的に思える.
4)重力の一般座標変換の gµν(x) → gµν(x) + 2∇(µξν)(x)というゲージ対称性を指導原理として,

拡張理論を構築する試みはいろいろなされてきた. [21]に良くまとめられている. 今回我々が特に
注目する対称性は局所ローレンツゲージ対称性である.

5)詳しい説明は第 2.7節で行う.
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ツゲージ場も補助場である. よって, この模型を南部・ヨナラシーニョ模型の一種
だと思うことができる. よって, あるスケールΛUVで作用が vierbeinと局所ローレ
ンツゲージ場の運動項を含まない形で書けていて, 低エネルギーへのフローで局所
ローレンツゲージ場の運動項が生成されるという考え方に妥当性がある.

以上で述べたように, 我々はあるスケールΛUVで作用が null field limitが許され
る項のみで書かれるということを仮定して ΛUVでの作用を構築し, NJL模型のア
ナロジーで, くりこみ群のフローで局所ローレンツゲージ場の運動項が生成される
という模型を考えた. この模型の面白い点は, ΛUVでは vierbeinと局所ローレンツ
ゲージ場の運動項がないため, 真空偏極の loopを回るのがフェルミオンだけで重
力の自由度は伝搬しないというところにある. このフェルミオンループから局所
ローレンツゲージ場の propagatorと同じ構造をもつ項が有限で現れたら, ΛUVよ
り少し下のスケールで局所ローレンツゲージ場の運動項が生成されると結論でき
る. この運動項が生成されるか否かを調べるのが我々の目的である.

本論文では, まず vierbeinの導入と作用の構築を行い (第 2章), 第 3章で, 重力の
量子化の困難を部分的に回避できる平均場近似の方法で, 1つの toy modelの解析
を行った論文についてレビューする. そして, 第 4章で我々の模型について詳しく
議論する.
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第2章 Vierbein Formalism

この章では, vierbeinと局所ローレンツゲージ場の導入と, それらから構成でき
る作用について議論する.

2.1 Vierbeinの導入
計量 gµνは別の基底を用いて,

gµν = eaµe
b
νηab (2.1)

と分解できる. この eaµが, vielbeinである. あるいは多脚場とも呼ばれる. 時空次
元が 4のときは, vierbeinまたは四脚場と呼ばれる.

vierbeinの逆行列は,

eaµea
ν = δνµ, e

a
µeb

µ = δab (2.2)

を満たすように定義される. 計量の逆行列の定義が, gµνgνρ = δµρ なので,

gµν = ea
µeb

νηab (2.3)

少し書き換えると, ηab = gµνeaµe
b
ν .

行列式は,

|e| d≡ det
a,µ

eaµ (2.4)

よって,
√
−g = |e|.

2.2 局所ローレンツ対称性
さて, vierbeinを各座標点で回転させる変換を考える:

eaµ(x) → e′
a
µ(x) = Λa

b(x)e
b
µ(x). (2.5)

8
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Λは, SO(1, 3)locの元である. この変換で gµνは不変である. この対称性を局所ロー
レンツ対称性という. 理論に局所ローレンツ対称性があれば, 基本表現として以下
の場を考えることができる.

スカラー場 : ϕ(x) → ϕ′(x) = ϕ(x) (2.6)

ベクトル場 : V a(x) → V ′a(x) = Λa
b(x)V

b(x) (2.7)

スピノル場 : ψα(x) → ψ′α(x) = Sαβ (Λ(x))ψ
β(x) (2.8)

局所ローレンツ変換に対して vierbeinはベクトルである. 局所ローレンツ変換に
対してベクトルとして変換する場を局所ローレンツベクトル場と呼ぶ. スピノル
場は一般座標変換の表現ではないので一般相対性理論では導入できなかったが, 局
所ローレンツ変換の表現になっているため導入できる. スピノルを導入したいなら
ば, vierbeinが必要になる [20, 22, 24].

Metricより vierbeinが基本的だと考える理由は電磁気学とのアナロジーである.

電磁気学では電場Eと磁場Bを基本自由度と考えていたが,それらの自由度はゲー
ジ場Aµを用いて書けることが分かった. さらにゲージ場で書くことによってゲー
ジ対称性という, それまで見えなかった対称性があることが分かった. 現在, ゲージ
対称性は非常に重要な概念となっている. 同様の考え方をすると, metricをvierbein

で書くと局所ローレンツ対称性が見えた, ということなので, vierbeinを基本自由
度だと考えることは一理あると言える 1).

ここで, 局所ローレンツ対称性が同一時空点での局所回転だということを考える
と, この対称性はゲージ対称性である. 局所ローレンツ変換で場Ψ(x)が,

Ψ̂(x) ⇒ Ψ̂′(x) = Ŝ(Λ(x))Ψ̂(x) (2.9)

と変換するとすると, 共変微分は,

D̂µΨ̂(x) =

(
∂µ +

1

2
ωabµΣ̂

ab

)
Ψ̂(x) (2.10)

とかける. Σは SO(1,3)の生成子 2) :[
Σab,Σcd

]
= ηbcΣad − ηacΣbd − ηbdΣac + ηadΣbc (2.12)

1)ただの自由度の書き換えだから計量と vierbeinどちらを基本自由度としても変わらないと思う
かもしれない. しかし, 電磁気学で, ゲージ対称性からゲージ場が質量を持たないことが導かれた
ように, vierbeinを基本自由度だと思って局所ローレンツゲージ対称性を尊重することで, 重要な
帰結が得られるかもしれない.

2)例えばベクトルの基本表現に対しては,(
Σab

)c
d = ηacδbd − ηbcδad. (2.11)
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局所ローレンツ変換に対して, 共変微分が場と同じ変換をすると要請すると 3), 局
所ローレンツゲージ場の変換は,

ω̂µ(x) → ω̂′
µ(x) = Ŝω̂µ(x)Ŝ

−1 + Ŝ∂µŜ
−1 (2.13)

と決まる. ゲージ変換が無限小変換 Ŝ = I + ϵ̂だとすると 4), 局所ローレンツゲー
ジ場の微小変換は,

δLω
a
bµ = ϵacω

c
bµ − ϵcbωa

cµ − ∂µϵab = −Dµϵ
a
b (2.14)

と書けて, SU(N)ゲージ理論で現れたSU(N)ゲージ場と同様に inhomogeneousに
変換する.

ここで, eaλ∂µeb
λという量を考えて局所ローレンツ変換すると,

eaλ(x)∂µeb
λ(x) → Λa

c

(
ecλ(x)∂µed

λ(x)
)
(Λ−1)db + Λa

c∂µ(Λ
−1)cb. (2.15)

つまり, ωa
bµと同じ変換をする. そのため,

γabµ
d≡ ωa

bµ − eaλ∂µebλ (2.16)

を定義すると, これは局所ローレンツテンソルとなる:γabµ → Λa
cγ

c
dµ(Λ

−1)db. さ
らに,

γµνρ
d≡ ea

µebνγ
a
bρ (2.17)

は局所ローレンツスカラーである. 一方で, この量は一般座標変換に対しては,

γµνρ → γ′
µ
νρ(x

′) =
∂x′µ

∂xα
∂xγ

∂x′ν
∂xδ

∂x′ρ
γαγδ(x) +

∂2x′µ

∂xα
∂xα

∂x′ν∂x′ρ
(2.18)

と変換する. これは一般相対性理論における Levi-Civita接続と同じ変換である.

よって, 一般座標変換の接続として γを選ぶことができる. 多くの ECGの理論は
この γをDiff接続として用いている. この γは一般に下付き添え字 ν, ρについて
対称ではない. つまり一般に nonzero torsionがある. これがECGと一般相対性理
論の違いのひとつである 5). 古典的には, この torsionは物質場のスピンと関係が
あることが議論されている [25, 26].

さて, (2.10)で与えた共変微分から field strengthが定義できて,

F̂µν
d≡
[
D̂µ, D̂ν

]
. (2.19)

3)Ψ̂ → ŜΨ̂なら, D̂µΨ̂ → Ŝ
(
D̂µΨ̂

)
.

4)ϵ̂ = 1
2ϵabΣ̂

ab.
5)一般相対性理論では接続 Γは計量 gµν の関数として書く際に, torsion-free条件 Γρ

[µν] = 0を
課していた.
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少し計算すると,

F̂µν =
1

2
(∂µω

a
bν − ∂νωa

bµ + ωa
cµω

c
bν − ωa

cνω
c
bµ) Σ̂

ab d≡ 1

2
F a

bµνΣ̂
ab. (2.20)

F̂µνは局所ローレンツ変換に対して,

F̂µν → ŜF̂µνŜ
−1 (2.21)

と, homogeneousに変換する. したがって, SU(N)理論と同様にしてゲージ場の運
動項を作ると,

S =+
1

4g2L

∫
d4x|e|Tr

[
F̂µνF̂ρσ

]
gµρgνσ

=
1

4g2L

∫
d4x|e|FabµνFcdρσTr

[
Σ̂abΣ̂cd

]
gµρgνσ

=
1

2g2L

∫
d4x|e|F a

bµνF
b
aρσg

µρgνσ

(2.22)

これが最も基本的な F 2の形である 6)7).

2.3 2つのゲージ対称性
ECGにはDiff対称性と局所ローレンツ対称性の 2つのゲージ対称性がある. 通
常のゲージ理論, 例えば SU(2)× U(1)ゲージ理論の二つのゲージ対称性は直交し
ている.しかし, 今回考える対称性は時空を変換する対称性ということで, Diffと局
所ローレンツ対称性の関係がSU(2)とU(1)の関係のようなものとは違ってくるか
もしれない. それらの関係性を調べたい.

まず一般座標変換:

xµ → x′µ = xµ + ξµ (2.23)

について, この変換による vierbeinの変換はどうだったかというと,

eaµ(x) → e′
a
ν(x

′) =eaν(x)
∂xν

∂x′µ

∣∣∣∣
x′=x+ξ

=eaµ(x)− eaν(x)∂µξν
(2.24)

6)途中で, Tr
[
Σ̂abΣ̂cd

]
= 2ηc[bηa]d を用いた.

7)ここで符号が正になっていることに注意. 何故なら, Σ̂と F̂µνの定義が標準的なゲージ理論で用
いられる定義とそれぞれ iずつずれているからである. ηabの符号の選び方には依存していない. 背
景場を平坦時空として計算すると, 確かに (∂tωabj)

2の符号が正になっている (ただし, j = 1, 2, 3).
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リー微分を評価すると,

Lξeaµ(x) = ξν(x)∂νe
a
µ(x) + eaν(x)∂µξ

ν(x). (2.25)

局所ローレンツ変換に対しては,

δϵe
a
µ(x)

d≡Λa
b(x)e

a
µ(x)− eaµ(x) (2.26)

=ϵab(x)e
b
µ(x) (2.27)

さて, いま一般座標変換による微小変換 δξeを,

δξe
a
µ(x) =Lξeaµ(x)

=ξν(x)∂νe
a
µ(x) + eaν(x)∂µξ

ν(x)
(2.28)

と選んで, [δϵ, δξ]を計算すると,

[δϵ, δξ] e
a
µ =δϵ (Lξeaµ)− δξ

(
ϵabe

b
µ

)
=δϵ (Lξeaµ)− (Lξϵab) ebµ − ϵab

(
Lξebµ

)
=− (Lξϵab) ebµ ̸= 0

(2.29)

よって, Diffと局所ローレンツは混ざっていて, Diff ⋉ SO(1, 3)loc.

一方, δξとして, (2.24)の変換則の右辺を持ってきて,

δξe
a
µ(x) =δGC

eaµ(x)

d≡e′aν(x′)− eaµ(x)

=eaν(x)
∂xν

∂x′µ

∣∣∣∣
x′=x+ξ

− eaµ(x)

=− eaν(x)∂µξν(x)

(2.30)

という選び方もできる 8). すると,

[δϵ, δξ] e
a
µ =δϵ (−eaν∂µξν)− δξ

(
ϵabe

b
µ

)
=− ϵabebν∂µξν −

(
−ϵabebν

)
∂µξ

ν = 0
(2.31)

この選び方に対しては, Diff × SO(1, 3)locと, 2つの対称性が直交しているとして
考えることができる. 一般座標変換による vierbeinの変化量をどちらにとるかは
ゲージ固定をする際に重要になる 9) .

8)これは同一時空点での座標変換だが, 最終的に最右辺は xの関数になっている.
9) [18]では, Ward operetorを使って, リー微分を選んだ時のDiff と SO(1, 3)locの関係を調べて

いる.
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2.4 一般座標変換に対するゲージ場についての考察
共変微分は場と同じように変化するように決められる 10). 一般座標変換に対し
てはどのように決められるかというと,

∇(Υ)
ν V µ(x) → ∂xσ

∂x′ν
∂x′µ

∂xρ
∇(Υ)
σ V ρ(x) (2.32)

このように変換するためには, 接続Υは以下の変換則を満たせば良い:

Υµ
νρ → Υ′µ

νρ(x
′) =

∂x′µ

∂xα
∂xγ

∂x′ν
∂xδ

∂x′ρ
Υα
γδ(x) +

∂2x′µ

∂xα
∂xα

∂x′ν∂x′ρ
. (2.33)

一般座標変換をゲージ変換と考えるならば, Υは独立な自由度だと思いたくなる. こ
のときΥの自由度は64個ある. vierbeinと局所ローレンツゲージ場とΥ(Diffゲージ
場と呼ぶことにする)を理論の基本的自由度だと考えると自由度は16+24+64 = 104

となる. これが最も素朴な自由度勘定だと思うが, この議論に関しては詳しいこと
が分かっていないので今回はDiffゲージ場は基本的自由度だとは考えない 11) .

2.5 Field strengthの2次から作られる作用
ここでは, 微分形式の考え方 12)を使って formから作られる作用を考える.

時空次元が 4次元の時を考える. Field strengthの 2次から作られる作用は 4通
り書ける: ∫

F ab ∧ ⋆F cdηacηbd =
1

2

∫
d4x|e|F abµνFabµν (2.34)∫

F ab ∧ F cdϵabcd =
1

4

∫
d4xF ab

µνF
cd
ρσϵabcdϵ[µνρσ] (2.35)∫

F ab ∧ F cdηacηbd =
1

4

∫
d4xF ab

µνFabρσϵ[µνρσ] (2.36)∫
F ab ∧ ⋆F cdϵabcd =

1

2

∫
|e|F abµνF cd

µνϵabcd. (2.37)

2.6 Field strengthの1次から作られる作用
通常考えられるゲージ理論との違いは, field strengthが vierbeinと coupleでき
るということである. 時空次元が 4次元の時は, vierbeinと field strengthから作ら

10)Ψ̂ → ŜΨ̂なら, D̂µΨ̂ → Ŝ
(
D̂µΨ̂

)
.

11)今回の議論 (第 4章)では, ∇(Υ)
µ eaν = 0として, Diffゲージ場を vierbeinと局所ローレンツ

ゲージ場の関数と考える. つまり, Diffゲージ場として (2.17)の γ を選んでいることになる.
12)微分形式の基礎は付録 A章に記述している.
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れる作用は 4通り考えることができる:

SEH =
1

2

∫
ea ∧ eb ∧ ⋆Fab =

1

2

∫
d4x|e|eaµebνF ab

µν (2.38)

Se1 =
1

2

∫
ea ∧ eb ∧ ⋆F cdϵabcd =

1

2

∫
d4x|e|eaµebνFcdµνϵ

cd
ab (2.39)

Se2 =−
∫
ea ∧ eb ∧ Fab (2.40)

SE =
1

4

∫
ea ∧ eb ∧ F cdϵabcd. (2.41)

公式を使ってそれぞれ書き直すと, SEH = SE, Se1 = Se2であることがわかる. 次節
で示すが, SEH及び SEはEinstein-Hilbert作用である 13). つまり, 実際に作られる
作用は 2通りである. これはmetric formalismでも, vierbein formalismのどちら
の文脈でも正しい 14).

2.7 ECGにおけるEinstein-Hilbert作用
SEHが Einstein-Hilbert作用であることを説明する. まず, field strengthが γを
接続としたRiemann tensorに一致することをみる. F の局所ローレンツの足を潰
して全てを時空の足に置き換えると,

F ρ
σµν

d≡eaρebσF a
bµν

=e ρ
a e

b
σ

(
∂µγ

a
bν + γacµγ

c
bν + eaλγ

c
bν∂µe

λ
c + ecργ

a
cµ∂νe

ρ
b

)
− (µ↔ ν)

=∂µγ
ρ
σν − ∂νγρσµ + γρλµγ

λ
σν − γ

ρ
λνγ

λ
σµ

=Rρ
σµν(γ)

(2.42)

すると作用を以下のように書き換えることができて,

SEH =
1

2

∫
d4x|e|F µ

νµν =
1

2

∫
d4x
√
−gR(γ). (2.43)

これはまさに Einstein-Hilbert作用である.

次に, vierbeinと局所ローレンツゲージ場を独立変数とみたときの運動方程式が
Einstein方程式になることをみる. それぞれで変分すると,

δSEH

δωabµ

=|e|edρeeλ ∂

∂ωabµ

ω[d|cρ|ω
c
e]λ − ∂ν

(
|e|edρeeλ

∂∂ρω[de]λ

∂∂νωabµ

)
=2|e|edρeeλδµρ δ

[a
[dω

b]
e]λ − ∂ν

(
|e|e[a|ν|eb]µ

)
=|e|

(
eeλe[a|µ|ωb]

eλ − eeµe[a|λ|ωb]
eλ

)
− ∂ν

(
|e|e[a|ν|eb]µ

) (2.44)

13)ここでは表現の簡略化のため結合定数は 1にしている.
14)計算は付録 A.3節に載せている.
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ωabµ = γabµ + eaλ∂µeb
λ を代入すると,

δSEH

δωab
µ

=2|e|ee[λe[aµ]ωb]eλ − ∂ν
(
|e|e[aνeb]µ

)
=2|e|ee[λe[aµ](γ − Γ)b]eλ

(2.45)

したがって, γ = Γ. これは torsion free条件に対応する. つまり, 物質場のない
Einsteinの重力方程式は torsion free条件を運動方程式として含んでいたというこ
とである. Vierbeinによる変分は,

δSEH

δe µ
a

=
1

2

∂|e|edρeeλ

∂eaµ
Fdeρλ

=− 1

2
|e|eaµedρeeλFdeρλ + |e|eeλF a

eµλ

(2.46)

これに γ = Γを代入して書き直すと,

1

2
eaµR(Γ) = eaλR

λ
µ(Γ) (2.47)

これで Einstein方程式になることが証明できた.

つまり, SEHのみの理論を考えると, metric theoryでも ECGでも結果は同じで
ある. このため, ECGを一般相対性理論の拡張として議論することが可能になる.

2.8 章のまとめ
以上が, vierbein formalismで書ける作用である. ECGの特徴は, 局所ローレン
ツゲージ場という非可換ゲージ場に加え, vierbeinというベクトルがあるため通常
のゲージ理論では考えられなかった作用を書くことができる. そして field strength

の 2次から作られる作用ではなく, vierbeinと field strengthの 1次で作られる作用
がEinstein-Hilbert作用に等価であるということは驚きである. ちなみに (2.22)で
与えた局所ローレンツゲージ場の運動項は,

F a
bµνF

b
a
µν = −Rµνρσ(γ)R

µνρσ(γ) (2.48)

と, γρµν の Riemann tensorで書ける. これは γ = Γなら, 高階微分重力理論の
higher derivative termに対応しているという見方ができる. 考察はまだできてい
ないが, F a

bµνF
b
a
µν はゲージ場の 2階微分までしか含まないため高階微分重力理

論の unitarity問題は一見すると解消されているように感じる.

また, metric formalismとは異なり, vierbein formalismでは spinorが導入でき
た. この点で vierbein formalismで理論を構築することは意味があると考える.

これらは, 私が vierbeinと局所ローレンツゲージ場を基本自由度だと考える理論
が一般相対性理論を拡張した模型になっていると考える理由のひとつである.
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第3章 VierbeinとLLゲージ場の運
動項からなるtoy modelの
解析

第 2章で局所ローレンツゲージ場の運動項が書けることがわかった. その項は
formalismの違いを除けば高階微分重力理論の Rµνρσ

2に対応している. 私は局所
ローレンツゲージ場の運動項を含んだ理論を解析することは興味深いと考えている.

本章では, vierbeinと局所ローレンツゲージ場の運動項からなる作用を考えて有
効作用の構造を調べている論文 [23]についてレビューする.

また, この論文では, 解析方法として平均場近似を用いていることも面白い. こ
の方法を使うと有効作用を比較的簡単に評価することができる. さらに, vierbein

が真空期待値 (VEV)を獲得することで局所ローレンツ対称性が破れ, プランク質
量が現れるという議論も行われている.

3.1 論文の概要
先述したように, この論文 [23]では vierbein と LLゲージ場を dynamical な自
由度とした作用を構築し, vierbein が Coleman-Weinberg mechanism で VEV を
獲得し局所ローレンツ対称性が破れ, dimensional transmutation でプランク質量
が現れるという mechanism を説明している. そして, 有効作用の導出の際に平均
場近似が使われる.

重力の作用の量子化を考えようとすると, そこに立ちはだかる問題がある. それ
は metric が dynamical な自由度であるとともに, geometric な自由度であるとい
う問題である.

また, CW機構で対称性の破れを起こすためには, 秩序変数のポテンシャルが書
ける必要がある. 例えば, vierbeinの 2次の項はAµνeaµe

b
νηab になっていると考え

られる. しかし Aµν の候補が metric の逆行列しかない: gµνeaµe
b
νηab. しかしこ

の量は定数となってしまい意味をなさない. つまり, ポテンシャルが書けないので
ある.

これらを解決するために, 彼らは平均場近似を用いた. この方法は, dynamical

な vierbein 以外を先に平均場 (場 ϕの平均場を ϕ̆という添字で表す)に置き換えて
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しまって有効作用を計算しようという方法である. このため vierbein の potential

は, Aµνとして ğµνを使って, ğµνeaµe
b
νηab と書くことができる. さらに, 平均場近

似によって, 重力の dynamical な役割と, geometric な役割を切り離して考えるこ
とができるようになる. つまり, 先ほど書いた重力の量子化の問題が回避できる.

また, この論文では, 局所ローレンツ対称性が破れた結果, プランク質量が生成
することを議論している.

まず 3.2節で Hessian を導出し, 3.3節と 3.4節で背景時空をそれぞれ平坦時空と
一般の時空に選んで vierbein の VEV の計算を行う.

3.2 平均場の導入
本章では, vierbein の質量次元が 1だとする. 考える作用は以下である:

S(e, ω) =

∫
d4x|e|

[
−1

4
gµρgνσηacηbdFabµνFcdρσ −

1

2
gµρgνσηabDµeaνDρebσ

]
. (3.1)

第 1項は局所ローレンツゲージ場の運動項, 第 2項は vierbeinの運動項である. こ
の toy modelに vierbein formalismでの Einstein-Hilbert項や宇宙項は含まれてい
ない 1) . Field strength と共変微分の定義は,

Fabµν = ∂µωabν − ∂νωabµ + gL
(
ωaeµω

e
bν − ωaeνω

e
bµ

)
, (3.2)

Dµeaν = ∂µe
a
ν − Γρνµe

a
ρ + gLω

a
bµe

b
ν . (3.3)

いま vierbeinの質量次元が 1 なので, 次元を持った定数は現れない. この作用で,

dynamicalでない自由度をmean-field (ĕ)に置き換えた作用が 2),

S̆(e, ω; ğ) =

∫
d4x|ĕ|

[
−1

4
ğµρğνσηacηbdFabµνFcdρσ −

1

2
ğµρğνσηabD̆µeaνD̆ρebσ (3.4)

− 1

2

(
m2
b + ξR̆

)
Tr [X]− λ1b

4
(Tr [X])2 − λ2b

4
Tr
[
X2
] ]
(3.5)

Xa
b

d≡ ğµνeaµebν は, 平均場を導入したことで書けるようになった potential である.

また後の繰り込みのために, quadratic term に加えて quartic term も加えている.

添字の bは bare を表す. 作用に入っている逆行列が全て平均場で置き換えられて
いるので, この作用は後述する null field limitを満たしている.

さて, 背景場展開の方法を用いて, dynamical な自由度である, vierbein と LL

gauge 場を背景場とゆらぎに分ける:

eaµ = e0
a
µ + êaµ, ω

a
bµ = ω̄a

bµ + ω̂a
bµ. (3.6)

1)これらは質量次元 4以下の項なので作用に含むべきであるが, その解析は論文 [23]の最後で今
後の課題として言及されている.

2)Vierbein の次元は 1だが, 平均場の次元は 0にしている.
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LL対称性の background gauge symmetryを尊重して, ゲージ固定を,

G(ω) = D̆(0)
µ ω̂abν − αgLe0bµêaν (3.7)

のように決める 3). するとゲージ固定作用は,

S̆GF =− 1

2α

∫
d4x|ĕ|

[
ğµν
(
D̆(0)
µ ω̂abν − αgLe0bµêaν

)]2
. (3.8)

少し計算すると 2次の項は簡単に求められて,

(S̆ + SGF)
(2) =

1

2

∫
d4x|ĕ|

(
ω̂abµ êaµ

)(O[ω̂ω̂]
abµ,cdν O[ω̂ê]

abµ,cν

O[êω̂]
aµ,cdν O[êê]

aµ,cν

)(
ω̂cdν

êcν

)
(3.9)

=

∫
d4x|ĕ|

[
1

2
ω̂abµO[ω̂ω̂]

abµ,cdνω̂cdν + êaµO[êω̂]
µ,bcν
a

ω̂bcν +
1

2
êaµO[êê]

µ ν
a b

êbν

]
(3.10)

O[ω̂ω̂]
cdν

abµ,
=4gLδ

[c
[aF0b]

d]
µ
ν − ğµνM0

cd
ab + δc[aδ

d
b]

(
□̆(0)δνµ −

(
1− 1

α

)
D̆(0)
µ D̆ν(0) − R̆ν

µ

)
(3.11)

O[êω̂]
µ,cdν
a

=2ğµσδ[ca D̆ν(0)e0d]σ (3.12)

O[êê]
µ, ν
a b

=ğµνηab

(
□̆(0) − (m2 + ξR̆)

)
−N0a

µ
b
ν (3.13)

M0ab
cd =g2Lδ

[c
[aX0

d]
b] (3.14)

N0a
µ
b
ν =αg2Lηabğ

µρğνσe0
c
ρe0cσ + λ1b

(
ğµνηabX0 + 2ğµσe0aσğ

ρνe0bρ
)

(3.15)

+ λ2b
(
ğµνX0ba + ğµρe0bρğ

νσe0aσ + ğλµe0
e
ληabğ

νσe0eσ
)

(3.16)

足の上げ下げは ğ, ηで行なった. X0
ab = ğµνeaµe

b
ν . FP ghost の作用 Sghからの

寄与も考える必要があって,

O[gh]ab
cd = δc[aδ

d
b]□̆(0) − αM0ab

cd (3.17)

ここから先は, Euclidean で考える 4). すると有効作用への 1-loop の寄与は,

Γ(1)(e0, A0; ğ) =
1

2
ln detOE − ln detOE

(gh) (3.19)

3)background gauge をとる.
4)この場合 bare な作用は,

S(e, ω) =

∫
d4x|e|

[
1

4
gµρgνσηacηbdFabµνFcdρσ +

1

2
gµρgνσηabDµe

a
νDρe

b
σ

]
. (3.18)
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OE
[ω̂ω̂]abµ,

cdν =− 4gLδ
[c
[aF0b]

d]
µ
ν + ğµνM0ab

cd − δc[aδdb]
(
□̆(0)δνµ −

(
1− 1

α

)
D̆(0)
µ D̆ν(0) − R̆ν

µ

)
(3.20)

OE
[êω̂]

µ,cdν

a
=− 2ğµσδ[ca D̆ν(0)e0d]σ (3.21)

OE
[êê]

µ, ν

a b
=ğµνηab

(
−□̆(0) + (m2 + ξR̆)

)
+N0a

µ
b
ν (3.22)

この Hessian を用いて, いくつかの場合について計算を行う.

3.3 平坦時空周りの有効作用の解析
まずは背景場を平坦時空に選ぶ. この場合は, 平面波展開ができるため計算が非
常に簡単である. また, Diffが explicit に破れ, dimensional transmutation でプラ
ンク質量が現れるのをみることができる.

さて, ğ = η, e0 = const, A0 = 0とすると,

OE
[ω̂ω̂]

cdν

abµ,
=ηµνM0

cd
ab + δc[aδ

d
b]

(
k2Eδ

ν
µ −

(
1− 1

α

)
kEµk

ν
E

)
(3.23)

OE
[ϕϕ]

bν

aµ,
=δνµδ

b
a

(
k2E +m2

)
+N0

bν
aµ (3.24)

OE
[gh]ab

cd =δc[aδ
d
b]k

2
E + αM0ab

cd (3.25)

1ループの有効作用は,

Γ(1)(e0, A0; ğ) =
1

2
ln detOE − ln detOE

(gh) (3.26)

で計算できる.

さて一般に, O = diag(k2E + λi)と書けた時,

ln detO =
(V T )

(2π)2
2π2

(2π)2Γ(2)

∑
i

∫ Λ

dkk3 ln(k2 + λi) (3.27)

=
(V T )

8π2

∑
i

(
1

4
λ2i

(
ln
λi
Λ2
− 1

2

)
+

1

2
λiΛ

2 +O

(
Λ4,

1

Λ2

))
(3.28)

O′を対角化してO = diag(λ1, λ2, · · · )となっていたとすると,

Tr lnO = Tr ln(P−1O′P ) = Tr
(
P−1(lnO′)P

)
= Tr lnO′ (3.29)
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したがって, 対角化した後のOについてのみTr lnを計算すればよくて, すると,

1

2
ln detO′ =

(V T )

2(2π)2
2π2

(2π)2Γ(2)

∑
i

∫ Λ

dkk3 ln(k2 + λi) (3.30)

=
(V T )

64π2

∑
i

[
λ2i

(
ln
λi
Λ2
− 1

2

)
+ 2λiΛ

2 +O

(
Λ4,

1

Λ2

)]
(3.31)

=
(V T )

64π2

[
2Λ2TrO′ + Tr

[
O′2
(
ln
O′

Λ2
− 1

2

)]
+O

(
Λ4,

1

Λ2

)]
(3.32)

=
(V T )

64π2

[
2Λ2TrO + Tr

[
O2

(
ln
O
Λ2
− 1

2

)]
+O

(
Λ4,

1

Λ2

)]
(3.33)

したがって,

V (1) =
3

64π2

{
2Λ2TrM0 + Tr

[
M2

0

(
ln
M0

Λ2
− 1

2

)]}
− 1

64π2

{
2αΛ2TrM0 + α2Tr

[
M2

0

(
ln
αM0

Λ2
− 1

2

)]}
+

1

64π2

{
2Λ2TrÑ0 + Tr

[
Ñ2

0

(
ln
Ñ0

Λ2
− 1

2

)]} (3.34)

第 1項は ω̂ の transverse mode からで第 2項は ω̂ の longitudinal mode と ghost

からの寄与である. 第 3項は êからの寄与である. Ñ = m2
b +N . この発散項を繰

り込みたいが,

TrM0 =
2

3
g2LTrX

2
0 , TrM2

0 = g4
[
1

2
TrX2

0 +
1

4
(TrX0)

2

]
(3.35)

を使うと, それぞれの発散項を mと λiにくりこむことができて,

V = V (0) + V (1) =
m2
r

2
TrX0 +

λ1r
4
TrX2

0 +
λ2r
4
Tr
[
X2

0

]
+

1

64π2

{
(3− α2)Tr

[
M2

0

(
ln
M0

µ2
− 3

2

)]
− α2 lnαTrM2

0

}
+

1

64π2

{
2µ2TrM0 + Tr

[
M2

0

(
ln
M0

µ2
− 1

2

)]}
+

1

64π2
Tr

[
N2

0

(
ln
N0

µ2
− 3

2

)]
(3.36)

平均場近似の方法を用いているので, 最初に導入した期待値 ĕは場の古典配位 e0と
等しいはずである. これが自己整合方程式である. 今回は, e0

a
µ = ρδaµである. こ

の式を代入して次元 1を持った ρ の関数として有効作用を評価すると,

V (ρ) = (4λ1r + λ2r) ρ
4 +

g4Lρ
4

32π2

((
9 + 5α2

)(
ln
g2Lρ

2

µ2
− 3

2

)
+ 5α2 lnα

)
+O(g6)

(3.37)
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但し, m2
r = 0, λir = O(g4)としている. 極小値は,

ρ =
µ

gL
exp

(
1

2
− 16π2

9 + 5α2

(
4λ1b + λ2b

g4L
+

5

32π2
α2 lnα

))
(3.38)

よって, ⟨eaµ⟩ ̸= 0で vierbeinのVEVが得られる. これは自発的対称性の破れであ
る 5). ここで破れている対称性は局所ローレンツ対称性である. さらに背景場を平
坦時空に選んでいるので, 全体としてはGL(4) × SO(1, 3)locが globalな SO(1, 3)

に破れている.

3.4 一般の背景時空に対する有効作用の解析
ここまでは, 具体的に背景場を選んで有効作用を計算していたが, Diff. 対称性を
破っていた. 対称性を保ったまま計算をすることが理想だが, 一般の背景場に対し
ても有効作用を計算することができる. この場合, 低エネルギーで Einstein 重力
が得られるかどうかを明らかにすることができる.

ここでは熱核展開の方法を用いる. 熱核展開では, ある関数 W (p2) が与えられ
たとき,

Tr
[
W (p2)

]
=

1

(4π)2

{
Q2[W ]

∫
d4x
√
ğTr

[
b̄0

]
+Q1[W ]

∫
d4x
√
ğTr

[
b̄2

]
R̆ +O(R̆2)

}
(3.39)

Qn[W ]
d≡
∫ ∞

−∞
ds(−s)nW̃ (s) (3.40)

と書けた (B章). ただし, p2 = −∇µ∇µ. これを使うと, 1-loop の寄与が,

Γ(1) =

∫
d4x|ĕ|
2(4π)2

{
Tr

[
M2

0

(
ln
M0

µ2
− 3

2

)]
+

1

2
Tr

[
N2

0

(
ln
N0

µ2
− 3

2

)]
+

2R̆

3
Tr

[
M0

(
ln
M0

µ2
− 1

)]
+O(R̆2)

} (3.41)

簡単のため, 長波長展開で dominant な項を見る. また m2
r = 0, ξ = 1/6 とす

ると,

Γ(1) =

∫
d4x|ĕ|

[
1

2

1

6
R̆Tr [X0] +

λ1b
4
(TrX0)

2 +
λ2b
4
Tr
[
X2

0

]
+

1

2

1

(4π)2

{
Tr

[
M2

0

(
ln
M0

µ2
− 3

2

)]
+

1

2
Tr

[
N2

0

(
ln
N0

µ2
− 3

2

)]
+

2R̆

3
Tr

[
M0

(
ln
M0

µ2
− 1

)]}] (3.42)

5)しかしこの議論には間違いがある. 3.5節で詳しく議論する.
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Γ(1)はA0を含まないので, ゲージ場のVEVは任意. 自己整合方程式 ⟨θ⟩ = ρθ̆を
代入して, ρに対する関数の最小値を求めると

ρ2 =
µ2

g2L
e
1− 16π2

7
4λ1r+λ2r

g4 − R̆

7g2L

(
1 +

8π2

3g2L
− 16π2

7

4λ1r + λ2r
g4

)
(3.43)

Γ(ğ) =

∫
d4x|ĕ|

{
µ2

3g2L
e
1− 16π2

7
4λ1r+λ2r

g4

(
1− 6

7

4λ1r + λ2r
g4

)
R̆ +O(g0, R̆2)

}
(3.44)

従って, 有効作用が, 結合定数 gL が小さい極限かつ長波長極限で Einstein-Hilbelt

作用になることがわかった. R̆ の係数がプランク質量になっているという結論で
ある.

3.5 章のまとめ
平均場近似の方法を用いると, 重力の量子化のややこしい問題に触れずに有効
作用を求められることが分かった. 一般に重力の作用は複雑な構造をしているの
で, 平均場近似を使って大雑把に評価することは, 初手として良い方法だと考えら
れる. しかしこの論文 [23]では,C.W.機構を使う際に間違いをしている. 簡単に
説明すると, 有効作用の導出には摂動論を用いているため, 有効作用の 1-loopから
の寄与は treeレベルに対して十分小さいことが仮定されている. しかし, (3.37)で
V = 0とするということは, 第 1項の treeレベルと第 2項の 1loopの寄与が同じ
ということを要請してしまっている. この間違いは, VEVがくりこみスケール µ

に比例していることからも分かる. この評価方法が間違っていることは, [27]や
Coleman-Weinbergの原論文 [28]でも詳しく言及されている. そのためくりこみ群
を用いて正しく評価する必要があるが, その点を除けば, ECGの基本自由度の運動
項を含んだ模型を考えているため非常に興味深い論文だといえる.
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第4章 フェルミオンのループによる
重力のdynamical自由度の
生成

これまで, vierbeinと局所ローレンツ対称性について議論をしてきた. この章で
は, vierbeinと局所ローレンツゲージ場の運動項がない作用から, それらの運動項
が生成されるかどうかを調べた, 我々が 3月に投稿した論文 [1]の内容を詳しく記
述する.

4.1 研究の背景
一般相対性理論は低エネルギー有効理論であるが故に様々な拡張モデルが考え
られている. 第 2章にも書いたように, 我々は重力の基本自由度は vierbeinと局所
ローレンツゲージ場だと考える.

理論に局所ローレンツゲージ対称性があるためゲージ場の運動項を考えようと
することは自然である. しかし運動項を書こうとすると vierbeinの逆行列が含まれ
る. これが意味することは, 理論の摂動展開を行った際に vierbeinのゆらぎの効果
が無限次まで含まれるということである. また, 逆行列の存在を許して有効作用を
書こうとすると運動項以外にも幾らかの項が含まれるため解析も複雑になり, 本質
が見えにくくなってしまう. それを避けるため, あるスケール ΛUVで”作用の null

field limitが存在する”という条件を課して作用の形を制限することにする. そし
て, 低エネルギーへくりこみ群でフローさせることで局所ローレンツゲージ場の運
動項の生成を調べることにした.

4.2 模型の構成
Vierbeinの 16成分のうちいくつかの成分を選んできてそれらの集合をSとかく.

残りの成分を S̄とかく. ここで, S̄の要素についてはそのままで Sの要素を全て 0

にする極限を考える. このとき, どんなSの選び方に対しても上記の極限が有限 (0

を含む)になるという条件を, null field limitが存在すると定義する. 例として,

eaµe
b
νF

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ] (4.1)
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を考えると, null field limitは存在することがわかる. 一方で,

|e|gµρgνσF a
bµνF

b
aρσ (4.2)

は vierbeinに関して |e|eaµeaρebνebσ という構造をしているので null field limitは
存在しない. 一般的に null field limitが存在するかどうかは, |e|の冪を数える事で
わかる. |e|の冪が負でないならば, その項の null field limitは存在する. また, 計
量の逆行列は |e|−2に比例するので, 計量の逆行列が含まれていれば null field limit

は存在しないと考えることができる 1). Null field limitは degenerate limitと同じ
考えである 2). この vierbeinを 0に持っていく極限は, 通常, 重力理論で用いられる
weak field limit eaµ → δaµと異なっている. この違いをヒッグス物理の analogyで
説明すると, null field limitはヒッグス場の 0への極限Φ→ 0に対応する. これは
ヒッグス場がゲージ対称性の linear realizationになっていることに対応する. 一方
weak field limitはΦ→ vに対応する. これはゲージ対称性の nonlinear realization

に対応する. ヒッグスの物理は linear realizationで十分良く記述することができて
いる. この事に基づいて我々は null field limitを用いる 3). また, null field limitを
許す作用では topology changeが許されている. このことは vierbeinの全ての配位
について経路積分ができることに対応している. 詳しいことは [30]で議論されて
いる.

さて, あるスケール ΛUVで作用のNull field limitが存在することを要請すると,

ΛUVでの作用は,

SΛUV
=

∫
d4x

[
− 1

4!
λBe

a
µe

b
νe

c
ρe

d
σϵ[µνρσ]ϵ[abcd]

+
M2

B

2
eaµe

b
νF

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

− 1

3!
ψ̄ebνe

c
ρe

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

1

2

(
γa

↔
∂µ +ωegµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

]
=

∫
d4x|e|

[
−λB +

M2
B

2
ea
µeb

νF ab
µν − ψ̄eaµγaDµψ

]
(4.3)

となる. この作用には確かに vierbeinの逆行列が含まれておらず場のゆらぎが 3

次までしか含まれない. 第 1項は宇宙項である. 第 2項は Einstein-Hilbelt作用で
4), 第 3項はスピノルの運動項である. ここで第 2項に注目する. この項はmetric

formalismでは計量の 2階微分を含んでいるので運動項と考えていたが, 基本的自

1)一般的な証明はまだできていない.
2)degenerate limitは vierbeinの行列式 |e|を 0にする極限である [29, 30].
3)Null field limitで vierbeinの逆行列が禁止されるということは, ヒッグス物理で Φ−2のような

項を考えないことに対応している.
4)Einstein-Hilbelt作用は, metric formalismでは metricに対する null field limitは存在すると

いう要請は満たさないのだが, ECGでは null field limitは存在する [18, 29].
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由度である vierbeinと局所ローレンツゲージ場の運動項にはなっていない. それを
踏まえて, SΛUV

の構造を見ると, 似たような形をした模型が思い起こされる. それ
は, 南部ヨナラシーニョ模型 (NJL模型)である.

NJL模型の概要を説明する 5). NJL模型では, あるスケール ΛUVで作用がフェ
ルミオンのみで書かれていると考える:

S =

∫
d4x

[
−ψ̄ ̸∂ψ +

G

N

(
ψ̄ψ
)2]

. (4.4)

Gは質量次元−2のパラメータである. これはくりこみ不可能な作用であるが, 補
助場を導入すると,∫
Dψ̄Dψ exp

(
i

∫
d4x

[
−ψ̄ ̸∂ψ +

G

2

(
ψ̄ψ
)2])× ∫ Dϕ exp(i ∫ d4x

[
− a
G

(
ϕ− bGψ̄ψ

)2])
(4.5)

=

∫
Dψ̄DψDϕ exp

(
i

∫
d4x

[
−ψ̄ ̸∂ψ + y0ϕψ̄ψ −

y20
2G

ϕ2

])
(4.6)

ただし, 途中で a = y20/2, b = 1/y0とした. この作用は質量次元 4以下の相互作用
で書けている. ポイントは, 作用が質量次元が 4以下の項で構成されるように書き
換えられた事と運動項を持たない補助場 ϕが含まれているという事である. この
作用から, くりこみ群で低エネルギーへ走ると,

Sk =

∫
d4x

[
−Zψψ̄ ̸∂ψ −

Zϕ
2
(∂ϕ)2 + ykϕψ̄ψ −

m2
k

2
ϕ2 − λk

4!
ϕ4

]
(4.7)

と, スカラー場の運動項と自己相互作用項が現れる. 波動関数くりこみZと結合定
数は, 以下の境界条件:

Zψ
∣∣
k=ΛUV

= 1, Zϕ
∣∣
k=ΛUV

= 0, (4.8)

yk
∣∣
k=ΛUV

= y0, m
2
k

∣∣
k=ΛUV

=
λ2

2G
, λk

∣∣
k=ΛUV

= 0

を満たすとすると, ΛUVで作用が (4.6)の形で書け, ΛUV以上の高エネルギーでは
フェルミオンのみで書ける理論に変わる, という描像を持つことができる. これが
NJL模型である 6).

今回の作用 SΛUV
(4.3)はまさにNJL模型の形をしている: vierbeinと局所ローレ

ンツゲージ場が, 上述したNJL模型 (4.6)のスカラー場 ϕに対応している 7). NJL

模型で低エネルギーに下がるとスカラー場の運動項が生成されたので, そのアナロ
5)詳しい説明は原論文 [31, 32]や [33]などでされている.
6)eaµ と ωa

bµ はゲージ場だが SΛUV に運動項がないため gauged NJL [34]とは違う考え方であ
ることに注意.

7)ただし, 今回は片方を経路積分した時にもう一方の補助場だと思っていた自由度が dynamical
になる点が一般的な NJL模型と違う.
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ジーで今回の作用のくりこみ群フローを考えると k(< ΛUV)では vierbeinと局所
ローレンツゲージ場の運動項が現れて,

Sk =

∫
d4x

[
−λk +

M2
k

2
ea
µeb

νF ab
µν −

1

2
Zψψ̄ea

µ

(
γa

↔
∂µ +

√
Zωωbcµ

{
γa,

Σbc

2

})
ψ

+
Zω
2g2L,k

gµρgνσF a
bµνF

b
aρσ − Zegρ[µgν]σδab∂µeaν∂ρebσ

]
(4.9)

と書けると予想できる. ΛUVでの境界条件は,

Zψ
∣∣
k=ΛUV

= 1, Zω
∣∣
k=ΛUV

= 0, Ze
∣∣
k=ΛUV

= 0, (4.10)

Mk

∣∣
k=ΛUV

=MB, λk
∣∣
k=ΛUV

= λB.

低エネルギーで局所ローレンツゲージ場と vierbeinが dynamicalになっている
というのが我々の予想である. これらの運動項の生成が実際に行われるか否かを解
析することが本論文の主題である. 本論文では局所ローレンツゲージ場の運動項
の生成に注目して解析を行う.

4.3 計算の概要
以上で模型が構築できたので, 計算を始める. Vierbeinと局所ローレンツゲージ
場の運動項が生成するかどうかを知るには, 真空偏極を計算すれば良い. ΛUVでは
運動項を持つのはフェルミオンだけなのでフェルミオンだけのループしかないの
が本質である. 局所ローレンツゲージ場の運動項生成に注目する. 背景場を平坦時
空 ē = δに取ると, k < ΛUVでは, up to (positive) constantで,

+ZωF
a
bµνF

b
a
µν ⊃ +Zωωabµ

[
ηc[aηb]d(ḡµν∂2 − ∂µ∂ν)

]
ωcdν (4.11)

という tensor structureを持っている. したがって, propagatorは,

+
i

q4
Zω
[
ηc[aηb]d(ηµνq

2 − qµqν)
]

(4.12)

という tensor structureを持つ 8). フェルミオンのループによる真空偏極の1-loopは,

q

p

q

p+ q

ωa2a3µ1 ωa6a7µ5 =: I(q)a2a3a6a7,µ1µ5 . (4.13)

8)ただし, 背景時空が平坦時空の場合のみに限る.
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I(q)は,

I(q)a2a3a6a7,µ1µ5 = −iβ
[
ηa6[a2ηa3]a7

(
q2ηµ1µ5 − qµ1qµ5

)]
+ iγηa6[a2ηa3]a7qµ1qµ5 + (others)

(4.14)

という形をしていると考えられる. 第 1項が propagatorと同じ tensor structureを
持っている項である. すると, 局所ローレンツゲージ場の波動関数くりこみは,

Zω = β. (4.15)

β > 0ならば, 運動項が生成されたと言える.

(4.14)の (others)は第 1項以外の tensor structureを持つ項を表わしている. 今回
は運動項が生成されるか否かに焦点を当てたいので, 第 1項以外の tensor structure

のみに射影して考える.

4.4 作用とFeynman rule

作用のおさらいをすると, スケールΛUVで,

SΛUV
=

∫
d4x

[
− 1

4!
λBe

a
µe

b
νe

c
ρe

d
σϵ[µνρσ]ϵ[abcd]

+
M2

B

2
eaµe

b
νF

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

− 1

3!
ψ̄ebνe

c
ρe

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

1

2

(
γa

↔
∂µ +ωegµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

]
=

∫
d4x|e|

[
−λB +

M2
B

2
ea
µeb

νF ab
µν −

1

2
ψ̄ea

µ

(
γa

↔
∂µ +ωegµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

]
(4.16)

と書けているのであった. まずフェルミオンの質量は 0として計算する. 背景場展
開の方法:

eaµ = ēaµ + êaµ, ω
a
bµ = ω̄a

bµ + ω̂a
bµ (4.17)
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を用いると, fermion part の構造は,

|e|Lψ =− 1

2
ψ̄|ē|ēaµ

(
γa

↔
∂µ +ω̄egµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ − 1

2
ψ̄|ē|ēaµω̂egµ

{
γa,

Σeg

2

}
ψ

− ψ̄|ē|êbν ēaµēbν
(
γa

↔
∂µ +ω̄egµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

− 1

4
ψ̄êbν ê

c
ρē

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

(
γa

↔
∂µ +ω̄egµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

− ψ̄|ē|êbν ēaµēbνω̂egµ

{
γa,

Σeg

2

}
ψ

− 1

4
ψ̄êbν ê

c
ρē

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ω̂egµ

{
γa,

Σeg

2

}
ψ

− 1

12
ψ̄êbν ê

c
ρê

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

(
γa

↔
∂µ +ω̄egµ

{
γa,

Σeg

2

})
ψ

− 1

12
ψ̄êbν ê

c
ρê

d
σϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ω̂egµ

{
γa,

Σeg

2

}
ψ.

(4.18)

最後の項を見てわかるように,相互作用が 6点相互作用まである. 今回必要なFeyn-

man ruleを記述すると,

p
=

i

−1
2
|ē|ēaµ

(
γa

↔
∂µ +ω̄egµ

{
γa, Σ

eg

2

}) =
1

|ē|ēaµ
(
−γapµ + i

2
ω̄egµ

{
γa, Σ

eg

2

})

(4.19)

p

q

=+ |ē|ēaµēbν
(
γa(p+ q)µ − iω̄egµ

{
γa,

Σeg

2

})
(4.20)

p

q

ωegµ

=− i

2
|ē|ēaµ

{
γa,

Σeg

2

}
. (4.21)
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4.5 フェルミオンのループとvierbeinの運動項の関係
についての考察

フェルミオンと vierbeinの vertexがあるので,フェルミオンのループによる vier-

beinの真空偏極のダイヤグラムを計算することができる. 簡単のため, ω̄ = 0とす
る. 外線の運動量を q, 積分する運動量を pとすると,

q

p

q

p+ q

ebν ecρ
=: J(q)bc

νρ, (4.22)

J(q)bc
νρ =(−1)

∫
p

Tr

[
(|ē|ēcρ(2P̸+Q̸))

1

−|ē|(̸P+Q̸)
(|ē|ēbν(2P̸+Q̸))

1

−|ē|P̸

]
=− ēcρēbν

∫
p

Tr

[
(2P̸+Q̸)

(̸P+Q̸)

(p+ q)2
(̸P )

P̸

p2

]
− ēcρēbν

∫
p

Tr

[
(2P̸+Q̸)

(̸P+Q̸)

(p+ q)2
(̸P+Q̸)

P̸

p2

]
=− ēcρēbν

∫
p

Tr

[
(2P̸−Q̸) P̸

p2

]
− ēcρēbν

∫
p

Tr

[
(2P̸+Q̸)

P̸

p2

]
=− ēcρēbν

∫
p

16.

(4.23)

これは, loop運動量で積分すると, 4次発散になる. 結果が外線運動量に依存しな
いため, フェルミオンの 1-loopの真空偏極では vierbeinの運動項は出ない
フェルミオンが質量を持つ場合, propagatorが書き換えられて,

q

p

q

p+ q

ebν ecρ
=: Jm(q)bc

νρ. (4.24)

簡単のため, 背景場を平坦時空 ē = δに選び, ω̄ = 0とすると,

Jm(q)bc
νρ =(−1)

∫
p

Tr

[
(|ē|ēcρ(2P̸+Q̸))

1

−|ē|(̸P+Q̸) + i|ē|m
(|ē|ēbν(2P̸+Q̸))

1

−|ē|P̸ + i|ē|m

]
=− 8ēb

ν ēc
ρ

(∫
p

p2

p2 +m2
−m2

∫
p

∫ 1

0

dx
2p2 + (1− 2x)2q2

(p2 +∆)2

)
(∆ = x(1− x)q2 +m2)

⊃− i m
2

6π2

(
ln

Λ2 +m2

µ2 +m2
− Λ2(2Λ2 +m2)

(Λ2 +m2)2

)
q2ēb

ν ēc
ρ.

(4.25)
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よって, フェルミオンが質量を持っている場合は,(
ēb

νebν
)
□ (ēc

ρecρ) (4.26)

という形の, vierbeinのトレース部分の運動項が生成されると考えることができる
9). つまり, トレース部分に関してであるが, vierbeinの運動項が 1-loopで現れるか
どうかはフェルミオンが質量を持つかどうかに依存する. これはカイラル対称性の
破れと関連があるのかもしれない. また, 一般的な運動項はさらに下のエネルギー
スケールで生成されると考えられる.

4.6 フェルミオンのループによる局所ローレンツゲージ
場の運動項の生成

次に, フェルミオンのループによる局所ローレンツゲージ場の真空偏極のダイヤ
グラムを計算する. 先ほど同様に, 外線の運動量を q, 積分する運動量を pとする.

背景場を平坦時空 ē = δに選び, ω̄ = 0とすると,

q

p

q

p+ q

ωa2a3µ1 ωa6a7µ5 = I(q)a2a3a6a7,µ1µ5 (4.27)

I(q)a2a3a6a7,µ1µ5 =(−1)
∫
p

Tr

[(
− i
2
|ē|ēa1

µ1

{
γa1 ,

Σa2a3

2

})
1

|ē|ēa4
µ4γa4pµ4

×
(
− i
2
|ē|ēa5

µ5

{
γa5 ,

Σa6a7

2

})
1

|ē|ēa8
µ8γa8(p+ q)µ8

]
=
1

4
ēa1

µ1 ēa4

µ4 ēa5

µ5 ēa8

µ8

∫
p

pµ4(p+ q)µ8
(p+ q)2p2

Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}
γa4

{
γa5 ,

Σa6a7

2

}
γa8

]
.

(4.28)

運動量の部分を取り出して,∫
p

(p+ q)µ8pµ4
(p+ q)2p2

=

∫
p

∫ 1

0

dx
(p+ (1− x)q)µ8(p− xq)µ4

(p2 +∆)2
(∆ = x(1− x)q2)

=i
1

4
ḡµ8µ4

∫ 1

0

dx

∫
pE

p2E
(p2E +∆)2

− iqµ8qµ4
∫ 1

0

dxx(1− x)
∫
pE

1

(p2E +∆)2

=:iḡµ8µ4f1(q
2)− iqµ8qµ4f2(q2).

(4.29)

9)ec
ρecρ は定数だが, 第 3章で記述した平均場近似の方法を尊重して ēc

ρecρ と組んでいる.
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途中で, カットオフΛを導入して正則化を行い以下の公式を用いた:

f1(q
2) =

1

4

∫ 1

0

dx

∫
pE

p2E
(p2E +∆)2

=
1

64π2

∫ 1

0

dx

(
Λ2 − µ2 − ∆2

Λ2 +∆
+

∆2

µ2 +∆
− 2∆ ln

Λ2 +∆

µ2 +∆

)
f2(q

2) =

∫ 1

0

dxx(1− x)
∫
pE

1

(p2E +∆)2

=
1

16π2

∫ 1

0

dxx(1− x)
(

∆

Λ2 +∆
− ∆

µ2 +∆
+ ln

Λ2 +∆

µ2 +∆

)
.

(4.30)

運動量積分の結果はµ4とµ8について対称であることがわかったので,後ろのTr [· · · ]
の部分について, a4と a8について対称パートのみを残せばいい. すると,

I(q)a2a3a6a7,µ1µ5 =
i

4
f1(q

2)ēa1

µ1 ēa5

µ5ηa4a8Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}
γ(a4

{
γa5 ,

Σa6a7

2

}
γa8)

]
− i

4
f2(q

2)qµ8qµ4 ēa1

µ1 ēa4

µ4 ēa5

µ5 ēa8

µ8Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}
γ(a4

{
γa5 ,

Σa6a7

2

}
γa8)

]
.

(4.31)

Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}
γ(a4

{
γa5 ,

Σa6a7

2

}
γa8)

]
=X(a1a2a3a4a5a6a7a8)

− 8ηa1[a3ηa2](a4ηa8)[a6ηa7]a5 + 4ηa4a8ηa1[a3ηa2][a6ηa7]a5 .

(4.32)

第 2行目から q2ḡµ1µ5は出ない.また,

X(a1a2a3a4a5a6a7a8)
d≡ Tr

[
γa1Σa2a3γ(a4γ|a5Σa6a7|γa8)

]
と定義した. 我々は, tensor structureが ηa6[a2ηa3]a7ηµ1µ5q2の構造を持っていると
ころのみに着目したいので, 第 1項は ηa6[a2ηa3]a7ηµ1µ5のところのみを, 第 2項から
は ηa6[a2ηa3]a7ηµ1µ5q2の構造を持っているところのみを取り出せば良い. X(· · · )の
公式は付録に与えているものを用いる:

1

2
X(a1a2a3a4a5a6a7a8) =

1

8
Tr [a1[a2a3](a4|a5[a6a7]|a8)]

=4ηa4a8η(a1⌈a2ηa3⌉⌊a6ηa7⌋a5) − 8η⟨a1⌊a2ηa3⌋(a4ηa8)⌈a6ηa7⌉a5⟩

+ 4ηa1(a8η⌊a2⌈a6ηa3⌋a5ηa4)a7⌉ + 4ηa5(a8η⌊a2⌈a6ηa7⌉a1ηa4)a3⌋

− 2ηa1(a4η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉ηa8)a5

+ 4ηa1a5η⌊a2(a8ηa3⌋⌈a6ηa4)a7⌉ + ηa1a5ηa4a8ηa6[a2ηa3]a7 .

(4.33)
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これを使って各項の tensor structureを計算して, 欲しいものを取り出すと,

ēa1

µ1 ēa5

µ5ηa4a8X(a1a2a3a4a5a6a7a8)

=16ē⌈a2(µ1ηa3⌉⌊a6 ēa7⌋µ5) + 16η⌊a2⌈a6ea3⌋µ5 ēa7⌉µ1 − 4η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉ḡµ1µ5

⊃− 4η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉ηµ1µ5 .

(4.34)

第 2項は,

qµ4qµ8 ēa1

µ1 ēa4

µ4 ēa5

µ5 ēa8

µ8X(a1a2a3a4a5a6a7a8)

= + 2q2ḡµ1µ5ηa6[a2ηa3]a7 − 4qµ1qµ5η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉

+ 8q2ē⌈a2(µ1ηa3⌉⌊a6 ēa7⌋µ5) + 8ḡµ1µ5q⌊a2ηa3⌋⌈a6qa7⌉

− 16qa3⌋q⌈a6 ē⌊a2(µ1 ēa7⌉µ5)

+ 8qµ1qa7⌉η⌊a2⌈a6 ēa3⌋µ5 + 8qµ5qa3⌋η⌊a2⌈a6 ēa7⌉µ1

⊃+ 2q2ηµ1µ5ηa6[a2ηa3]a7 − 4qµ1qµ5η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉.

(4.35)

最後に背景場の条件式 ē = δを代入している. よって,

I(q)a2a3a6a7,µ1µ5

⊃− i
(
f1(q

2) +
1

2
f2(q

2)q2
)
ηµ1µ5ηa6[a2ηa3]a7 + if2(q

2)qµ1qµ5ηa6a2ηa3]a7

=− i

64π2

(
Λ2 − µ2 +

∫ 1

0

dx

(
x2(1− x)2

Λ2 + x(1− x)q2
− x2(1− x)2

µ2 + x(1− x)q2

)
q4
)
ηµ1µ5ηa6[a2ηa3]a7

+
i

16π2

∫ 1

0

dxx(1− x)
(

∆

Λ2 +∆
− ∆

µ2 +∆
+ ln

Λ2 +∆

µ2 +∆

)
qµ1qµ5ηa6[a2ηa3]a7 .

(4.36)

したがって, ηa6[a2ηa3]a7ηµ1µ5q2の部分はない;

β = 0. (4.37)

よってフェルミオンの 1-loopでは運動項が生成されない.
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フェルミオンが質量を持つ場合

Vierbeinの場合と同様に, ファインマンルールに質量の効果を追加すれば良い:

Im(q)
a2a3a6a7,µ1µ5

=(−1)
∫
p

Tr

[(
− i
2
|ē|ēa1

µ1

{
γa1 ,

Σa2a3

2

})
1

|ē| (−ēa4
µ4γa4pµ4 + im)

×
(
− i
2
|ē|ēa5

µ5

{
γa5 ,

Σa6a7

2

})
1

|ē| (−ēa8
µ8γa8(p+ q)µ8 + im)

]
=
1

4
ēa1

µ1 ēa4

µ4 ēa5

µ5 ēa8

µ8

∫
p

pµ4(p+ q)µ8
((p+ q)2 +m2)(p2 +m2)

Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}
γa4

{
γa5 ,

Σa6a7

2

}
γa8

]
− 1

4
ēa1

µ1 ēa5

µ5

∫
p

m2

((p+ q)2 +m2)(p2 +m2)
Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}{
γa5 ,

Σa6a7

2

}]
.

(4.38)

第 1項は質量がゼロの場合とほとんど同じである. 第 2項の tensor structureは,

Tr

[{
γa1 ,

Σa2a3

2

}{
γa5 ,

Σa6a7

2

}]
⊃− 2ηa1a5ηa6[a2ηa3]a7 (4.39)

という形をしている. 一方, 運動量積分は,∫
p

m2

((p+ q)2 +m2)(p2 +m2)
=i

m2

16π2

∫ 1

0

dx

(
∆m

Λ2 +∆m

− 1 + ln
Λ2 +∆m

∆m

)
(∆m = x(1− x)q2 +m2).

(4.40)

したがって,

Im(q)
a2a3a6a7,µ1µ5

=− i 1

64π2

Λ4

2(Λ2 +m2)2
ηa6[a2ηa3]a7(q2ηµ1µ5 − qµ1qµ5) + · · · .

(4.41)

よって,

Z =
1

128π2

1(
1 + m2

Λ2

)2 . (4.42)

フェルミオンが質量を持つ場合は低エネルギー側で運動項が生成する. 局所ローレ
ンツゲージ場の波動関数くりこみは, 2次発散も log発散も含まない. この相殺の
背後には対称性などの何らかのメカニズムがあると考えている.
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4.7 まとめ
以上より, フェルミオンが質量ゼロの場合は vierbeinの運動項も局所ローレンツ
ゲージ場の運動項も生成されないということがわかった.

フェルミオンが質量を持つ場合は, vierbeinと局所ローレンツゲージ場のそれぞ
れの運動項が生成される. この結果として, 低エネルギーでは一般相対性理論で記
述ができると期待したい. しかし, 計量の高階微分と対応していると考えられる局
所ローレンツゲージ場の運動項や vierbeinの運動項に対応する項は, 一般相対性理
論にはない. この問題は, 局所ローレンツゲージ場の運動項については, 4点フェル
ミ相互作用のアナロジーで, 局所ローレンツゲージ場がMPl程度の質量を持ってい
て低エネルギーでは 4点相互作用が実現されていると考えると問題ではなくなるだ
ろう (図.4.1). 実際, vierbeinがゼロでない期待値を持つ場合, Einstein-Hilbert項に
局所ローレンツゲージ場の質量項が含まれることが分かり, ΛUVからエネルギーが
下がるとmassiveゲージ場の運動項が生成され, 低エネルギーでは理論の dynamics

に効かなくなる. これは hidden local symmetryという考え方である 10)この考え
方は一般相対性理論がくりこみ不可能であることに対する 1つの見方になってい
るのかもしれない.

e

e e

e

e

e

e

e

ωΛ � Mω

図 4.1: 低エネルギーで実現されていると考える, vierbeinの 4点相互作用

また,我々は, 重力はあるスケールΛUVより上ではフェルミオンの複合状態で書
けていて, 重力理論は実はフェルミオンの composite theoryだという見方もできる
だろうと考えている 11). この見方は, 弦理論が composite theoryだという議論と
も関係していると推測することもできるだろう. 重力の自由度がフェルミオンの複
合状態であるという考えは, [37]でされている.

今後やることは,局所ローレンツゲージ場の波動関数くりこみZωなどの running

を, 1-loop exactな汎関数くりこみ群を用いて計算することである.

10)Hidden local symmetryを扱っている論文は [35, 36]などがある.
11)ただし, フェルミオンが質量を持っている場合のみを考えている.
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第5章 結論

以上, 一般相対性理論を拡張した理論の候補として, ECGを考えてきた. 第 2

章では, vierbeinの導入と局所ローレンツ対称性の説明を行い局所ローレンツゲー
ジ場の 1次の作用が Einstein-Hilbert作用になることを確認した. そして vierbein

formalismではmetric theoryとは違い, スピノル場を扱えることがわかった. 第 3

章では, 実際に局所ローレンツゲージ場の運動項を含んだ模型を構築し, 平均場近
似と対称性の破れを組み合わせてプランク質量を生成を議論した論文についてレ
ビューした. そして, 第 4章で, 我々の模型についての議論を行い, フェルミオンが
massiveの場合のみ, あるUVスケールΛUVより低いエネルギーで局所ローレンツ
ゲージ場の運動項が生成されることが分かった.

以上, 重力理論を局所ローレンツゲージ理論として定式化する試みを行ってきた.

大事なことは vierbeinと局所ローレンツゲージ場を基本自由度として独立に扱っ
ていることである. もちろん低エネルギーでは一般相対性理論が実現されている
ことを期待したいので, 個人的には, なんらかの形で torsion free条件などが実現
されていると考えたいがその解析にはまだ至っていない. ただ, 私は, 一般相対性
理論の背後に局所ローレンツゲージ場の dynamicsがあるのではないかと推測して
いる.

今後の課題として, F a
bµνF

b
a
µν はRµνρσR

µνρσに対応するが, 高階微分重力理論
で現れた RµνR

µν や R2 に対応する作用が, ΛUV より低いエネルギーでの有効作
用 Skに現れてもいいはずである. これらの作用の tensor structureと 1-loop計算
の tensor structureとの対応を調べることも課題である.
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付 録A 微分形式における作用の
構成

ゲージ理論の作用は微分形式で書けることが知られている. そこで, この方法で
作用を作ることを考える. この節では一般の時空次元を考える. また, 特に断らな
い限り Lorentzian とする. 添字をわかりやすくするため, 時空次元を dとしたと
きに, (0 · · · d− 1)のところを, (1 · · ·n)とかくことにする.

A.1 完全反対称テンソルの公式
まず, いくつか記号を定義する. n階完全反対称テンソルを,

ϵ[µ1 · · ·µn] =


1 (1 · · ·n)の偶置換
−1 (1 · · ·n)の奇置換
0 それ以外

(A.1)

で定義する. これを使うと,

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµn = ϵ[µ1 · · ·µn]dnx. (A.2)

また行列式は,

g = det
µ,ν

gµν = g1ν1 · · · gnνnϵ[ν1 · · · νn] (A.3)

|e| = det
a,µ

eaµ = e1µ1 · · · enµnϵ[µ1 · · ·µn]. (A.4)

ここから以下の公式が従う:

g1ν1 · · · gnνnϵ[ν1 · · · νn] =
1

g
(A.5)

gµ1ν1 · · · gµnνnϵ[ν1 · · · νn] = gϵ[ν1 · · ·µn] (A.6)
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行列式の変換も簡単にわかって,

|e(x)| → |e′(x′)| =e′1µ1(x′) · · · e′
n
µn(x

′)ϵ[µ1 · · ·µn] (A.7)

=
∂xµ1

∂x′ν1
· · · ∂x

µn

∂x′νn
e1ν1(x) · · · enνn(x)ϵ[µ1 · · ·µn] (A.8)

=
∂(x1, · · · , xn)
∂(x′1, · · · , x′n)

e1ν1(x) · · · enνn(x)ϵ[ν1 · · · νn] (A.9)

=
∂(x1, · · · , xn)
∂(x′1, · · · , x′n)

|e(x)| (A.10)

また以下の量を定義すると,

ϵµ1···µn = |e|ϵ[µ1 · · ·µn] (A.11)

form として ϵが書ける:

ϵ =
1

n!
ϵµ1···µndx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµn (A.12)

これは diff に対して不変である:

ϵ′ =
1

n!
ϵ′µ1···µn(x

′)dx′µ1 ∧ · · · ∧ dx′µn

=
1

n!
|e′(x′)|ϵ[µ1 · · ·µn](x′)dx′µ1 ∧ · · · ∧ dx′µn

=
1

n!

∂(x1, · · · , xn)
∂(x′1, · · · , x′n)

|e(x)|ϵ[µ1 · · ·µn]
∂x′µ1

∂xν1
· · · ∂x

′µn

∂xνn
dxν1 ∧ · · · ∧ dxνn

=
1

n!

∂(x1, · · · , xn)
∂(x′1, · · · , x′n)

|e(x)|ϵ[ν1 · · · νn]
∂(x′1, · · · , x′n)
∂(x1, · · · , xn)

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνn

=
1

n!
|e(x)|ϵ[ν1 · · · νn]dxν1 ∧ · · · ∧ dxνn = ϵ

(A.13)

また, 縮約の公式が簡単にかけて,

ϵµ1···µn
d≡ gµ1ν1 · · · gµnνnϵν1···νn = − 1

|e|
ϵ[µ1 · · ·µn] (A.14)

ϵµ1···µnϵµ1···µn = −n! (A.15)

ϵµ1ν1···νnϵν1ν1···νn = −(n− 1)!δµ1ν1 (A.16)

LLの足に対しても完全反対称テンソルが定義できて,

ϵ[a1 · · · an] =


1 (1 · · ·n)の偶置換
−1 (1 · · ·n)の奇置換
0 それ以外

(A.17)
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すると,

ϵ[µ1 · · ·µn]ea1
µ1 · · · ean

µn = |e|ϵ[a1 · · · an] (A.18)

ϵ[µ1 · · ·µn]ea1

µ1 · · · ean

µn =
1

|e|
ϵ[a1 · · · an] (A.19)

ϵ[a1 · · · an]ϵ[µ1 · · ·µn]ea1
µ1 · · · ean

µn = n!|e| (A.20)

ϵ[a1 · · · an]ϵ[µ1 · · ·µn]ea1

µ1 · · · ean

µn =
n!

|e|
(A.21)

1

(n− p)!p!
ϵ[ν1 · · · νn−pµ1 · · ·µp]ϵ[b1 · · ·bn−pa1 · · · ap]eb1

ν1 · · · ebn−p
νn−p = |e|ea1

[µ1 · · · eap

µp]

(A.22)

ただし, 0 ≤ p ≤ n. 上 2つの公式から使いやすい数式を導くと,

ϵµ1···µn = ϵa1···anea1
µ1 · · · eanµn (A.23)

ϵa1···an = ϵµ1···µnea1µ1 · · · eanµn (A.24)

ϵµ1···µn = ϵa1···ane
a1
µ1 · · · eanµn (A.25)

(ϵa1···an

d≡ ϵ[a1 · · · an]とした. ).1) 逆行列の表現もかけて,

ean

µn =− 1

(n− 1)!
eb1

ν1 · · · ebn−1
νn−1ϵb1···bn−1anϵ

ν1···νn−1µn

=
1

|e|
1

(n− 1)!
ϵ[ν1 · · · νn−1µn]ϵ[b1 · · ·bn−1an]e

b1
ν1 · · · ebn−1

νn−1

(A.26)

以降これらの公式を使っていく. また, クロネッカーデルタを拡張した量として,

δµ1···µpν1···νp = p!δµ1[ν1 · · · δ
µp
νp]

(A.27)

を定義する. ただし, 0 ≤ p ≤ n. この量は以下の性質を満たす:

ϵ[µ1 · · ·µn] = δµ1···µn1···n = δ1···nµ1···µn (A.28)

1

p!
δµ1···µpν1···νp δ

ν1···νp
ρ1···ρp = δµ1···µpρ1···ρp . (A.29)

さらに公式として以下を書いておく:

1

p!
ϵ[µ1 · · ·µn−pρ1 · · · ρp]ϵ[ν1 · · · νn−pρ1 · · · ρp] = δµ1···µn−p

ν1···νn−p
(A.30)

detMµ
ν =

1

n!
δν1···νnµ1···µnM

µ1
ν1 · · ·Mµn

νn . (A.31)

1)これらは Lorentzian か Euclidean によらず成り立つ.
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A.2 Hodge star

T : p-form とすると,

T =
1

p!
Tµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (A.32)

ただし, 0 ≤ p ≤ n. vierbein は一般座標変換に対してベクトルの変換をするので,

1形式でかける 2).

ea = eaµdx
µ (A.33)

さて, このときHodge star の作用は,

⋆T =
1

(n− p)!p!
T µ1···µpϵµ1···µpν1···νn−pdx

ν1 ∧ · · · ∧ dxνn−p (A.34)

と定義される.

(⋆T )ν1···νn−p =
1

p!
T µ1···µpϵµ1···µpν1···νn−p (A.35)

Hodge star を使うと, 不変な体積要素が簡単に書けて,

Vol = ⋆1 = ϵ =
1

n!
ϵµ1···µndx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµn (A.36)

ここから例えば p階完全反対称テンソル Tµ1···µpからなる作用を描こうとすると,∫
T ∧ ⋆T =

∫
1

p!
Tµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧
(

1

(n− p)!p!
T ρ1···ρpϵρ1···ρpν1···νn−pdx

ν1 ∧ · · · ∧ dxνn−p

)
=

∫
dnx

|e|
p!(n− p)!p!

Tµ1···µpT
ρ1···ρpϵ[ρ1 · · · ρpν1 · · · νn−p]ϵ[µ1 · · ·µpν1 · · · νn−p]

=

∫
dnx
|e|
p!p!

Tµ1···µpT
ρ1···ρpδµ1···µpρ1···ρp =

∫
dnx
|e|
p!
Tµ1···µpT

µ1···µp

(A.37)

eaと F abを使って作用を書こうとすると, 例えば,

Λ

n!

∫
ϵa1···ane

a1 ∧ · · · ∧ ean = Λ

∫
dnx|e|. (A.38)

これは宇宙項である. また,

1

2!(n− 2)!

∫
ϵa1···ane

a1 ∧ · · · ∧ ean−2 ∧ F an−1an

=
1

2!(n− 2)!

∫
dnxϵa1···ane

a1
µ1 · · · ean−2

µn−2F
an−1an

µn−1µnϵ[µ1 · · ·µn]

=
1

2!(n− 2)!

∫
dnx|e|ean−1

µn−1ean

µnF an−1an
µn−1µn

(A.39)

これは, d次元の Einstein-Hilbert 作用である.
2)計量は微分形式で書けなかった.
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A.3 2.6節の証明
2.6節の SEH = SE, Se1 = Se2を証明する.

SE =
1

4

∫
ea ∧ eb ∧ F cdϵabcd

=
1

8

∫
d4xeaµe

b
νF

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

=
1

8

∫
d4x|e|4eaµebνF ab

µνϵ[abcd]ϵ[µνρσ]

=
1

2

∫
d4x|e|eaµebνFabµν = SEH

(A.40)

Se2 =−
∫
ea ∧ eb ∧ Fab

=− 1

2

∫
d4xeaµe

b
νFabρσϵ[µνρσ]

=− 1

2

∫
d4x|e|cρedσFabρσϵ[abcd]

=
1

2

∫
d4x|e|cρedσFabρσϵ

abcd = Se1

(A.41)
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付 録B 熱核展開

場の理論のくりこみの際に, 有効作用の計算において∇2の固有値を足しあげる
が, 背景場が平坦時空の場合は, eipxが完全系を張るため平面波展開が出来て∇2は
p2に置き換えられる. しかし, 曲がった時空上ではそれが出来ない. この計算を可
能にしてくれるのが, 熱核展開の方法である.

時空次元は 4とする. p2の任意の関数W (p2)とTr [W (p2)]が与えられていると
する. このとき, p2 = −gµν∇µ∇ν であることに注意. この関数をラプラス変換す
ると,

Tr
[
W (p2)

]
=

∫ ∞

−∞
ds W̃ (s)Tr

[
e−sp

2
]
. (B.1)

右辺のトレースを,

Tr
[
e−sp

2
]
=
∑
n=0

Bn(p
2)sn/2−2 (B.2)

と展開すると,

Bn(p
2) =

1

(4π)2

∫
d4x
√
gTr [bn] (B.3)

である [17, 19]. bnは熱核係数と呼ばれ,

b0 = 1, b2 =
R

6
1 (B.4)

などになる. よって, Tr [W (p2)]は,

Tr
[
W (p2)

]
=
∑
n=0

Q2−n/2[W ]Bn(p
2)

=
1

(4π)2

{
Q2[W ]

∫
d4x
√
gTr [b0] +Q1[W ]

∫
d4x
√
gTr [b2] +O(R2)

}
(B.5)

と書ける. Qn[W ]は,

Qn[W ]
d≡
∫ ∞

−∞
dss−nW̃ (s). (B.6)
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で被積分関数が W̃ だが, Mellin変換すると,

Q0[W ] =W (0) (B.7)

Qn[W ] =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dzzn−1W (z) (B.8)

よって, W̃を求める必要はない. Rの高次の項は書いていないが 1),これでTr [W (p2)]

を計算できる. 各スピンに対する熱核係数の値など詳細は [38]などを参照してほ
しい.

1) [19, 23]などを参照してほしい.
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付 録C Hessianの構造

Skの各項Hessianの構造を見て, propargatorおよび vertexの tensor structureに
ついて計算する. Vierbeinと局所ローレンツゲージ場を,

eaµ = ēaµ + êaµ, ω
a
bµ = ω̄a

bµ + ω̂a
bµ (C.1)

と展開する.

Einstein-Hilbert action

SEH =
M2

8

∫
d4xeaµe

b
νF

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ] (C.2)

S
(2)
EH =

M2

8

∫
d4x

[
êaµF̄

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ê

b
ν + 2ēaµē

b
νϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ω̂ceρω̂

e
dσ

+4êaµϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ē
b
ν(ηce∂ρ + 2ω̄ceρ)ω̂

e
dσ

]
=
M2

8

∫
d4x

[
êaµF̄

cd
ρσϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ê

b
ν + 8|ē|ē[cρēd]σω̂ceρω̂

e
dσ

+4êaµϵ[abcd]ϵ[µνρσ]ē
b
ν(ηce∂ρ + 2ω̄ceρ)ω̂

e
dσ

]
(C.3)

ē = δ, ω̄ = 0なら,

S
(2)
EH =

M2

8

∫
d4x

[
8δρ[cδ

σ
d]ω̂ceρω̂

e
dσ + 4êaµϵ[abcd]ϵ[µνρσ]δ

b
ν ∂ρω̂

c
dσ

]
. (C.4)

第 1項は局所ローレンツゲージ場の質量項になる.

局所ローレンツゲージ場の運動項

S =
1

2g2L

∫
d4x|e|F a

bµνF
b
aρσg

µρgνσ (C.5)
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S(2) =
1

2gL

∫
d4x|e|

[
ḡρ[µḡν]σêeλO[êê]

λκ
ef

êfκ + 2êeλO[êω̂]
λσ

efd
ω̂fdσ + ω̂abλO[ω̂ω̂]

λσ
abfd

ω̂fdσ

]
(C.6)

O[ω̂,ω̂]
λσ

abfd
=4

(
−
←−
∂µδ

λ
νηbdηaf∂ρ − 4gΩfaµδ

λ
νηbd∂ρ

− 2g2Ωcaµδ
λ
νηbdΩ

c
fρ + 2g2Ωdaµδ

λ
νΩbfρ − F̄adµνδ

λ
ρηbf

)
(C.7)

O[êê]
λκ

ef
=2F̄cdµνF̄

cd
ρσ

×
(
−2ḡλ(µē ρ)

e ḡκ(σē
ν)
f −

(
ḡλκē µ

e ē
ρ
f + 2ḡλ(µē

ρ)
f ē κ

e − 2ē λ
e ḡ

κ(µē
ρ)
f + ē λ

[e ē
κ
f ] ḡ

µρ
)
ḡνσ
)

(C.8)

O[êω̂]
λσ

efd
=2F̄cdµν

(
2ḡλµē [ρ

e ḡ|ν|σ] + 2ḡλ[ρē |µ
e ḡν|σ] − ē λ

e ḡ
µρḡνσ

) (
δcf∂ρ + 2gΩc

fρ

)
(C.9)

ē = δ, ω̄ = 0なら,

O[ω̂,ω̂]
λσ

abfd
=4ηρ[µην]σδλνηbdηaf∂µ∂ρ = ηd[bηa]f (η

λσ∂ρ∂ρ − ∂σ∂λ)

O[êê] =O[êω̂] = 0
(C.10)

となる. つまり, 局所ローレンツゲージ場の運動項のみになり, それは transverse

の構造になっている.
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付 録D ガンマ行列の計算

記法として,

Tr [a1 · · · an]
d≡ Tr [γa1 · · · γan ] (D.1)

を用いる. 本論で用いる重要な公式として,

Tr [an · · · a1] = Tr [a1 · · · an] (D.2)

Tr [ab] = 4ηab (D.3)

Tr [abcd] = 4

(
ηabηcd − ηacηbd + ηadηbc

)
(D.4)[

γa,Σbc
]
= ηabγc − ηacγb (D.5)

などがある.

第 4章で用いるガンマ行列の計算についてまとめておく.

Tr
[
γ(a1|Σa2a3γ|a5)Σa6a7

]
=2ηa1a5ηa3[a6|ηa2|a7] − 8η(a5[a6ηa1)[a2ηa3]a7] (D.6)

Tr [a1[a2a3](a4a5[a6a7]a8)]

=32ηa4a8η(a1⌈a2ηa3⌉⌊a6ηa7⌋a5) − 64η⟨a1⌊a2ηa3⌋(a4ηa8)⌈a6ηa7⌉a5⟩

+ 32ηa1(a8η⌊a2⌈a6ηa3⌋a5ηa4)a7⌉ + 32ηa5(a8η⌊a2⌈a6ηa7⌉a1ηa4)a3⌋

− 16ηa1(a4η⌊a2⌈a6ηa3⌋a7⌉ηa8)a5

+ 32ηa1a5η⌊a2(a8ηa3⌋⌈a6ηa4)a7⌉ + 8ηa1a5ηa4a8ηa6[a2ηa3]a7

(D.7)
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付 録E 修正重力理論のレビュー

一般相対性理論でくりこみを考えると, 一般に曲率の高次の項が現れる. 高階微
分重力理論は曲率の 2次の項を含んだ作用を考える理論である. 高階微分重力理論
はくりこみ可能だが, unitarityを破った理論になっている [5, 6].

E.1 高階微分重力
この節では, η = diag(+1,−1,−1,−1) とする.

高階微分重力とは一般に, Einstein-Hilbert作用にRiemann tensorなどの 2次の
項を加えた理論のことを指す 1). D次元時空を考えた場合の最も一般的な形は,

S =

∫
dDx
√
−g
[
− 1

κ2
R + Λ+ aR2 + bRµνR

µν + cRµνρσR
µνρλ + d□R

]
(E.1)

□Rは全微分項なので落とす. さらに, 4次元時空を考えるので, Gauss-Bonnet項

G = RµνρσR
µνρσ − 4RµνR

µν +R2 (E.2)

も効かなくなる. 従って, 今回考える作用は,

S =

∫
d4x
√
−g
(
− 1

κ2
R + Λ +

1

λ
C2 − ω

3λ
R2

)
=

∫
d4x
√
−g
(
− 1

κ2
R + Λ +

1

λ

(
R 2
µναβ − 2R 2

µν +
1− ω
3

R2

)) (E.3)

となる. Cµνρσ はWeyl tensorである:

Cµνρσ = Rµνρσ − (gµ[ρRσ]ν − gν[ρRσ]µ) +
1

3
Rgµ[ρgσ]ν (E.4)

E.1.1 Hessianの導出

さて, gµνを,

gµν = ηµν + κhµν (E.5)

1)R2 gravityと呼ばれることもある.

46

Soryushiron Kenkyu



と展開して hµν の propagator を求める. κの次元が−1なので, hµνの次元は 1で
ある. 付録で求めた計算結果を用いると, Hessian は,

S(2) =

∫
d4x

κ2

2
hµν

{(
1

λ
□2 − 1

2κ2
□
)
ηµαηνβ −

(
1 + 2ω

3λ
□2 − 1

2κ2
□
)
ηµνηαβ

+

(
2
1 + 2ω

3λ
□− 1

κ2

)
ηαβ∂µ∂ν −

(
2

λ
□− 1

κ2

)
ηµα∂ν∂β

+2
1− ω
3λ

∂ν∂µ∂α∂β
}
hαβ

(E.6)

さて, 一般座標変換に対する metric のリー微分を考えると,

Lξgµν =∇µξν +∇νξµ (E.7)

Lξhµν =ξα∂αhµν +
1

κ
(gµα∂νξ

α + gνα∂µξ
α) (E.8)

ゲージ固定条件とweight operatorを,

χν(hµν) = κ

(
∂µh

µ
ν −

(
β +

1

4

)
∂νh

)
(E.9)

Gµν =
1

α
(−ηµν□+ (γ − 1)∂µ∂ν) (E.10)

と決めると, ゲージ固定作用 S
GF
は,

S
GF

=

∫
d4x
√
−g 1

2
χαG

αβχβ (E.11)

と書ける. よって, S
GF
からの Hessian への寄与は,

S(2)
GF

=

∫
d4x

κ2

2
hµν

{
C2(2− γ)

α
□2ηµνηαβ

− 2C(2− γ)
α

□ηαβ∂µ∂ν + 1

α
□ηµα∂ν∂β

−γ − 1

α
∂µ∂ν∂α∂β

}
hαβ

(E.12)
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であることが分かる. ただし, C = β + 1
4
. S + S

GF
の Hessian は,

(S + S
GF
)(2) =

∫
d4x

κ2

2
hµν

{(
1

λ
□2 − 1

2κ2
□
)
ηµαηνβ

−
((

1 + 2ω

3λ
− C2(2− γ)

α

)
□2 − 1

2κ2
□
)
ηµνηαβ

+

((
2
1 + 2ω

3λ
− 2C(2− γ)

α

)
□− 1

κ2

)
ηαβ∂µ∂ν

−
((

2

λ
− 1

α

)
□− 1

κ2

)
ηµα∂ν∂β

+

(
2
1− ω
3λ

− γ − 1

α

)
∂ν∂µ∂α∂β

}
hαβ

(E.13)

E.1.2 propagatorの導出

まず以下のように表記を簡略化しておく:

(S + S
GF
)(2) =

∫
d4x

κ2

2
hµνB̂µν,αβhαβ (E.14)

B̂µν,αβ = b̂(1)η
µαηνβ + b̂(2)η

µνηαβ + b̂(3)η
αβ∂µ∂ν + b̂(4)η

µα∂ν∂β + b̂(5)∂
ν∂µ∂α∂β.

(E.15)

ここで,

b̂(1) =

(
1

λ
□2 − 1

2κ2
□
)

b̂(2) =−
(
1 + 2ω

3λ
□2 − 1

2κ2
□− C2(2− γ)

α
□2

)
b̂(3) =

(
2
1 + 2ω

3λ
□− 1

κ2
− 2C(2− γ)

α
□
)

b̂(4) =−
(
2

λ
□− 1

κ2
− 1

α
□
)

b̂(5) =2
1− ω
3λ

− γ − 1

α

(E.16)

とした. さて, 背景場が平坦時空なのでフーリエ変換して運動量空間に移ることが
できて,

S =

∫
k

κ2

2
h̃µν(−k)B̃µν,αβ(k)h̃αβ(k) (E.17)
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B̃µν,αβ =b̃(1)η
µ(αηβ)ν + b̃(2)η

µνηαβ − 1

2
b̃(3)(η

αβkµkν + ηµνkαkβ)

−
b̃(4)
2

(
ηµ(αkβ)kν + ην(αkβ)kµ

)
+ b̃(5)k

νkµkαkβ
(E.18)

各係数はそれぞれ,

b̃(1) =

(
1

λ
k4 +

1

2κ2
k2
)

b̃(2) =−
(
1 + 2ω

3λ
k4 +

1

2κ2
k2 − C2(2− γ)

α
k4
)

b̃(3) =−
(
2
1 + 2ω

3λ
k2 +

1

κ2
− 2C(2− γ)

α
k2
)

b̃(4) =

(
2

λ
k2 +

1

κ2
− k2

α

)
b̃(5) =2

1− ω
3λ

− γ − 1

α

(E.19)

ここで, ベクトルの transverse partと longitudinal partの射影演算子,

ωµν =
kµkν
k2

, θµν = ηµν −
kµkν
k2

(E.20)

を定義して, 運動量空間での 2階対称テンソルの射影演算子を以下のように定義
する:

P (2)
µν,ρσ = θµ(ρθσ)ν −

1

3
θµνθρσ (E.21)

P (1)
µν,ρσ = θµ(ρωσ)ν + ωµ(ρθσ)ν (E.22)

P (0−s)
µν,ρσ =

1

3
θµνθρσ (E.23)

P (0−w)
µν,ρσ = ωµνωρσ. (E.24)

これらに加えて, 2つの transfer operatorを定義する:

P (0−sw)
µν,ρσ =

1√
3
θµνωρσ (E.25)

P (0−ws)
µν,ρσ =

1√
3
ωµνθρσ (E.26)

. すると, これら 6つの演算子は完全系を成し, 以下の直交条件を満たす:

P (i−a)P (j−b) = δijδabP (j−b) (E.27)

P (i−ab)P (j−cd) = δijδbcP (j−a) (E.28)

P (i−a)P (j−bc) = δijδabP (j−ac) (E.29)

P (i−ab)P (j−c) = δijδbcP (j−ac) (E.30)
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ただし i, j = {0, 1, 2}, a, b, c = {s, w}である. さて, P (i−a)で B̃のそれぞれのテン
ソルを書き直すと,

ηµ(ρησ)ν =P
(2)
µν,ρσ + P (1)

µν,ρσ + P (0−s)
µν,ρσ + P (0−w)

µν,ρσ (E.31)

ηµνηρσ =3P (0−s)
µν,ρσ +

√
3
(
P (0−sw)
µν,ρσ + P (0−ws)

µν,ρσ

)
+ P (0−w)

µν,ρσ (E.32)

ηρσkµkν + ηµνkρkσ =
√
3k2

(
P (0−sw)
µν,ρσ + P (0−ws)

µν,ρσ

)
+ 2k2P (0−w)

µν,ρσ (E.33)

ηµ(ρkσ)kν + ην(ρkσ)kµ =k2P (1)
µν,ρσ + 2k2P (0−w)

µν,ρσ (E.34)

kµkνkρkσ =k4P (0−w)
µν,ρσ (E.35)

よって, B̃(k) が基底 P (i−a) で展開できた. propagator は B̃(k) の逆行列なので, 今
から逆行列を計算する.

一般に, 今回考えているような tensor structure を持った 4階テンソルが,

C = c(1)P
(2) + c(2)P

(1) + c(3)P
(0−s) + c(4)P

(0−w) + c(5)P
(0−sw) + c(6)P

(0−ws)

(E.36)

とかけたとき,

C−1 =
1

c(1)
P (2) +

1

c(2)
P (1) +

1

∆

(
c(4)P

(0−s) + c(3)P
(0−w) − c(5)P (0−sw) − c(6)P (0−ws))

(E.37)

ただし, ∆
d≡ c(3)c(4)− c(5)c(6). 従って, これを今回の場合に当てはめて計算すると,

B̃ =b̃(1)P
(2) +

(
b̃(1) −

b̃(4)k
2

2

)
P (1)

+
(
b̃(1) + 3b̃(2)

)
P (0−s) +

(
b̃(1) + b̃(2) − k2b̃(3) − k2b̃(4) + k4b̃(5)

)
P (0−w)

+
√
3

(
b̃(2) −

k2

2
b̃(3)

)(
P (0−sw) + P (0−ws))

(E.38)

∆ =
(
b̃(1) + 3b̃(2)

)(
b̃(1) + b̃(2) − k2b̃(3) − k2b̃(4) + k4b̃(5)

)
− 3

(
b̃(2) −

k2

2
b̃(3)

)2

B̃−1 =
1

b̃(1)
P (2) +

1

b̃(1) −
b̃(4)k

2

2

P (1) +
1

∆

((
b̃(1) + b̃(2) − k2b̃(3) − k2b̃(4) + k4b̃(5)

)
P (0−s)

+
(
b̃(1) + 3b̃(2)

)
P (0−w) −

√
3

(
b̃(2) −

k2

2
b̃(3)

)(
P (0−sw) + P (0−ws)))

(E.39)
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各項の係数はそれぞれ,

b̃(1) =
k2

λ

(
k2 +

λ

2κ2

)
b̃(1) −

b̃(4)k
2

2
=
k4

2α

b̃(1) + b̃(2) − · · · =
(C − 1)2(2− γ)k4

α

b̃(1) + 3b̃(2) =

(
3C2(2− γ)

α
− 2ω

λ

)
k4 − k2

κ2

b̃(2) −
k2

2
b̃(3) =

C(C − 1)(2− γ)
α

k4

よって,

B̃−1 =
λ

k2
(
k2 + λ

2κ2

)P (2) +
2α

k4
P (1) − λ

2ω

1

k2(k2 + λ
2ωκ2

)
P (0−s) +

α

(2− γ)k4
P (0−w)

(E.40)

E.1.3 unitarity の破れ

propagator は k−4 を含んでいるので, loop 計算の無限大は生じない. 従って, く
りこみ不可能の問題は解決する.

さて, P (2)の項は, spin 2 の自由度で重力子を記述する. 因数分解すると,

1

k2
(
k2 + λ

2κ2

) =
2κ2

λ

(
1

k2
− 1

k2 + λ
2κ2

)
(E.41)

重力子は質量ゼロなので k2 の部分に対応しているが, スタートが 4階微分を含ん
でいたために第 2項が現れる. これは massive ghost と呼ばれている. しかし係数
が負なので, 負ノルム状態を出してしまう. 負ノルム状態は物理的なスペクトルか
ら取り除くことができない. この意味で unitarityが破れている.

E.2 Teleparallel gravity

ここでは, 修正重力理論の 1つである, teleparallel gravityについてレビューす
る [8, 9]. Teleparallel gravityは一番最初に Einsteinによって提案された理論であ
り [39], vierbein formalismが使われている理論で, vierbeinと捻れテンソルが基本
的な自由度である. つまり, 一般座標変換というゲージ変換の接続を自由度として
いる. この点は, 重力のゲージ理論的な見方に感化されている [8].
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E.2.1 Teleparallel gravityの基礎

第 2章にある通り, vierbeinは接空間の基底ベクトルで,

gµν = eaµe
b
νηab (E.42)

が成り立つ. さて, 一般座標変換の接続Υと局所ローレンツ変換の接続 ωの間に,

Υρ
µν = −eaµ∂νeaρ + ea

ρebµω
a
bν

d≡ −eaµDνea
ρ (E.43)

ωについて解き直すと,

ωa
bν = eaλ∂νeb

λ + eaρeb
µΥρ

µν
d≡eaλ∇(Υ)

ν eb
λ (E.44)

つまり,

D(Υ)
µ eaν = ∂µe

a
ν −Υλ

νµe
a
λ + ωa

bµe
b
ν = 0 (E.45)

が成り立つようにΥと ωは関係づいている. これにより, metricity:

∇(Υ)
µ eaν = 0 (E.46)

が成り立つ. 以降, notation(節)の記法に則り, Υを γとかく.

捻れテンソルは,

T ρµν
d≡ γρνµ − γρµν (E.47)

で定義される. また, γと Levi-Civita接続 Γから,

Kρ
µν

d≡ γρµν − Γρµν (E.48)

として contortionテンソルが定義される. contortionテンソルは捻れテンソルで表
すことができて,

Kρ
µν =

1

2
(Tµ

ρ
ν + Tν

ρ
µ − T ρµν) . (E.49)

次に,

Sρµν
d≡ Kµνρ − 2gρ[νT |σ|µ]

σ (E.50)

を定義すると, 不変量として,

T
d≡ 1

2
SρµνTρµν (E.51)
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が定義できる. これは一般座標変換に対しても局所ローレンツ変換に対してもス
カラー量である. Rと T が結びついていることはすぐにわかる:

R(γ)ρµλν =R
ρ
µλν +∇λK

ρ
µν −∇νK

ρ
µλ +Kρ

σλK
σ
µν −Kρ

σνK
σ
µλ (E.52)

R(γ) =R(Γ) +∇ρKρ
µ
µ −∇µKρ

µρ +Kρσ
ρKσ

µ
µ −Kρ

σµK
σµ
ρ

=R(Γ) + T + 2∇µT νµν . (E.53)

さて, ここで, teleparallelismの要請をする:

ある座標系の族が存在して, その座標系では ωa
bµ(x) = 0.

この系 (以降, 系 Sと書くことにする. )では,

γρµν = −eaµ∂νeaρ (E.54)

R(γ)ρµλν = 0 (E.55)

が成り立つ. つまり, 接続 γは 0ではないが曲率R(γ)は 0になる 2). R(γ)ρµλν は
LL変換に対してスカラーなので, 系Sが存在した場合, 全ての系で 0になる. また,

捻れテンソルは,

T ρµν = eb
ρ(∂µe

b
ν − ∂νebµ) (E.56)

と書ける.

以降, 系を Sに選んで議論をするが, ここにもはや LL対称性はない. なぜなら,

明らかにこの条件はゲージ固定条件だからである. [8]では, 系として ωa
bµ = 0が

成り立つ Sを選ぶことが, metric formalismで Γρµν = Γ(gµν)
ρ
µνと選ぶことに等価

だと述べている.

E.2.2 一般相対性理論との等価性

さて, 系 Sでは LLゲージ場が 0である. 従って,

−R(Γ) = T + 2∇µT νµν (E.57)

Teleparallel gravityにおいて, 最もミニマルな作用は以下で与えられる:

ST = −
M2

pl

2

∫
d4x|e|T (E.58)

上の関係式を代入すると,

ST =
M2

pl

2

∫
d4x|e| [R(Γ) + 2∇µT νµν ] (E.59)

2)Levi-Civita接続についての曲率 R(Γ)が 0になるわけではない.
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ここには teleparalleismの要請が課されていて, 一般相対性理論で導かれた, LL対
称性を尊重している Einstein-Hilbelt作用とは違うが, 境界項を除けば Einstein-

Hilbelt作用と同一であり, 実際に一般相対性理論と等価になる. ただやはり作用が
LL不変な量のみで構成されていても, teleparellelismの要請が課された時点で LL

対称性が破れている.

E.2.3 まとめ

Teleparallel gravityは確かに vierbeinとDiff.接続を基本自由度として理論の構
築を始めているが, teleparellelismの要請を課した時点で, 本修士論文で私が重要
視している LL対称性が破れていて, 基本自由度だと考えていた接続が vierbeinの
関数になっている. 私は, teleparellelismの要請はゲージ固定だと考える. なぜな
ら, ωa

bµ(x) = 0となる座標系を”選んで”いるからである.
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