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概 要
素粒子標準模型の問題の 1つに階層性問題がある。これはヒッグス粒子の質量補正が新しい物理

スケールの 2乗に比例し、観測値である 125 GeVを不自然なパラメーターの調整なしに説明できな

い問題のことである。階層性問題の解決にはいくつかの方法が議論されている。本研究では、flux

compactificationの発想を元に階層性問題の解決のアプローチを試みる。ここで flux compactification

とは、背景磁場が含まれる余剰次元空間のコンパクト化を指す。余剰次元空間が背景磁場を含む 2次

元トーラスの場合、磁場中の量子力学の議論を応用できる。例えば、磁場中の量子力学ではエネル

ギー固有値として Landau準位が得られるが、このエネルギー固有値が場の質量固有値になる。flux

compactificationを出発点とすることで、ゲージ場の余剰次元成分 (スカラー場)の質量補正が相殺

されていることを見る。具体的には 6次元量子電磁気学と 6次元 SU(2) Yang-Mills理論の例で見る。

またスカラー場の質量補正の相殺の物理的理由が、トーラス並進対称性の自発的破れが関係してい

る。トーラス並進対称性の自発的破れが起こることにより、質量が零の南部-Goldstoneボゾンが生

じる。スカラー場がこの南部-Goldstoneボゾンに対応する。本研究は主に [1]の内容である。
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第1章 Introduction

現在、素粒子を記述する理論は標準模型と呼ばれている。この理論は 6種類のクォーク u, d, c, s,

t, b、6種類のレプトン e, νe, µ, νµ, τ , ντ、4種類のゲージ粒子 γ, W±, Z0, g、ヒッグス粒子で構成

される。ゲージ理論の立場で見れば、SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y のゲージ理論を表す。SU(3)C は量

子色力学を、SU(2)L ×U(1)Y は電弱理論を表す。1995年にトップクォークが発見された後、残りの

未発見粒子はヒッグス粒子だったが、2012年に LHCの実験においてヒッグス粒子は発見された。

ヒッグス粒子の発見により、標準模型は現実に起こる現象を説明する理論として確立した。だが

これで素粒子の理論が完成したわけではなく、標準模型では説明できない現象が多数ある。例えば、

2015年にノーベル賞を受賞したニュートリノ振動は、標準模型では説明できない。ニュートリノ関

連で言えば、ニュートリノがDirac型なのかMajorana型かもまだ決着が付いていない。他にも暗黒

物質は標準模型には含まれていない。この問題は宇宙論の観測事実と素粒子理論を融合して考えな

ければならない。力の統一という観点で言えば、標準模型は強い相互作用、弱い相互作用、電磁相互

作用の 3つが含まれているが、重力相互作用は含まれていない。そもそも強い相互作用と電弱相互作

用の統一もまだ完成していない。これらの 3つの統一に関して、大統一理論 (GUT)が考えられ、い

くつかのモデルが提唱されたが、どれも未完成である。

この他にも多くの問題点が存在するが、その中の問題の 1つに階層性問題がある。以下では、その

階層性問題を詳しく見ていく。以降、特に断らない限り、自然単位系を採用する。

1.1 階層性問題

階層性問題とは、ヒッグス粒子の質量補正 δm2
H が新しい物理スケールの 2乗に比例し、観測値で

ある 125 GeV(= m2
H)を説明できない問題のことである [2, 3]。例えば、新しい物理スケールが Λだ

とすると、δm2
H ∝ Λ2 となり、Λ ≫TeVならば δm2

H ≫ m2
H となってしまう。現在の実験で新しい

物理スケールが少なくとも TeV付近では見つかっていないため、ヒッグス質量が莫大に大きくなる

可能性がある。ヒッグス質量を観測値の 125 GeVに合わせるためには、質量補正の絶妙な相殺が起

こる必要がある。この相殺が起こるためには、パラメータの不自然な微調整が必要である。この fine

tuningの問題を自然さ (Naturalness)ともいう。

1.2 SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y ゲージ理論

階層性問題を標準模型の枠組で考察するため、標準模型を概観する。標準模型は SU(3)C×SU(2)L×
U(1)Y ゲージ理論である。このとき、共変微分は以下のようになる。

Dµ ≡ ∂µ − igsA
A
µT

A − igW a
µT

a − ig′Bµ
Y

2
. (1.1)

ここでAA
µ はSU(3)Cゲージ場、W a

µ はSU(2)Lゲージ場、BµはU(1)Y ゲージ場である。A = 1, 2, · · · 8
と a = 1, 2, 3はそれぞれ SU(3)、SU(2)ゲージ場の内部空間の添字を表す。gsは強い相互作用の結合
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定数、g、g′は SU(2)、U(1)群の結合定数である。また Y は U(1)ハイパー電荷である。また TAと

T a はそれぞれ

TA =
λA

2
, T a =

σa

2

である。λA は Gell-Mann行列、σa は Pauli行列である。

それぞれのゲージ場に対応する場の強さのテンソルは以下である。

FA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νA

A
µ + gsf

ABCAB
µA

C
ν , (1.2)

Ga
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ + gϵabcW b

µW
c
ν , (1.3)

fµν = ∂µBν − ∂νBµ. (1.4)

ゲージ場の Lagrangianは以下のとおりである。

Lg = −1

4
FA
µνF

Aµν − 1

4
Ga

µνG
aµν − 1

4
fµνf

µν . (1.5)

他にもヒッグス場に関する Lagrangian、フェルミオンに関する Lagrangianや Yukawa couplingに

関する Lagrangianがある。これらは後に言及する。

1.3 電弱ゲージ理論とヒッグス場

以下では、SU(3)に関しては考慮せずに、SU(2)×U(1)電弱ゲージ理論の部分だけ考える。すなわ

ち、共変微分は

Dµ = ∂µ − igW a
µT

a − ig′Bµ
Y

2
(1.6)

であり、ゲージ場の Lagrangianは

LEW = −1

4
Ga

µνG
aµν − 1

4
fµνf

µν (1.7)

である。さらにスカラー場の Lagrangianについても同時に考える：

Lϕ = (Dµϕ)†(Dµϕ)− λ

(
ϕ†ϕ− v2

2

)2

. (1.8)

ϕが真空期待値を持つと SU(2)×U(1)対称性を自発的に破る。その真空期待値を以下のように表す。

⟨0|ϕ|0⟩ = 1√
2

(
0

v

)
.

ϕが真空期待値を持つことで、運動項 |Dµϕ|2 からゲージ場の質量項が現れる。それを見るために、
以下のような線形結合で書かれる電気的に中性の場を考える：

Aµ =W 3
µ sin θW +Bµ cos θW , (1.9)

Zµ =W 3
µ cos θW −Bµ sin θW . (1.10)

ここで θW はWeinberg角と呼ばれ、実験により sin2 θW = 0.23と測定されている。このような線形

結合をとった意味は、質量固有状態に取るためである。Aµは電磁場を与え、無質量となる。電磁場

に直交するのが Zµ であり、質量を獲得する。この Zµ を Z ボゾンと呼ぶ。また、

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ) (1.11)
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は質量を獲得する。このW±
µ をW ボゾンと呼び、荷電場である。

実際に Aµ、Zµ、W±
µ の質量項を導出する。ϕに関するハイパー電荷は Q = T + Y/2という関係

式と ϕが電荷を持たないことから Y = 1と定められる。Dµϕは

Dµϕ =

(
∂µ − igW a

µT
a − 1

2
ig′Bµ

)
ϕ

=
1√
2

[
∂µ − 1

2
ig

(
W 3

µ W 1
µ − iW 2

µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

)
− 1

2
ig′Bµ

](
0

v

)

=
1√
2

[
−1

2
ig

(
(W 1

µ − iW 2
µ)v

−W 3
µv

)
− 1

2
ig′Bµ

(
0

v

)]

=
iv

2
√
2

(
−g(W 1

µ − iW 2
µ)

gW 3
µ − g′Bµ

)
(1.12)

となる。したがって、|Dµϕ|2 は (1.11)式を用いれば

|Dµϕ|2 =
v2

4

(
−gW−

µ ,
1√
2
(gW 3

µ − g′Bµ)

)
·

(
−gW+

µ
1√
2
(gW 3

µ − g′Bµ)

)

=
g2v2

4
W+

µ W
−
µ +

v2

8
(gW 3

µ − g′Bµ)
2 (1.13)

と計算される。ここで (1.9)、(1.10)式から

gW 3
µ − g′Bµ = g(Zµ cos θW +Aµ sin θW )− g′(−Zµ sin θW +Aµ cos θW )

= Zµ(g cos θW + g′ sin θW ) +Aµ(g sin θW − g′ cos θW ) (1.14)

となるが、sin θW、cos θW と g、g′ の関係は

sin θW =
g′√

g2 + (g′)2
, cos θW =

g√
g2 + (g′)2

(1.15)

で与えられる。(1.15)式を用いれば、(1.14)式は

gW 3
µ − g′Bµ =

√
g2 + (g′)2Zµ (1.16)

と変形できる。Aµ の項が消えた点は、電磁場が無質量であることを意味する。これより

|Dµϕ|2 =
g2v2

4
W+

µ W
−
µ +

(g2 + (g′)2)v2

8
ZµZ

µ (1.17)

と計算される。この式からW ボゾンと Z ボゾンの質量は

mW =
gv

2
, mZ =

√
g2 + (g′)2v

2
(1.18)

と読み取ることができる。

真空期待値のまわりで展開として以下のものが考えられる。

ϕ = U(ζ)
1√
2

(
0

v + φ

)
(1.19)

ただし、U(ζ) = exp (iτaζa/2)であり、τaは Pauli行列である。この ζaはユニタリーゲージによっ

てゲージ場の縦波成分に吸収される。ここで現れた φがヒッグス場である。(1.19)式で |Dµϕ|2を計
算することで、ヒッグス場 φと Aµ、Zµ、W±

µ の相互作用項が得られる。このようにスカラー場が

真空期待値を持って対称性を自発的に破り、ゲージ場が質量を獲得する機構をヒッグス機構という。
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ヒッグス機構後の電弱ゲージ理論の Lagrangianは

LEW =− 1

2
|∂µW+

ν − ∂νW
+
µ |2 − 1

4
(∂µZν − ∂νZµ)

2 − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)

2 +
1

2
(∂µφ)

2

+W+
µ W

−µ
(
mW +

g

2
φ
)2

+
1

2
ZµZ

µ

(
mZ +

√
g2 + (g′)2

2
φ

)2

− 1

2
m2

Hφ
2 − λvφ3 − 1

4
λφ4 + · · · (1.20)

である。ここでmH =
√
2λvはヒッグス場の質量を表す。

1.4 フェルミオン

フェルミオンの Lagrangianは

Lf =
∑

quarks

iQ̄Lγ
µDµQL +

∑
quarks

iq̄Rγ
µDµqR +

∑
leptons

iLLγ
µDµLL +

∑
leptons

ilRγ
µDµlR (1.21)

である。ただし、Dµ は (1.6)式である。また、

ψL =
1− γ5

2
ψ, ψR =

1 + γ5

2
ψ

である。レプトン二重項と一重項は

LL =

(
νeL

eL

)
,

(
νµL

µL

)
,

(
ντL

τL

)
, (1.22)

lR = eR, νR, τR (1.23)

とし、クォーク二重項と一重項は

QL =

(
uL

dL

)
,

(
cL

sL

)
,

(
tL

bL

)
, (1.24)

uR = uR, cR, tR (1.25)

dR = dR, sR, bR (1.26)

と定義する。qは q = u, d, c, s, t, bを表す。フェルミオンの Lagrangianから、フェルミオンとゲージ

場の相互作用項があることが分かる。

Yukawa couplingを記述する Lagrangianは

LYukawa = −LLYlϕℓR −QLYuϕ̃uR −QLYdϕdR + h.c. (1.27)

と表される。ここで

ϕ̃ = iσ2ϕ∗ = U(ζ)
1√
2

(
v + φ∗

0

)
(1.28)

である。ただし (1.19)式と σ2U(ζ)∗σ2 = U(ζ)を用いた。Yl、Yd、Yu が Yukawa couplingである。

ヒッグス機構によって ϕの部分が期待値を持ち、フェルミオンが質量を獲得する。特にクォーク

に関して、ユニタリー行列で質量固有状態へと持っていけば、クォークの質量が得られる。実際、

uL → UuLuL, dL → UdLdL (1.29)

uR → UuRuL, dR → UdRdL (1.30)
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とユニタリー変換を施せば、(1.27)式のうちクォークの質量項を取り出すと

Lquark mass = −Mu(uLuR + uRuL)−Md(dLdR + dRdL) (1.31)

と表せる。ここで

Mu =
v√
2
U†
uLYuUuR = diag (mu,mc,mt) (1.32)

Md =
v√
2
U†
dLYdUdR = diag (md,ms,mb) (1.33)

と対角化された形で書かれる。

1.5 ヒッグス場の質量補正

実際にヒッグス場の質量補正を標準模型の Lagrangianを用いて計算してみよう [4, 5, 6]。ヒッグス

機構後の電弱ゲージ理論の Lagrangianは (1.20)式である。一方で、Yukawa couplingの Lagrangian

は (1.27)式である。ヒッグス場の質量補正は次図 1.1の 3つが主な寄与である。フェルミオン場の寄

与としてトップクォークのみを考える理由は、トップクォークの湯川結合定数が他のフェルミオンの

湯川結合定数に比べて非常に大きく、他のフェルミオン場の寄与を無視できるからである。

図 1.1: ヒッグス場の質量補正。右辺の第 1項目からヒッグス場、ゲージ場、トップクォークの寄与

図 1.1の右辺第 1項目の寄与を I1 とすると、

I1 = − iλ
4

· 4!
∫ Λ

0

d4k

(2π)4
i

k2 −m2
H

≃ −6iλ
Λ2

16π2
(1.34)

となる。ここで、4!は対称因子で、Wick回転を施している。図 1.1の右辺第 2項目の寄与を I2とす

ると

I2 = 2! · ig
2ϵij
4

∫ Λ

0

d4k

(2π)4
−iϵij

k2 −m2
W

+
1

2
· 2! · 2! · i(g

2 + g′2)ϵij
8

∫ Λ

0

d4k

(2π)4
−iϵij

k2 −m2
Z

≃ −i3g
2 + g′2

4

3Λ2

16π2
(1.35)

である。ここで、Z に関しての補正に 1/2倍が付くのは、運動項の係数の違いである。また、ϵij は

偏極ベクトルの自由度を表す。図 1.1の右辺第 3項目の寄与を I3 とすると

I3 ≃ (−1) · 3 ·
(
−i yt√

2

)2

Tr

∫ Λ

0

d4k

(2π)4

(
i/k

k2

)2

= i
3y2t
2

∫ Λ

0

d4k

(2π)4
−kµkνTr[γµγν ]

k4

= i
3y2t
2

· 4
∫ Λ

0

d4k

(2π)4
1

k2

≃ 6iy2t
Λ2

16π2
(1.36)
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となる。1行目の最初の (−1)倍はフェルミオンループから来る因子であり、次の 3倍はカラーの自

由度である。ここで Tr[γµγν ] = 4gµν を用いた。以上より、−iδm2
H = I1 + I2 + I3 とすれば、

δm2
H =

Λ2

16π2

[
6λ+

9g2 + 3g′2

4
− 6y2t

]
(1.37)

となる。

ヒッグス場の質量補正は有効ポテンシャルを用いても計算可能である [7, 8, 9]。有効ポテンシャル

とは量子補正を含んだポテンシャル項を指し、有効ポテンシャルを場で 2階微分すると場の質量補正

が得られる。1-loop有効ポテンシャルは一般にスカラー場を ϕとして

Veff(ϕ) =
1

2

∑
I

(−1)FInI

∫
d4p

(2π)4
log [p2 +M2

I (ϕ)] (1.38)

である。ここで和は全てのボゾンとフェルミオンの自由度の和を表しており、ボゾンなら FI = 0、

フェルミオンなら FI = 1である。また nI は場の自由度、MI(ϕ)は ϕに依存する質量を表す。1-loop

有効ポテンシャルの紫外発散は log[p2 +M2
I (ϕ)]を級数展開すれば表すことができる。具体的には

log[p2 +M2
I (ϕ)] = log p2 + log

(
1 +

M2
I (ϕ)

p2

)
= log p2 +

M2
I (ϕ)

p2
+ · · · (1.39)

を用いる。(1.38)式に (1.39)式を用いると、

Veff(ϕ) =
1

2

∑
I

(−1)FInI

∫
d4p

(2π)4

[
log p2 +

M2
I (ϕ)

p2
+ · · ·

]
=

1

2

∑
I

(−1)FInI

∫
d4p

(2π)4
log p2 +

1

2

∑
I

(−1)FInIM
2
I (ϕ)

∫
d4p

(2π)4
1

p2
+ · · · (1.40)

と変形できる。(1.40)式の第 1項は ϕに依らない定数項で宇宙項を表す。後に紹介する超対称性を考

慮すれば、この宇宙項は落とすことができる。第 2項がヒッグス場の質量補正を表す項である。以

降、この項に着目する。

ヒッグス場の質量補正を計算する上で、ヒッグス場、ゲージ場、トップクォークの寄与を考慮し

た。有効ポテンシャルにおいてもこれらの場の寄与を考慮すると、

Veff(ϕ) ⊃
(
m2

H(ϕ) + 3m2
χ(ϕ) + 6m2

W (ϕ) + 3m2
Z(ϕ)− 12m2

t (ϕ)
)1
2

∫
d4p

(2π)4
1

p2
(1.41)

が得られる。ここで χは南部-Goldstoneボゾンを表し、自由度は 3である。これは (1.19)式をより

一般的に記述した次の表式

ϕ = U(ζ)

(
χ1 + χ2

v+φ+iχ3√
2

)
(1.42)

から現れる。有効ポテンシャルは全ての場の自由度を勘定しなければならないので、南部-Goldstone

ボゾンも必要となる。各質量は (1.18)式、(1.32)式の真空期待値 vを場 ϕに変えたものであり、

m2
H(ϕ) = 3λϕ2 −m2, (1.43)

m2
χ(ϕ) = λϕ2 −m2, (1.44)

m2
W (ϕ) =

g2ϕ2

4
, (1.45)

m2
Z(ϕ) =

(g2 + (g′)2)ϕ2

4
, (1.46)

m2
t (ϕ) =

y2t ϕ
2

2
(1.47)
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である。m2
h(ϕ)とm2

χ(ϕ)に関しては、V = m2ϕ2/2+λ4ϕ4/4のポテンシャルから得られる質量を採

用している。また各質量の前の係数は場の自由度を表す。積分を実行し、Veff を場 ϕで 2階微分す

ると、

δm2
H =

∂2Veff(ϕ)

∂ϕ2

∣∣∣∣
ϕ=v

=
1

2

Λ2

16π2

[
6λ+ 3 · 2λ+ 6 · 2 · g

2

4
+ 3 · 2 · g

2 + (g′)2

4
− 12 · 2 · y

2
t

2

]
=

Λ2

16π2

[
6λ+

9g2 + 3g′2

4
− 6y2t

]
(1.48)

と (1.37)式と同様の結果を得る。以上の計算を 2-loopレベルで行なった文献が [10, 11]である。[10]

では有効ポテンシャルを用いて計算しており、[11]では、標準模型の裸の結合定数の観点から裸の

ヒッグス質量の補正を計算し、2次発散の寄与を導いている。

1.6 階層性問題の考察

階層性問題はヒッグス場のようなスカラー場に特有の問題である。この原因は対称性にある。フェ

ルミオンやゲージ場は質量がゼロの極限で対称性を回復する。例えばフェルミオンは、mf → 0の

極限でカイラル対称性が回復し、カイラル対称性がフェルミオンの質量を量子補正から保護してく

れる。ゲージ場はmW ,mZ → 0の極限でゲージ対称性が回復し、ゲージ対称性が量子補正から保護

してくれる。しかし、スカラー場はカイラル対称性やゲージ対称性のような対称性はない。したがっ

て、スカラー場は何かの対称性によって量子補正から保護されているわけではなく、2次発散の問題

が生じる。以下では、階層性問題を回避する考察をまとめる。

1.6.1 別の正則化の適用

前節のヒッグス場の質量補正は、運動量カットオフ Λを入れた計算である。運動量カットオフで

計算したために、質量補正が Λ2 に比例した可能性がある。そこでこの計算を次元正則化で行えば、

発散部分が 1/ϵとなって問題が解決すると考えられる。だが、それでも階層性問題は解決されない。

例えば、TeVスケール以上にヒッグス場 ϕと 4点相互作用する複素スカラー場 Sがあったとする。

ϕは対称性が破れて ϕ = ⟨ϕ⟩+ φと考える。Lagrangianで言えば、

LS = |∂µS|2 − λS |ϕ|2|S|2

= |∂µS|2 −m2
S |S|2 − λS ⟨ϕ⟩φ|S|2 − λS ⟨ϕ⟩ φ̄|S|2 − λS |φ|2|S|2 (1.49)

である。ここでm2
S ≡ λS ⟨ϕ⟩2 である。(1.49)式から 1-loopレベルの Feynman図は 2種類ある (図

1.2)。4点相互作用の寄与を IS4、3点相互作用の寄与を IS3とし、簡単のためカットオフ正則化で計

図 1.2: 複素スカラー場 S からのヒッグス場の質量補正。左図が IS4、右図が IS3 を表す。
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算し、後で次元正則化と対応させる。まず IS4 の寄与は

IS4 = −iλS
∫ Λ

0

d4k

(2π)4
i

k2 −m2
S

= −iλS
∫ Λ

0

d4k

(2π)4
1

k2 +m2
S

(Wick回転)

= − iλS
16π2

∫ Λ2

0

xdx

x+m2
S

(x = k2)

= − iλS
16π2

∫ Λ2+m2
S

m2
S

(
1− m2

S

t

)
dt (x+m2

s = t)

= − iλS
16π2

[
Λ2 −m2

S ln

(
1 +

Λ2

m2
S

)]
(1.50)

と計算される。次に IS3 の寄与は

IS3 = (−iλS ⟨ϕ⟩)2
∫ Λ

0

d4k

(2π)4

(
i

k2 −m2
S

)2

= iλSm
2
S

∫ Λ

0

d4k

(2π)4
1

(k2 +m2
S)

2
(Wick回転)

=
iλSm

2
S

16π2

∫ Λ2

0

xdx

(x+m2
S)

2
(x = k2)

=
iλSm

2
S

16π2

∫ Λ2+m2
S

m2
S

(
1

t
− m2

S

t2

)
dt (x+m2

s = t)

=
iλSm

2
S

16π2

[
ln

(
1 +

Λ2

m2
S

)
+

m2
S

Λ2 +m2
S

− 1

]
(1.51)

したがって、複素スカラー場 S の影響で生まれたヒッグス場の質量補正は IS4 と IS3 から

δm2
H =

λS
16π2

[
Λ2 − 2m2

S ln

(
1 +

Λ2

m2
S

)
− m4

S

Λ2 +m2
S

+ 1

]
(1.52)

となる。Λ → ∞から右辺第 3項は消え、最後の項が有限値を表す。カットオフ正則化と次元正則化

の対応は Λ2 ↔ 1/ϵである。発散項を除去する相殺項を導入しても、m2
S に比例する項が残り、m

2
S

が TeV以上のスケールになると必然的に δm2
H が大きくなる。結局、m

2
S が理論のカットオフの役割

を担い、m2
S が TeVスケールに比べて非常に大きいスケールであれば階層性問題は生じる。このこ

とは新たにフェルミオンを導入しても同様の問題が起こる。したがって正則化の方法に依らず、ヒッ

グス場が新しい物理場と結合する時点で、階層性問題は避けられない問題である。

TeVスケール以上に新しい物理が無ければ、階層性問題も生じないが、少なくとも量子重力が有

効な Planckスケールや、電磁相互作用、弱い相互採用、強い相互作用の 3つの結合定数が統一され

ると想定されるGUTスケールなど様々なスケールが想定されているので、新物理はあると考える方

が自然である。

1.6.2 Veltman条件

(1.37)式は 1-loopレベルの質量補正であるが、もしこの式がゼロになれば、少なくとも 1-loopレ

ベルでは階層性問題が現れないはずである。これが Veltman条件である [8, 9]。具体的に、

6λ+
9g2 + 3g′2

4
− 6y2t = 0 (1.53)
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が Veltman条件である。ここで (1.18)、(1.32)式とmH =
√
2λvを用いれば、

m2
H +m2

Z + 2m2
W − 4m2

t = 0 (1.54)

と変形できる。mW = 80.4 GeV、mZ = 91.2 GeV、mt = 172 GeVからmH = 311.6 GeVとなる

が、観測値の 125 GeVとは異なる。したがって、観測値との整合性から Veltman条件は適切ではな

い。また、仮に Veltman条件が 1-loopレベルで適切であったとしても、2-loopレベル以上でもこの

ような条件が成り立つかは疑問であり、その意味でも Veltman条件は微妙である。

1.6.3 スカラー場に関する対称性

階層性問題の解決法として、スカラー場にどのような対称性が課されるかを考察する必要がある。

1つ目は超対称性である [12, 13]。ボゾンとフェルミオンの対称性を課すことによって、ボゾンが

寄与する質量補正とフェルミオンが寄与する質量補正が相殺する。これにより、ヒッグス場の質量補

正が消えるという発想である。しかし、現実の粒子とペアになる超対称性粒子が加速器実験で発見さ

れていない現状では、超対称性で階層性問題を説明するのは厳しい状況である。

2つ目はゲージヒッグス統一理論である [14, 15]。これは高次元ゲージ場の余剰次元成分がヒッグ

ス場であるという発想である。この理論の興味深い点は、高次元理論はくりこみ不可能な理論である

にも関わらず、少なくとも 1-loopレベルでは有効ポテンシャルが有限である点である。有効ポテン

シャルが有限であることから、ヒッグス場の質量の有限に留まる [16]。しかし摂動の全次数で有効ポ

テンシャルが有限かどうかは非自明であり、近年でも議論がなされている [17]。

3つ目は古典的スケール不変性である [18, 19]。元々の議論は Bardeen[20]に端を発し、古典的ス

ケール不変性、すなわち xµ → λx, ϕ→ λ−∆ϕの変換のもとで理論が不変であること要求すると、ス

カラー場の質量項が禁止される。この対称性により、スカラー場であるヒッグス粒子の質量が保護さ

れているという考え方である。この議論はくりこみ群とも深く関連する。

4つ目は pseudo NGヒッグスである [21]。これは global対称性が自発的に破れて pseudo NGボゾ

ンがヒッグス場になるという発想である。global対称性は上記の 2つ目と 3つ目にも関わっており、

絡めて考察することも可能である。

本研究では、4つ目の pseudo NGボゾンがヒッグス場になるという立場で考察する。具体的には、

6次元場の理論を考察し、余剰次元は背景磁場を含むトーラスにコンパクト化する。ゲージ場の余剰

次元成分をスカラー場とみなし、トーラスの並進対称性の自発的破れによってスカラー場が NGボ

ゾンとなり、質量補正が消えることを示す。また、その相殺が特徴的であることも言及する。
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第2章 Flux compactification

flux compactificationとは、背景磁場が含まれる余剰次元空間をコンパクト化することを指す。こ

こで背景磁場とは、ゲージ場の余剰次元成分が生み出す磁場のことである。背景磁場を含む余剰次元

理論は、標準模型では説明不可能な湯川結合定数及びフェルミオンの質量階層性の説明 [22]や、標準

模型の世代数の予言 [23]が可能である。また背景磁場が含まれることで超対称性の破れ [24]も議論

でき、魅力的な理論である。この章では、flux compactificationの設定について具体的に見ていく。

2.1 磁場中の荷電粒子

flux compactificationを見る前に、磁場中の荷電粒子の量子力学を思い出そう [25, 26]。一様な磁

場中 B を質量m、電荷 eの荷電粒子が運動しているとき、2次元 Hamiltonianは

H =
1

2m

{
(px − eAx(x, y))

2
+ (py − eAy(x, y))

2
}

(2.1)

と表される。量子力学では px = −i∂x、py = −i∂y なので、(2.1)式は

H =
1

2m

{
(−i∂x − eAx(x, y))

2
+ (−i∂y − eAy(x, y))

2
}

=
1

2m

{
(iDx)

2 + (iDy)
2
}

(2.2)

と書き直せる。ここで、Di = ∂i − ieAi(i = x, y)であり、2次元中の共変微分を表す。(2.2)式は調

和振動子のハミルトニアンの形と類似している。そこで、iDx と iDy の交換関係を計算すると、

[iDx, iDy] = ie(∂xAy − ∂yAx)

= ieB (2.3)

となる。ただし磁場 Bが B = ∂xAy − ∂yAxで表せることを用いた。eBで規格化すれば、交換関係

(2.3)は

[Q,P ] = i,　 Q ≡ iDx√
eB

,　 P ≡ iDy√
eB

(2.4)

と表せる。生成消滅演算子を

a ≡ Q+ iP√
2

,　 a† ≡ Q− iP√
2

(2.5)

と定義すれば、Hamiltonianは

H = ω

(
a†a+

1

2

)
(2.6)

と書き直せる。ただし、ω = eB
m であり、サイクロトロン振動数と呼ばれる。系のエネルギー準位は

ω(n+ 1
2 )と離散化される。これを Landau準位と呼ぶ。
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ここまでエネルギー固有値を議論してきたが、次は運動量固有値に着目する。ここでは簡単のた

め、(2.1)式において、次のようなゲージ場 (Landauゲージ)

Ax = 0, Ay = Bx (2.7)

を選ぶ。すると、(2.1)式は

H =
1

2m

{
p2x + (ky − eBx)

2
}

=
1

2m

{
p2x + e2B2

(
x− ky

eB

)2
}

(2.8)

と表される。ただし py の固有値を ky とした。この py の固有値 ky はエネルギー固有値とは無関係

の任意の量である。それでは取り扱いづらいため、x方向の長さを Lx、y方向の長さを Ly とする周

期境界条件を課す。これはトーラスの周期境界条件と同じ状況であることに注意である。y方向の周

期境界条件から、

ky =
2π

Ly
l (l ∈ Z) (2.9)

と離散化される。一方で、(2.8)式から x方向の波動関数の中心は ky/eBだと分かる。この波動関数

の中心の位置が 0と Lx の間にあるためには、

0 ≤ 1

eB

2π

Ly
l ≤ Lx

を満たす必要がある。この式を変形すると、

0 ≤ l ≤ eBLxLy

2π

を満たすことを意味する。したがって縮退度N は

N =
eB

2π
LxLy (2.10)

と表される。

縮退数N が離散化されていることを見るために、波動関数 ψ(x)のゲージ変換を考える。その形は

ψ′(x) = eieχψ(x) (2.11)

である。ただし、χはゲージ変換 A′
µ = Aµ − ∂µχの自由度である。磁場が存在する領域の上の経路

C1 と下の経路 C2 で、波動関数が取りうる位相差 exp[ie(χC1 − χC2)]が生じる。経路 C1 と経路 C2

中には、磁場は存在しないので、

χC1
− χC2

=

∫
C1

A(s) · ds−
∫
C2

A(s) · ds

=

∮
A(s) · ds =

∫
B · dS

= Φ = BLxLy (2.12)

と書ける。2行目の 2つ目の等式に関して Stokesの定理を用いた。Φは磁束であり、波動関数の 1

価性を課すと、

eBLxLy = 2πN (N ∈ Z) (2.13)

が得られる。このことから縮退数N は離散化されている。
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2.2 6次元flux comapctification

6次元 flux comapctificationの基礎を解説する [22, 27, 28]。全空間がMinkowski空間M4と 2次

元トーラス T 2 の直積空間M4 × T 2 であるとする。添字は

M = 0, 1, 2, 3, 5, 6

µ = 0, 1, 2, 3　 (non compact)

m,n = 5, 6　　　 (compact)

とする。計量は ηµν = diag(−1,+1, · · · ,+1)を採用する。fluxは余剰次元空間 T 2内に存在すると考

える。この状況を実現するために、次のようなゲージ場 (対称ゲージ)を選ぶ。

A5 = −1

2
fx6,　 A6 =

1

2
fx5,　 F56 = ∂5A6 − ∂6A5 = f (2.14)

トーラスの面積あたりの縮退度は

q

2π

∫
T 2

F =
q

2π

∫
T 2

dx5dx6F56 =
q

2π
f ∈ Z (2.15)

である。ただしトーラスの面積を 1としている。これは (2.10)式と本質的に同じである。

簡単な例として、6次元荷電スカラー場の運動項

S6 =

∫
d6x(−DM ϕ̄D

Mϕ) (2.16)

を考える。ただし、DM = ∂M − igAM である。これらをMinkowski時空の 4次元とトーラスの 2

次元に分解すると、

S6 =

∫
d6x(−ηµνDµϕ̄Dνϕ−D5ϕ̄D5ϕ−D6ϕ̄D6ϕ) (2.17)

となる。このうち第 2、3項に着目する。ここでD5ϕ̄とD5ϕに注意する。ここでは ϕ̄の共変微分を

D∗
m と区別して書く。

−D∗
5ϕ̄D5ϕ−D∗

6ϕ̄D6ϕ = −(∂5 + igA5)ϕ̄D5ϕ− (∂6 + igA6)ϕ̄D6ϕ

≃ ϕ̄(∂5 − igA5)D5ϕ+ ϕ̄(∂6 − igA6)D6ϕ

= −ϕ̄(−D2
5 −D2

6)ϕ

≡ −ϕ̄H2ϕ

ただし、第 2行目では表面項を境界条件によって落としている。この H2 は、量子力学的調和振動

子で

p = iD6,　 x = iD5,　m =
1

2
,　ω = 2

と置き換えれば前節の議論がそのまま適用できる。生成消滅演算子は前節を参考にすると

a =

√
1

2gf
(iD5 −D6), (2.18)

a† =

√
1

2gf
(iD5 +D6), (2.19)

[a, a†] = 1 (2.20)

と定義される。これを用いれば

H2 = 2gfa†a− qf

= 2gf

(
a†a+

1

2

)
(2.21)
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と書ける。前節と同様に、(2.21)式は Landau準位となり、ϕの質量スペクトルに対応する。

Landau準位を n、縮退数を j (j = 0, 1, · · · , N − 1)とする。コンパクト空間のモード関数を ξn,j

と書くと、最低次の真空は

aξ0,j = 0,　 a†ξ̄0,j = 0 (2.22)

と表される。生成消滅演算子を使えば、

ξn,j =
1√
n!
(a†)nξ0,j ,　ξ̄n,j =

1√
n!
(a)nξ̄0,j (2.23)

となり、直交関係は ∫
T 2

d2xξ̄ñ,j̃ξn,j = δn,ñδj,j̃ (2.24)

と表せる。

Landau準位と縮退数を用いて、Kaluza-Klein展開 (KK展開)を行うと、

ϕ =
∑
n,j

ϕn,j(xµ)ξn,j(xm) =
∑
n,j

ϕn,j(xµ)
1√
n!
(a†)nξ0,j(xm), (2.25)

ϕ̄ =
∑
n,j

ϕ̄n,j(xµ)ξ̄n,j(xm) =
∑
n,j

ϕ̄n,j(xµ)
1√
n!
(a)nξ̄0,j(xm) (2.26)

となる。この展開式を用いると、4次元有効作用として

S4 =

∫
d4x

∑
n,j

(
−Dµϕ̄n,jD

µϕn,j − (2gf)

(
n+

1

2

)
ϕ̄n,jϕn,j

)
(2.27)

が得られる。
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第3章 6次元量子電磁気学

我々の時空は 4次元である。6次元の理論を出発点としたとき、残りの 2次元はコンパクト化され

ており、コンパクト空間の積分を実行して 4次元有効 Lagrangianを得る必要がある。3章では、6次

元の理論に U(1)ゲージ場とスカラー場、またはフェルミオンが含まれる場合を議論する。まず 6次

元ゲージ場の Lagrangianを変形し、ゲージ場の余剰次元成分をスカラー場として取り扱う。次にス

カラー場、またはフェルミオンについて、fluxなしの場合と fluxありの場合で比較する。この章は

主に [27, 28, 29]の解説である。

3.1 ゲージ場

6次元ゲージ場の作用は

S6g =

∫
d6x

(
−1

4
FMNFMN

)
=

∫
d6x

(
−1

4

){
FµνFµν + 2(Fµ5Fµ5 + Fµ6Fµ6 + F 56F56)

}
(3.1)

と変形できる。ただし、FMN = ∂MAN − ∂NAM である。ここで、

ϕ =
1√
2
(A6 + iA5),　 z =

1

2
(x5 + ix6),　∂ = ∂5 − i∂6 (3.2)

と定義する。これより、

F 2
µ5 + F 2

µ6 =− 1

2
(∂µϕ− ∂µϕ̄)

2 +
1

2
(∂µϕ+ ∂µϕ̄)

2

+
i√
2
(∂µϕ− ∂µϕ̄)(∂A

µ + ∂̄Aµ)− i√
2
(∂µϕ+ ∂µϕ̄)(∂A

µ − ∂̄Aµ)

+
1

4
(∂Aµ + ∂̄Aµ)

2 − 1

4
(∂Aµ − ∂̄Aµ)

2

≃ 2∂µϕ̄∂
µϕ− 2i√

2
(∂ϕ̄− ∂̄ϕ)∂µA

µ + ∂̄Aµ∂Aµ,

F 2
56 =

1

2
(∂ϕ̄+ ∂̄ϕ)2

と計算される。したがって、

S6g =

∫
d6x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µϕ̄∂µϕ− 1

4
(∂ϕ̄+ ∂̄ϕ)2

　　　　− 1

2
∂̄Aµ∂Aµ − i√

2
∂µA

µ(∂̄ϕ− ∂ϕ̄)
)

(3.3)

となる。このゲージ場の作用には場の 2次までが含まれていることに注意である。すなわち、ゲージ

場 Aµ とスカラー場 ϕの 3次以上の相互作用項は含まれていない。背景 fluxのまわりで ϕを展開す

ると、

ϕ =
f√
2
z̄ + φ (3.4)
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となる。φは量子ゆらぎである。(3.4)式を (3.3)式に適用すると、

S6g =

∫
d6x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µφ̄∂µφ− 1

4
(∂φ̄+ ∂̄φ)2 − 1

2
f2

− 1

2
∂̄Aµ∂Aµ − i√

2
∂µA

µ(∂φ̄− ∂̄φ)
)

(3.5)

と、Aµ と φの観点で作用を書き下すことができる。

3.2 スカラー場

6次元スカラー QEDを念頭におき、2.2節で考えた作用

S6s =

∫
d6x(−(DMΦ)∗DMΦ)

=

∫
d6x(−(DµΦ)

∗DµΦ− (DmΦ)∗DmΦ) (3.6)

を考える。このうち特に第 2項について考える。(3.4)式を踏襲し、A5,6 = ⟨A5,6⟩+ a5,6 と書き、

f√
2
=

1√
2
(⟨A6⟩+ i ⟨A5⟩), φ =

1√
2
(a6 + ia5)

と書くことにする。すると、

D5Φ = D5Φ− iga5Φ, (3.7)

D6Φ = D6Φ− iga6Φ (3.8)

と表される。共変微分 D5,6 は A5,6 を ⟨A⟩5,6 に変えたもので、2.2節で用いた共変微分に対応する。

これより、

−(DmΦ)∗DmΦ = −(D∗
5Φ̄ + iga5Φ̄)(D5Φ− iga5Φ)− (D∗

6Φ̄ + iga6Φ̄)(D6Φ− iga6Φ)

= −D∗
5Φ̄D5Φ−D∗

6Φ̄D6Φ+ iga5(D∗
5Φ̄)Φ− iga5Φ̄D5Φ+ iga6(D∗

6Φ̄)Φ− iga6Φ̄D6Φ

− g2a25Φ̄Φ− g2a26Φ̄Φ

と変形できる。このうち第 1、2項目は 2.2節で得た Landau準位と同じである。第 3、5項目は部分

積分を行うことにより第 4、6項目と同じになる。第 4、6項目を 2.2節で定義した生成消滅演算子と

φ、φ̄で表すと、

−iga5Φ̄D5Φ− iga6Φ̄D6Φ = − ig√
2

[
(φ+ φ̄)Φ̄D6Φ− i(φ− φ̄)Φ̄D5Φ

]
= −ig

√
gfφ̄Φ̄a†Φ+ ig

√
gfφΦ̄aΦ

となる。2行目の項に関しても φ、φ̄で表すと、

−g2a25Φ̄Φ− g2a26Φ̄Φ = −2g2φ̄φΦ̄Φ (3.9)

となる。以上より、

−(DmΦ)∗DmΦ = −Φ̄H2Φ− 2ig
√
gfφ̄Φ̄a†Φ+ 2ig

√
gfφΦ̄aΦ− 2g2φ̄φΦ̄Φ (3.10)

となる。したがって、

S6s =

∫
d6x
(
− (DµΦ)

∗DµΦ− Φ̄H2Φ

−
√
2ig
√
2gfφ̄Φ̄a†Φ+

√
2ig
√

2gfφΦ̄aΦ− 2g2φ̄φΦ̄Φ
)

(3.11)

が得られる。ただし後の計算の都合上、2ig
√
gf =

√
2ig

√
2gf とした。
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3.3 フェルミオン

作用のうち、フェルミオンの部分を考え以下のように変形する。

S6f =

∫
d6xiΨ̄ΓMDMΨ

=

∫
d6xi(Ψ̄ΓµDµΨ+ Ψ̄Γ5D5Ψ+ Ψ̄Γ6D6Ψ). (3.12)

(3.12)式の右辺第 2項目と第 3項目を変形する。6次元のガンマ行列の記法と計算の詳細は付録Aで

要約するとし、結果だけを記すと

i(Ψ̄Γ5D5Ψ+ Ψ̄Γ6D6Ψ) = −χD5ψ + ψ̄D5χ̄+ i(χD6ψ + ψ̄D6χ̄)

≃ −χ(∂ −
√
2gϕ)ψ − χ̄(∂̄ −

√
2gϕ̄)ψ̄ (3.13)

である。ここで ψは電荷 −g、χは電荷 +gを持つ 2成分 fermionである。また 2行目に移る際、部

分積分を施した。以上より、フェルミオンの作用は

S6f =

∫
d6x
(
− iψσµD̄µψ̄ − iχσµDµχ̄

− χ(∂ −
√
2gϕ)ψ − χ̄(∂̄ −

√
2gϕ̄)ψ̄

)
(3.14)

と書き表される。(3.4)式を用いると、(3.14)式は

S6f =

∫
d6x
(
− iψσµD̄µψ̄ − iχσµDµχ̄

− χ(∂ − gf z̄ −
√
2gφ)ψ − χ̄(∂̄ − gfz −

√
2gφ̄)ψ̄

)
(3.15)

と書き直される。

3.4 質量補正 : fluxなし、スカラー場の場合

fluxありの場合の質量補正と比較するため、fluxがない場合の有効 Lagrangianを求め、φの質量

補正を計算する。fluxがない場合、スカラー場の KK展開は

Φ =
∑
n,m

Φn,m(xµ)λn,m(xm) (3.16)

である。n,mは整数で、コンパクト空間のモード関数 λn,m(xm)はトーラスの周期条件から

λn,m(xm) =
1

L
exp

[
2πi

L
(nx5 +mx6)

]
(3.17)

と表される。(2.24)式のような直交条件は λn,m(xm)にも適用される。fluxがない場合、共変微分

D5,6は通常の偏微分 ∂5,6となる。このことに注意して (3.3)、(3.11)、(3.16)式を用い、φのゼロモー

ドが余剰次元の座標に依らないとすると (以降、φはゼロモードの意味で記述する)、4次元有効作

用は

S4 =

∫
d4x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µφ̄∂

µφ

+
∑
n,m

(
− (DµΦn,m)∗DµΦn,m − |Mn,m|2Φ̄n,mΦn,m

+
√
2igMn,mφΦ̄n,mΦn,m −

√
2igMn,mφ̄Φ̄n,mΦn,m − 2g2φ̄φΦ̄n,mΦn,m

))
(3.18)
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図 3.1: ボゾン場の寄与

となる。ただしMn,m = 2π(m+ in)/Lである。

この作用から、φの質量補正を計算できる。ボゾンの寄与として図 3.1が考えられる。そのうち 4

点相互作用で作られる寄与を計算すると、

(図 3.1左) = −i2g2
∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
−i

k2 + |Mn,m|2

= −i2g2
∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
1

k2 + |Mn,m|2
(3.19)

となる。ただし最後の等式でWick回転を施した。同様に 3点相互作用で作られる寄与を計算すると、

(図 3.1右) =
∑
n,m

(−
√
2gM̄n,m)(

√
2gMn,m)

∫
d4k

(2π)4

{
−i

k2 + |Mn,m|2

}2

= +i2g2
∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
|Mn,m|2

(k2 + |Mn,m|2)2
(3.20)

となる。ただし最後の等式でWick回転を施した。これより質量補正の寄与は

δm2
b = 2g2

∑
n,m

∫
d4k

(2π)4

(
1

k2 + |Mn,m|2
− |Mn,m|2

(k2 + |Mn,m|2)2

)

= 2g2
∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
k2

(k2 + |Mn,m|2)2
(3.21)

である。ただし図 3.1左、右の寄与を i倍し足したものを δm2
b としている。この計算の続きは次節

に行う。

3.5 質量補正 : fluxなし、フェルミオンの場合

スカラー場のときと同様に、フェルミオンを理論に含み fluxがない場合の有効 Lagrangianを求

め、φの質量補正を計算する。fluxがない場合、KK展開は

ψ =
∑
n,m

ψn,m(xµ)λn,m(xm), (3.22)

χ =
∑
n,m

χn,m(xµ)λ̄n,m(xm) (3.23)
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である。n,mは整数で、コンパクト空間のモード関数 λn,m(xm)は (3.17)式と同様である。と表さ

れる。(3.3)、(3.14)、(3.22)、(3.23)式を用いると、4次元有効作用は

S4 =

∫
d4x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µφ̄∂µφ− 1

2
f2

+
∑
n,m

(
− iψn,mσ

µD̄µψ̄n,m − iχn,mσ
µDµχ̄n,m

− (Mn,m −
√
2gφ)χn,mψn,m − (Mn,m −

√
2gφ)χ̄n,mψ̄n,m

))
(3.24)

と表される。ただし、Mn,m = 2π(m+ in)/Lである。

図 3.2: フェルミオン場の寄与

この作用から、φの質量補正を計算できる。フェルミオンの寄与として、図 3.2が考えられる。こ

の寄与を計算すると、

(図 3.2) = (−1)× (i
√
2g)(i

√
2g)
∑
n,m

Tr

∫
d4k

(2π)4

(
ik · σ

k2 + |Mn,m|2

)(
−i(−k) · σ̄

(−k)2 + |Mn,m|2

)

= +i4g2
∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
k2

(k2 + |Mn,m|2)2
(3.25)

となる。ここでフェルミオンの propagatorに関して、2成分の場合の propagatorを適用している。

2成分の場合のフェルミオンの propagatorの規則については、計量の符号による相違点も含めて付

録 Bを参照。また計算の途中で Tr[σµσ̄ν ] = −2gµν を用いたり、Wick回転を施している。したがっ

て、質量補正の寄与は

δm2
f = −4g2

∑
n,m

∫
d4k

(2π)4
k2

(k2 + |Mn,m|2)2
(3.26)

である。(3.21)式とは δm2
f = −2δm2

b の関係が成り立っていることに注意である
1。Schwinger表示2

を用いて δm2
f の計算を進めると、

δm2
f = −4g2

∑
n,m

∫ ∞

0

dtt

∫
d4k

(2π)4
k2e−t(k2+|Mn,m|2)

= − g2

2π2

∑
n,m

∫ ∞

0

dt

t2
e−|Mn,m|2t

= − g2

2π2

∫ ∞

0

dt

t2
Θ3

(
0;

4πit

L2

)2

(3.27)

1超対称性を課すと、ボゾンとフェルミオンの質量補正が相殺する [27]。
2付録 C 参照。
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ここで (3.27)式の 3行目に現れている Θ3(z; τ)は Jacobiテータ関数3であり、Mn,m に注意すると

Θ3

(
0;

4πit

L2

)2

=
∑
n,m

e−4π(n2+m2)t/L2

=
∑
n,m

e−|Mn,m|2t (3.28)

となる。このように書いたのはモジュラー変換のもとでの変換式を使いたいからである。ここで用い

るモジュラー変換は、

Θ3(0; τ) = (−iτ)−1/2Θ3

(
0;−1

τ

)
のことである。これを用いれば

δm2
f = − g2

2π2

∫ ∞

0

dt

t2
Θ3

(
0;

4πit

L2

)2

= − g2

2π2

∫ ∞

0

dt

t2

(
−i4πit

L2

)−1

Θ3

(
0;
iL2

4πt

)2

= −g
2L2

8π3

∫ ∞

0

dt

t3
Θ3

(
0;
iL2

4πt

)2

= −g
2L2

8π3

∫ ∞

0

duuΘ3

(
0;
iL2u

4π

)2

(3.29)

となる。(3.28)式を再び用いれば、

δm2
f = −g

2L2

8π3

∑
r,s

∫ ∞

0

duu exp

[
−L

2u

4
(r2 + s2)

]

= − 2g2

π3L2

∑
r,s

1

(r2 + s2)2
(3.30)

と計算される。δm2
f は r = 0, s = 0で発散する。この発散部分を取り除けば、δm2

f は有限な値とな

る。実際、発散項である (r, s) = (0, 0)を除いて数値的に計算すると、

δm2
f ≈ −0.39× g2

L2
(3.31)

となり、確かに有限値が得られる [30]。[27]では、1-loop有効ポテンシャルを導出し、(3.30)式と同

じ δm2
f を得ることを示している

4。この議論については、一般公式も含めて付録 Cに要約する。

3.6 質量補正 : fluxあり、スカラー場の場合

fluxがある場合、KK展開は 2章で現れたコンパクト次元の場 ξn,j を用いて展開する。スカラー場

の場合、(2.25)式より

Φ =
∑
n,j

Φn,j(x
µ)ξn,j(x

m) (3.32)

となる。量子力学で見られるように、コンパクト次元のモード関数 ξn,j と生成消滅演算子 a, a†は次

の関係式

aξn,j =
√
nξn−1,j , a†ξn,j =

√
n+ 1ξn+1,j (3.33)

3付録 D 参照。
4[27] と若干記法が異なることに注意。
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を満たす。KK展開 (3.32)式と関係式 (3.33)を用いれば、(3.11)式の 2行目第 1項、第 2項は

−
√
2ig
√
2gfφ̄Φ̄a†Φ = −

√
2ig
√

2gfφ̄
∑
n,j

∑
n′,j′

√
n+ 1Φ̄n′,j′Φn,j ξ̄n′,j′ξn+1,j , (3.34)

√
2ig
√
2gfφΦ̄aΦ =

√
2ig
√

2gfφ
∑
n,j

∑
n′,j′

√
nΦ̄n′,j′Φn,j ξ̄n′,j′ξn−1,j (3.35)

と変形できる。コンパクト空間の積分を行うと、4次元有効作用は

S4 =

∫
d4x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µφ̄∂

µφ

+
∑
n,j

(
− (DµΦn,j)

∗DµΦn,j − 2gf

(
n+

1

2

)
Φ̄n,jΦn,j

−
√
2ig
√
2gf(n+ 1)φ̄Φ̄n+1,jΦn,j +

√
2ig
√
2gf(n+ 1)φΦ̄n,jΦn+1,j − 2g2φ̄φΦ̄n,jΦn,j

))
(3.36)

となる。

この作用から、φの質量補正を計算できる。まず 4点相互作用で作られる寄与を計算すると、

(図 3.1左) = −i2g2
∑
n,j

∫
d4k

(2π)4
−i

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

)
= −i2g2

∑
n,j

∫
d4k

(2π)4
1

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

) (3.37)

となる。ただし最後の等式でWick回転を施した。同様に 3点相互作用で作られる寄与を計算すると、

(図 3.1右) = i(
√
2ig)i(−

√
2ig)

∑
n,j

∫
d4k

(2π)4

(
−i
√

2gf(n+ 1)

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

))( −i
√

2gf(n+ 1)

k2 + 2gf
(
n+ 3

2

))

= +i2g2
∑
n,j

∫
d4k

(2π)4
2gf(n+ 1)(

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

)) (
k2 + 2gf

(
n+ 3

2

)) (3.38)

となる。ただし最後の等式でWick回転を施した。これより質量補正の寄与は

δm2
b = 2g2

∑
n,j

∫
d4k

(2π)4

(
1

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

) − 2gf(n+ 1)(
k2 + 2gf

(
n+ 1

2

)) (
k2 + 2gf

(
n+ 3

2

)))

= 2g2|N |
∑
n

∫
d4k

(2π)4

(
1

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

) − (n+ 1)

(
1

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

) − 1

k2 + 2gf
(
n+ 3

2

)))

= 2g2|N |
∑
n

∫
d4k

(2π)4

(
n+ 1

k2 + 2gf
(
n+ 3

2

) − n

k2 + 2gf
(
n+ 1

2

)) (3.39)

と計算される。(3.39)式の右辺第 2項目の nを n + 1へシフトすれば、右辺第 1項目と厳密に等し

くなり、この寄与はゼロとなる。つまり、

δm2
b = 0 (3.40)

が得られる。したがって、1-loopレベルで質量補正が消えることが示された。

3.7 質量補正 : fluxあり、フェルミオンの場合

fluxがある場合、KK展開は第 2章で現れたコンパクト次元の場 ξn,j を用いて展開する。フェル

ミオンの場合、ψと χの 2種類が存在するため、それぞれの生成消滅演算子を求める。そのために、
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質量二乗演算子を導出する。(3.14)式から ψ̄と χで変分すと Dirac方程式が得られる。

iσ̄µ∂µψ + (∂̄ + gfz)χ̄ = 0, (3.41)

iσµ∂µχ̄+ (∂ − gf z̄)ψ = 0 (3.42)

が得られる。ここでは質量二乗演算子の導出に注目したいので、相互作用項を無視している。(3.41)

式に iσµ∂µ を作用させると、

(iσµ∂µ)(iσ̄
ν∂ν)ψ + (∂̄ + gfz)(iσµ∂µ)χ̄ = 0 (3.43)

となる。(3.42)式を用いれば、

□ψ − (∂̄ + gfz)(∂ − gf z̄)ψ = 0 (3.44)

が得られる。ただし、第 1 項目に σµσ̄ν + σν σ̄µ = −2ηµν を用いた。第 2 項目を生成消滅演算子

でM2
− = 2gfa†−a− と書くことにする。これが質量二乗演算子に対応する。このM2

− を用いれば、

Klein-Gordon方程式 (□+M2
−)ψ = 0が得られることになる。同様に、χ̄の変分で得られた式と ψ

の変分で得られた式を使えばM2
+ = 2gf(a†+a++1)が得られる。M2

−とM2
+の質量スペクトルの違

いは、4次元の観点で見るとフェルミオンのゼロモードがカイラルな理論になっていることを表す5。

生成消滅演算子をまとめると、

a− =
i√
2qf

(∂ − gf z̄),　 a†− =
i√
2qf

(∂̄ + gfz), (3.45)

a+ =
i√
2qf

(∂̄ − gfz),　 a†+ =
i√
2qf

(∂ + gf z̄) (3.46)

である。コンパクト空間のモード関数を ξn,j、ξ̄n,j とすると、基底状態のモード関数は a−ξ0,j = 0、

a+ξ̄0.j = 0を満たす。ξn,j を生成消滅演算子を用いて表せば、(2.23)式のように、

ξn,j =
in√
n!
(a†−)

nξ0,j ,　ξ̄n,j =
in√
n!
(a†+)

nξ̄0,j (3.47)

と表される。ここで inがあるのは便宜的な理由である。また、生成消滅演算子がモード関数に作用

すると、次のような関係式になる。

a−ξn,j = i
√
nξn−1,j ,　 a†−ξn,j = −i

√
n+ 1ξn+1.j , (3.48)

a+ξ̄n,j = i
√
nξ̄n−1,j ,　 a†+ξ̄n,j = −i

√
n+ 1ξ̄n+1.j . (3.49)

ここまでのコンパクト空間のモード関数 ξn,j と ξ̄n,j を用いてフェルミオンの KK展開を行うと、

ψ =
∑
n,j

ψn,j(x
µ)ξn,j(x

m), (3.50)

χ =
∑
n,j

χn,j(x
µ)ξ̄n,j(x

m) (3.51)

となる。フェルミオンの作用 (3.14)に対し、(3.48)～(3.51)式を用いる。特に、

S6f ⊃
∫
d6x(−χ(∂ − gf z̄)ψ) (3.52)

5通常の高次元理論ではコンパクト空間を orbifoldしてカイラル理論を得るが、flux compactificationではmagnetic flux
を導入することで orbifold しないでカイラル理論を構成できる。
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に着目する。変形すると、

S6f ⊃
∫
d6x

(
−
√
2gf

i
χa−ψ

)
=

∫
d6x

∑
n′,j′

∑
n,j

(
−
√
2gf

i
χn′,j′ψn,j ξ̄n′,j′a−ξn,j

)
=

∫
d6x

∑
n′,j′

∑
n,j

(
−
√
2gfnχn′,j′ψn,j ξ̄n′,j′ξn−1,j

)
となる。コンパクト空間の積分を行うと、モード関数の直交条件より

S4f ⊃
∫
d4x

∑
n,j

(
−
√
2gf(n+ 1)χn,jψn+1,j

)
(3.53)

が得られる。以上より、4次元有効作用は

S4 =

∫
d4x
(
− 1

4
FµνFµν − ∂µφ̄∂µφ− 1

2
f2

+
∑
n,m

(
− iψn,jσ

µD̄µψ̄n,j − iχn,jσ
µDµχ̄n,m

−
√
2gf(n+ 1)χn,jψn+1,j +

√
2gφχn,jψn,j + h.c.

))
(3.54)

が得られる。

この作用から、φの質量補正を計算できる。フェルミオンの寄与として同じく図 3.2が考えられる。

ただし、生成消滅演算子の影響で ψ の質量スペクトルがM2
− = 2gfa†−a−、χの質量スペクトルが

M2
+ = 2gf(a†+a+ + 1)と異なることに注意である。この寄与を計算すると、

(図 3.2) = (−1)× (i
√
2g)(i

√
2g)
∑
n,j

Tr

∫
d4k

(2π)4

(
ik · σ

k2 + 2gfn

)(
−i(−k) · σ̄

(−k)2 + 2gf(n+ 1)

)

= −i4g2|N |
∑
n

∫
d4k

(2π)4
k2

(k2 + 2gfn)(k2 + 2gf(n+ 1))

= −i4g2|N |
∞∑

n=0

∫
d4k

(2π)4

(
n+ 1

k2 + 2qf(n+ 1)
− n

k2 + 2qfn

)
(3.55)

と計算される。(3.55)式の右辺第 2項目の nを n + 1へシフトすれば、右辺第 1項目と厳密に等し

くなり、この寄与はゼロとなる。つまり、

δm2
f = 0 (3.56)

が得られる。したがって、1-loopレベルで質量補正が消えることが示された6。

fluxなしの場合の結果 (3.31)と fluxありの場合の結果 (3.56)を比較する。fluxなしの場合、トー

ラスの長さの逆数はカットオフの役割を担うが、(3.31)式を見るとカットオフが現れているのが見て

取れる。トーラスの長さが有限であれば、(3.31)式は有限値に留まる。一方 fluxありの場合は、φの

質量補正が 1ループのレベルで厳密にゼロであることが見て取れる。これは後に見るように、余剰次

元空間の並進対称性の自発的破れによって生じる南部-Goldstoneボゾンとして理解される。

最後に (3.40)式と (3.56)式の結果について言及する。この結果は次のことを意味する；仮にスカ

ラー場とフェルミオンを同時に含んだ理論を扱っても、スカラー場が寄与する φの質量補正とフェ

ルミオンが寄与する φの質量補正は別々で消える。この結果は超対称性を課しても変わらない。通

常、超対称性を課してボゾンが寄与する質量補正とフェルミオンが寄与する質量補正が相殺する。し

かし fluxを導入することにより超対称性を課さなくても別々で質量補正が消える。この結果は flux

を導入する新たな利点と言え、階層性問題を解決するヒントとなりうる。
62-loop レベルでも質量補正が消えることが [31] で示されている。
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3.8 質量補正の正則化

前節で δm2
f = 0が示されたが、(3.55)式は n → ∞の極限では運動量積分が無限大に発散してし

まうため、無限大の発散について調べることも重要である。無限大の発散量を取り除く手法として、

正則化が知られている。ここでは、次元正則化を施して質量補正がゼロになることを示す [29]。そこ

で、外線運動量 qを導入した場合に次元正則化を施した質量補正の計算を行う。外線運動量を導入す

れば、UVの振る舞いを調べることができる。MS subtractionスケール µを結合定数が d = 4−2ϵ次

元で無次元になるように導入しておく。ここでMS subtractionとは、発散部分 (次元正則化だと 1/ϵ)

を取り除く操作のことをいう7。図 3.2から、

δm2
f (q

2) = −2g2|N |µ2ϵ
∑
n

∫
d4k

(2π)4
2k(q + k)

((q + k)2 + αn) (k2 + α(n+ 1))
(3.57)

と書き下せる。ただし α = 2gf である。次元正則化の枠組みでこの計算を実行すると (付録 E参照)、

δm2
f (q

2) = −
(
4πµ2

α

)ϵ

K0

∫ 1

0

dx
[
2q2x(x− 1)Γ(ϵ)ζ[ϵ, ρ] + dαΓ(−1 + ϵ)ζ[−1 + ϵ, ρ]

]
(3.58)

と変形される。ただし、

K0 ≡ 2g2N

(4π)2
, ρ = (1− x)

(
1 + x

q2

α

)
> 0 (3.59)

である。ただし、Hurwitzのゼータ関数 ζ[s, a] =
∑

n≥0(n+ a)−s を導入した。(3.58)式はガンマ関

数とゼータ関数を含んでいる。これらの関数をテイラー展開し、有限部分と極 (発散部分)で分ける

ことができる。詳しい議論は付録 Eを参照してもらうとして、結果だけを記すと

δm2
f (q

2) = −
(
4πµ2

α

)ϵ

K0

[
dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, 0] + Γ(ϵ)

∫ 1

0

dxζ[ϵ, ρ]f(x)

]
(3.60)

が得られる。ここで f(x) = 2q2x(x−1)+xdαρ′(x)である。さらに、次元正則化において用いる公式

Γ(ϵ) =
1

ϵ
− γE +O(ϵ), (3.61)

ζ[ϵ, ρ] = ζ[0, ρ] + ϵζ(1,0)[0, ρ] +O(ϵ2), (3.62)(
4πµ2

α

)ϵ

= 1 + ϵ ln
4πµ2

α
+O(ϵ2) (3.63)

を使う。ここで、[32]の p19等を参考にすると、

ζ[0, ρ] =
1

2
− ρ,

ζ(1,0)[0, ρ] = ln Γ[ρ]− ln
√
2π

が分かる。ただし、ζ(1,0)[s, a] = ∂ζ[s, a]/∂sである。また、G = 1.28243を Glaisher定数といい、

lnG =
1

12
− ζ ′[−1]

で定義される。ζ[x]はリーマンゼータ関数である。詳しい計算は付録 Eを参照してもらうとして、

δm2
f (q

2)の計算を進めると

δm2
f

(
q2
)
= −K0

[
4q4

30α

(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+ α lnG4 − q4

30α
+H(q)

]
+O(ϵ) (3.64)

7次元正則化を施すと、オイラー定数 γE や ln(4π)が現れる。発散部分と同時にこれらの項を差し引く操作をMS subtraction
という。
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が得られる。ここで、

H(q) =

∫ 1

0

dx
(
2q2x(x− 1) + 4αxρ′(x)

)
ln

Γ [ρ(x)]√
2π

(3.65)

である8。したがって、O(ϵ)以下の項は

δm2
f

(
q2
)
= K0

[
− 4q4

30αϵ
+O

(
q2/α

)]
(3.66)

である。

(3.64)式で q2 = 0と設定する。このときH(q)は

H(0) = −4α

∫ 1

0

dxx ln
Γ(1− x)√

2π

= −4α lnG = −α lnG4 (3.67)

となるので、

δm2
f (0) = −K0

[
α lnG4 +H(0)

]
= 0 (3.68)

と、q2 → 0の極限で質量補正が消えていることが分かる。これは、1-loopレベルで φが曲率ゼロの

ポテンシャルの点の平坦方向であることを示している。

8H(q) の詳細な計算は [29] でなされている。
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第4章 6次元SU(2) Yang-Mills理論

前章までは可換ゲージ理論の場合を取り扱っていた。しかし、現実の標準模型は SUC(3)×SUL(2)×
UY (1)と、非可換群を含む。そこで、非可換群に拡張した場合の flux compactificationを出発点と

し、4次元有効作用を求め、ゲージ場の余剰次元成分 φの質量補正を計算する。非可換群に拡張する

と、可換群の場合には見られなかった相互作用項が生まれるために、前章のような質量補正の結果が

非自明となる。本章では、非可換群の場合でも質量補正が消えることを示す。この章は主に [1]の内

容である。この研究のきっかけは [27, 28, 33]である。

4.1 Yang-Mills理論とflux compactification

fluxが含まれる 6次元 SU(2) Yang-Mills理論を考える。2.2節と同様に、全空間がMinkowski空間

M4と 2次元トーラス T 2の直積空間M4×T 2であるとする。6次元Yang-Mills理論のLagrangianは

L6 = −1

4
F a
MNF

aMN

= −1

4
F a
µνF

aµν − 1

2
F a
µ5F

aµ5 − 1

2
F a
µ6F

aµ6 − 1

2
F a
56F

a56 (4.1)

である。ただし、添字 a = 1, 2, 3はゲージ場の添字である。field strengthと共変微分は

F a
MN = ∂MA

a
N − ∂NA

a
M − ig[AM , AN ]a, (4.2)

DMA
a
N = ∂MA

a
N + gεabcAb

MA
c
N

= ∂MA
a
N − ig[AM , AN ]a (4.3)

と定義する。

非可換群の場合、どのように fluxが導入されるかを見る。magnetic fluxはゲージ場の余剰次元成

分 A5,6 が期待値を持つことによって生まれる量である。これらは次の真空の方程式

Dm⟨Fmn⟩ = 0 (4.4)

を満たす。この方程式を満たす解として、

⟨A1
5⟩ = −1

2
fx6, ⟨A1

6⟩ =
1

2
fx5, ⟨A2,3

5 ⟩ = ⟨A2,3
6 ⟩ = 0 (4.5)

を選ぶ。このように選ぶと、⟨F 1
56⟩ = f となり、6次元並進対称性が自発的に破れる。fluxはトーラ

ス上で積分すれば

g

2π

∫
T 2

dx5dx6⟨F 1
56⟩ =

g

2π
L2f = N ∈ Z (4.6)

と量子化される。2章の磁場中の荷電粒子の議論で言えば、N は縮退度を表す。L2 は正方トーラス

の面積を表す。以下の議論では、L = 1とする。

以下の議論でも (3.2)式の記法を用いる。ϕが期待値を持つとき、⟨ϕ1⟩ = fz̄/
√
2を得る。背景 flux

のまわりで展開すると (3.4)式のように

ϕa = ⟨ϕa⟩+ φa (4.7)
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と書ける。ここで φa は量子ゆらぎの部分である。

(4.1)式の変形を行う。特に右辺第 2項目以降を計算すると、

1

2
F a
µ5F

aµ5 +
1

2
F a
µ6F

aµ6 =∂µϕ
a∂µϕ̄a +

1

2
∂Aa

µ∂̄A
aµ − g2[Aµ, ϕ][A

µ, ϕ̄]

+
i√
2
(∂µϕ

a∂̄Aaµ − ∂µϕ̄
a∂Aaµ)

− ig
{
∂µϕ

a[Aµ, ϕ̄] + [Aµ, ϕ]∂
µϕ̄a

}
+

g√
2

{
− ∂Aa

µ[A
µ, ϕ̄] + [Aµ, ϕ]∂̄A

aµ
}
, (4.8)

F56F
56 =

1

2

(
Dϕ̄+ D̄ϕ+

√
2g[ϕ, ϕ̄]

)2
(4.9)

が得られる。ここでD, D̄は、任意の随伴表現の場 Φa に対して

DΦa ≡ (D5 − iD6)Φ
a = ∂Φa −

√
2g[ϕ,Φ]a, (4.10)

D̄Φa ≡ (D5 + iD6)Φ
a = ∂̄Φa +

√
2g[ϕ̄,Φ]a (4.11)

と作用する共変微分で、コンパクト次元の共変微分D5,6を ∂, ∂̄のように複素化したものである。し

たがって、(4.1)式は

L6 =− 1

4
F a
µνF

aµν − ∂µϕ̄
a∂µϕa − 1

2
∂Aa

µ∂̄A
aµ + g2[Aµ, ϕ]

a[Aµ, ϕ̄]a

− i√
2
(∂µϕ

a∂̄Aaµ − ∂µϕ̄
a∂Aaµ)

+ ig
{
∂µϕ

a[Aµ, ϕ̄]a + ∂µϕ̄a[Aµ, ϕ]
a
}

− g√
2

{
− ∂Aa

µ[A
µ, ϕ̄]a + ∂̄Aaµ[Aµ, ϕ]

a
}

− 1

4

(
Dϕ̄a + D̄ϕa +

√
2g[ϕ, ϕ̄]a

)2
(4.12)

と書き直される。(4.12)式の第 2行目のゲージ場とスカラー場の混合項は、次のゲージ固定項によっ

て取り除かれる：

Lg−f =− 1

2ξ
(DµA

aµ + ξDmA
am)2

=− 1

2ξ
DµA

aµDνA
aν − g√

2
∂ϕ̄a[Aµ, A

µ]a +
g√
2
∂̄ϕa[Aµ, A

µ]a +
ξ

4
(Dϕ̄a − D̄ϕa)2

+
i√
2
(∂µϕ

a∂̄Aaµ − ∂µϕ̄
a∂Aaµ). (4.13)

ここで、共変微分 D, D̄は (4.10)、(4.11)式の ϕa, ϕ̄a を ⟨ϕa⟩ , ⟨ϕ̄a⟩に置き換えたものである。また ξ

はゲージパラメーターと呼ばれる。ゲージパラメーター ξ を任意で取り扱うゲージの取り方は Rξ

ゲージと呼ばれる ([34],[35])。

ゲージ固定の後、ゲージ場の量子化のために Faddeev-Popovの手続きに従いゴースト場を導入す

る必要がある。そのゴースト場の Lagrangianは

Lghost = −c̄a(DµD
µ + ξDmDm)ca (4.14)
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である。以上より、Lagrangian全体は

Ltotal =− 1

4
F a
µνF

aµν − 1

2ξ
DµA

aµDνA
aν − ∂µϕ̄

a∂µϕa

− 1

2
∂Aa

µ∂̄A
aµ + g2[Aµ, ϕ]

a[Aµ, ϕ̄]a − g√
2

{
− ∂Aa

µ[A
µ, ϕ̄]a + ∂̄Aaµ[Aµ, ϕ]

a
}

+ ig
{
∂µϕ

a[Aµ, ϕ̄]a + ∂µϕ̄a[Aµ, ϕ]
a
}

− 1

4

(
Dϕ̄a + D̄ϕa +

√
2g[ϕ, ϕ̄]a

)2
+
ξ

4
(Dϕ̄a − D̄ϕa)2

− c̄a(DµD
µ + ξDmDm)ca (4.15)

である。

4.2 質量スペクトル

この節では、ゲージ場Aa
µ、スカラー場 φa、ゴースト場 caの質量固有状態と固有値を求める。非可

換群と fluxの影響でゲージ場の質量が Landau準位で離散化される点が前章との大きな違いである。

4.2.1 ゲージ場

まずゲージ場の固有値、固有状態を求める。(4.15)式の 2行目の背景場に対応する部分がゲージ場

の質量項に対応する。すなわち、

Lmass = −1

2
∂Aa

µ∂̄A
aµ + g2[Aµ, ⟨ϕ⟩]a[Aµ, ⟨ϕ̄⟩]a − g√

2

{
− ∂Aa

µ[A
µ, ⟨ϕ̄⟩]a + ∂̄Aa

µ[A
µ, ⟨ϕ⟩]a

}
= −1

2
DAa

µD̄Aaµ

= −1

2
Aa

µ[−DD̄]Aaµ (4.16)

である。2.2節の議論を思い出すと、−DD̄は Hamiltonianに対応する。iDを生成演算子、iD̄を消
滅演算子として扱えば、ゲージ場の質量は Landau準位に離散化される。生成消滅演算子の係数を決

めるため、Dと D̄の交換関係を計算する。行列の形に書くと、

Dac =

 ∂ 0 0

0 ∂ −
√
2iε213g ⟨ϕ1⟩

0
√
2iε312g ⟨ϕ1⟩ ∂

 =

 ∂ 0 0

0 ∂ igf z̄

0 −igf z̄ ∂

 , (4.17)

D̄ac =

 ∂̄ 0 0

0 ∂̄
√
2iε213g ⟨ϕ̄1⟩

0 −
√
2iε312g ⟨ϕ̄1⟩ ∂̄

 =

 ∂̄ 0 0

0 ∂̄ −igfz
0 igfz ∂̄

 (4.18)

と表される。これより交換関係を計算すると、

[iD̄, iD]ac =

 0 0 0

0 0 −2igf

0 2igf 0

 = 2igfεa1c (4.19)

となる。したがって、生成消滅演算子を

a =
1√
2gf

iD̄, a† =
1√
2gf

iD (4.20)
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と定義すれば、その交換関係は

[a, a†]ac = iεa1c (4.21)

が得られる。

ここまで共変微分を定義したが、その行列の形は非対角的である。そこで Dac、D̄ac を対角化す

ると、

Dac
diag =

 ∂ 0 0

0 ∂ − gf z̄ 0

0 0 ∂ + gf z̄

 , D̄ac
diag =

 ∂̄ 0 0

0 ∂̄ + gfz 0

0 0 ∂̄ − gfz

 (4.22)

となる。対角化した場合の生成消滅演算子の交換関係は

[a, a†] =

 0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 (4.23)

と表される。対角成分ごとに生成消滅演算子を定義すれば、

a1 ≡ 1√
2gf

i∂̄

a2 ≡ 1√
2gf

i(∂̄ + gfz)

a3 ≡ 1√
2gf

i(∂̄ − gfz)

,



a†1 ≡ 1√
2gf

i∂

a†2 ≡ 1√
2gf

i(∂ − gf z̄)

a†3 ≡ 1√
2gf

i(∂ + gf z̄)

(4.24)

と要約される。いくつか注意がある。まず、a1と a†1が生成消滅演算子の役割を持たない。一方、a2と

a†2は通常の生成消滅演算子の役割を担う。しかし、a3と a†3は生成消滅演算子の役割が [a3, a
†
3] = −1

という関係のために逆転している。基底状態のモード関数は a2ψ
2
0,j = 0, a†3ψ

3
0,j = 0で決定される。

ただし、j = 0, · · · , |N | − 1は縮退数を表す。高次のモード関数 ψa
na,j
は (2.23)、(3.47)式と同様に

ψ1
n1,j , ψ2

n2,j =
1√
n2!

(a†2)
n2ψ2

0,j , ψ3
n3,j =

1√
n3!

(a3)
n3ψ3

0,j (4.25)

と表される。直交関係は ∫
T 2

dx2(ψa′

n′
a,j

′)∗ψa
na,j = δa

′aδn′
ana

δj′j (4.26)

を満たす。また代数的な関係式として

a1ψ
1
n1,j

= ψ1
n1,j

a2ψ
2
n2,j

=
√
n2ψ

2
n2−1,j

a3ψ
3
n3,j

=
√
n3 + 1ψ3

n3+1,j

,



a†1ψ
1
n1,j

= ψ1
n1,j

a†2ψ
2
n2,j

=
√
n2 + 1ψ2

n2+1,j

a†3ψ
3
n3,j

=
√
n3ψ

3
n3−1,j

(4.27)

を得る。

対角化されたゲージ場の質量演算子は、明示的に書くと

Hdiag = −DdiagD̄diag = 2gf

 n1 0 0

0 n2 0

0 0 n3 + 1

 (4.28)
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と表される。n2,3 が Landau準位に対応する。ゲージ場の質量固有状態は次のように定義される：

Ãa
µ = UAa

µ, Ãaµ = U−1Aaµ. (4.29)

ただし、

U =
1√
2


√
2 0 0

0 1 i

0 i 1

 (4.30)

である。

4.2.2 スカラー場

(4.15)式からスカラー場の 2次の項について取り出すと、

Lφφ =− 1

4

(
Dφ̄aDφ̄a +Dφ̄aD̄φa + D̄φaDφ̄a + D̄φaD̄φa − 4gf [φ, φ̄]1

)
+
ξ

4

(
Dφ̄aDφ̄a −Dφ̄aD̄φa − D̄φaDφ̄a + D̄φaD̄φa

)
(4.31)

である。ゲージ場のときと同様に、対角化する必要がある。スカラー場の質量固有状態は、ゲージ場

の質量固有状態を定義した際に現れたユニタリー行列 U を用いて

φ̃ = U−1φ, ¯̃φ = Uφ̄ (4.32)

と定義される。(4.31)式の 1行目の第 2、3項目は Dφ̄aD̄φa = −φ̄aDD̄φa により対角化されている

状態である。そこで第 1項について計算してみる。すると、

Dφ̄aDφ̄a = −φ̄aDDφ̄a

= 2gf
(
¯̃φ1(a1)

2 ¯̃φ1 − i ¯̃φ2(a2)
2 ¯̃φ3 − i ¯̃φ3(a3)

2 ¯̃φ2
)

(4.33)

と変形できる。4次元の Lagrangianを得るためには、コンパクト空間の積分を実行しなければいけ

ない。生き残った部分は 4次元時空へ情報が引き継がれ、逆に生き残らない部分は 4次元時空へ何の

情報ももたらさない。(4.33)式についてもコンパクト空間上で積分する必要があるが、第 2、3項目

はモード関数の直交性のおかげで消える。また第 1項目は φのゼロモードに着目すれば、 ¯̃φ1 が z, z̄

に依らないことから消える。つまり、Dφ̄aDφ̄aはスカラー場 φの 4次元での質量に影響を及ぼさな

い。これは D̄φaD̄φa も同様である。(4.31)式の 1行目の第 5項目はユニタリー行列 U によって

−4gf [φ, φ̄]1 = 2× 2gf ¯̃φa

 0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 φ̃a (4.34)

と対角化される。(4.31)式の 2行目も (4.33)式と同様の議論を適用すれば、スカラー場の質量固有

値は

m2
φ = gf

 (1 + ξ)n1 0 0

0 (1 + ξ)n2 + 1 0

0 0 (1 + ξ)n3 + ξ

 (4.35)

と表される。
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4.2.3 ゴースト場

最後にゴースト場の質量固有値について求める。ゴースト場の 2次の項を取り出すと、

Lcc = −c̄aξDmDmca (4.36)

式中の DmDm について、以下のような変形を施す。

(DmDm)ab = (D2
5 +D2

6)
ab

= −[(iD)(iD̄)]ab − 1

2
[D, D̄]ab

= −2gf

[
(a†a)ab +

1

2
iεa1b

]
. (4.37)

ただし [D5,D6] = [D, D̄]/2iという関係式を用いた。したがってゴースト場の質量固有値は

m2
c = 2gfξ

 n1 0 0

0 n2 +
1
2 0

0 0 n3 +
1
2

 (4.38)

ゴースト場の質量固有状態は

¯̃ca = Uc̄a, c̃a = U−1ca (4.39)

と定義される。

4.3 有効Lagrangian

6次元 Lagrangianから 4次元有効 Lagrangianを得るため、前節で考えた 3つの場Aa
µ、φ

a、caを

KK展開する。その形は、

Ãa
µ =

∑
na,j

Ãa
µ,na,jψ

a
na,j (a = 1, 2, 3), (4.40)

φ̃a =
∑
na,j

φ̃a
na,jψ

a
na,j ,

¯̃φa =
∑
na,j

¯̃φa
na,jψ

a∗
na,j (a = 2, 3) (4.41)

c̃a =
∑
na,j

c̃ana,jψ
a
na,j ,

¯̃ca =
∑
na,j

c̄ana,jψ
a∗
na,j (a = 1, 2, 3) (4.42)

である。ここで ψa
na,j
は (4.25)式で現れたコンパクト空間のモード関数である。スカラー場に関して

は φ2,3 のみを KK展開する。これは z, z̄ に依らない φ1 のゼロモードの質量補正に注目したいから

である。注意として、ゲージ場の実条件 A†
µ = Aµ、波動関数の複素共役 (ψa

na,j
(z))∗ = ψa

na,−j(z̄)を

満たすことから、(Aa
µ,na,j

)† = Aa
µ,na,−j という関係が得られる。(4.12)式の Lagrangianを前節で求

めたゲージ場の質量固有値Hdiag、スカラー場の質量固有値m2
φ、ゴースト場の質量固有値m2

c や φ
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を用いて書き直すと、

Ltotal =− 1

4
F̃ a
µν F̃

aµν − ∂µ ¯̃φ
a∂µφ̃a − ¯̃caDµDµc̃a

− 1

2
Ãa

µHdiagÃ
aµ − ¯̃φam2

φφ̃
a − ¯̃cam2

c c̃
a

+ ig
{
∂µφ

a[Aµ, φ̄]a + ∂µφ̄a[Aµ, φ]
a
}
+ g2[Aµ, φ]

a[Aµ, φ̄]a

− g√
2

{
− ∂Aa

µ[A
µ, φ̄]a + ∂̄Aaµ[Aµ, φ]

a
}

+
g√
2
(Dφ̄+ D̄φ)a[φ, φ̄]a − 1

2
g2[φ, φ̄]a[φ, φ̄]a

− gξ√
2

(
[φ, c̄]a∂̄ca − [φ̄, c̄]a∂ca

)
(4.43)

と得られる。1(4.43)式は、2次の項のみ質量固有状態で書かれている。しかし、Feynman図の計算で

必要な vertexの読み取りのために、3次以上の項も質量固有状態で書き直す必要がある。以下、ゲー

ジ場、スカラー場、ゴースト場の順に 3次以上の φ1 との相互作用項を計算する。

4.3.1 ゲージ場

ゲージ場と φ1 の 4次の項について計算する。

g2[Aµ, φ]
a[Aµ, φ̄]a = −g2εab1εab

′1
∑
nb,j

∑
n′
b,j

′

Ab
µ,nb,j

Ab′µ
n′
b,j

′φ
1φ̄1ψb

nb,j
ψb′

n′
b,j

′ . (4.44)

直交条件 (4.26)を用いれば、4次元におけるゲージ場と φ1 の 4次の項は

LφφAA = −2g2ηµν
∑
nb,j

Ab
µ,nb,j

Ab′

ν,nb,−jφ
1φ̄1 (4.45)

と書ける。

次にゲージ場と φ1 の 3次の項について計算する。計算の例として ∂Aa
µ[A

µ, φ̄]a を考える。

∂Aa
µ[A

µ, φ̄]a = iεabc∂Aa
µA

bµφ̄c

⊃ −∂Ã2
µÃ

2µφ̄1 + ∂Ã3
µÃ

3µφ̄1

= −
(√

2gf

i
a†2Ã

2
µ + gf z̄Ã2

µ

)
Ã2µφ̄1 +

(√
2gf

i
a†3Ã

3
µ − gf z̄Ã3

µ

)
Ã3µφ̄1, (4.46)

ただし、記号 ⊃は直交条件で生き残る部分だけを抜き出しているという意味である。また最後の等
式において、(4.24)式を用いて変形を施した。これらの項においてKK展開を適用し、直交条件を用

いて計算する。z̄Ã2
µÃ

2µφ̄1 や z̄Ã3
µÃ

3µφ̄1 という項は z, z̄について奇関数のためにトーラス上の積分

を行うと消える。したがって生き残る項は a†2Ã
2
µÃ

2µφ̄1や a†3Ã
3
µÃ

3µφ̄1である。この部分の計算に関

しては、

−
∫
T 2

d2x

√
2gf

i
a†2Ã

2
µÃ

2µφ̄1 = −
∑
n2,j

∑
n′
2,j

Ã2
µ,n2,jÃ

2µ
n′
2,j

′ φ̄
1

∫
T 2

d2x

√
2gf

i
a†2ψ

2
n2,jψ

2
n′
2,j

′

= −
∑
n2,j

∑
n′
2,j

Ã2
µ,n2,jÃ

2µ
n′
2,j

′ φ̄
1

√
2gf

i

√
n2 + 1δn2+1,n′

2
δ−j,j′

= −
∑
n2,j

√
2gf(n2 + 1)

i
Ã2

µ,n2,jÃ
2µ
n2+1,−jφ̄

1, (4.47)

1F̃µν は Fµν の双対の意味ではなく、質量固有状態の Ãa
µ で書かれた field strength の意味である。

35

Soryushiron Kenkyu



∫
T 2

d2x

√
2gf

i
Ã3

µÃ
3µφ̄1 =

∑
n3,j

∑
n′
3,j

Ã3
µ,n3,jÃ

3µ
n′
3,j

′ φ̄
1

∫
T 2

d2x

√
2gf

i
a†3ψ

3
n3,jψ

3
n′
3,j

′

=
∑
n3,j

∑
n′
3,j

Ã3
µ,n3,jÃ

3µ
n′
3,j

′ φ̄
1

√
2gf

i

√
n3δn3−1,n′

3
δ−j,j′

=
∑
n3,j

√
2gfn3

i
Ã3

µ,n3,jÃ
3µ
n3−1,−jφ̄

1 (4.48)

となる。したがって、4次元におけるゲージ場と φ1 の 3次の項は

Lφ̄AA = −
∑
n2,j

g
√
α(n2 + 1)√

2i
Ã2

µ,n2,jÃ
2µ
n2+1,−jφ̄

1 +
∑
n3,j

g
√
α(n3 + 1)√

2i
Ã3

µ,n3,jÃ
3µ
n3+1,−jφ̄

1 (4.49)

と書ける。ただし α = 2gf である。同様の手順により、

LφAA =
∑
n2,j

g
√
α(n2 + 1)√

2i
Ã2

µ,n2,jÃ
2µ
n2+1,−jφ

1 −
∑
n3,j

g
√
α(n3 + 1)√

2i
Ã3

µ,n3,jÃ
3µ
n3+1,−jφ

1 (4.50)

が得られる。

ゲージ場と φ1 の 3次の項に関して、∂φ[A, φ̄], ∂φ̄[A,φ]も含まれている。これらの項はモード関

数の直交条件により消える。したがってこの 3次の項からの補正は無い。

4.3.2 スカラー場

スカラー場の 4次元の項について計算する。

−1

2
g2[φ, φ̄]a[φ, φ̄]a =

1

2
g2εabcεab

′c′φbφ̄cφb′ φ̄c′

= 2× 1

2
g2εabcεab

′c′
∑
nb,j

∑
nc,j′

φb
nb,j

φ̄c′

nc′ ,j
′φb′ φ̄cψb

nb,j
ψc′∗
nc′ ,j

′ . (4.51)

2行目の最初の “2”倍がつく理由は、外線と頂点のつなぎ方が 2通りあるからである。したがって、

Lφφφφ = g2εabcεab
′c′δbc

′ ∑
nb,j

φb
nb,j

φ̄c′

nb,j
φb′ φ̄c (4.52)

が得られる。

次にスカラー場の 3次の項について計算する。φ1 を必ず 1つ含む場合を抜き出せば、

Dφ̄a[φ, φ̄]a = iεabcDφ̄aφbφ̄c

⊃ φ̃2φ̃
2Dφ̄1 − φ̃3φ̃

3Dφ̄1 −Dφ̃2
φ̃2φ̄1 +Dφ̃3

φ̃3φ̄1 (4.53)

が得られる。Dφ̄1は φが z, z̄に依存しないことと、トーラス上で z, z̄を積分すると消えることから、

Dφ̄1 = 0となる。残りの項について考えると、4.3.1節の 3次の項の計算と同様に行えば、4次元に

おけるスカラー場の 3次の項は

Lφ̄φ̄φ =
∑
n2,j

g
√
α(n2 + 1)√

2i
φ̃
2
n2+1,jφ̃

2
n2,jφ̄

1 −
∑
n3,j

g
√
α(n3 + 1)√

2i
φ̃
3
n3,jφ̃

3
n3+1,jφ̄

1, (4.54)

Lφ̄φφ = −
∑
n2,j

g
√
α(n2 + 1)√

2i
φ̃2
n2+1,jφ̃

2
n2,jφ

1 +
∑
n3,j

g
√
α(n3 + 1)√

2i
φ̃3
n3,jφ̃

3
n3+1,jφ

1 (4.55)

となる。
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4.3.3 ゴースト場

ゴースト場と φ1 の 3次の項について計算する。

[φ, c]a∂̄ca = iεabcφac̄b∂̄cc ⊃ −¯̃c2∂̄c̃2φ1 + ¯̃c3∂̄c̃3φ1

= −¯̃c2
(√

2gf

i
a2c̃

2 − gfzc̃2
)
φ1 + ¯̃c3

(√
2gf

i
a3c̃

3 + gfzc̃3
)
φ1. (4.56)

最後の等式において、(4.24)式を用いて変形を施した。4.3.1節の 3次の項の計算と同様に行えば、

Lc̄cφ̄ =
∑
n2,j

gξ
√
α(n2 + 1)√

2i
¯̃c2n2,j c̃

2
n2+1,jφ

1 −
∑
n3,j

gξ
√
α(n3 + 1)√

2i
¯̃c3n3+1,j c̃

3
n3,jφ

1, (4.57)

Lc̄cφ =
∑
n2,j

gξ
√
α(n2 + 1)√

2i
¯̃c2n2+1,j c̃

2
n2,jφ̄

1 −
∑
n3,j

gξ
√
α(n3 + 1)√

2i
¯̃c3n3,j c̃

3
n3+1,jφ̄

1 (4.58)

が得られる。

4.4 質量補正の相殺

前節で準備した有効 Lagrangianを用いて、スカラー場のゼロモード φ1の 1-loop質量補正を計算

する。

4.4.1 ゲージ場のループと質量補正の相殺

I(2)2 , I(3)2I(2)1 , I(3)1

'̄1 '1

'̄1 '1

図 4.1: ゲージ場のループの寄与 I
(2,3)
1 と I

(2,3)
2

図 4.1のように、ゲージ場のループの形は 2種類ある。添字にある (2)や (3)はそれぞれ Ã2
µ, Ã

3
µか

らの寄与を表している。この Feynman図を元に計算する。まず、4点の 1-loopについて計算すると、

I
(2)
1 = −2ig2ηµν

|N |−1∑
j=0

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
−i

p2 + αn

{
ηµν − (1− ξ)

pµpν
p2 + αnξ

}

= −2ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4
1

p2 + αn

{
4− (1− ξ)

p2

p2 + αnξ

}

= −2ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

[
4

p2 + αn
−
{

1

p2 + αn
− ξ

p2 + αnξ

}]

= −2ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3

p2 + αn
+

ξ

p2 + αnξ

)
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となる。ただし、2行目でWick回転を施した2。その際、Euclid化したときの運動量 pE を pと名前

を付け直している。また、途中の計算で、次の部分分数分解を用いている：

(1− ξ)p2

(p2 + αn)(p2 + αnξ)
=

1

p2 + αn
− ξ

p2 + αnξ
. (4.59)

この計算は I
(3)
1 についても同様である。

次に、3点の 1-loopについて計算すると、

I
(2)
2 =

|N |−1∑
j=0

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
−2

g
√
α(n+ 1)√

2
ηµσ

)
−i

p2 + α(n+ 1)

{
ηµν − (1− ξ)

pµpν
p2 + α(n+ 1)ξ

}

×

(
2
g
√
α(n+ 1)√

2
ηνρ

)
−i

p2 + αn

{
ηρσ − (1− ξ)

pρpσ
p2 + αnξ

}

=
4ig2|N |

2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))

×
{
ηµν − (1− ξ)

pµpν
p2 + α(n+ 1)ξ

}{
ηµν − (1− ξ)

pµpν

p2 + αnξ

}
=

4ig2|N |
2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

×
(

4

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))
+

[
(1− ξ)p2

(p2 + αn)(p2 + αnξ)

] [
(1− ξ)p2

(p2 + α(n+ 1))(p2 + α(n+ 1)ξ)

]
− 1

p2 + α(n+ 1)
· (1− ξ)p2

(p2 + αn)(p2 + αnξ)
− 1

p2 + αn
· (1− ξ)p2

(p2 + α(n+ 1))(p2 + α(n+ 1)ξ)

)
=

4ig2|N |
2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))
+

α(n+ 1)ξ2

(p2 + αnξ)(p2 + α(n+ 1)ξ)

)
となる。ただし、2行目でWick回転を施した。また、途中の計算で、部分分数分解 (4.59)式を用い

ている。この計算は I
(3)
2 についても同様である。

計算結果をまとめておくと、

I
(2)
1 = −2ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3

p2 + αn
+

ξ

p2 + αnξ

)
, (4.60)

I
(3)
1 = −2ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3

p2 + α(n+ 1)
+

ξ

p2 + α(n+ 1)ξ

)
, (4.61)

I
(2)
2 = 2ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))
+

α(n+ 1)ξ2

(p2 + αnξ)(p2 + α(n+ 1)ξ)

)
, (4.62)

I
(3)
2 = 2ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
3α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1))(p2 + α(n+ 2))

+
α(n+ 1)ξ2

(p2 + α(n+ 1)ξ)(p2 + α(n+ 2)ξ)

)
(4.63)

となる。ここで、運動量積分にWick回転を施していることに注意する。I(2)1 と I
(2)
2 、I

(3)
1 と I

(3)
2 の

2Wick 回転については付録 B.1 を参照。
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和をそれぞれ計算すると、

I
(2)
1 + I

(2)
2 =− 6ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + αn
− α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))

)

− 2ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
ξ

p2 + αnξ
− α(n+ 1)ξ2

(p2 + αnξ)(p2 + α(n+ 1)ξ)

)
, (4.64)

I
(3)
1 + I

(3)
2 =− 6ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α(n+ 1)
− α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1))(p2 + α(n+ 2))

)

− 2ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
ξ

p2 + α(n+ 1)ξ
− α(n+ 1)ξ2

(p2 + α(n+ 1)ξ)(p2 + α(n+ 2)ξ)

)
(4.65)

となる。I(2,3)1 + I
(2,3)
2 の 1行目の積分において、次の変形

1

p2 + αn
− α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))
=

1

p2 + αn
− (n+ 1)

(
1

p2 + αn
− 1

p2 + α(n+ 1)

)
= − n

p2 + αn
+

n+ 1

p2 + α(n+ 1)
(4.66)

を用いると、
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + αn
− α(n+ 1)

(p2 + αn)(p2 + α(n+ 1))

)

=
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
− n

p2 + αn
+

n+ 1

p2 + α(n+ 1)

)
= 0 (4.67)

という結果が、n → n + 1のシフトによって得られる。I(2,3)1 + I
(2,3)
2 の 2行目の積分においても、

p2 = ξq2 の変数変換を行えば、同様の構造が現れる。実際、
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
ξ

p2 + αnξ
− α(n+ 1)ξ2

(p2 + αnξ)(p2 + α(n+ 1)ξ)

)

=

∞∑
n=0

∫
ξ2d4q

(2π)4

(
1

q2 + αn
− α(n+ 1)

(q2 + αn)(q2 + α(n+ 1))

)
= 0 (4.68)

となる。ただし、最後の等式は (4.67)式を用いた。

したがって、ゲージ場の質量補正は

I
(2)
1 + I

(2)
2 = 0, I

(3)
1 + I

(3)
2 = 0 (4.69)

が得られる。この結果は、ゲージ場の質量補正同士が相殺していることを意味する。また、任意の ξ

パラメーターでゲージ場の相殺が成り立つことも重要である。

4.4.2 スカラー場のループ

図 4.2のように、スカラー場のループの形も 2種類ある。添字にある (2)や (3)はそれぞれ φ̃2, φ̃3

からの寄与を表している。この Feynman図を元に計算する。まず、4点の 1-loopについて計算す

ると、

I
(2)
3 = −ig2

|N |−1∑
j=0

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
−i

p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1)

= −ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4
1

p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1)
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'̄1 '1

'̄1 '1

I(2)3 , I(3)3 I(2)4 , I(3)4

図 4.2: スカラー場のループの寄与 I
(2,3)
3 と I

(2,3)
4

となる。ただし、2行目でWick回転を施した。この計算は I
(3)
3 についても同様である。

次に 3点の 1-loopについて計算すると、

I
(2)
4 =

|N |−1∑
j=0

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
−
g
√
α(n+ 1)√

2

)
−i

p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1)

×

(
g
√
α(n+ 1)√

2

)
−i

p2 + α
2 ((1 + ξ)(n+ 1) + 1)

=
ig2|N |

2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

{p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1)}{p2 + α

2 ((1 + ξ)(n+ 1) + 1)}

となる。ただし、2行目でWick回転を施した。この計算は I
(3)
4 についても同様である。

計算結果をまとめておくと、

I
(2)
3 = −ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
1

p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1)

, (4.70)

I
(3)
3 = −ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
1

p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ ξ)

, (4.71)

I
(2)
4 =

ig2|N |
2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

(p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ 1))(p2 + α

2 ((1 + ξ)(n+ 1) + 1))
, (4.72)

I
(3)
4 =

ig2|N |
2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

(p2 + α
2 ((1 + ξ)n+ ξ))(p2 + α

2 ((1 + ξ)(n+ 1) + ξ))
(4.73)

となる。

4.4.3 ゴースト場のループ

図 4.3のように、ゴースト場のループの形は 1種類である。添字にある (2)や (3)はそれぞれ c̃2, c̃3

からの寄与を表している。この Feynman図を計算すると、

I
(2)
5 = (−1)

∑
n,j

∫
d4p

(2π)4

(
gξ
√
α(n+ 1)√

2

)
−i

p2 + α
(
n+ 3

2

)
ξ

(
gξ
√
α(n+ 1)√

2

)
−i

p2 + α
(
n+ 1

2

)
ξ

=
ig2

2

∑
n,j

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)ξ2[

p2 + α
(
n+ 1

2

)
ξ
] [
p2 + α

(
n+ 3

2

)
ξ
]
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'̄1 '1

I(2)5 , I(3)5

図 4.3: ゴースト場のループの寄与 I
(2,3)
5

となる。ただし、1行目の最初の (−1)倍はゴースト場が反可換であることが由来である。また 2式目

のときにWick回転を施している。この計算は I
(3)
5 についても同様である。ここで変数変換 p2 → ξp2

を行うと、

I
(2)
5 =

ig2|N |ξ2

2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1
2 ))(p

2 + α(n+ 3
2 ))

, (4.74)

I
(3)
5 =

ig2|N |ξ2

2

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4
α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1
2 ))(p

2 + α(n+ 3
2 ))

(4.75)

が得られる。この変数変換により、全体の因子として ξ2 がかかっている。

4.4.4 スカラー場の質量補正とゴースト場の質量補正の相殺

4.4.1節でゲージ場の質量補正の相殺を見た。ここでは Landauゲージ ξ = 0と Feynmanゲージ

ξ = 1の場合において、スカラー場とゴースト場の質量補正の相殺を見ていく。

まず Landauゲージ ξ = 0の例を考えてみよう。この場合、無質量の（スカラー場と）相互作用し

ないゴースト場を考えていることになり、ゴースト場の質量補正 (4.74)、(4.75)式はゼロとなる。し

たがって、スカラー場の質量補正のみが残る。それらを書き下すと、

I
(2)
3 + I

(2)
4 = −ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α
2 (n+ 1)

−
α
2 (n+ 1)

(p2 + α
2 (n+ 1))(p2 + α

2 (n+ 2))

)
(4.76)

I
(3)
3 + I

(3)
4 = −ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α
2 n

−
α
2 (n+ 1)

(p2 + α
2 n)(p

2 + α
2 (n+ 1))

)
(4.77)

となる。つまり、ξ = 0のとき、(4.66)、(4.67)式を用いると

I
(2)
3 + I

(2)
4 = 0, I

(3)
3 + I

(3)
4 = 0 (4.78)

という形で相殺される。

次に Feynmanゲージ ξ = 1の例を考えよう。この場合、スカラー場とゴースト場の非自明な質量
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補正の相殺が見られる。質量補正の各寄与を足しあげると、

I
(2)
3 + I

(2)
4 + I

(2)
5 =− ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α(n+ 1
2 )

−1

2

α(n+ 1)

(p2 + α
(
n+ 1

2

)
)(p2 + α

(
n+ 3

2

)
)
− 1

2

α(n+ 1)

(p2 + α
(
n+ 1

2

)
)(p2 + α(n+ 3

2 ))

)

=− ig2|N |
∞∑

n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α(n+ 1
2 )

− α(n+ 1)

(p2 + α
(
n+ 1

2

)
)(p2 + α(n+ 3

2 ))

)
,

(4.79)

I
(3)
3 + I

(3)
4 + I

(3)
5 =− ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α(n+ 1
2 )

−1

2

α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1
2 ))(p

2 + α(n+ 3
2 ))

− 1

2

α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1
2 ))(p

2 + α(n+ 3
2 ))

)
=− ig2|N |

∞∑
n=0

∫
d4p

(2π)4

(
1

p2 + α(n+ 1
2 )

− α(n+ 1)

(p2 + α(n+ 1
2 ))(p

2 + α(n+ 3
2 ))

)
(4.80)

と計算される。ここで (4.66)、(4.67)式を用いると、

I
(2)
3 + I

(2)
4 + I

(2)
5 = 0, I

(3)
3 + I

(3)
4 + I

(3)
5 = 0 (4.81)

と、確かにスカラー場とゴースト場の質量補正が相殺される。

以上の議論では、ゲージ場の質量補正は任意のゲージパラメーター ξ について相殺することを示

した一方、スカラー場とゴースト場の質量補正の相殺については 2つのゲージについて相殺を示し

た。スカラー場とゴースト場の質量補正も任意のゲージパラメーター ξ で相殺されるかは非自明だ

が興味深い問題であり、今後の課題の 1つである。
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第5章 質量補正が相殺する物理的理由

3章と 4章において、可換ゲージ群、非可換ゲージ群の両方の場合でゲージ場の余剰次元成分 φ

の質量補正が相殺した。このような質量補正の相殺の背景には、余剰次元空間の並進対称性の自発

的破れが関係している。余剰次元空間の並進対称性の自発的破れが起こることにより、零質量の南

部-Goldstoneボゾン (NGボゾン)が生じる。本章では、ゲージ場の余剰次元成分 φが、この NGボ

ゾンに対応することを見ていく。

5.1 トーラス磁場中の量子力学の対称性

トーラス磁場中の量子力学を考察することで、並進対称性の破れを理解できる [36]。2章で議論し

た 2次元 Hamiltonian (2.1)に波動関数 ψが作用すると、Hψ = Enψとなる。Enは Landau準位で

ある。2次元 Hamiltonianと可換な演算子として、

P̃x ≡ −i∂x +
fy

2
, P̃y ≡ −i∂y −

fx

2
(5.1)

を定義する。すると、2次元 Hamiltonian (2.1)は

H =
1

2m
(P̃ 2

x + P̃ 2
y ) (5.2)

となり、確かに可換であることが分かる。これらが生成するユニタリー変換は

(Ux(a)ψ)(x, y) = e−iP̃xaψ(x, y)

= e−i fay
2 ψ(x− a, y), (5.3)

(Uy(b)ψ) (x, y) = e−iP̃ybψ(x, y)

= ei
fbx
2 ψ(x, y − b) (5.4)

である。これらのユニタリー変換はそれぞれ並進 ψ(x, y) → ψ(x − a, y)とゲージ変換 e−
ifa
2 、並進

ψ(x, y) → ψ(x, y− b)とゲージ変換 e
ifb
2 の合成になっている。このユニタリー変換は非可換である。

実際、Baker-Campbell-Hausdorffの公式

eAeB = exp

[
A+B +

1

2
[A,B] +

1

12
[A−B, [A,B]] · · ·

]
を用いると、

Ux(a)Uy(b)Ux(−a)Uy(−b) = e−iP̃xae−iP̃ybeiP̃xaeiP̃yb

= exp

[
−iP̃xa− iP̃yb−

ifab

2

]
exp

[
iP̃xa+ iP̃yb−

ifab

2

]
= e−ifab (5.5)

が得られるから、非可換である。このような磁場の影響で非可換になった並進対称性の群を磁気並進

群と呼ぶ。
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考える空間が 1辺の長さが 1の正方トーラスの場合、トーラスを形作る 2つの円周を回ると元の

場所に戻ることから波動関数は (5.3)、(5.4)式より、

ψ(x+ 1, y) = e−i fy
2 ψ(x, y), (5.6)

ψ(x, y + 1) = ei
fx
2 ψ(x, y) (5.7)

を満たす必要がある。x方向と y方向の条件が両立するためには、

ψ(x+ 1, y + 1) = e−if(y+1)/2ψ(x, y + 1)

= e−if(y+1)/2eifx/2ψ(x, y)

= eif(x−y)/2e−if/2ψ(x, y), (5.8)

ψ(x+ 1, y + 1) = eif(x+1)/2ψ(x+ 1, y)

= eif(x+1)/2e−ify/2ψ(x, y)

= eif(x−y)/2eif/2ψ(x, y) (5.9)

が一致しなければならないから、eif = 1でなければならない。これより f = 2πN と、(2.10)式で

eB → f と変更したものが得られる。つまり、以上の議論からも磁束の量子化は理解できる。

トーラス上で P̃xと P̃y はHamiltonian H と可換である。だが、波動関数 ψに P̃x、P̃y が作用した

P̃xψや P̃yψは、条件 (5.6)、(5.7)式を満たさない：

P̃xψ(x, y + 1) =

(
−i∂x +

fy

2

)
ei

fx
2 ψ(x, y)

= ei
fx
2

(
−i∂x +

fy

2

)
ψ(x, y) + ei

fx
2
f

2
ψ(x, y)

= ei
fx
2

(
P̃x +

f

2

)
ψ(x, y), (5.10)

P̃yψ(x+ 1, y) =

(
−i∂y −

fx

2

)
e−i fy

2 ψ(x, y)

= e−i fy
2

(
−i∂y −

fx

2

)
ψ(x, y)− e−i fy

2
f

2
ψ(x, y)

= e−i fy
2

(
P̃x − f

2

)
ψ(x, y). (5.11)

これらは演算子の作用は閉じておらず、トーラス上では無限小平行移動の生成子が存在しないことを

意味する。だが、有限の長さの平行移動については可能性がある。そこでユニタリー変換を施した波

動関数 (Ux(a)ψ)(x, y)について調べる。(Ux(a)ψ)(x, y)も (5.6)、(5.7)式を満たす必要がある。した

がって、

(Ux(a)ψ)(x, y + 1) = e−ifa(y+1)/2ψ(x− a, y + 1)

= e−ifa(y+1)/2eif(x−a)/2ψ(x− a, y)

= e−ifaeifx/2(Ux(a)ψ)(x, y)

= e−2πiNaeifx/2(Ux(a)ψ)(x, y), (5.12)

(Uy(b)ψ)(x+ 1, y) = eifb(x+1)/2ψ(x+ 1, y − b)

= eifb(x+1)/2e−if(y−b)/2ψ(x, y − b)

= eifbe−ify/2(Uy(b)ψ)(x, y)

= e2πiNbe−ify/2(Uy(b)ψ)(x, y) (5.13)
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となる。これが条件 (5.6)、(5.7)式を満たすためには、

a =
nx
N
, b =

ny
N

(5.14)

で、0 ≤ nx, ny ≤ N − 1の整数であることが必要十分である。以上より、並進対称性は離散的な平

行移動に限られ、それ以外は破れている。

5.2 南部-Goldstoneボゾンとしてのスカラー場φ

3章で見たゲージ場とフェルミオンの 6次元作用は、トーラス並進 δT = ϵ∂ + ϵ̄∂̄ のもとで不変で

ある。また、3章でゲージ場の余剰次元成分としてスカラー場 ϕを考えた。このスカラー場は (3.4)

式とトーラス並進変換 δT = ϵ∂ + ϵ̄∂̄ に対して、

δTϕ = (ϵ∂ + ϵ̄∂̄)ϕ

= (ϵ∂ + ϵ̄∂̄)φ+
ϵ̄√
2
f (5.15)

と変換する。φはゼロモードとして定義していたので、∂φ = 0, ∂̄φ = 0であることから

δTϕ =
ϵ̄√
2
f (5.16)

と δTϕ が定数シフトを表すことになり、並進対称性が自発的に破れることが分かる。定数シフト

については次のようにも理解される。φに対する並進対称性が破れている変換のもとで 4次元有効

Langrangianが不変になるためには、φの運動項しか書き下せない。したがって、スカラー場 φは南

部-Goldstoneボゾンとして振る舞い、質量項は禁止される。

このような事情は 4章の 6次元 SU(2) Yang-Mills理論でも同様である。トーラス並進変換は

δTA
a
5 = (ϵ5∂5 + ϵ6∂6) Ã

a
5 −

f

2
ϵ6δ

a1 (5.17)

δTA
a
6 = (ϵ5∂5 + ϵ6∂6) Ã

a
6 +

f

2
ϵ5δ

a1 (5.18)

となる。ここで ϵ5,6 は余剰空間の並進パラメータを表す定数である。これらの変換は複素に組み直

すと、

δTϕ
a =

1√
2
(δTA6 + iδTA5)

= (ϵ∂ + ϵ∂)φa +
f√
2
ϵδa1 (5.19)

となる。ここで、

ϵ ≡ 1

2
(ϵ5 + iϵ6) ,　ϵ̄ ≡

1

2
(ϵ5 − iϵ6)

である。φ1 のゼロモードに着目すると、∂φ1 = ∂φ1 = 0から

δTϕ
1 =

f√
2
ϵ (5.20)

となる。これは定数シフトの対称性であり、トーラス並進対称性の自発的破れが生じている。
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第6章 まとめと課題

素粒子標準模型の問題の 1つに階層性問題があるが、その問題について 1章で概説した。2章で

flux compactificationの基礎を解説した。flux compactificationとは、背景磁場が含まれる余剰次元

空間のコンパクト化を指す。これは磁場中の量子力学の議論を適用できる。そこでは、共変微分を生

成消滅演算子とみなし、エネルギー固有値として Landau準位を得た。この発想が、後の 3、4章の

議論でも重要になってくる。3章では、[27, 28]を元に 6次元量子電磁気学を出発点とし、スカラー

場 (ゲージ場の余剰次元成分)の質量補正を議論した。3.3節では fluxなしの場合で質量補正を計算

したが、(3.30)式のように有限の値が得られた。しかし、3.4節の fluxありの場合だと、スカラー場

の質量補正は δm2
f = 0と完全に消えた。これは fluxの影響で Landau準位が生まれ、そのシフト

n→ n+ 1により消えたのであった。無限大の発散も考慮するため、3.5節では次元正則化で計算を

行い、3.4節と同様の結果が得られることを示した。4章は [1]を元に、6次元 SU(2) Yang-Mills理

論を出発点とし、スカラー場の質量補正を議論した。Non-Abelianゲージ理論の特徴として共変微

分に非可換部分があるが、この影響のためにゲージ場の質量項が書き下せる。共変微分を生成消滅演

算子とみなせば、ゲージ場の質量が Landau準位で離散化される。これは U(1)ゲージ場だけでは見

られなかった特徴であった。この特徴を活かし、スカラー場の質量補正を計算すると、

I
(2)
1 + I

(2)
2 = 0, I

(3)
1 + I

(3)
2 = 0 (for arbitrary ξ)

I
(2)
3 + I

(2)
4 = 0, I

(3)
3 + I

(3)
4 = 0 (for ξ = 0)

I
(2)
3 + I

(2)
4 + I

(2)
5 = 0, I

(3)
3 + I

(3)
4 + I

(3)
5 = 0 (for ξ = 1)

という結果が得られた。これを Feynman図で表すと以下の図 6.1、6.2、6.3となる。この計算結果

を得るためには、(4.67)式とシフト n→ n+ 1を用いれば良い。3章、4章でスカラー場の質量補正

が相殺されることを見たが、その物理的理由は、トーラス上の並進対称性が自発的に破れ、スカラー

場が南部-Goldstoneボゾンとして振る舞うからである。その議論が 5章である。

本論文では、U(1)ゲージ理論、SU(2)Yang-Mills理論を取り扱った。しかし、現実の標準模型は

SU(2)×U(1)ゲージ理論である。SU(2)Yang-Mills理論だけでは現実の標準模型を説明できないため、

フェルミオンを含めて議論する必要がある。さらに、スカラー場の質量補正が相殺されることを見た

が、もしスカラー場が南部-Goldstoneボゾンであるならば、スカラー場の質量が許されないことに

なる。これでは実際のヒッグス粒子の質量が観測値 125 GeVであることを説明できない。したがっ

て、トーラス並進対称性を陽に破る項が必要であり、スカラー場は擬南部-Goldstoneボゾンとして

振る舞う必要がある。トーラス並進対称性を破る項を導入できれば、ポテンシャルを元に相構造を

解析することが可能である。これらは将来取り組むべき研究課題であり、関連する研究も存在する

[42, 43]。最後に、ゲージ場の余剰次元成分をヒッグス粒子とみなす発想がゲージヒッグス統一理論

であることを 1章で説明した。ゲージヒッグス統一理論と flux compactificationを融合させた議論

はまだ少ない [44]。この 2つを融合し、現実の標準模型を再現することも重要な課題である。

46

Soryushiron Kenkyu



図 6.1: ゲージ場のループの相殺

図 6.2: スカラー場のループの相殺 (Landau gauge ξ = 0)

図 6.3: スカラー場のループとゴースト場のループの相殺 (Feynman gauge ξ = 1)
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付 録A ガンマ行列

6次元のガンマ行列の記法を述べる [38]。ここでは [12]の記法を採用する。つまり

σ0 = −12×2 = σ̄0,　σi = −σ̄i (A.1)

である。σi は Pauli行列である。これを元に 4次元ガンマ行列は

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
,　γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 =

(
−1 0

0 1

)
(A.2)

となる。γ5 は固有値として

γ5ψL = −ψL,　γ5ψR = ψR (A.3)

を出す。ここで

ψL =

(
ψ

0

)
,　ψR =

(
0

χ̄

)
(A.4)

である。ψは電荷 +q、χは電荷 −qを持つ 2成分 fermionである。これらを元に 6次元ガンマ行列

を次のようにとる。

Γµ =

(
γµ 0

0 γµ

)
,　Γ5 =

(
0 iγ5

iγ5 0

)
,　Γ6 =

(
0 −γ5

γ5 0

)
(A.5)

先ほどの ψL や ψR を用いて 6次元Weyl fermionと Γ7 を次のようにとる。

Ψ =

(
ψL

ψR

)
, Γ7 = −Γ0Γ1Γ2Γ3Γ5Γ6 =

(
γ5 0

0 −γ5

)
(A.6)

このようにガンマ行列を取れば Γ7Ψ = −Ψとなる。

上述の記法を用いて (3.12)式の右辺を変形する。

Ψ̄ΓµDµΨ = (ψ̄L, ψ̄R)

(
γµDµψL

γµDµψR

)
= ψ̄Lγ

µDµψL + ψ̄Rγ
µDµψR

= (0,−ψ̄)

(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
Dµψ

0

)
+ (−χ, 0)

(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
0

Dµχ̄

)
= −ψ̄σ̄µDµψ − χσµDµχ̄

≃ +D̄µψ̄σ̄
µψ − χσµDµχ̄

= −ψσµD̄µψ̄ − χσµDµχ̄　　 (∵ ψσµχ̄ = −χ̄σ̄µψ)
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iΨ̄Γ5D5Ψ = i(ψ̄L, ψ̄R)

(
0 iγ5

iγ5 0

)(
D5ψL

D5ψR

)
= i2(ψ̄Lγ

5D5ψR + ψ̄Rγ
5D5ψL)

= (0,−ψ̄)

(
1 0

0 −1

)(
0

D5χ̄

)
+ (−χ, 0)

(
1 0

0 −1

)(
D5ψ

0

)
= −χD5ψ + ψ̄D5χ̄

iΨ̄Γ6D6Ψ = i(ψ̄L, ψ̄R)

(
0 −γ5

γ5 0

)(
D6ψL

D6ψR

)
= i(−ψ̄Lγ

5D6ψR + ψ̄Rγ
5D6ψL)

= (−i)

{
−(0,−ψ̄)

(
1 0

0 −1

)(
0

D6χ̄

)
+ (−χ, 0)

(
1 0

0 −1

)(
D6ψ

0

)}
= (−i)(−χD6ψ − ψ̄D6χ̄)

これらの計算により、(3.12)式から (3.13)式や (3.14)式を再現できる。

49

Soryushiron Kenkyu



付 録B Feynman rules

素粒子論では、Minkowski計量を gµν = diag(1,−1,−1,−1) と空間を負に取る。しかし [12]の記

法などは

gµν = diag(−1, 1, 1, 1)

のように時間を負に取る。このとき vertexの読み取りは普段と変わらないが、propagatorの符号が

微妙に変わる。そのことについてまとめる。また、2成分Weyl fermionの propagatorについてもま

とめておく。この propagatorについては、3章の計算で用いる。ただし、具体的な計算は省略する。

詳細な文献は [37]がある。

B.1 時間が負の計量でのスカラー場のpropagator

時間が負の計量の記法で自由スカラー場のラグランジアンがどうなるかを見ると、

L = −1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2

=
1

2
φ(□−m2)φ

となる。運動項の前の負号が propagatorに影響してくるのである。propagatorを求める手続きを踏

めば、

G(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

(
−i

p2 +m2 − iϵ

)
e−ip(x−y)

となる。一般的な場の量子論のテキストでは

G(x, y) =

∫
d4p

(2π)4

(
i

p2 −m2 + iϵ

)
e−ip(x−y)

と書かれている。時間が負の計量の記法に変えた場合、分子に (−1)、m2の係数が正となることが見

て取れる。

時間が負の計量の場合、計算上の利点が 1つある。それがWick回転である。時間が負の計量の

場合、

p2 = pµp
µ = −(p0)2 + p2

である。Wick回転は p0 → ip0E とするので、

p2 → p2E = (p0E)
2 + p2

E

となる。つまり、Wick回転しても propagatorから余分な符号が出てこない。空間が負の計量の場合

だと propagatorから −符号が生まれるが、そういった混乱が避けられる。
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図 B.1: propagator

B.2 propagator

次に propagatorをまとめる。

2成分Weyl fermionの propagatorに現れている質量 mは Dirac spinorのときの質量である。2

成分Weyl fermionの propagatorには矢印が 2つ付いているものがある。この矢印は粒子、反粒子

の電荷の流れ等を表しているわけではない。ドットなしの vertexに入っていく方向、ドットありの

vertexから出ていく方向に矢印の向きは付いている。
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付 録C 1-loop有効ポテンシャルと発散

高次元場の理論においても 1-loop補正を計算する場合には発散項の問題が生じる。この困難を解決

するには正則化を行わなければならない。ここではその手法の 1つとして Schwinger表示と Poisson

resummationを用いた方法を議論する。この議論は [39]を参考にしている。

一般の 4次元有効ポテンシャルはスカラー場を ϕとして

Veff(Φ) =
1

2

∑
I

(−1)FI

∫
d4p

(2π)4
log [p2 +M2

I (ϕ)] (C.1)

である。ここで和は全ての bosonと fermionの自由度の和を表しており、bosonならFI = 0、fermion

なら FI = 1である。またMI(ϕ)は質量を表す。これを次のように書き換える。

Veff(Φ) = −1

2

∑
I

(−1)FI

∫ ∞

0

dt

t

∫
d4p

(2π)4
e−t[p2+M2

I (ϕ)]

= −1

2

∑
I

(−1)FI

∫ ∞

0

dt

t
e−tM2

I (ϕ)

∫
d4p

(2π)4
e−tp2

(C.2)

となる。この表示を Schwinger表示という。ここで重要公式

1

Ar
=

1

(r − 1)!

∫ ∞

0

dttr−1e−At (C.3)

に対して、r = 1で両辺 Aの積分を行うと、

logA = −
∫ ∞

0

dt

t
e−At (C.4)

が得られる。1(C.1) 式から (C.2) 式への変形はこの (C.3) 式を用いている。運動量の積分を実行す

ると、 ∫
d4p

(2π)4
e−tp2

=
2π2

16π4

∫
dpp3e−tp2

=
1

8π2

∫ ∞

0

dx

2
xe−tx　 (p2 = xの変数変換)

=
1

16π2

1

t2
(C.5)

となる。注意として、4次元の微小体積は極座標表示では d4p = p3 sin2 ω sin θdϕdθdωdpである。被

積分関数が動径方向の座標 (今の場合なら p)のみに依存する場合、角度積分が実行でき、その値は

2π2 と 3次元球面 S3 の表面積になる。最後の変形は (C.3)式を用いている。以上より Veff(Φ)は

Veff(Φ) = − 1

32π2

∑
I

(−1)FI

∫ ∞

0

dt

t3
e−tM2

I (ϕ) (C.6)

= − 1

32π2

∑
I

(−1)FI

∫ ∞

0

dlle−M2
I (ϕ)/l (C.7)

1有限な部分に興味があるので、積分定数はここでは気にしていない。
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となる。(C.6)式から (C.7)式の変形では t = 1/lの変数変換を行なっている。ここで

t→ 0(l → ∞) :紫外発散 (UV)極限

t→ ∞(l → 0) :赤外発散 (IR)極限

である。

余剰次元 dについて考える。ここでは円周が直交した余剰次元上のコンパクト化を考えている。そ

れぞれの半径はRi > 1とする。ただし i = 1～dである。今は 6次元に興味があるので d = 2である

が、これはトーラス T 2 である。以下では一般に d次元で議論する。

(4 + d)次元の KKモードのタワーでの質量は

M2
m⃗,I =M2

I (ϕ) +
d∑

i=1

[
mi + aIi (ϕ)

Ri

]2
(C.8)

である。ただし、m⃗ = (m1, · · · ,md)である。M2
I (ϕ)はRi → ∞で残っている (4 + d)次元の質量で

ある。ここでは周期性条件は (4 + d)次元の場を考えたとき、

ΨI(x
µ, yi + 2πkiRi) = ei2π

∑
i kia

I
iΨI(x

µ, yi) (C.9)

となる。ただし yi はコンパクト次元の座標、ki ∈ Z、aIi は内部運動量のシフトを表す。2

M2
I (ϕ)が ϕとは独立な場合に興味がある。このときに ϕに対する有限な 1-loop有効ポテンシャル

が得られる。以下、簡単のためM2
I = 0とする。

(C.7)式と (C.8)式より、M2
I = 0のとき

Veff(Φ) = − 1

32π2

∑
I

∑
m⃗

(−1)FI

∫ ∞

0

dll exp

[
−
∑
i

(mi + aIi )
2

R2
i l

]
(C.10)

となる。ここで Poisson resummationを用いる。

Poisson resummation� �
　 Fourier逆変換を

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx

と定義したとき、以下の関係式が成り立つ。

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
m=−∞

f̂(2πm). (C.11)

ただし n,m ∈ Zである。� �
(証明) 周期が 1の F (x) = f(x+ n)を用いる。この Fourier変換を考える。

∞∑
n=−∞

f(x+ n) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞

eikx

2π
f̂(k)dkeikn

=
∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞
e2πikxf̂(2πk)dke2πikn　 (k → 2πkの変数変換)

=

∫ ∞

−∞
dke2πikxf̂(2πk)

( ∞∑
n=−∞

e2πikn

)
2aIi の例としてWilson line がある。
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ここで公式
∞∑

n=−∞
e2πikn =

∞∑
m=−∞

δ(k −m)

を用いれば、

∞∑
n=−∞

f(x+ n) =
∞∑

m=−∞
f̂(2πm)

と表せる。あとは x = 0とおけばよい。(証明終わり)

今回の場合、特に

f(m) = exp

[
− (m+ a)2

R2l

]
のときの Poisson resummationを使いたい。そこで f̂(k)を計算すると、

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
e−ikx exp

[
− (x+ a)2

R2l

]
dx

=

∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

R2l
{x2 + (2a+ ikR2l)x} − a2

R2l

]
dx

=

∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

R2l

{
x+

2a+ ikR2l

2

}2

+ ika− 1

4
k2R2l

]
dx

= R
√
πleikae−

1
4k

2R2l (C.12)

となるので、

∞∑
n=−∞

exp

[
− (n+ a)2

R2l

]
= R

√
πl

∞∑
m=−∞

e2πimae−π2lm2R2

(C.13)

となる。これより、

∑
m⃗

exp

[
−
∑
i

(mi + aIi )
2

R2
i l

]
=

d∏
i=1

(∑
mi

exp

[
− (mi + aIi )

2

R2
i l

])

=
∑
n⃗

[
(πl)

d
2

d∏
i=1

Ri · e2πi
∑

i nia
I
i e−π2l

∑
i n

2
iR

2
i

]
(C.14)

なので、

Veff(Φ) = −
∑
I

(−1)FI

∏d
i=1Ri

32π
4−d
2

∑
n⃗

e2πi
∑

i nia
I
i

∫ ∞

0

dll
2+d
2 e−π2l

∑
i n

2
iR

2
i (C.15)

となる。n⃗ = 0⃗の項は発散項を表す。n⃗ ̸= 0⃗ならば、

l′ = π2l
∑
i

n2iR
2
i

と変数変換すれば

Veff(Φ) = −
∑
I

(−1)FI
Γ
(
4+d
2

)
32π

12+d
2

d∏
i=1

Ri

∑
n̸⃗=0⃗

e2πi
∑

i nia
I
i (ϕ)

[
∑

i n
2
iR

2
i ]

4+d
2

(C.16)

という有限な結果が得られる。この計算手法を用いれば、(3.30)式を 1-loop有効ポテンシャルから

導出できる。
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実際に (C.16)式を用いて 1-loop有効ポテンシャルを計算する。余剰次元は d = 2で、トーラスは

正方トーラスを仮定し、トーラスの円周を L = 2πRで定義する。ただしRはトーラスを形作る円の

半径である。3章ではフェルミオンのループのみを考えた。1-loop有効ポテンシャルの計算において

も、フェルミオンの寄与について議論する。2成分スピノルが 2種類現れたことから、自由度は 4で

ある。したがって、(C.16)式は

Veff = +4 · Γ(3)
32π7

R2
∑

(r,s)̸=0⃗

e2πi(ra1(ϕ)+sa2(ϕ))

(r2 + s2)3R6

= 4 · 2

32π7

1

R4

∑
(r,s)̸=0⃗

e2πi(ra1(ϕ)+sa2(ϕ))

(r2 + s2)3

=
4

L4π3

∑
(r,s)̸=0⃗

e2πi(ra1(ϕ)+sa2(ϕ))

(r2 + s2)3
(C.17)

まで計算を進めることができる。(3.24)式を見ると、フェルミオンの質量は

Mn,m(φ) =Mn,m −
√
2gφ

と読み取れる。ただしMn,m = 2π(m+ in)/Lである。φを φ = (a6 + ia5)/
√
2で定義すれば、

Mn,m(φ) =
2π

L
(m+ in)−

√
2g
a6 + ia5√

2

=
m− gRa6

R
+ i

n− gRa5
R

より、

|Mn,m| =
(
n− gRa5

R

)2

+

(
m− gRa6

R

)2

(C.18)

と決まることから、a1 = −gRa5、a2 = −gRa6を (C.17)式に代入すればよい。すると、1-loop有効

ポテンシャルは

Veff =
4

L4π3

∑
(r,s)̸=0⃗

1

(r2 + s2)3
exp

[
− 2πigR(ra5 + sa6)

]
=

4

L4π3

∑
(r,s)̸=0⃗

1

(r2 + s2)3
exp

[
− igL√

2

(
(s− ir)φ+ (s+ ir)φ̄

)]
(C.19)

と計算される。

1-loop有効ポテンシャル (C.19)を φ、φ̄で微分すると、質量補正が得られる。実際に計算すると、

∂φ∂φ̄Veff |φ=0 =
4

L4π3

∑
(r,s)̸=0⃗

1

(r2 + s2)3

(
− igL√

2
(s− ir)

)(
− igL√

2
(s+ ir)

)

= − 2g2

L2π3

∑
(r,s) ̸=0⃗

1

(r2 + s2)2
(C.20)

となり、(3.30)式と一致する。以上より、ファインマン図と 1-loop有効ポテンシャルから同じ質量

補正の結果を得ることが分かった3。

3質量補正の計算は [30, 40] によって次元正則化でも計算されており、同様の結果を得る。
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付 録D Jacobiテータ関数

Jacobiテータ関数の定義は

Θ3(ν; τ) =
∞∑

n=−∞
eiπτn

2

e2πinν　 (n ∈ Z) (D.1)

である。この関数には、二重周期性とモジュラー変換の特徴がある。

・周期性

Θ3(ν + 1; τ) = Θ3(ν; τ), (D.2)

Θ3(ν + τ ; τ) = e−iπτe−2πiνΘ3(ν; τ) (D.3)

・モジュラー変換

τ → aτ + b

cτ + d

特に

Θ3(ν; τ + 1) = Θ3

(
ν +

1

2
; τ

)
, (D.4)

Θ3

(
ν

τ
;−1

τ

)
= (−iτ) 1

2 exp

(
iπν2

τ

)
Θ3(ν; τ). (D.5)

周期性の (D.2)、(D.3)式は定義から簡単に分かる。モジュラー変換の (D.4)、(D.5)式は付録 Cで

紹介した Poisson resummation(C.11)式や (C.13)式を用いて証明できる。

より一般的に拡張されたものもあり、それが指標付き Jacobiテータ関数である。その定義は

ϑ

[
a

b

]
(ν, τ) =

∞∑
l=−∞

eπi(a+l)2τe2πi(a+l)(ν+b) (D.6)

である。ここで a, b ∈ R、ν, τ ∈ Cである。Jacobiテータ関数との関係性は

ϑ

[
a

b

]
(ν, τ) = eπia

2τ+2πia(ν+b)Θ(ν + aτ + b; τ) (D.7)

である。以下、指標付き Jacobiテータ関数の性質をまとめておく。

ϑ

[
a

b

]
(ν + n, τ) = e2πina · ϑ

[
a

b

]
(ν, τ), (D.8)

ϑ

[
a

b

]
(ν + nτ, τ) = e−πin2τ−2πin(ν+b) · ϑ

[
a

b

]
(ν, τ), (D.9)

ϑ

[
a+m

b+ n

]
(ν + nτ, τ) = e2πina · ϑ

[
a

b

]
(ν, τ), (D.10)

ϑ

[
a

b

]
(ν, τ) = ϑ

[
a

0

]
(ν + b, τ). (D.11)

56

Soryushiron Kenkyu



付 録E 次元正則化の計算

ここでは主に [29]の付録にある次元正則化の計算で用いる公式の導出と、(3.57)、(3.58)式の計算

を議論する。計算したい式の一般形は

I ≡
∫

ddp

(2π)d
f(pµ)

((p+ q)2 +m2
2)(p

2 +m2
1)

(E.1)

であるが、Feynmanのパラメーター公式

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
(E.2)

から、

I =

∫
ddp

(2π)d

∫ 1

0

dx
f(pµ)

[x(p+ q)2 + xm2
2 + (1− x)p2 + (1− x)m2

1]
2

=

∫
ddp

(2π)d

∫ 1

0

dx
f(pµ)

[(p+ xq)2 + x(1− x)q2 + xm2
2 + (1− x)m2

1]
2

(E.3)

と変形される。p→ p+ xqと変数変換して∆
(
x, q2,m1,2

)
≡ x(1− x)q2 + xm2

2 + (1− x)m2
1と定義

すれば、

I =

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
f(pµ − xqµ)

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2
(E.4)

となる。

f(pµ) = pµ, 1, pµpν の場合をそれぞれ I1, I2, I3 とする。[34]の付録 A.4にループ積分の計算結果

が載っている。それによると、∫
ddp

(2π)d
1

(p2 −∆)
n =

(−1)ni

(4π)d/2
Γ
(
n− d

2

)
Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

,∫
ddp

(2π)d
pµpν

(p2 −∆)
n =

(−1)n−1i

(4π)d/2
gµν

2

Γ
(
n− d

2 − 1
)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2−1

である。ただし、[34] は計量が ηµν = (+1,−1,−1,−1) であることに注意。この結果は d 次元

Minkowski空間の積分結果なので、Wick回転を施せば Euclid空間の積分結果になる。そこでWick

回転を施すと、 ∫
ddp

(2π)d
1

(p2 +∆)
n =

1

(4π)d/2
Γ
(
n− d

2

)
Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

, (E.5)∫
ddp

(2π)d
pµpν

(p2 +∆)
n =

1

(4π)d/2
δµν
2

Γ
(
n− d

2 − 1
)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2−1

(E.6)

となる。これらの式より、I1 は

I1 =

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
pµ − xqµ

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2

= −qµ
∫ 1

0

dxx

∫
ddp

(2π)d
1

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2

= − qµ
(4π)d/2

∫ 1

0

dxxΓ

(
2− d

2

)[
∆(x, q2,m1,2)

] d
2−2

, (E.7)
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I2 は

I2 =

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
1

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2

=
1

(4π)d/2

∫ 1

0

dxΓ

(
2− d

2

)[
∆(x, q2,m1,2)

] d
2−2

, (E.8)

I3 は

I3 =

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
(pµ − xqµ)(pν − xqν)

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2

=

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
pµpν + x2qµqν

[p2 +∆(x, q2,m1,2)]2

=
1

(4π)d/2
δµν
2

∫ 1

0

dxΓ

(
1− d

2

)[
∆(x, q2,m1,2)

] d
2−1

+
1

(4π)d/2
qµqν

∫ 1

0

dxx2Γ

(
2− d

2

)[
∆(x, q2,m1,2)

] d
2−2

(E.9)

という公式が得られる。ただし、
∑

µ δµµ = d = 4− 2ϵである。

さて、(E.7)～(E.9)式を用いて (3.57)式を計算する。記法として

K0 ≡ 2g2N

(4π)2
, ρ = (1− x)

(
1 + x

q2

α

)
> 0 (E.10)

を用いる。その前に∆ ≡ ∆
(
x, q2,m1,2

)
について計算しておくと、

∆ = x(1− x)q2 + xαn+ (1− x)α(n+ 1)

= x(1− x)q2 + α(n+ (1− x))

= α

(
n+ x(1− x)

q2

α
+ (1− x)

)
= α(n+ ρ)

と計算される。以上より、

δm2
f (q

2) =− 2g2|N |µ2ϵ
∑
n

∫
d4p

(2π)4
2p(p+ q)

((p+ q)2 + αn) (p2 + α(n+ 1))

=− 2g2|N |µ2ϵ

(4π)d/2

∑
n

∫ 1

0

dx

(
d Γ

(
1− d

2

)
∆

d
2−1 + 2q2x2Γ

(
2− d

2

)
∆

d
2−2 − 2q2xΓ

(
2− d

2

)
∆

d
2−2

)
=− (4πµ2)ϵK0

∑
n

∫ 1

0

dx
(
d Γ(−1 + ϵ)∆−ϵ+1 + 2q2x2Γ(ϵ)∆−ϵ − 2q2xΓ(ϵ)∆−ϵ

)
=−

(
4πµ2

α

)ϵ

K0

∫ 1

0

dx

(
dαΓ(−1 + ϵ)

∑
n

(n+ ρ)−ϵ+1 + 2q2x(x− 1)Γ(ϵ)
∑
n

(n+ ρ)−ϵ

)

=−
(
4πµ2

α

)ϵ

K0

∫ 1

0

dx
(
dαΓ(−1 + ϵ)ζ[−1 + ϵ, ρ] + 2q2x(x− 1)Γ(ϵ)ζ[ϵ, ρ]

)
と、(3.58)式が得られる。ただし、Hurwitzのゼータ関数 ζ[s, a] =

∑
n≥0(n+ a)−s を導入した。

(3.58)の質量補正はガンマ関数 Γ(ϵ),Γ(−1 + ϵ)の極を持つ。微小量 ϵでゼータ関数をテイラー展

開すれば、有限部分と極の部分を分けることができる。しかし、(d/dzζ[z, ρ])z=−1 を含む項を積分

することはできない。なぜなら、この微分に関しては漸近展開が知られているからである [41]。これ

を避けるため、上式の第 1項目 ((3.58)式の第 2項目)を部分積分し、

∂ζ[s, ρ]

∂ρ
= −sζ[s+ 1, ρ] (E.11)
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を用いて変形する。この方針に沿って計算すると、

dαΓ(ϵ− 1)

∫ 1

0

dxζ[ϵ− 1, ρ] = dαΓ(ϵ− 1)
[
xζ[ϵ− 1, ρ]

]1
0
− dαΓ(ϵ− 1)

∫ 1

0

dxx
dζ[ϵ− 1, ρ]

dx

= dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, ρ(1)]− dαΓ(ϵ− 1)

∫ 1

0

dxx
∂ζ[ϵ− 1, ρ]

∂ρ

dρ

dx

= dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, ρ(1)] + dα(ϵ− 1)Γ(ϵ− 1)

∫ 1

0

dxζ[ϵ, ρ]xρ′(x)

= dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, ρ(1)] + Γ(ϵ)

∫ 1

0

dxζ[ϵ, ρ]xdαρ′(x)

となるので、(3.58)式は

δm2
f (q

2) = −
(
4πµ2

α

)ϵ

K0

[
dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, 0] + Γ(ϵ)

∫ 1

0

dxζ[ϵ, ρ]f(x)

]
(E.12)

と変形され、(3.60)式が得られる。ただし f(x) = 2q2x(x− 1) + xdαρ′(x)である。さらに次元正則

化において用いる公式

Γ(ϵ) =
1

ϵ
− γE +O(ϵ), (E.13)

ζ[ϵ, ρ] = ζ[0, ρ] + ϵζ(1,0)[0, ρ] +O(ϵ2), (E.14)(
4πµ2

α

)ϵ

= 1 + ϵ ln
4πµ2

α
+O(ϵ2) (E.15)

を使う。また、[32]の p19等を参考にすると

ζ[0, ρ] =
1

2
− ρ,

ζ(1,0)[0, ρ] = ln Γ[ρ]− ln
√
2π

が分かる。ただし、ζ(1,0)[s, a] = ∂ζ[s, a]/∂sである。また、G = 1.28243を Glaisher定数といい、

lnG =
1

12
− ζ ′[−1]

で定義される。これらの公式も用いる。

まず (E.12)式の括弧の中の Γ(ϵ− 1)と ζ[ϵ− 1, 0]について計算する。(E.13)、(E.14)式と Γ(ϵ) =

(ϵ− 1)Γ(ϵ− 1)を用いて

Γ(ϵ− 1) =
Γ(ϵ)

ϵ− 1

= −(1 + ϵ)

(
1

ϵ
− γE +O(ϵ)

)
= −

(
1

ϵ
− γE + 1 +O(ϵ)

)
, (E.16)

ζ[ϵ− 1, 0] = ζ[−1, 0] + ζ(1,0)[−1, 0]ϵ+O(ϵ2)

= ζ(−1) + ζ ′(−1)ϵ+O(ϵ2)

= −B2

2
+ ζ ′(−1)ϵ+O(ϵ2)

= − 1

12
+

(
1

12
− lnG

)
ϵ+O(ϵ2) (E.17)

と展開できる。ここで B2 はベルヌーイ数のことで、次の漸化式で定義される：

B0 = 1, Bn = − 1

n+ 1

n+1∑
k=0

n+1CkBk. (E.18)
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この漸化式を用いると、B1 = −1/2、B2 = 1/6と計算される。[41]の p2によると、

ζ(1− 2n) = −B2n

2n
, n = 1, 2, 3, · · ·

と分かっている。n = 1を代入すれば ζ(−1) = −B2/2 = −1/12が得られる。(E.16)、(E.17)式が与

えられれば、(E.12)式の括弧の中の第 1項目が計算できる。実際に計算すると、

dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, 0] = −α(4− 2ϵ)

(
1

ϵ
− γE + 1 +O(ϵ)

)(
− 1

12
+

(
1

12
− lnG

)
ϵ+O(ϵ2)

)
= α(4− 2ϵ)

(
1

12

1

ϵ
+ lnG− 1

12
γE

)
+O(ϵ)

=
α

3

1

ϵ
+ α lnG4 − α

3
γE − 1

6
α+O(ϵ) (E.19)

と計算される。(E.15)式も用いれば、(E.12)式の第 1項目は(
4πµ2

α

)ϵ

dαΓ(ϵ− 1)ζ[ϵ− 1, 0] =

(
1 + ϵ ln

4πµ2

α
+O(ϵ2)

)(
α

3

1

ϵ
+ α lnG4 − α

3
γE − 1

6
α+O(ϵ)

)
=
α

3

(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+ α lnG4 − 1

6
α (E.20)

と計算される。

次に (E.12)式の第 2項目について考える。Γ(ϵ)と ζ[ϵ, ρ]は (E.13)、(E.14)式から

Γ(ϵ)ζ[ϵ, ρ] =

(
1

ϵ
− γE +O(ϵ)

)(
ζ[0, ρ] + ζ(1,0)[0, ρ]ϵ+O(ϵ2)

)
=

(
1

ϵ
− γE +O(ϵ)

)(
1

2
− ρ+ ln

Γ[ρ]√
2π
ϵ+O(ϵ2)

)
=

(
1

ϵ
− γE

)(
1

2
− ρ

)
+ ln

Γ[ρ]√
2π

+O(ϵ) (E.21)

が得られる。f(x) = 2q2x(x− 1) + xdαρ′(x)であることに注意すると、∫ 1

0

dxΓ(ϵ)ζ[ϵ, ρ]f(x) =

∫ 1

0

dx

[(
1

ϵ
− γE

)(
1

2
− ρ

)
+ ln

Γ[ρ]√
2π

] [
2q2x(x− 1) + xdαρ′(x)

]
=

∫ 1

0

dx

[(
1

ϵ
− γE

)(
1

2
− ρ

)
+ ln

Γ[ρ]√
2π

] [
2q2x(x− 1) + x(4− 2ϵ)αρ′(x)

]
=

(
1

ϵ
− γE

)∫ 1

0

dx

(
1

2
− ρ

)(
2q2x(x− 1) + 4αxρ′(x)

)
− 2α

∫ 1

0

dx

(
1

2
− ρ

)
xρ′(x) +

∫ 1

0

dx
(
2q2x(x− 1) + 4αxρ′(x)

)
ln

Γ[ρ]√
2π

(E.22)

と計算される。最後の項は

H(q) =

∫ 1

0

dx
(
2q2x(x− 1) + 4αxρ′(x)

)
ln

Γ[ρ]√
2π

(E.23)

とおく。(E.22)で現れている積分について計算する。第 1項目の積分について計算する。その前に∫ 1

0

dxρ(x) =
1

2
+

1

6

q2

α
,∫ 1

0

dxρ2(x) =
1

3
+

1

6

q2

α
+

1

30

q4

α
,∫ 1

0

dxx(x− 1)2
(
1 + x

q2

α

)
=

1

12
+

1

30

q2

α
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であることに注意する。これらを用いて計算すると、∫ 1

0

dx

(
1

2
− ρ

)(
2q2x(x− 1) + 4αxρ′(x)

)
=q2

∫ 1

0

dxx(x− 1) + 2α

∫ 1

0

dxxρ′(x)− 2q2
∫ 1

0

dxρ(x)x(x− 1)− 4α

∫ 1

0

dxxρ(x)ρ′(x)

=− q2

6
− 2α

∫ 1

0

dxρ(x)− 2q2
∫ 1

0

dx(1− x)

(
1 + x

q2

α

)
x(x− 1) + 2α

∫ 1

0

dxρ2(x)

=− q2

6
− 2α

(
1

2
+

1

6

q2

α

)
+ 2q2

(
1

12
+

1

30

q2

α

)
+ 2α

(
1

3
+

1

6

q2

α
+

1

30

q4

α

)
=− α

3
+

4q4

30α
(E.24)

が得られる。ただし 2行目から 3行目において部分積分を行った。特に最後の項に関しては

xρ(x)ρ′(x) =
1

2

d

dx
(xρ2)− 1

2
ρ2

を用いている。第 2項目の積分は∫ 1

0

dx

(
1

2
− ρ

)
xρ′(x) = −1

2

∫ 1

0

dxρ(x)−
∫ 1

0

dxxρ(x)ρ′(x)

= −1

2

(
1

2
+

1

6

q2

α

)
+

1

2

(
1

3
+

1

6

q2

α
+

1

30

q4

α2

)
= −1

2

(
1

6
− q4

30α2

)
(E.25)

となる。以上より (E.22)式は∫ 1

0

dxΓ(ϵ)ζ[ϵ, ρ]f(x) =

(
1

ϵ
− γE

)(
−α
3
+

4q4

30α

)
− 2α ·

(
−1

2

)(
1

6
− q4

30α2

)
+H(q)

=

(
1

ϵ
− γE

)(
−α
3
+

4q4

30α

)
+
α

6
− q4

30α
+H(q) (E.26)

と変形される。したがって (E.12)式の第 2項目は(
4πµ2

α

)ϵ ∫ 1

0

dxΓ(ϵ)ζ[ϵ, ρ]f(x)

=

(
1 + ϵ ln

4πµ2

α
+O(ϵ2)

)[(
1

ϵ
− γE

)(
−α
3
+

4q4

30α

)
+
α

6
− q4

30α
+H(q)

]
=

(
1

ϵ
− γE

)(
−α
3
+

4q4

30α

)
+
α

6
− q4

30α
+

(
−α
3
+

4q4

30α

)
ln

4πµ2

α
+H(q)

=

(
−α
3
+

4q4

30α

)(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+
α

6
− q4

30α
+H(q) (E.27)

と計算される。以上より (E.12)、(E.20)、(E.27)式から

δm2
f (q

2) =−K0

[
α

3

(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+ α lnG4 − 1

6
α

+

(
−α
3
+

4q4

30α

)(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+
α

6
− q4

30α
+H(q)

]
+O(ϵ)

=−K0

[
4q4

30α

(
1

ϵ
+ ln

4πµ2e−γE

α

)
+ α lnG4 − q4

30α
+H(q)

]
+O(ϵ) (E.28)

と (3.64)式が得られる。
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付 録F 3点、4点相互作用のFeynman rule

ここでは、4.3節で計算に使用した 3点、4点相互作用の Feynman ruleにをまとめておく。

=

'̄1 '1 '̄1 '1

Ã2
µ,n,j Ã2

⌫,n,�j Ã3
⌫,n,�jÃ3

µ,n,j

= �2ig2⌘µ⌫

図 F.1: 4-point vertex for φφAA

='̄1 '1

= '̄1'1

Ã2
µ,n+1,�j

Ã2
⌫,n,j Ã3

⌫,n,j

Ã3
µ,n+1,�j

Ã2
µ,n+1,j

Ã2
⌫,n,�j

Ã3
µ,n+1,j

Ã3
⌫,n,�j

= �2
g
p
↵(n+ 1)p

2
⌘µ⌫

= 2
g
p
↵(n+ 1)p

2
⌘µ⌫

図 F.2: 3-point vertex for φAA

上記の 2倍は対称因子である。
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'̄1 '1

=

'̄1 '1

= �ig2

¯̃'2
n,j

¯̃'3
n,j '̃3

n,j'̃2
n,j

図 F.3: 4-point vertex for φφφφ

='̄1 '1

¯̃'2
n,j

'̃3
n,j'̃2

n,j

¯̃'2
n+1,j

¯̃'3
n+1,j

='1 '̄1

¯̃'3
n,j

'̃2
n+1,j '̃3

n+1,j

=
g
p
↵(n+ 1)p

2

= �
g
p
↵(n+ 1)p

2

図 F.4: 3-point vertex for φφφ

'̄1 '1
=

¯̃c2n,j ¯̃c2n+1,j

¯̃c3n+1,j ¯̃c3n,j

c̃2n+1,j c̃2n,j

c̃3n,j c̃3n+1,j

'̄1 '1
=

=
g⇠
p

↵(n+ 1)p
2

= �
g⇠
p
↵(n+ 1)p

2

図 F.5: 3-point vertex for φcc
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