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概 要

標準模型を越えた理論として盛んに研究されている超弦理論は 10次元時空上の理論である。そ
の 10次元時空から 6次元空間をコンパクト化することで 4次元時空の有効理論を得る。そこ
で、標準模型が抱える課題の一つである、フェルミオンの質量や 3世代フレーバー混合を与え
る 4次元湯川結合定数をコンパクト空間上の波動関数を用いて計算し、コンパクト空間の幾何
学が湯川結合定数に与える影響について議論する。具体的には、超弦理論の有効理論として得
られる 10次元N = 1 Super Yang-Mills理論を 6次元フラックスコンパクト化し、さらにフェ
ルミオンの 3世代構造がそのうちの 2次元空間に由来するとして、2次元空間上の波動関数を
求めて湯川結合を計算する。2次元空間として T 2/Z2オービフォールドが持つ特異点の近傍を
S2の一部を用いてブローアップして変形した幾何を考えて、その幾何上の波動関数を求め、さ
らに得られた波動関数を用いて 4次元湯川結合定数を計算する。そして、その湯川結合から得
られるクォークのフレーバー構造 (クォーク質量比およびフレーバー混合行列)のブローアップ
半径の依存性を議論し、ブローアップを行うことで観測値にO(1)程度で再現するモデルにつ
いて議論する。
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第1章 導入

現在のところ自然に存在する四つの相互作用（強い相互作用、電磁相互作用、弱い相互作
用、重力相互作用）のうち重力相互作用を除く三つの相互作用は、表 1.1に示される SU(3)C ×
SU(2)L × U(1)Y 局所対称性を持つ素粒子の相互作用によってヒッグススカラー場による自発
的対称性の破れを介して記述されることが標準模型によって知られいる。実際に、3つのゲー
ジ結合定数、ヒッグススカラー場のポテンシャルを決める結合定数、フェルミオンの質量構造
を与える湯川結合係数といった標準模型のフリーパラメータを適当な値に選ぶことによって
O(102)GeV以下の多くの実験結果と非常に良く整合している。
しかし、そのようなフリーパラメータの値を理論的に説明することはできない。また、なぜ
ゲージ群構造が SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y であり、そして表 1.1のような素粒子が存在するの
かを理論的に説明することはできない。他にも、標準模型では重力相互作用を説明できないこ
とや、現在の宇宙に存在するエネルギーのうち表 1.1の標準模型の粒子で構成される物質は宇
宙全体の約 5%を占めているがなぜそのような物質が多く生成されているのか (バリオン非対称
性)、そして残りのダークマター・ダークエネルギーの起源なども標準模型では説明できない。
このような謎を解決するためには、標準模型を越えた理論が必要である。
これらの謎を解決し得る「万物の理論」の有力候補として超弦理論が挙げられる。超弦理論と
は、超対称性をもつ弦理論である。ここで、超対称性とは、ボソンとフェルミオンの間の対称性
であり、弦理論とは、全ての素粒子をプランクスケールEp = mpc

2 = c2
√

ℏc/G ∼ O(1018)GeV

においては「点粒子」ではなく長さにして 10−33cmほどの「弦」として扱う理論である。その
弦の振動モードとして重力子やゲージボソンとそれらの超対称性パートナーとしてフェルミオ
ンを含むため、「万物の理論」の有力候補として盛んに研究されている。しかし、超弦理論が量
子論において無矛盾であるためには 10次元時空であることが要請されて、超弦理論が標準模型
を含む自然界を記述する「万物の理論」であると仮定するならば、我々が観測していない余剰
な 6次元空間はO(102)～O(1018)GeVのあるエネルギースケールで小さく丸められて (コンパク
ト化されて)いる必要があり、そのO(102)GeVにおける有効理論として標準模型が導かれなけ
ればならない。しかし、現在に至るまで超弦理論から標準模型を実験値まで完全に再現するモ
デルは得られていない。
本論文では、超弦理論から得られる有効理論を用いて、標準模型の謎の一つである 3世代フェ
ルミオンの質量構造および世代 (フレーバー)混合を与える湯川結合係数の構造について議論す
る。具体的には、超弦理論のmagnetized D-ブレーンモデルの有効理論として得られる 10次元
N = 1 Super Yang-Mills理論を 6次元フラックスコンパクト化する。特に、6次元空間が 3つ
の 2次元空間の直積で構成されるとしてさらに表 1.1のフェルミオンの 3世代構造が 1つの 2次
元空間に由来するとして一つの 2次元空間上で特にクォークの湯川結合を計算して 4次元湯川
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結合係数を求める。そして、その湯川結合係数から得られる 3世代クォークの質量および世代
(フレーバー)混合行列が、コンパクト空間の幾何を変形することでどのような影響を与えるの
かを議論する。
本論文の構成は以下の通りである。まず第 2章で標準模型とその課題についてまとめる。第

3章で、標準模型を越えた理論である超弦理論について概説する。そこで超弦理論では 10次元
時空が要請されることをみる。そして、4次元標準模型を得るために有用なコンパクト化およ
びD-ブレーンモデルについて概説する。第 4章で、超弦理論の有効理論として得られる 10次
元N = 1 Super Yang-Mills理論のフラックスコンパクト化について議論する。特に、2次元
トーラス（T 2)、それをさらにZ2対称性で割ったトーラスオービフォールド（T 2/Z2）、さらに
T 2/Z2と同じトポロジー不変量を持つ 2次元球面（S2）上の波動関数およびそれから得られる
湯川結合係数についてレビューする。第 5章で、T 2/Z2特異点を S2を用いて丸く滑らかに変形
（ブローアップ）した幾何上の波動関数および湯川結合係数を求めて、クォークの質量およびフ
レーバー混合行列のブローアップ依存性および実験値の再現について議論する。最後に、第 6

章で総括を行う。また、付録Aで、超対称性に関する基礎事項について補足する。付録Bで、
第 4章で議論された T 2上の波動関数に対するモジュライ変換の計算の詳細を記載している。付
録 Cで、第 5章のブローアップの手法を一般の T 2/ZN オービフォールド特異点に適用して変
形後の波動関数を求めている。付録Dで、第 5章で求めたブローアップ後の波動関数の規格化
因子を求めるための計算の詳細を記載している。付録Eで、第 5章で用いた湯川結合定数の計
算の詳細を記載している。

物質フェルミオン
(スピノル場)

左巻きクォーク 左巻きレプトン 右巻きクォーク 右巻きレプトン

表現 qiL = (3,2,+1
6
) liL = (1,2,−1

2
)

uiR = (3,1,+2
3
)

diR = (3,1,−1
3
)

eiR = (1,1,−1)

第 1世代 q1L =

(
urL ugL ubL
drL dgL dbL

)
l1L =

(
νeL
e

)
u1R =

(
urR ugR ubR

)
d1R =

(
drR dgR dbR

) e1R = eR

第 2世代 q2L =

(
crL cgL cbL
srL sgL sbL

)
l2L =

(
νµL
µ

)
u2R =

(
crR cgR cbR

)
d2R =

(
srR sgR sbR

) e2R = µR

第 3世代 q3L =

(
trL tgL tbL
brL bgL bbL

)
l3L =

(
ντL
τ

)
u3R =

(
trR tgR tbR

)
d3R =

(
brR bgR bbR

) e3R = τR

ゲージボソン
(ベクトル場)

SU(3)C SU(2)L U(1)Y
ヒッグスボソン
(スカラー場)

表現 G = (8,1, 0) WL = (1,3, 0) B = (1,1, 0) ϕ = (1,2,+1
2
)

⇒ W±
L , ZL ⇒ γ (A) ⇒ h

相互作用 強い相互作用 弱い相互作用 電磁相互作用 (湯川相互作用)

表 1.1: SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y 対称性を持つ標準模型の構成粒子
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第2章 標準模型とその課題

本章ではまず標準模型とその課題についてまとめる。主に [1–3]を参考にしている。標準模
型は以下の SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y 対称性を持つ作用

S =

∫
d4x

[
− 1

4
GaµνGa

µν −
1

4
W aµν
L W a

Lµν −
1

4
BµνBµν (2.1)

+ (qiL)
†iσµ

(
∂µ − igCG

a
µ

λa

2
− igLWLµ

σa

2
− igYBµ

1

6

)
qiL

+ (liL)
†iσµ

(
∂µ − igLWLµ

σa

2
+ igYBµ

1

2

)
liL

+ (uiR)
†iσ̄µ

(
∂µ − igCG

a
µ

λa

2
− igYBµ

2

3

)
uiR

+ (diR)
†iσ̄µ

(
∂µ − igCG

a
µ

λa

2
+ igYBµ

1

3

)
diR

+ (eiR)
†iσ̄µ (∂µ + igYBµ) e

i
R

+

∣∣∣∣(∂µ − igLWLµ
σa

2
− igYBµ

1

2

)
ϕ

∣∣∣∣2 − λ

(
|ϕ|2 − v2

2

)2

−
(
yiju (u

i
R)

†ϕ̃†qjL + yijd (d
j
R)

†ϕ†qjL + yije (e
i
R)

†ϕ†ljL +
cij

Λ

(
(liL)

c
)†
ϕ̃∗ϕ̃†ljL + h.c.

)]
igCG

a
µν

λa

2
=igC

(
∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ − gGb

µG
c
νf

bca
) λa
2
,

[
λb

2
,
λc

2

]
= if bca

λa

2
(a, b, c = 1, 2, ..., 8)

igLW
a
Lµν

σa

2
=igL

(
∂µW

a
Lν − ∂νW

a
Lµ − gW b

LµW
c
Lνϵ

bca
) σa
2
,

[
σb

2
,
σc

2

]
= iϵbca

λa

2
(a, b, c = 1, 2, 3)

igYBµνY =igY (∂µBν − ∂νBµ)Y

σµ =(I, σi), σ̄µ = (I,−σi)
ϕ̃ =iσ2ϕ∗

で記述される。ここで、λa, σaはそれぞれGell-Mann行列、Pauli行列でありそれぞれ SU(3),

SU(2)のLie代数を構成し、f bca, ϵbcaはそれぞれの構造定数となる。また、gC , gL, gY はそれぞ
れ SU(3)C , SU(2)L, U(1)Y のゲージ結合定数、λ, vはヒッグススカラー場ポテンシャルを決め
る結合定数、yijf (f = u, d, e)は湯川結合定数である。また、作用の最終項 (Weinbergオペレー

4
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タ [4])1は質量次元が 5次の結合であるため、質量次元 1のカットオフパラメータΛを導入し無
次元結合定数を cijとする。ここで、(liL)

cは liLの荷電共役をとったものである。ここで、ヒッ
グススカラー場 ϕの真空期待値

< ϕ >=

(
0
v√
2

)
(2.2)

によって SU(3)C ×SU(2)L×U(1)Y → SU(3)C ×U(1)Qと自発的に対称性が破れて、真空期待
値周りで

ϕ =

(
0
v+h√

2

)
(2.3)

と展開することで、作用は以下のように書き表される。

1この項は表 1.1の標準模型粒子を用いてニュートリノの質量を説明するために考えられる項であるが、結合定
数が負の質量次元を持つためにこの項は繰り込み不可能となる。(標準模型が提案された当初はニュートリノは質
量を持っていないと考えられたためこの項を考える必要はなかったが、このように繰り込み不可能であることを
許せば標準模型の範囲内でニュートリノの質量を説明することができる。)
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S =

∫
d4x

[
− 1

4
GaµνGa

µν −
1

4
AµνAµν (2.4)

+ 2

(
−1

4
W+µν
L W−

Lµν +
1

2
m2
WL
W+µ
L W−

Lµ

)
+

(
−1

4
Zµν
L ZLµν +

1

2
m2
ZL
Zµ
LZLµ

)
+

1

2
(∂µh)

2 − 1

2
m2
h(h)

2 − 1

2

m2
h

v
(h)3 − λ

4
(h)4

+ 2
m2
WL

v
hW+µ

L W−
Lµ +

m2
WL

v2
(h)2W+µ

L W−
Lµ +

m2
ZL

v
hZµ

LZLµ +
1

2

m2
ZL

v2
(h)2Zµ

LZLµ

+ ū
′I

(
iγµ
(
∂µ − igCG

a
µ

λa

2
− i

2

3
eAµ

)
−mu′I −

muI

v
h

)
u

′I

+
gL

cos θW

((
1

2
− 2

3
sin2 θW

)
(u

′I
L )

†σµZLµu
′I
L − 2

3
sin2 θW (u

′I
R)

†σ̄µZLµu
′I
R

)
+ d̄

′I

(
iγµ
(
∂µ − igCG

a
µ

λa

2
+ i

1

3
eAµ

)
−mdI −

mdI

v
h

)
d

′I

+
gL

cos θW

((
−1

2
+

1

3
sin2 θW

)
(d

′I
L )

†σµZLµd
′I
L +

1

3
sin2 θW (d

′I
R)

†σ̄µZLµd
′I
R

)
+ ē

′I
(
iγµ (∂µ + ieAµ)−meI −

meI

v
h
)
e
′I

+
gL

cos θW

((
−1

2
+ sin2 θW

)
(e

′I
L )

†σµZLµe
′I
L + sin2 θW (e

′I
R)

†σ̄µZLµe
′I
R

)
+

1

2
ν̄

′I
L(M)

(
iγµ∂µ −mνI

L(M)

)
ν

′I
L(M) +

gL
cos θW

(
1

2
(ν

′I
L )

†σµZLµν
′I
L

)
+
gL√
2

(
(u

′I
L )

†σµW+
Lµ(VCKM)IJd

′J
L + (e

′I
L )

†σµW−
Lµ(VPMNS)IJν

′J
L + h.c.

)]
W±
L =

W 1
L ∓ iW 2

L√
2(

ZL
A

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
W 3
L

B

)
=

 gL√
g2L+g

2
Y

− gY√
g2L+g

2
Y

gY√
g2L+g

2
Y

gL√
g2L+g

2
Y

(W 3
L

B

)

mWL
=
gLv

2
, mZL

=

√
g2L + g2Y v

2
, mh =

√
2λv, e =

gLgY√
g2L + g2Y

, Q = IL3 + Y

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
−I 0

0 I

)

f =

(
fL
fR

)
, f̄ = f †γ0, (f = u, d, e), νL(M) =

(
νL

(νL)
c

)
, ν̄L(M) = ν†L(M)γ

0 (Majorana)

f iL.R =(UfL,R
)iIf

′I
L,R, (UfL)

†
Iiy

ij
f (UfR)jJ =

√
2
mfI

v
δIJ

νiL =(UνL)iIν
′I
L , (UνL)

T
Ii

cijµ
Λ
(UνL)jJ =

mνI
L(M)

v2
δIJ (mνI

L(M)
≪ mfI )

VCKM =(UuL)
†UdL , VPMNS = (UeL)

†UνL 6
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こうして破れずに残る SU(3)C 対称性により強い相互作用を、U(1)Q対称性により電磁相互作
用を説明し、破れてヒッグス機構によりNambu-Goldstoneボソンの 3自由度を吸収して質量を
獲得したW±, Zボソンにより弱い相互作用を説明する。また、残りの 1自由度は質量を持つ実
スカラー場 hとして物理的に現れるヒッグスボソンである。また、ヒッグススカラー場との (湯
川)結合を通してフェルミオンも質量を獲得し2、そしてW±ボソンとの相互作用で世代 (フレー
バー)混合を起こす。クォークの混合量列をCabbibo-Kobayashi-Masukawa(CKM)行列、レプ
トンの混合行列をPontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata(PMNS)行列と呼ぶ。さらに、3世代以上
が混合することによって混合行列に物理的な複素位相が現れてCP 対称性の破れを説明するこ
とができる3。
このようにしてゲージ結合定数、ヒッグススカラー場のポテンシャルを決める結合定数、湯川
結合定数 (およびWeinbergオペレータ係数)を適当な値に選ぶことで、標準模型でO(102)GeV

以下の多くの実験結果を説明することができる。しかし、標準模型では説明できない謎も多く
存在する。以下、主要な謎について列挙する。

• フリーパラメータの値の理論的説明に関する謎

– 3つのゲージ結合定数の値は理論的にどのように決定されるのか。(→繰り込み手法を
用いてエネルギースケールを上げていくとO(1016)～O(1017)GeV程度で 3つのゲー
ジ結合定数が (おおよそ)同一の値を示すことが知られている。そのため、O(1016)～
O(1017)GeV以上ではある一つのゲージ群Gによって記述されているのではないか
と示唆されている (大統一理論)。そして、そのエネルギースケールで群Gの対称性
が破れることにより実験値と整合する 3つのゲージ結合定数が得られたのではない
かと示唆されている。ただしゲージ結合定数を統一するめには標準模型で導入され
ていない新たな粒子の効果が必要である。)

– ヒッグススカラー場のポテンシャルの形はどのように理論的に決定されるのか。特
に、対称性を破るエネルギースケールがなぜO(102)GeV程度であるのか (ゲージ階
層問題)。(→フェルミオンとの間の超対称性や余剰次元時空におけるゲージ対称性
などにより制限されているのではないかと盛んに研究されている。)

– フェルミオンの質量や世代 (フレーバー)混合、CP対称性の破れを引き起こす湯川結
合定数は理論的にどのように決定されるのか。特に、なぜ質量が階層構造になって
いるのか。また、極端に小さいニュートリノの質量の起源は何か。(ニュートリノは
Majorana粒子であるのか Dirac粒子であるのか。Majorana粒子である場合はカッ

2ただし、Weinbergオペレータから得られるニュートリノ質量項はMajorana質量項であるため、ニュートリ
ノがMajorana粒子でない場合は、SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y のもとで singletとして振る舞う右巻きニュート
リノを導入し、アップクォークタイプと同様の湯川結合から得られる Dirac質量項によって説明する必要がある。
ただしこの場合は、ニュートリノの質量が他のフェルミオンの質量と比べて極端に小さいために、ニュートリノ
の湯川結合定数が他のフェルミオンの湯川結合定数より極端に小さいという不自然性を抱えることになる。なお、
ニュートリノがMajorana粒子であるかどうかはまだわかっていない。

3Majoranaニュートリノである場合は 2世代以上の PMNS混合でも CP 対称性の破れを説明することができ
るが、現在すでに 3世代混合が起きていることは知られている。また、実際に何世代で混合しているかは混合行
列のユニタリ性を確認することで特定される。
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トオフスケールでのどのような結合に由来するのか。Dirac粒子である場合は湯川結
合定数が他のフェルミオンと比べて極端に小さいのはなぜか。)(→Majoranaニュー
トリノである場合、シーソー機構などによって説明されることが有力視されている。
ただし、ニュートリノと結合する重い粒子の存在は確認されていない。)なぜクォー
クの世代混合は小さくレプトンの世代混合は大きいのか。(→フレーバー対称性を用
いて説明するモデルが提唱されている。)

• 自然界がなぜ標準模型のような構造をしているのか

– なぜゲージ群構造が SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y なのか。特に、なぜ左巻き粒子にの
みSU(2)対称性がある (カイラルな理論である)のか。(→標準模型より高エネルギー
で右巻き粒子に対する SU(2)R対称性を導入した模型も提唱されている。)

– 自然界にはなぜ表 1.1のような素粒子が存在しているのか。特に、なぜフェルミオ
ンは 3世代存在しているのか。また、表現はなぜ表 1.1のような表現であるのか。特
に、U(1)Y のハイパー電荷 Y はどのように決定されるのか。(→高エネルギーで非
可換ゲージ群に埋め込むことによってよく説明されている。)

• 標準模型では説明することができていない現象

– 重力相互作用は標準模型で説明できていない。また、一般相対性理論で記述される
古典重力理論は繰り込み不可能な理論である。(→超弦理論はこの問題を解決し得る
理論として注目されている。)

– 現在の宇宙に存在するエネルギーのうち表 1.1の標準模型の粒子で構成される物質
は宇宙全体の約 5%を占めており、まず標準模型ではなぜそのような物質が多く生
成されたのか (バリオン非対称性)を説明することができない。(→Majoranaニュー
トリノなどによるレプトン数の破れと電弱相互作用で予言されるスファレロン効果
を用いてバリオン数の破れを説明するモデルが有力視されている。)また残りの宇宙
全体の約 27%を未だ正体不明なダークマターが、約 68%を宇宙を膨張させるダーク
エネルギーが占めているが、これらは標準模型で説明できていない。

– 宇宙論における地平線問題と平坦性問題を解決する理論として有力視されているイ
ンフレーション理論を標準模型では説明できていない。(→インフレーションを起こ
すポテンシャルの起源がわかっていない。)

このように標準模型は多くの謎を抱えており、これらを解決するためには標準模型を越えた理
論が必要である。以降では、標準模型を越えた理論として超弦理論を考えて、超弦理論から予
言される余剰なコンパクト空間を用いて、特にクォークのフレーバー構造のコンパクト空間の
幾何依存性について議論する。
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第3章 超弦理論

本章では超弦理論の概要をまとめる。主に [5–7]を参考にしている。まず、点粒子から有限
長さを持つ弦へ拡張することで閉弦と開弦の 2種類の弦を考えることができる。また弦を考え
ることで、古典論において考えられる対称性を量子論でも保障することを要請すると、弦が運
動する時空間の次元が特定される。具体的にはまずボソニック弦理論についてまとめる。この
とき、ボソン弦は 26次元時空間上を運動している必要がある。そして、閉弦から 2階テンソル
場 (重力子など)、開弦からベクトル場 (ゲージボソン)が 0質量モードとして現れて、その意味
で弦理論は重力も含めて記述する「万物の統一理論」として注目されている。ただし、真空状
態がタキオン状態である。また、フェルミオンを扱うことができない。そこで、超対称性を導
入した超弦理論を考える。これによりフェルミオンが導入されてさらに真空状態が安定する。
このとき、超弦は 10次元時空間上を運動している必要がある。ただし、我々が観測している時
空は 4次元時空であり、観測されていない余剰な 6次元空間はコンパクト化されている必要が
ある。そこで、コンパクト化すると新たにどのようなことが得られるか議論する。また、超弦
理論から標準模型を含む理論を得るために有用なD-ブレーンモデルについて簡単に紹介する。

3.1 弦理論
まず、D次元時空中を運動する点粒子 (ボソン)の作用は、線素 ds2 = −gMNX

MXN(M,N =

0, 1, ..., D − 1)を用いて

S = −m
∫
ds = −m

∫
dτ

√
−gMN

dXM(τ)

dτ

dXM(τ)

dτ
(3.1)

で与えられる。ここで、τ は世界線の固有時間であり、XM(τ)は世界線座標で τ の位置にある
点粒子のD次元時空におけるXM 方向の座標を表している。すなわち、世界線がD次元時空
にどのように埋め込まれるかを表している。また、mは点粒子の質量である。
これをD次元時空中を運動するボソン弦の作用に拡張すると、

SNG = −T
∫
d2σ
√

−detGαβ (α, β = 0, 1) (3.2)

Gαβ = gMN
∂XM(σ)

∂σα
∂XN(σ)

∂σβ
(3.3)

で与えられる。ここで、σα (α = 1, 2)は世界面上の座標であり、XM(σ)は世界面座標で σ =

(σ0, σ1)の位置にある弦のD次元時空におけるXM 方向の座標を表しており、世界面がD次元
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時空にどのように埋め込まれるかを表している。その埋め込まれた世界面の計量はGαβでD次
元時空計量から誘導される。また、T は弦の張力であり、弦理論のパラメータとして質量次元
−2を持つReggeスロープと呼ばれるパラメータα′を用いて T = (2πα′)−1と表せる。この作用
はNambu-Goto作用と呼ばれる。以後、D次元背景時空としてMinkowski時空を考える。この
ときD次元背景時空には大域的 Poincaré対称性がある。また、∂α ≡ ∂

∂σα とする。ただし、こ
の作用ではD次元座標が平方根内で用いられていて量子化が困難であるため、この作用と同等
の Polyakov作用

SP = − 1

4πα′

∫
d2σ
√

−dethαβ(σ)h
αβ(σ)ηMN∂αX

M(σ)∂βX
N(σ) (3.4)

を考える。ここで、世界面計量を hαβとし、弦のD次元座標XM(σ)をD個の 0質量スカラー
場として見ることに対応する。実際、世界面計量 hαβは補助場であり運動方程式から世界面の
エネルギー運動量テンソルがに関する拘束条件

Tαβ(σ) = ηMN∂αX
M(σ)∂βX

N(σ)− 1

2
hαβ(σ)h

γδ(σ)ηMN∂γX
M(σ)∂δX

N(σ) = 0 (3.5)

が得られて、これにより Polyakov作用 (3.4)がNambu-Goto作用 (3.3)と等価であることが確
かめられる。また、弦XM に関する運動方程式は

∂α

(√
−dethαβ(σ)h

αβ(σ)ηMN∂βX
N(σ)

)
= 0 (3.6)

となる。ただし、弦の長さ lは有限でありパラメータ σ1の領域は有限であり、境界条件√
−dethαβ(σ)h

1α(σ)ηMN∂αX
N(σ)δXM(σ)

∣∣∣σ1=l

σ1=0
= 0 (3.7)

を満たす必要がある。さて、この Polyakov作用は世界面上の局所的な世界面のパラメータ付
け替え (一般座標変換)、世界面計量に対するWeyl変換、およびD次元背景時空上の大域的な
Poincaré変換に対して不変である。そして運動方程式もまた上記の変換に対して不変である。
これら対称性が量子論でも保たれるためには、背景時空がD = 26次元でなければならないこ
とがわかる。
量子化の方法として、局所対称性をゲージ固定して量子化する光円錐量子化を考える1。ま
ず、世界面のパラメータ付け替え (一般座標変換)を用いて世界面パラメータを直交系にとり
世界面計量を 2次元Minkowski計量に比例した形 (hαβ ∝ ηαβ)に固定させることができる。た
だし、Weyl変換パラメータは固定されない。すなわち、一般座標変換とWeyl変換を同時に行
う共形変換に対する対称性はまだ固定されずに残っている。さらに、世界面座標の光円錐表示
(σ± = σ0 ± σ1)を導入すると、(3.5)-(3.7)は

T±±(σ) = ηMN∂±X
M(σ)∂±X

N(σ) = 0 (3.8)

∂+∂−X
M(σ) = 0 (3.9)

ηMN∂1X
M(σ)δXN(σ)

∣∣∣σ1=l

σ1=0
= 0 (3.10)

1BRST量子化を行っても、BRST対称性、Weyl対称性、Poincaré対称性を保障すると同じ結果が得られる。
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となる。また、共役運動量は

PM(σ) ≡ 1

2πα′∂0X
M(σ) (3.11)

と表せる。ここで、σ1 = 0と σlが同一視される閉弦においては、l = 2πとして周期境界条件

XM(σ1 + 2π) = XM(σ1) ⇒ XM
C (σ) =

∞∑
n=−∞

XM
n (σ0)einσ

1

(3.12)

によって (3.10)を満たす。このとき (3.9)の解は

XM
C (σ) = xM + α′pMσ0 + i

√
α′

2

∑
n̸=0

(
αMn
n
e−inσ

+

+
α̃Mn
n
e−inσ

−
)

(3.13)

=

(
1

2
xM +

α′

2
pMσ+ + i

√
α′

2

∑
n̸=0

αMn
n
e−inσ

+

)

+

(
1

2
xM +

α′

2
pMσ− + i

√
α′

2

∑
n̸=0

α̃Mn
n
e−inσ

−

)

PM
C (σ) =

pM

2π
+

1

2π
√
2α′

∑
n̸=0

(
αMn e

−inσ+

+ α̃Mn e
−inσ−

)
(3.14)

=

(
pM

4π
+

1

2π
√
2α′

∑
n̸=0

αMn e
−inσ+

)
+

(
pM

4π
+

1

2π
√
2α′

∑
n̸=0

α̃Mn e
−inσ−

)

と得られる。ここで、pM は弦全体の運動量であり、(3.14)より αM0 = α̃M0 =
√

α′

2
pM である。

また、場の実性より (αMn )∗ = αM−n, (α̃
M
n )∗ = α̃M−nを満たす。これより、閉弦は σ+による左回り

モード αMn および σ−による右回りモード α̃Mn は独立である。一方、σ
1 = 0と σ1 = lが独立な

開弦においては、l = πとして (3.10)の各項それぞれで 0、すなわち

ηMN∂1X
M(σ)δXN(σ)

∣∣∣
σ1=0,π

= 0 (3.15)

を満たす必要がある。ところで、反対向きの σ1 = 0,−πに対しても同様に

ηMN∂1X
M(σ)δXN(σ)

∣∣∣
σ1=0,−π

= 0 (3.16)

を考えることができて、π ∼ −πより周期境界条件が考えれるため閉弦と同様の議論をするこ
とができる。すなわち、閉弦に対してさらに σ1,= 0, πで (3.15)を課すことによって開弦が得
られる。具体的には、自由端条件であるNeumann条件

∂1X
M(σ)

∣∣
σ1=0,π

= 0 (3.17)
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を満たす開弦は (3.15)を満たし α̃Mn = αMn より (3.9)の解は

XM
ON(σ) = xM + 2α′pMσ0 + i

√
α′

2

∑
n̸=0

αMn
n
e−inσ

0

cos(nσ1) (3.18)

PM
ON(σ) =

pM

π
+

1

2π
√
2α′

∑
n̸=0

αMn e
−inσ0

cos(nσ1) (3.19)

と得られる。一方、固定端条件であるDirichlet条件

δXM(σ)
∣∣
σ1=0,π

= 0 ⇔ ∂0X
M(σ)

∣∣
σ1=0,π

= 0 (3.20)

を満たす開弦においても (3.15)を満たし α̃Mn = −αMn より (3.9)の解は

XM
OD(σ) = xM +

lM

π
σ1 + i

√
α′

2

∑
n̸=0

αMn
n
e−inσ

0

sin(nσ1) (3.21)

PM
ON(σ) =

1

2π
√
2α′

∑
n̸=0

αMn e
−inσ0

sin(nσ1) (3.22)

と得られる。ただし、Dirichlet条件を課した方向に関して弦全体は運動せず pM = 0となるた
め、背景時空の時間方向であるX0方向にはDirichlet条件を課すことはできない。ここで、D
次元背景時空のうち Neumann条件により弦の端点が動くことができる p + 1次元時空を Dp-

ブレーンと呼ぶ。また、Dirichlet条件を課した方向に関して、lM ̸= 0のときXM
OD(σ

1 = π) =

xM , XM
OD(σ

1 = 0) = xM + lM となり弦の端は lM だけ離れたD-ブレーン上にある。D-ブレーン
の詳細は後に述べることにする。以後ここでは lM = 0とする。このように開弦では、左回り
モードと右回りモードが独立でなくなる。ただし、このようにして得られた弦のモードはまだ
共形対称性により独立ではなく、共形対称性を固定して拘束条件 (3.8)を解く必要がある。ま
ず、拘束条件 (3.8)を

T++(σ
+) = α′

∞∑
n=−∞

Lne
−inσ+

= 0, Ln =
1

2

∞∑
m=−∞

αMn−mα
N
mηMN = 0 (3.23)

T−−(σ
−) = α′

∞∑
n=−∞

L̃ne
−inσ−

= 0, L̃n =
1

2

∞∑
m=−∞

α̃Mn−mα̃
N
mηMN = 0 (3.24)

とモード展開する。ただし、開弦では L̃n = Lnである。また、共形対称性を固定するためにさ
らにD次元背景時空座標の光円錐表示 (X± = 1√

2
(X0 ±X1) , XI = XI (I = 2, ..., D − 1))を

導入して、

X+(σ) = x+ + α′p+σ0 (3.25)

で共形対称性を固定する (開弦では p+ → 2p+に変える)。その上で (3.23),(3.24)を解くと、

√
2α′p+α−

n =
D−1∑
I=2

∞∑
m=−∞

αIn−mα
I
m,

√
2α′p+α̃−

n =
D−1∑
I=2

∞∑
m=−∞

α̃In−mα̃
I
m (3.26)
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と、X−モードもXI モードで展開できて独立なモードでなくなる。すなわち物理的に独立な
モードはD − 2個のXI のモードである。また特に n = 0のとき

α′p+p− =
D−1∑
I=2

∞∑
m=−∞

αI−mα
I
m =

D−1∑
I=2

∞∑
m=−∞

α̃I−mα̃
I
m (3.27)

が成り立つ。このD − 2個のモードに対して正準量子化条件は[
XI(σ), P J(σ′)

]
= iδIJδ(σ − σ′)

⇒
[
αIm, α

J
n

]
=
[
α̃Im, α̃

J
n

]
= mδIJδm+n,0 (m,n ̸= 0),

[
xI , pJ

]
= iδIJ (3.28)

となる。これより、運動量 pI を持つ基底状態 |0; p⟩は

αIm |0; p⟩ = α̃Im |0; p⟩ = 0 (n > 0), αI0 |0; p⟩ = α̃I0 |0; p⟩ =
√
α′

2
pI (3.29)

で定義される (開弦では α̃Imは独立なモードではない)。そして任意の物理的状態はこの基底状
態に上昇演算子 (αIn)

† = αI−n, (α̃
I
n)

† = α̃I−nを作用させることで得られる。ただし、(3.27)より
(3.28)を用いて

α′

2
2p+p− =

α′

2

D−1∑
I=2

(pI)2 + 2
D−1∑
I=2

∑
m̸=0

αI−mα
I
m − D − 2

12
=
α′

2

D−1∑
I=2

(pI)2 + 2
D−1∑
I=2

∑
m̸=0

α̃I−mα̃
I
m − D − 2

12

⇔ M2 =
(
pM
)2

=
4

α′

D−2∑
I=1

∑
m̸=0

(
αIm
)†
αIm − D − 2

6α′ =
4

α′

D−2∑
I=1

∑
m̸=0

(
α̃Im
)†
α̃Im − D − 2

6α′ (3.30)

という関係を満たす必要がある。なお、定数項は、量子化条件 (3.28)から得られる寄与である。
最後に、弦が埋め込まれるD次元背景時空のPoincaré対称性、特に SO(1, D− 1)Lorentz対称
性を保障するためには背景時空がD = 26次元でなければならない。実際この場合のみ、閉弦
では αI−1および α̃J−1でそれぞれ一回ずつ上げた第一励起モードの 2階の反対称テンソル場であ
るKalb-Ramod場 (B場)、2階のトレースレス対称テンソル場である重力場 (グラビトン)、ト
レース部分のスカラー場 (ディラトン場)が、開弦ではαI−1で一回だけ上げた第一励起モードの
1階のベクトル場 (ゲージ場)が 0質量であり、Lorentz対称性が保たれる。なお、このとき真空
はタキオン状態である。

3.2 超弦理論
前節における弦理論では、真空がタキオン状態で安定でないことやフェルミオンを扱うことが
できないないなどの問題点がある。そこでこれらの問題を解決するために超対称性を導入する。
これにより超対称パートナーとしてフェルミオンが現れてさらに超対称性により真空のエネル
ギーが 0となり問題が解決される。ただし、超対称性の導入の仕方には 2種類存在し、直接D次
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元背景時空に対して超対称性を導入するGreen-Schwarz(GS)形式と、2次元世界面上の超対称
性を導入した後にD次元背景時空における超対称性を議論するRamond-Neveu-Schwarz(RNS)

形式がある。GS形式では量子化が複雑であるため以下ではRNS形式を用いて議論する。なお、
超対称性に関しては付録Aで基礎事項を補足している。
世界面は 2次元であり前節で固定したようにMinkowski時空とする。このときWeylスピノ

ルの成分は 1成分づつありさらにMajoranaでもある。すなわち、2次元Clifford代数 (Dirac代
数){γα, γβ} = 2ηαβ(α, β = 0, 1)を満たす γαを

γ0 =

(
0 ρ0−+

ρ0+− 0

)
=

(
0 −1

1 0

)
, γ1 =

(
0 ρ1−+

ρ1+− 0

)
=

(
0 1

1 0

)
(3.31)

とすると

γ3 = γ0γ1 =

(
−1 0

0 1

)
(3.32)

より、D個の 2次元Majorana-Weylスピノルは

ψM(σ) =

(
ψM− (σ)

ψM+ (σ)

)
, (ψM− )∗ = ψM− (ψM+ )∗ = ψM+ (3.33)

となる。そこで、2次元Minkowski時空にGrassmann座標 θ, θ̄を加えた超空間上のD個の超場
ΦM(σ, θ, θ̄)をGrassmann数の性質を用いて θ, θ̄で展開すると、

ΦM(σ, θ, θ̄) = XM(σ) + iθ+ψ
M
− (σ)− iθ−ψ

M
+ (σ) + θ+θ−B

M(σ) (3.34)

となる。この超場に対して超対称変換の生成子

Q− = −i ∂

∂θ+
− ρα+−θ−

∂

∂σα
, Q+ = i

∂

∂θ−
− ρα−+θ+

∂

∂σα
(3.35)

を用いて超対称変換 δ = iξ+Q− − iξ−Q+を行うと、それぞれの成分場は

δXM(σ) = iξ+ψ
M
− (σ)− iξ−ψ

M
+ (σ) (3.36)

δψM± (σ) = ±2∂±X
M(σ)ξ∓ + ξ±B

M(σ) (3.37)

δBM(σ) = −2iξ−∂+ψ
M
− − 2iξ+∂−ψ

M
+ (3.38)

となる。この超場を用いて超対称不変な 2次元世界面上の作用を構成するためには全微分が現
れる θ+θ−項の場を用いる必要があるが、その項から前節で得られた弦XM の 2階微分の運動
項を得るためには、超対称変換 (3.35)と反可換な超共偏微分

D− = −i ∂

∂θ+
+ ρα+−θ−

∂

∂σα
, D+ = i

∂

∂θ−
+ ρα−+θ+

∂

∂σα
(3.39)
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を用いて

SSP = − 1

4π

∫
d2σD+Φ

M(σ, θ, θ̄)D−Φ
N(σ, θ, θ̄)ηMN

∣∣
θ+θ−

(3.40)

=
1

2π

∫
d2σ∂+X

M(σ)∂−X
N(σ)ηMN + iψM− (σ)∂+ψ

N
− (σ)ηMN + iψM+ (σ)∂−ψ

N
+ (σ)ηMN

とすることで、2次元世界面上で超対称不変な弦の作用を得ることができる。ここで、α′ = 1

としている。また、BM(σ)は補助場となり運動方程式よりBM(σ) = 0となるのでそれを代入
している。一方、スピノル ψM± の運動方程式と σ1に対する境界条件は

運動方程式: ∂∓ψ
M
± (σ) = 0 ⇒ ψM± (σ) = ψM± (σ±) (3.41)

境界条件: ηMN

(
ψM+ δψ

N
+ − ψM− δψ

N
−
) ∣∣∣σ1=l

σ1=0
= 0 (3.42)

となる。ψM± の共役運動量は

i

2π
ψM± (3.43)

となる。なお、世界面ボソンXM に関しては前節と変わらないため省略する。ここで、境界条
件 (3.42)が自分自身の積でつくられていることから、閉弦の場合でも

ψM+ (σ + 2π) = ±ψM+ (σ), ψM− (σ + 2π) = ±ψM− (σ) (3.44)

とψM+ とψM− が独立にそれぞれ周期境界条件または反周期境界条件どちらかを満たす。それぞれ

周期境界条件: ψM+ (σ) =
∑
n∈Z

dMn e
−inσ+

(3.45)

ψM− (σ) =
∑
n∈Z

d̃Mn e
−inσ−

(3.46)

反周期境界条件: ψM+ (σ) =
∑

r∈Z+1/2

bMr e
−irσ+

(3.47)

ψM− (σ) =
∑

r∈Z+1/2

b̃Mr e
−irσ−

(3.48)

と表される。ここで、nは整数であり、rは半奇数である。この、dMn (d̃Mn )により展開される場を
Rammond(R)セクター、bMn (b̃Mn )により展開される場を Neveu-Schwarz(NS)セクターと呼ぶ。
なお、Majorana場による実性により (dMn )∗ = dM−n, (d̃

M
n )∗ = d̃M−n, (b

M
r )∗ = bM−r, (b̃

M
r )∗ = b̃M−rを

満たす。また、世界面ボソンXM と同様閉弦では σ+による左回りモードおよび σ−による右回
りモードは独立である。一方開弦の場合、境界条件 (3.40)はσ1 = 0, πでそれぞれ独立に 0にな
る必要があり、

ηMNψ
M
+ δψ

N
+

∣∣
σ1=0,π

= ηMNψ
M
− δψ

N
−
∣∣
σ1=0,π

⇒ ψM+ (σ)
∣∣
σ1=π

= ±ψM− (σ)
∣∣
σ1=π

(3.49)
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を満たせばよい。ただし、σ1 = 0を基準にとり ψM+ (σ)|σ1=0 = ψM− (σ)|σ1=0としている。これよ
り、σ+で表される左回りモードと σ−で表される右回りモードは独立でなくなる。この条件は

ψM+ (σ)
∣∣
σ1=π

= ψM− (σ)
∣∣
σ1=π

⇒ ψM± (σ) =
∑
n∈Z

dMn e
−inσ±

(3.50)

ψM+ (σ)
∣∣
σ1=π

= −ψM− (σ)
∣∣
σ1=π

⇒ ψM± (σ) =
∑

r∈Z+1/2

bMr e
−irσ±

(3.51)

とすることで満たされる。ただし、前節と同様このようにして得られるD個のモードは物理
的に独立なモードではない。ここで、作用 (3.40)では世界面計量を共形変換の自由度を除いて
Minkowski計量に固定しているが、本来はもとの (3.4)に対して超対称性を導入する必要があ
り、このとき世界面計量の超対称パートナーも補助場として導入される。そして、補助場であ
る世界面計量およびその超対称パートナーの運動方程式からそれぞれ世界面のエネルギー運動
量テンソルおよび世界面の超対称カレントに関する拘束条件が得られる。そして、世界面計量
およびその超対称パートナーを超共形変換の自由度を除いて固定することで作用 (3.40)が得ら
れる。このとき、拘束条件となる世界面のエネルギー運動量テンソルおよび超対称カレントは

T±±(σ) = ∂±X
M(σ)∂±X

N(σ)ηMN +
i

2
ψM± (σ)∂±ψ

N
± (σ)ηMN = 0 (3.52)

J±(σ) ≡
1

2
J∓
± (σ) = ψM± (σ)∂±X

N(σ)ηMN = 0 (3.53)

と表される。ここで、まずこれらをモード展開する。ただし、閉弦では左回りモードと右回り
モードは独立であるが振る舞い方は同様にして議論することができるため右回りモードに関す
る T−−, J−の展開は省略する。Rセクターのとき

T++(σ
+) =

∑
n∈Z

L(R)
n e−inσ

+

= 0, (3.54)

L(R)
n =

1

2

∑
m∈Z

αMn−mα
N
mηMN +

1

2

∑
m∈Z

(m+
n

2
)dM−md

N
n+mηMN = 0

J+(σ
+) =

∑
n∈Z

F (R)
n e−inσ

+

= 0, (3.55)

F (R)
n =

∑
m∈Z

αM−md
N
n+mηMN = 0

と、NSセクターのとき

T++(σ
+) =

∑
n∈Z

L(NS)
n e−inσ

+

= 0, (3.56)

L(NS)
n =

1

2

∑
m∈Z

αMn−mα
N
mηMN +

1

2

∑
r∈Z+1/2

(r +
n

2
)bM−mb

N
n+mηMN = 0

J+(σ
+) =

∑
r∈Z+1/2

G(NS)
r e−irσ

+

= 0, (3.57)

G(NS)
r =

∑
m∈Z

αM−mb
N
r+mηMN = 0
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と、展開される。そして前節と同様に背景時空の光円錐座標を用いてX+およびψ+
±の振動モー

ドをもって超共形対称性を固定して上記の拘束条件を解くことで、X−, ψ−
±モードもXI , ψI±モー

ドで展開されて独立なモードでなくなる。すなわち物理的に独立なモードはD− 2個のXI , ψI±
のモードである。このD − 2個の ψI±のモードの正準量子化条件は

{ψIA(σ), ψJB(σ′)} = 2πδIJδABδ(σ − σ′)

⇒ R: {dIm, dJn} = {d̃Im, d̃Jn} = δIJδm+n,0, (3.58)

⇒ NS: {bIr, bJs } = {b̃Ir, b̃Js } = δIJδr+s,0 (3.59)

となる。XIのモードの正準量子化条件は前節の (3.28)と同じである。これより、基底状態 |0⟩R,NS

は前節の αIn, α̃
I
nの条件 (3.29)に加えて、n, r > 0に対して

R: dIn |0⟩R = d̃In |0⟩R = 0 (3.60)

NS: bIr |0⟩NS = b̃Ir |0⟩NS = 0 (3.61)

を満たすように定義される。(開弦では d̃In および b̃Ir は独立なモードではない。) そして任意
の物理的状態は上昇演算子 (αIn)

† = αI−n, (α̃In)
† = α̃I−n, (dIn)

† = dI−n, (d̃In)
† = d̃I−n, (bIr)

† =

bI−r, (b̃
I
r)

† = b̃I−rを作用させることで得られる。ただし、Rセクターには dI0(d̃
I
0)が存在してD−2

次元Clifford代数と同じ構造を持ち、さらに dI0以外の全ての演算子と反可換であるため、Rセ
クターの基底状態は dI0によって構成されるD− 2次元のスピン 1/2のスピノルで背景時空フェ
ルミオンであり、さらにRセクターの全ての状態は背景時空フェルミオンとなる。一方、NSセ
クター基底状態は一つで時空スカラーであるため、そこから作られる任意の状態は背景時空ボ
ソンである。また、前節と同様に L0, L̃0に対する条件から

M2
(R) = 4

D−1∑
I=2

∞∑
m=1

(
αIm
)†
αIm + 4

D−1∑
I=2

∞∑
m=1

m
(
dIm
)†
dIm

= 4
D−1∑
I=2

∞∑
m=1

(
α̃Im
)†
α̃Im + 4

D−1∑
I=2

∞∑
m=1

m
(
d̃Im

)†
d̃Im (3.62)

M2
(NS) = 4

D−1∑
I=2

∞∑
m=1

(
αIm
)†
αIm + 4

D−1∑
I=2

∞∑
r=1/2

r
(
bIr
)†
bIr −

D − 2

4

= 4
D−1∑
I=2

∞∑
m=1

(
α̃In
)†
α̃Im + 4

D−1∑
I=2

∞∑
r=1/2

r
(
b̃Ir

)†
b̃Ir −

D − 2

4
(3.63)

という関係を満たす必要がある。なお、NSセクターに現れる定数項は、量子化条件 (3.28)およ
び (3.59)から得られる寄与である。一方、Rセクターに関しても量子化条件 (3.28)および (3.58)

からの寄与がそれぞれあるが、それらが互いに打ち消しあい全体としては寄与しない。最後に、
弦が埋め込まれる背景時空の対称性について考える。まず、前節と同様に背景時空のPoincaré

対称性、特に SO(1, D − 1)Lorentz対称性を要請すると背景時空がD = 10次元でなければな
らない。実際このとき、開弦において、背景時空ボソンとなるNSセクターでは bI−1/2で一回だ
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け上げた第一励起モードの 1階のベクトル場が 0質量となり Lorentz対称性が保たれる。なお、
このときNSセクターの真空 |0⟩NSはタキオン状態である。一方、背景時空フェルミオンとなる
Rセクターのスピン 1/2のスピノル真空 |0⟩Rは 0質量となる。さらに、この 10次元時空に超対
称性を要請する。それは、境界条件の σ0と σ1の同等性を考慮して以下で定義する、背景時空
ボソンを得るNSセクターのGパリティ演算子GNSおよび背景時空フェルミオンを得るRセク
ターのGパリティ演算子GRによるGliozzi-Scherk-Olive(GSO)射影PNS = (1+GNS)/2および
PR = (1±GNS)/2を行うことで実現される。Gパリティ演算子GNSおよびGRをそれぞれ

GNS ≡ (−1)FNS+1, GR ≡ Γ11(−1)FR (3.64)

と定義する。ここで、FNS, FRは世界面フェルミオン数を表しており、また Γ11は 10次元カイ
ラリティを表している。このGSO射影によって、NSセクターの真空 |0⟩NSがプロジェクトア
ウトされて (光円錐ゲージ固定による)8自由度のベクトル bI−1/2 |0⟩NS(ゲージボソン)がGSO射
影後の基底状態で 0質量となり、Rセクターの真空 |0⟩Rは 10次元スピノルの一方のカイラリ
ティのみGSO射影で選ばれて (光円錐ゲージ固定による)8自由度のスピノル (ゲージーノ)が
GSO射影後の基底状態で 0質量となる。さらに閉弦において、左回りモードと右回りモードに
関して異なるカイラリティを選択することで IIA型超弦理論が、同じカイラリティを選択する
ことで IIB型超弦理論が得られる。さらに、IIB型超弦理論では超対称パートナーの 2つのフェ
ルミオンのカイラリティが同じであるため、そのフェルミオンが同一視されるとき特にN = 1

超対称性を持つ I型超弦理論が得られる。また、IIA型超弦理論の有効理論である IIA型超重力
理論は超対称パートナーの 2つのフェルミオンのカイラリティが異なるため 11次元N = 1超
重力理論から得ることができる。なお、11次元N = 1超重力理論は、超対称性持つことができ
る最大の理論である。他にも、閉弦の左回りモードと右回りモードが独立であることから、左
回りモードに対して 26次元の弦理論を採用して右回りモードに対して 10次元の超弦理論を採
用するヘテロティック弦理論というものがある。これらは互いに異なる理論であるが、ある種
の双対関係で結びついており 11次元超重力理論を含むM理論 (膜理論)のある極限で得られる
と考えられている。以下では特に IIA型/IIB型超弦理論に注目する。閉弦は左回りモード-右回
りモードとして、NS-NSセクター、NS-R/R-NSセクター、R-Rセクターがあり、各モードの
0質量状態について述べる。ただし、状態は光円錐ゲージ固定されており 8次元である。

• NS-NSセクターの 0質量状態は、前節と同様それぞれの 8自由度のベクトルモードの直
積から、2階の反対称テンソル場である 28自由度のKalb-Ramod場 (B場)、2階のトレー
スレス対称テンソル場である 35自由度の重力場 (グラビトン)、トレース部分の 1自由度
のスカラー場 (ディラトン場)が得られる。

• NS-R/R-NSセクターの 0質量状態は、NSセクターからの自由度のベクトルモードと R

セクターからの一方のカイラリティをもつ 8自由度のスピノル真空の直積から、56自由
度のスピン 3/2のグラビトンの超対称パートナーグラビティーノと 8自由度のスピン 1/2

のディラトンの超対称パートナーディラティーノが得られて、IIA(IIB)型超弦理論では、
NS-RとR-NSから得られるそれらのカイラリティが異なる (等しい)。
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• R-Rセクターの 0質量状態は、IIA型超弦理論からはカイラリティが異なる 8自由度のス
ピノル真空の直積から、8自由度の 1形式ゲージ場 (D0-ブレーンおよび双対関係よりD6-

ブレーンと結合する)と 56自由度の 3形式ゲージ場 (D2-ブレーンおよび双対関係よりD4-

ブレーンと結合する)が得られる。IIB型超弦理論からはカイラリティが等しい 8自由度
のスピノル真空の直積から、1自由度の 0形式となるスカラー (時間方向の広がりもない
D(−1)-ブレーン (D-インスタントン)および双対関係よりD7-ブレーンと結合する)と 28

自由度の 2形式ゲージ場 (D1-ブレーンおよび双対関係よりD5-ブレーンと結合する)と自
己双対の 35自由度の 4形式ゲージ場 (D3-ブレーンと結合する)が得られる。

以上より、弦理論が量子論においても無矛盾でかつ安定な理論でありボソンとフェルミオン
の両方を得るためには、超対称性をもつ 10次元時空上を超弦が運動していることが要請され
る。これが超弦理論の帰結である。

3.3 コンパクト化とT -双対性
前節より超弦理論では 10次元時空が要請されることをみた。しかし、我々は 4次元時空のみ
観測できているため、観測されていない余剰な 6次元空間はO(102)～O(1018)GeVのあるエネ
ルギースケールでコンパクト化されていると考えられる。本節ではコンパクト化によってどの
ような特徴を持つのか議論する。その特徴を簡単に議論するために、ボソンのみが現れる 26次
元時空の弦理論に対して、25番目の方向が半径Rの円周 S1コンパクト化することを考える。
このとき、閉弦はコンパクト空間方向にW ∈ Z回巻き付くことができる。すなわち、弦の 25

番目の方向X25は、

X25(σ1 + 2π) = X25(σ1) + 2πRW (3.65)
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を満たす。なお、コンパクト化されていない残りの 25次元方向は周期境界条件 (3.12)を満た

す。これより、α25
0 = α̃25

0 =
√

α′

2
p25のみ

α25
0 → α′25

0 = α25
0 +

1√
2α′

RW (3.66)

=

√
α′

2
p25 +

1√
2α′

RW

=

√
α′

2

K

R
+

1√
2α′

RW

=

√
α′

2
p25L , p25L ≡ p25 +

RW

α′ =
K

R
+
RW

α′

α̃25
0 → α̃′25

0 = α̃25
0 − 1√

2α′
RW (3.67)

=

√
α′

2
p25 − 1√

2α′
RW

=

√
α′

2

K

R
− 1√

2α′
RW

=

√
α′

2
p25R , p25R ≡ p25 − RW

α′ =
K

R
− RW

α′

と変更される。ただし、25番目の方向が半径Rでコンパクト化されていることより、25番目
の方向の運動量は

p25 =
K

R
, (K ∈ Z) (3.68)

と量子化されている。ここで、KをKaluza-Klein(K-K)励起数という。これより、25次元時空
の静止エネルギーはコンパクト空間の寄与により

M2 =
(
p25L
)2

+
4

α′

(
25∑
I=2

∑
m̸=0

(
αIm
)†
αIm − 1

)
=
(
p25R
)2

+
4

α′

(
25∑
I=2

∑
m̸=0

(
α̃Im
)†
α̃Im − 1

)
(3.69)

と変更される。ここで、(3.69)および (3.66),(3.67)より、コンパクト空間S1の半径Rを R̃ = α′/R

に変えて同時に巻き付き数W とK-K励起数Kを入れ替えた理論は物理的に等価であり、これ
による物理的に等価な理論は T -双対の関係にあるという。すなわち、この T -双対変換のもとで

T : α′25
0 ↔ α′25

0 , α̃′25
0 ↔ −α̃′25

0 (3.70)

さらには

T : X25
L (σ+) ↔ X25

L (σ+), X25
R (σ−) ↔ −X25

R (σ−) (3.71)
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と移り変わる理論が T -双対関係にある理論である。これにより、小さい半径を持つ理論はその
逆数に比例した大きな半径を持つ理論と物理的に等価であることがわかる。また、開弦につい
ての T -双対変換を (3.70)および (3.71)として考えると、(3.18),(3.21)よりコンパクト空間方向
である 25番目の方向のNeumann条件 (∂1X

25 = 0)とDirichlet条件 (∂0X
25 = 0)が入れ替わり、

これに伴ってD-ブレーンの次元が 1変わる。これらの議論は超弦理論にも当てはまり、(3.71)

同様に世界面フェルミオンの左回りモードψ9
+は変化せず右回りモードψ9

−が−1倍されるとき、
ボソンは前述と同様でフェルミオンのカイラリティも変わるため、IIA型超弦理論と IIB型超
弦理論が T -双対関係にあることもわかる。

3.4 D-ブレーンモデル
本節では、超弦が結合するD-ブレーンについてもう少し掘り下げる。Dp-ブレーンは、開弦

の端点が動ける p+1次元時空に広がったオブジェクトである (すなわち、10次元時空中の p+1

次元方向は自由端条件の Neumann条件が課されていて残りの 9 − p次元方向は固定端条件の
Dirichlet条件が課されている)が、これは超重力理論のソリトン解として得られて、pが偶数の
とき IIA型の閉弦のR-Rセクターが結合して pが奇数のとき IIB型の閉弦のR-Rセクターが結
合する。ここでは特に、超弦理論から超対称標準模型を含む理論を得るために複数のD-ブレー
ンが存在するとき、開弦から何が得られるか議論する。
まず、一枚のD-ブレーン上に端点を持つ開弦による 0質量モードはU(1)ゲージベクトルボソ
ンおよびMajorana-Weylゲージーノが得られて、超対称U(1)ゲージ理論が得られる。また、離
れた位置に平行にあるD-ブレーンに端点を持つ開弦モードはその距離に依存した質量を持つ。
このときは超対称U(1)×U(1)ゲージ理論が得られる。逆に同じ位置に異なる平行D-ブレーンが
あるとき、その異なるD-ブレーン間の開弦から得られるベクトルボソンおよびMajorana-Weyl

フェルミオンが 0質量となる。この開弦はその両端がそれぞれどのブレーン上にあるかで区別
される (Chan-Paton因子)。一般にN 枚の平行D-ブレーンが同じ位置にあるとき、N2の自由
度を持つゲージベクトルボソンとMajorana-Weylゲージーノが得られて、超対称U(N)ゲージ
理論が得られる。これより、平行D-ブレーン位置Aに 3枚、位置 Bに 2枚、位置 Cに 1枚設
置したとき、超対称U(3)×U(2)×U(1)ゲージ理論が得られるが、これらのゲージ群のもとで
基本表現で変換する物質を構成するカイラルフェルミオンを得ることができない。そこで、D-

ブレーンが交差している場合の開弦について議論する。また、別のアプローチを用いて T -双対
変換してD-ブレーンが交差する場合に対応するmagnetized D-ブレーンモデルについても議論
する。

3.4.1 交差D-ブレーンモデル

本節では、10次元時空R1,9 ≃ R1,3 ×R2
1 ×R2

2 ×R2
3のうち、4次元時空と各R2

i (i = 1, 2, 3)に
1次元ずつ広がっているNa枚の平行D6a-ブレーンとNb枚の平行D6b-ブレーンが各R2

i におい
て |θi|で交差している IIA型超弦理論の交差D-ブレーンモデルを考えて、その交差しているブ
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レーン間の開弦について議論する。開弦の始点 (σ1 = 0)は、4次元時空方向とX2i+2(i = 1, 2, 3)

方向に対してNeumann条件をとりX2i+3(i = 1, 2, 3)方向に対してDirichlet条件をとるD6a-ブ
レーン上にあり、開弦の終点 (σ1 = π)は、4次元時空方向と cos θiX

2i+2 + sin θiX
2i+3方向に対

してNeumann条件をとり− sin θiX
2i+2+cos θiX

2i+3方向に対してDirichlet条件をとるD6b-ブ
レーン上にあるとする。すなわち、

∂1X
2i+2
∣∣
σ1=0

= 0, ∂0X
2i+3
∣∣
σ1=0

= 0 (3.72)(
cos θi∂1X

2i+2 + sin θi∂1X
2i+3
) ∣∣

σ1=π
= 0,

(
− sin θi∂0X

2i+2 + cos θi∂0X
2i+3
) ∣∣

σ1=π
= 0 (3.73)

が成り立つ。さらに複素場Zi = X2i+2 + iX2i+3を導入すると、上記の境界条件は

∂1
(
ReZi

) ∣∣
σ1=0

= 0, ∂0
(
ImZi

) ∣∣
σ1=0

= 0 (3.74)

∂1
[
Re
(
eiθiZi

)] ∣∣
σ1=π

= 0, ∂0
[
Im
(
eiθiZi

)] ∣∣
σ1=π

= 0 (3.75)

と表せる。よって ei
θi
π
σ1
Ziの実部がNeumann条件を満たし、虚部がDirichlet条件を満たす。こ

れより、Fourier展開モードが n → n − θi/πだけずれて交差部に局在する。複素共役場 Z̄i =

X2i+2 − iX2i+3の Fourier展開モードは n → n + θi/πだけずれる。世界面超対称パートナー
F i = ψ2i+2 + iψ2i+3(F̄ i = ψ2i+2 − iψ2i+3)も同様に−θi/π(θi/π)だけずれる。このずれに伴い、
量子化により現れる定数項も変わり得るが、Rセクターでは変更後も打ち消し合い全体として
は影響を受けず、基底状態は 0質量である。ただし、di0 = d2i+2

0 + id2i+3
0 , d̄i0 = d2i+2

0 − id2i+3
0 は

昇降演算子となり、各R2
i においてそれぞれどちらかのカイラリティだけが基底状態となる。ま

た、GSO射影より 10次元時空全体のカイラリティも決まっているため、4次元時空R1,3のど
ちらかのカイラリティを持つフェルミオンだけが 0質量で得られる。一方、NSセクターでは定
数寄与は 1/2 → 1/2−

∑
|θi|/(2π)となり、基底状態の 10次元ベクトルの質量は交差角度に依

存する。そして改めて基底状態となる質量が 0質量となるとき、4次元で超対称性を保ち安定
に存在する。なお、基底状態となるのは交差する 6次元方向のベクトル、すなわち 4次元スカ
ラーであり、この基底状態が 0質量のとき、4次元のベクトルは正の質量をもち、残るゲージ
対称性は、U(Na)× U(Nb)ゲージ対称性である。これらの開弦モードは、U(Na)× U(Nb)ゲー
ジ群のもとで (Na, N̄b)表現となる。例えば、表 1.1の粒子に加えて右巻きニュートリノを導入
し右巻き粒子にも SU(2)Rゲージ対称性を課しそれを超対称化した模型 (模型A)の粒子、すな
わち SU(3)C × SU(2)L × SU(2)R up to U(1)ゲージ群のもとで基本表現で変換する 4次元カイ
ラルフェルミオンおよび超対称パートナーとなる 4次元スカラーは、D6-ブレーンを図 3.1のよ
うに配置することで得られる2

2標準模型を超対称化した (最小)超対称標準模型においては、アップクォークタイプとダウンクォークタイプ
に質量を与えるためにはそれぞれアップタイプヒッグス場とダウンタイプヒッグス場と、異なるヒッグス場との
湯川結合によって与えられる。そしてこの 2つのヒッグス場は SU(3)C × SU(2)L × SU(2)R のもとでは (1, 2, 2)
表現としてまとめられる。
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(1,2,2)H

3,1,2 𝑚

𝐼𝑅3
𝐼𝐿3

U(2)L U(2)R

U(3)C
r

l

+1/2-1/2
-1/2

+1/2

b
g

U(1)
1,2,1 𝑚

1,1,2 𝑚

3,2,1 𝑚

図 3.1: 交差D-ブレーンSU(3)C×SU(2)L×SU(2)R up to U(1)模型 (模型A)を示す。U(3)CD-
ブレーンとU(2)L(U(2)R)D-ブレーンの交差部から (3, 2, 1)表現((3, 1, 2)表現)の左巻き (右巻き)

クォークおよび超対称スカラー場のスクォーク、U(1)D-ブレーンとU(2)L(U(2)R)D-ブレーンの
交差部から (1, 2, 1)表現((1, 1, 2)表現)の左巻き (右巻き)レプトンおよび超対称スカラー場のス
レプトン、U(2)LD-ブレーンとU(2)RD-ブレーンの交差部から (1, 2, 2)表現のアップタイプヒッ
グスボソンとダウンタイプヒッグスボソンを与えるヒッグススカラー場およびその超対称フェ
ルミオンのヒッグシーノが得られる。

図 3.1 のように、U(3)CD-ブレーンと U(2)L(U(2)R)D-ブレーンの交差部から (3, 2, 1) 表現
((3, 1, 2)表現)の左巻き (右巻き)クォークおよび超対称スカラー場のスクォークが、U(1)D-
ブレーンとU(2)L(U(2)R)D-ブレーンの交差部から (1, 2, 1)表現((1, 1, 2)表現)の左巻き (右巻き)

レプトンおよび超対称スカラー場のスレプトンが、U(2)LD-ブレーンと U(2)RD-ブレーンの交
差部から (1, 2, 2)表現のアップタイプヒッグスボソンとダウンタイプヒッグスボソンを与える
ヒッグススカラー場およびその超対称フェルミオンのヒッグシーノが得られる。また、6次元
空間はコンパクト空間である必要があるため、例えばR2

i → T 2
i とする必要がある。このとき、

D-ブレーンがコンパクト空間上に巻き付き、例えば図 3.2のようにうまくカイラルフェルミオ
ンを与えるD-ブレーンが 3回交差するとき、同じ表現を持つ 3世代の 4次元カイラルフェルミ
オン (および超対称 4次元スカラー場)を得ることができる。(ただし、この交差Dブレーン模
型は toy-modelである。)
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U(2)L

U(2)R

U(3)C

U(1)

(1,2,2)H

図 3.2: 3世代カイラルフェルミオンが現れるコンパクト空間に巻き付く交差D-ブレーンSU(3)C×
SU(2)L × SU(2)R up to U(1)模型 (模型A)を示す。各表現の下付き添え字 (i = 1, 2, 3)は第 i

世代のカイラルフェルミオンおよび超対称スカラーを表す。

3.4.2 Magnetized D-ブレーンモデル

本節では、10次元時空R1,9 ≃ R1,3 × T 2
1 × T 2

2 × T 2
3 全体に広がるD9-ブレーンのコンパクト

空間方向に異なる一様magnetic flux F a = dAaと F b = dAbを入れて区別されたD9a-ブレーン
とD9b-ブレーンが重なってある IIB型超弦理論のmagnetized D-ブレーンモデルを考えて、そ
の異なるD-ブレーンに接続する開弦について議論する。開弦とD-ブレーン上の一様magnetic

fluxを与えるゲージ場Aa,bk = 1/2F a,b
jk X

jとの相互作用を含めた作用

SM = − 1

4πα′

∫
d2σηαβδjk∂αX

j∂βX
k +

1

2

∫
dσ0F a,b

jk X
j∂0X

k
∣∣
σ1=0

−1

2

∫
dσ0F a,b

jk X
j∂0X

k
∣∣
σ1=π

(3.76)

を考えると、境界条件は(
∂1X

j − 2πα′F a
jk∂0X

k
) ∣∣

σ1=0
= 0,

(
∂1X

j + 2πα′F b
jk∂0X

k
) ∣∣

σ1=π
= 0 (3.77)

となる。ここで、j, k = 2i + 2, 2i + 3(i = 1, 2, 3)として、D9a-ブレーンの magnetic fluxを
2πα′F a

(2i+2)(2i+3) = 0、D9b-ブレーンのmagnetic fluxを 2πα′F b
(2i+2)(2i+3) = tan θiとすると、

∂1X
2i+2
∣∣
σ1=0

= 0, ∂1X
2i+3
∣∣
σ1=0

= 0 (3.78)(
cos θi∂1X

2i+2 + sin θi∂0X
2i+3
) ∣∣

σ1=π
= 0,

(
cos θi∂1X

2i+3 − sin θi∂0X
2i+2
) ∣∣

σ1=π
= 0 (3.79)
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となる。さらにX2i+3方向に対してT -双対変換を行うと∂1X
2i+3 ↔ ∂0X

2i+3となり、(3.78),(3.79)
は前節で議論した IIA型超弦理論の交差D-ブレーンモデルの (3.72),(3.73)に対応することがわ
かる。
次章以降では、IIB型超弦理論のmagnetized D9-ブレーンモデルの有効理論として得られる
場の理論を用いて、前節で見た模型Aのような標準模型を含むモデルを扱い、クォークの質量
比およびCKM行列の数値解析を行う。
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第4章 フラックスコンパクト化

本章および次章では、IIB型超弦理論のmagnetized D9-ブレーンモデルの有効理論として得
られる場の理論を用いて具体的に波動関数を求めて湯川結合を計算して、前章の模型Aのよう
な標準模型を含むモデルに対して特に次章でクォークの質量比およびCKM行列の数値解析を
行う。IIB型超弦理論のmagnetized D9-ブレーンモデルの有効理論として得られる場の理論と
して、10次元N = 1超対称性をもつ非可換ゲージ場の理論 (Super Yang-Mills理論)

SSYM =

∫
d10X

[
− 1

4g2
Tr{FMN(X)FMN(X)}+ i

2g2
Tr{λ̄(X)ΓMDMλ(X)}

]
FMN(X) = ∂MAN(X)− ∂NAM − i[AM(X), AN(X)] (4.1)

DMλ(X) = ∂Mλ(X)− i[AM(X), λ(X)] (M,N = 0, ..., 9)

を用いる。この 10次元時空 XM(M = 0, ..., 9)を 4次元時空 xµ(µ = 0, ..., 3)と 6次元空間
yi(i = 4, ..., 9)に分解すると、10次元スピノル場 λ(X)および 10次元ベクトル場 AM(X)はそ
れぞれ

λ(x, y) =
∑
n

λn(x)⊗ λn(y) (4.2)

Ai(x, y) =
∑
n

An,µ(x)⊗ An,µ(y) (4.3)

と分解される (=Kaluza-Klein(KK)分解)。さらに、ゲージベクトル場のコンパクト空間方向 (す
なわち 4次元時空スカラー)でかつゲージ群の対角成分方向にmagnetic fluxを入れることで複
数世代のカイラルな理論が得られる。なお、6次元コンパクト空間上の波動関数はそれぞれ

iγiD6,iλn(y) = mnλn(y) (4.4)

∆6An,i(y) =M2
n,µAn,i(y) (4.5)

を満たす規格化された固有関数とする。ここで、各微分演算子はmagnetic fluxを与えるゲージ
場を用いた共偏微分で与えられる。このとき、特にスピノル場に関しては、

Sλ =

∫
d4xd6y

1

2g2
Tr
{
λ̄(x, y)

(
iγµD4,µ + iγiD6,i + γiA′

i(x, y)
)
λ(x, y)

}
(4.6)

=

∫
d4x

1

2g2

∑
n

{
λ̄an(x) (iγ

µD4,µ +mn)λ
a
n(x) + Y λ̄an(x)A

′b
i (x)λ

c
n(x)fabc

}
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のように、対角成分に入ったmagnetic fluxを与える 4次元スカラーのゲージ場との相互作用に
よる固有値mnが 4次元スピノル場 λn(x)の質量として振る舞い、一方ゲージ群の非対角成分
の 4次元スカラーとなるゲージ場A′

iとの相互作用により、4次元で湯川結合となり、コンパク
ト空間方向の積分

Y =

∫
d6yλa†n (y)γ

iA′b
i (y)λ

c
n(y)fabc (4.7)

より湯川結合係数 Y が与えられる。ただし、添え字 a, b, cはゲージ群の生成子の方向を表して
おり、fabcはそのゲージ群の構造定数とする。ただし、質量はコンパクト空間のエネルギース
ケールを持つため、4次元時空上の標準模型などを再現する場合は基底状態 λ0にのみ着目する
(以後添え字 0は省略する)。以下では、様々なコンパクト空間に対してこの基底状態の波動関
数を求めて湯川結合定数を計算する。ただし、解析可能な 6次元コンパクト空間としてシンプ
ルな 6次元トーラス T 6 ≃ T 2 × T 2 × T 2を出発点として、特に 1つの 2次元トーラス T 2に着目
して議論する。その 2次元トーラス T 2を起点にいくつかの解析可能な 2次元コンパクト化を考
えて、次章で超対称標準模型を含むモデルがコンパクト空間の変形に伴ってどのように変化す
るかを議論する。また、トーラスはモジュライ対称性という幾何学的対称性を持っており、そ
の幾何学的な変形に伴って波動関数がどのように変化するかを議論する。

4.1 T 2フラックスコンパクト化

4.1.1 T 2上の波動関数と湯川結合定数

まずはじめに、単純な 2次元トーラス T 2コンパクト化について議論する。主に [8]に基づい
ている。
2次元トーラス T 2は、図 4.1のように複素平面Cを 2次元格子Λ = {

∑2
i=1 niei|ni ∈ Z}(複素

平面上で独立な 2つの格子ベクトル eiで生成される点 (格子点)の集合)で同一視することで生
成される (T 2 ≃ C/Λ)。すわなち T 2は格子の並進対称性を持つ。格子ベクトルの 1つを複素平
面の実軸の単位ベクトル e1 = 1に採る。もう一方の独立な格子ベクトルを複素パラメータ τ の
方向 e2 = τ に採る。ここで、複素パラメータ τ = e2

e1
(Imτ > 0)をモジュライパラメータと呼

ぶ。これらの双対 1形式を dyi(ej) = δijで定義する。さらに複素座標 zを dz = dy1 + τdy2で定
義する。
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Rez

Imz

1

τ

0

図 4.1: T 2 ≃ C/Λ

T 2の計量は

ds2 = gijdy
idyj = 2hµνdz

µdz̄ν (4.8)

g =

(
1 Reτ

Reτ |τ |2

)
, h =

(
0 1

2
1
2

0

)
(4.9)

となり、T 2全域で平坦でありT 2の面積AはA = Imτとなる。ただし、全体の大きさを2πR = 1

とする。これに伴い、2次元Clifford代数
{
γa, γb

}
= 2δab(a, b = 1, 2)を満たす

γ1 = σ1 =

(
0 1

1 0

)
, γ2 = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(4.10)

から{γz, γ z̄} = 2hzz̄となるようなγz, γ z̄を導く。ただし、hzz̄はhzz̄の逆行列である。そのために、
2次元直交座標系から 2次元格子ベクトルで張られる座標系に射影する 2脚場 eai を gij = eai e

b
jδab

を満たすように、さらにその 2次元格子ベクトルで張られる座標系から zで張れる複素座標系
に射影する 2脚場 f iµを hµν = f iµf

j
νgijを満たすように、それぞれ導入すると以下のように得ら

れる。

e =

(
1 Reτ

0 Imτ

)
, f−1 =

(
1 τ

1 τ̄

)
(4.11)

このとき、γz ≡ (f−1)zi (e
−1)iaγ

a, γ z̄ ≡ (f−1)z̄j(e
−1)jbγ

bで定義される

γz =

(
0 2

0 0

)
, γ z̄ =

(
0 0

2 0

)
(4.12)

を導入することで {γz, γ z̄} = 2hzz̄が満たされる。
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さて、この T 2上に U(N)ゲージ場の対角方向に以下のような一様magnetic flux∫
T 2

F =

(
2πMaINa

2πMbINb

)
, Na +Nb = N, Ma,b ∈ Z (ディラックの量子化条件) (4.13)

が入るとき、U(N)ゲージ対称性はU(Na)×U(Nb)ゲージ対称性に破れる1。このmagnetic flux

を与えるゲージ場の強さ F は

F (z, z̄) = Fzz̄dz ∧ dz̄

=
2π

Imτ

(
MaINa

MbINb

)
i

2
dz ∧ dz̄ (4.14)

=
2πMi

Imτ
INi

i

2
dz ∧ dz̄

となる。これを導くゲージ場Aは、F = dAから

A(z, z̄) = Azdz + Az̄dz̄

= − i

4

2πMi

Imτ
(z̄ + ζ̄)INi

dz +
i

4

2πMi

Imτ
(z + ζ)INi

dz̄ (4.15)

=
2πMi

2Imτ
Im((z̄ + ζ̄)dz)INi

となる。ただし、一般には同じ場の強さ (4.14)を与える定数のゲージ自由度Wilson line ζが入
るが、以下の議論ではWilson lineが入っていない ζ = 0の状況で考える。なお、以下の議論に
おいてWilson line ζが入る場合は z → z + ζとずらせば良い。（これは対角方向のゲージ場で
あり、SU(N)の非対角成分のゲージ場については後に議論する。）このゲージ場Aは、格子の
並進に伴って以下のようにゲージ変換される。

A(z + 1) = A(z) + d

(
2πMi

2Imτ
Imz

)
INi

= A(z) + dχi1(z)INi
(4.16)

A(z + τ) = A(z) + d

(
2πMi

2Imτ
Imτ̄ z

)
INi

= A(z) + dχi2(z)INi
(4.17)

また、共偏微分は

D = d− iA

Dzdz + D̄z̄dz̄ = (∂z − iAz)dz + (∂z̄ − iAz̄)dz̄ (4.18)

= (∂z −
πMi

2Imτ
z̄INi

)dz + (∂z̄ +
πMi

2Imτ
zINi

)dz̄

1U(N) ≃ U(1) × SU(N) としたときの U(1) は SU(N) 全体に共通する U(1) であり、異なる magnetic
fluxMa,b(Ma ̸= Mb)が入るときは SU(N)の対角化された (Cartan部分代数の基底の)方向にもmagnetic fluxが
入っていることになる。これにより、

U(N) ≃ U(1)× SU(N) → U(1)a × SU(Na)× U(1)b × SU(Nb) ≃ U(Na)× U(Nb)

となる。
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で与えられて、U(N)ゲージーノの T 2上の場

ψ(z, z̄) =

(
ψ+

ψ−

)
, ψ± =

(
λaa± λab±
λba± λbb±

) (
ψ− = ψ†

+

)
(4.19)

のゼロモードDirac方程式は

i(γzDz + γ z̄D̄z̄)ψ(z, z̄) = 2i

(
0 ∂z − iAz

∂z̄ − iAz̄ 0

)(
ψ+

ψ−

)
= 0 (4.20)

iDψ+ ≡ 2i(∂z̄ψ+ − i[Az̄, ψ+]) = 2i

(
∂z̄λ

aa
+

(
∂z̄ +

πM
2Imτ

z
)
λab+(

∂z̄ − πM
2Imτ

z
)
λba+ ∂z̄λ

bb
+

)
= 0

−iD†ψ− ≡ 2i(∂zψ− − i[Az, ψ−]) = 2i

(
∂zλ

aa
−

(
∂z − πM

2Imτ
z
)
λab−(

∂z +
πM
2Imτ

z
)
λba− ∂zλ

bb
−

)
= 0

となる。ただし、M = Ma −Mbとする。ここで、境界条件は (4.16),(4.17)と整合する必要が
ある。破れずに残る U(Na,b)対称性のゲージーノ λaa,bb+ (λaa,bb− )は周期境界条件

λaa,bb(z + 1) = λaa,bb(z), λaa,bb(z + τ) = λaa,bb(z) (4.21)

を満たす (反)正則関数となり、T 2上で定数場となる。一方、λab(λba)はU(Na)×U(Nb)のもと
で (Na, N̄b)表現 ((N̄a, Nb)表現)であり、M = Ma −Mbより χ(z) = χa(z) − χb(z)を用いて境
界条件は

λab(z + 1) = eiχ1(z)λab(z), λab(z + τ) = eiχ2(z)λab(z) (4.22)

λba(z + 1) = e−iχ1(z)λba(z), λba(z + τ) = e−iχ2(z)λba(z) (4.23)

となり、方程式 (4.20)の解はM が正 (負)のとき λab+ と λba− = λab+ (λba+ と λab− = λba+ )のみ解とな
り |M |個の独立な解

ψ
j,|M |
T 2 (z, z̄) = N j,|M |e−

π|M|
2Imτ

|z|2e
π|M|
2Imτ

z2ϑ

[
j

|M |
0

]
(|M |z, |M |τ)

≡ N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2gj,|M |(z) (4.24)

が得られる。ここで、j = 0, ..., |M | − 1とする。これより、|M |世代のカイラルフェルミオン
が得られる2。ここで Jacobiの θ-関数

ϑ

[
a

b

]
(ν, τ) =

∑
l∈Z

eπi(a+l)
2τe2πi(a+l)(ν+b) (4.25)

210次元時空におけるカイラリティが決められているため、6次元空間を構成する各 T 2のカイラリティが決ま
ることで 4次元時空におけるカイラリティも決まる。
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を用いている。N j,|M |は規格化因子であり規格化を∫
T 2

dzdz̄ϕ
j,|M |
T 2 ϕ

j,|M |
T 2 = δjk (4.26)

とすると

N j,|M | =

(
2|M |Imτ

A2

)1/4

(4.27)

が得られる。この波動関数は

ψ
j,|M |
T 2 (−z) = ψ

|M |−j,|M |
T 2 (z) (4.28)

を満たす。また、zの正則関数を gj,|M |(z)と定義した。このDirac方程式の解は以下も満たす。(
D†D 0

0 DD†

)(
ψ+

ψ−

)
= 0(

1
2
{D†,D}+ 1

2
[D†,D] 0

0 1
2
{D†,D} − 1

2
[D†,D]

)(
ψ+

ψ−

)
= 0(

∆+ 2iFzz̄ 0

0 ∆− 2iFzz̄

)(
ψ+

ψ−

)
= 0 ∆λaa±

(
∆− 2π|M |

A

)
λab±(

∆− 2π|M |
A

)
λba± ∆λbb±

 = 0 (4.29)

ここで、∆はラプラシアンである。ゆえに、波動関数 ψ
j,|M |
T 2 は

∆ϕ
j,|M |
T 2 (z, z̄) = m2ϕ

j,|M |
T 2 (z, z̄) (4.30)

m2 =
2π|M |
A

, ϕ
j,|M |
T 2 (z, z̄) = ψ

j,|M |
T 2 (z, z̄) (4.31)

と、質量の 2乗がm2 = 2π|M |
A となるスカラー場が満たすKlein-Gordon方程式の固有関数にも

なっている。なお、(4.31)は基底状態であるが、

[D†D,D†] =
4π|M |
A

D†, [D†D,D] = −4π|M |
A

D (4.32)

を満たすため

a ≡

√
A

4π|M |
D, a† ≡

√
A

4π|M |
D† (4.33)
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と定義することで [a, a†] = 1となり、規格化条件∫
T 2

dzdz̄ϕ
j,|M |
T 2,mϕ

j,|M |
T 2,n = δjkδmn (4.34)

を満たす第 n励起状態

ϕ
j,|M |
T 2,n =

1√
n!
(a†)nϕ

j,|M |
T 2 (4.35)

= N j,|M |
n eiπ|M |z Imz

Imτ

∑
l∈Z

eiπ(
j

|M|+l)
2
|M |τe2πi|M |z( j

|M|+l)Hn

(√
2π|M |Imτ

(
Imz

Imτ
+

j

|M |
+ l

))
が得られる [9]。ただし、Hn(x)は Hermite関数である。また、規格化因子N j,|M |

n は (4.27)の
N j,|M |を用いて

N j,|M |
n =

1√
n!

(
1√
2

)n
N j,|M | (4.36)

と表される。この第 n励起状態の質量の 2乗は

m2
n =

2π|M |
A

(2n+ 1) (4.37)

となる。一方、U(N)ゲージ場のT 2方向にベクトルの足を持つ、U(Na)×U(Nb)のもとで (Na, N̄b)

表現 ((N̄a, Nb)表現)となるゲージ場Aabz,T 2 , Aabz̄,T 2(Abaz,T 2 = Aabz̄,T 2 , A
ba
z̄,T 2 = Aabz,T 2)の基底状態につ

いては、ゲージ固定条件

hzz̄
(
DzA

ab
z̄,T 2 + D̄z̄A

ab
z,T 2

)
= 0 (4.38)

に対して各項を 0にするように解くことで、Mが正 (負)のとき、Aabz̄,T 2 = 0(Aabz,T 2 = 0)で、

Aabz,T 2(Aabz̄,T 2)が ψ
j,|M |
T 2 となり、このベクトル場Aabz,T 2の運動方程式から

∆Aabz,T 2 + 2iFzz̄h
z̄zAabz,T 2 = m2Aabz,T 2 (4.39)

m2 = −2π|M |
A

, Aabz,T 2 = ψ
j,|M |
T 2 (4.40)

と、質量が負となるタキオンモードが得られる。なお、励起状態については上記とスカラー場
と同様にして議論することができる。これより、適当な 6次元コンパクト化をすると、コンパ
クト空間のベクトル成分による負質量とそれ以外のスカラー成分による正質量が打ち消し合い
0質量 6次元コンパクト空間ベクトルが得られて、0質量 6次元コンパクト空間カイラルスピノ
ルとの間に一部超対称性が残る3。
これより、湯川結合定数を計算することができる。そのために、こでまで議論したことを拡
張して U(N) → U(Na)× U(Nb)× U(Nc)とするmagnetic flux

∫
T 2

F = 2π

MaINa

MbINb

McINc

 , Na +Nb +Nc = N (4.41)

3これは前章で議論した T -双対変換した IIA型超弦理論の交差 D-ブレーンモデルと対応する。
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を導入する。ここで、Mij ≡ Mi −Mj とすると、Mab +Mbc +Mca = 0が成り立ち、|Mbc| =
|Mab|+ |Mca|としたとき、MabとMcaは同符号でありMbcのみ異符号である。このとき、波動
関数の解は

ψ− =



 const. ψi,Mba

T 2 0

0 const. 0

ψj,Mac

T 2 ψk,Mbc

T 2 const.

 (Mbc > 0)

 const. 0 ψj,Mac

T 2

ψi,Mab

T 2 const. ψk,Mcb

0 0 const.

 (Mbc < 0)

(4.42)

となる。ここで、ψi,Mba

T 2 (ψi,Mab

T 2 )は (Na, N̄b,1)表現 ((N̄a,Nb,1)表現)、ψj,Mac

T 2 (ψj,Mac

T 2 )は (N̄a,1,Nc)

表現 ((Na,1, N̄c)表現)、ψk,Mbc

T 2 (ψk,Mcb)は (1, N̄b,Nc)表現 ((1,Nb, N̄c)表現)である。ただし、
ψ+ = (ψ−)

†である。また、const.は残る対称性のゲージーノ部分である。これより、T 2から計
算される湯川結合定数は

Yijk =

{
σabcg

∫
T 2 dzdz̄ψ

i,Mab

T 2 ψj,Mca

T 2 ψk,Mcb

T 2 (Mbc < 0)

σabcg
∫
T 2 dzdz̄ψ

i,Mba

T 2 ψj,Mac

T 2 ψk,Mbc

T 2 (Mbc > 0)
(4.43)

と計算される。ここで、gは結合定数、σabcは σabc = sign(MabMbcMca)でFerni統計由来の符号
関数である。ここで、Jacobiの ϑ-関数に関する公式

ϑ

[
r
N1

0

]
(z1, τN1)ϑ

[
s
N2

0

]
(z2, τN2) =

∑
m∈ZN1+N2

ϑ

[
r+s+N1m
N1+N2

0

]
(z1 + z2, τ (N1 +N2)) (4.44)

×ϑ

[
N2r−N1s+N1N2m
N1N2(N1+N2)

0

]
(z1N2 − z2N1, τN1N2 (N1 +N2))

を用いると、最終的に

Yijk = σabcg(2Imτ)
1/4

∣∣∣∣MabMca

Mbc

∣∣∣∣1/4 (4.45)

×
∑

m∈Z|Mbc|

δk,i+j+|Mab|mϑ

[
|Mca|i−|Mab|j+MabMcam

|MabMbcMca|
0

]
(0, τ |MabMbcMca|)

と計算できる。これより湯川結合定数はモジュライパラメータ τ の関数である。ただし、i ∈
Z|Mab|, j ∈ Z|Mca|, k ∈ Z|Mbc|であり、

δk,i+j+Mabm =

{
1 (k = i+ j + |Mab|m mod Z|Mbc|)

0 (k ̸= i+ j + |Mab|m mod Z|Mbc|)
(4.46)

である。
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4.1.2 T 2におけるモジュライ対称性

さて、T 2 ≃ C/Λを構成するための格子Λは以下のように

Γ = SL(2,Z) =

{
γ =

(
a b

c d

)∣∣∣∣a, b, c, d ∈ Z, detγ = ad− bc = 1

}
(4.47)

変換された格子ベクトル ẽiを用いても変わらないため等価な T 2が構成される。すなわち、そ
の変換された基底 ẽiで構成される T 2上の波動関数 ψ̃(z̃, τ̃)ともとの基底 eiで構成される T 2の
波動関数 ψ(z, τ)の関係性を調べることは重要である。
格子ベクトルの SL(2,Z)変換は

γ :

(
e2
e1

)
→

(
ẽ2
ẽ1

)
=

(
a b

c d

)(
e2
e1

)
=

(
ae2 + be1
ce1 + de1

)
(4.48)

となる。複素モジュライパラメータは

γ : τ =
e2
e1

→ τ̃ =
ẽ2
ẽ1

=
aτ + b

cτ + d
(4.49)

となる。(4.49)をモジュライ変換と呼ぶ。また、これに伴い複素座標 zも

γ : z → z̃ =
z

cτ + d
(4.50)

と変換される。特に、SL(2,Z)変換は 2つの生成子

S =

(
0 1

−1 0

)
, T =

(
1 1

0 1

)
(4.51)

で生成される。これらは S2 = −Iであり、すなわち S4 = (ST )3 = Iを満たす。(4.51)のとき、
モジュライパラメータおよび座標は

S : τ → τ̃ = −1

τ
, T : τ → τ̃ = τ + 1 (4.52)

S : z → z̃ = −z
τ
, T : z → z̃ = z (4.53)

と変換される。特に S2 = −Iを (z, τ)に作用させると (−z, τ)となり、S4 = (ST )3 = Iを作用
させると (z, τ)に戻る。なお、これら S変換および T 変換を図示すると図 4.2のようになる。
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TS

𝑒1 = 1

ǁ𝑒1 = 1

ǁ𝑒1 = 1

ǁ𝑒2 = −
1

𝜏

𝑒2 = 𝜏

ǁ𝑒2 = 𝜏 + 1

図 4.2: S変換および T 変換

さて、これまでの議論に対してモジュライ変換 (4.52),(4.53)を施す。ただし、線素 ds2、面積
A、magnetic fluxの総量Ma,bは変換前後で変化しない。ここで、dzは (4.53)と同じ変換性で
あり、

S : hµν → h̃µν = |τ |2hµν , T : hµν → h̃µν = hµν (4.54)

S : γz → γ̃z = −1

τ
γz, T : γz → γ̃z = γz (4.55)

S : Fzz̄(z, τ) → F̃zz̄(z̃, τ̃) = |τ |2Fzz̄(z, τ), T : Fzz̄(z, τ) → F̃zz̄(z̃, τ̃) = |τ |2Fzz̄(z, τ) (4.56)

S : Az(z, τ) → Ãz(z̃, τ̃) = −τAz(z, τ), T : Az(z, τ) → Ãz(z̃, τ̃) = Az(z, τ) (4.57)

S : Dz → D̃z = −τDz, T : Dz → D̃z = Dz (4.58)

と変換される。なお、複素共役に関しても同様に変換される。よって、F,A,Dは全体としてモ
ジュライ不変であり、満たすべき運動方程式および質量固有値も変換前後で変わらない。一方、
Aの境界条件 (4.16),(4.17)および波動関数の境界条件 (4.22)についてはまずχ1,2(z, τ)に対して
モジュライ変換 (4.52),(4.53)を施す。

S : χ1(z, τ) → χ̃1(z̃, τ̃) = −χ2(z, τ), T : χ1(z, τ) → χ̃1(z̃, τ̃) = χ1(z, τ) (4.59)

S : χ2(z, τ) → χ̃2(z̃, τ̃) = χ1(z, τ), T : χ2(z, τ) → χ̃2(z̃, τ̃) = χ1(z) + χ2(z + 1) + πM (4.60)
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となる。これより、S変換においては、(4.16)の変換後の境界条件は (4.17)と同じ境界条件を
満たし、(4.17)の変換後の境界条件は (4.16)と同じ境界条件を満たしており、波動関数の境界
条件 (4.22)は S変換後も同じ境界条件となる。一方、T 変換においては、(4.16)の変換後の境
界条件は (4.16)と同じ境界条件を満たしており波動関数の境界条件 (4.22)の z → z + 1に対す
る境界条件は T 変換後も同じ境界条件を満たすが、波動関数の境界条件 (4.22)の z → z + τ に
対する境界条件

ψ
j,|M |
T 2 (z + τ, τ) = eiπ|M | Imτ̄z

Imτ ψ
j,|M |
T 2 (z, τ)

は T 変換後は

ψ̃
j,|M |
T 2 (z̃ + τ̃ , τ̃) = eiπ|M | Im¯̃τz̃

Imτ̃ ψ̃
j,|M |
T 2 (z̃, τ̃)

ψ̃
j,|M |
T 2 (z + τ + 1, τ + 1) = eiπ|M | Im(τ̄+1)z

Imτ ψ̃
j,|M |
T 2 (z, τ + 1) (4.61)

を満たす。一方、(4.22)よりもとの波動関数は

ψ
j,|M |
T 2 (z + τ + 1, τ) = e−iπ|M |eiπ|M | Im(τ̄+1)z

Imτ ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) (4.62)

を満たす。これは半周していることに依る。よって、M が偶数のときは同じ境界条件となるが
Mが奇数のときは境界条件が異なる4 [10]。なお、(4.17)については変換後も同じ境界条件を満
たしている。ゆえに、M が偶数のとき、モジュライ変換 (4.52),(4.53)後の波動関数を同じ質量
固有値を持つもとの波動関数で表すことができる。以後、モジュライ変換について議論する際
はM は偶数であるとする5。では、波動関数

ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) = Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz

Imτ

∑
l∈Z

eiπ(
j

|M|+l)
2
|M |τe2πi|M |z( j

|M|+l) (4.63)

に対してモジュラー変換 (4.52),(4.53)を考える。ただし、規格化を (4.26)ではなく∫
T 2

dzdz̄ψ
j,|M |
T 2 ψ

k,|M |
T 2 = (2Imτ)−1/2δjk (4.64)

とする6。これより、規格化因子 Ñ j,|M |は (4.27)ではなく

Ñ j,|M | =

(
|M |
A2

)1/4

(4.65)

となり、モジュライ変換 (4.52),(4.53)に対して不変である。このもとで、波動関数 (4.63)に対
してモジュラー変換 (4.52),(4.53)を施すと、

S : ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) → ψ̃

j,|M |
T 2 (−z

τ
,−1

τ
) = (−τ)1/2eπi/4 1√

|M |

|M |−1∑
k=0

e2πi
jk
|M|ψ

k,|M |
T 2 (z, τ) (4.66)

T : ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) → ψ̃

j,|M |
T 2 (z, τ + 1) = eπi

j2

|M|ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) (4.67)

4T 2 変換においてはM が奇数のときも同じ境界条件を満たす。
5付録 Bでは、M の偶奇によらずにモジュライ変換の議論ができるような方法を述べる。
6このとき、(4.6)より 4次元場の運動項の係数は (2Imτ)−1/2倍される。従って、4次元場はモジュライウェイ

ト −k = −1/2を持つ。(モジュライウェイトについては後述する。)
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と変換される (詳細の計算については付録 Bに示す)。これより、波動関数はある種のモジュ
ライ形式 (保型形式)のように振る舞っている。ここで、一般に τ の正則関数 f(τ)が任意の

γ =

(
a b

c d

)
∈ Γに対して

f(γ(τ)) = (cτ + d)kf(τ), γ(τ) =
aτ + b

cτ + d
(4.68)

を満たすとき、f(τ)はΓのモジュライウェイト kのモジュライ形式という。ただし、γ = −I ∈ Γ

に対して γ(τ) = 1となるため、(4.68)より (−1)k = 1、すなわちモジュライウェイト kは偶数
である。さらに制限を緩めて f(τ)が Γの正規部分群であるレベルN の主合同部分群7

Γ(N) =

{
h =

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ Γ

∣∣∣∣
(
1 0

0 1

)
(mod N)

}
(4.69)

のモジュライウェイト kのモジュライ形式であるとき、任意の h

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ Γ(N)に対して、

f(h(τ)) = (c′τ + d′)kf(τ), h(τ) =
a′τ + b′

c′τ + d′
(4.70)

を満たす。このとき、N > 2においては−I /∈ Γ(N)であるため I ∈ Γ(N)に対して (1)k = 1、

すなわちモジュライウェイト kは整数であれば良い [11]8。この f(τ)に対して γ

(
a b

c d

)
∈ Γを

作用させると、

f(γ(τ)) = (cτ + d)kρ(γ)f(τ) (4.71)

となる。ただし、一般に f(τ)は Γに対してmultipletで変換されても良く、γ1, γ2 ∈ Γに対して

ρ(γ1γ2) = ρ(γ1)ρ(γ2) (4.72)

と準同型性を満たし、かつ h ∈ Γ(N)に対して

ρ(h) = I (4.73)

を満たす行列である。すなわち、ρは

ρ(S)4 = [ρ(S)ρ(T )]3 = ρ(T )N = I, ρ(S)2ρ(T ) = ρ(T )ρ(S)2 (4.74)

を満たす Γ′
N ≡ Γ/Γ(N)の表現である。また、特に γ = −Iに対しては (−1)kρ(−I) = Iとなる

必要があるので、kが偶数のときは ρ(−I) = Iであり、kが奇数のときは ρ(−I) = −Iを満たす
7Γ(1) = Γである。
8 [12–15]も参照。
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必要がある。これより、kが偶数のときは、−Iを Iと同一視した ΓN = Γ̄/Γ̄(N)の表現となっ
ている。ここで、Γ̄ = Γ/{±I}であり Γ̄(N) = Γ(N) (N > 2), Γ̄(2) = Γ(2)/{±I}である9。一
方、保形因子 Jk(γ, τ) ≡ (cτ + d)kに対しては

Jk(γ1γ2, τ) = Jk(γ1, γ2(τ))Jk(γ2, τ) (4.75)

が成り立っている。さて、波動関数に対するモジュライ変換の話に戻すと、波動関数 (4.66),(4.67)

は γ ∈ Γに対して

ψ
j,|M |
T 2 (γ̃(z, τ)) = (cτ + d)1/2

|M |−1∑
k=0

ρ(γ̃)jkψ
k,|M |
T 2 (z, τ) (4.76)

ρ(S̃)jk = eiπ/4
1√
|M |

e2πi
jk
|M| (4.77)

ρ(T̃ )jk = eπi
j2

|M| δjk (4.78)

と変換しておりモジュライウェイト 1/2のように振る舞っている10。(以下の議論は私が携わっ
た研究である [17]に基づいている。) ここで、さらに S̃L(2,Z)/{±1} ≃ SL(2,Z)となるような
SL(2,Z)の二重被覆群 S̃L(2,Z) ≡ Γ̃を以下のようにして導入する [14, 18,19]。

1. γ ∈ SL(2,Z)に対して ϵ ∈ {±1}で拡張した組 [γ, ϵ]を考える。

2. 2つの組 [α, ϵ], [β, δ]の間の演算を

[α, ϵ][β, δ] = [αβ,A(α, β)ϵδ] (4.79)

と定義する。ただし、γ =

(
a b

c d

)
に対して

χ(γ) =

{
c c ̸= 0

d c = 0
(4.80)

を定義し、また以下のように定義された演算 (Hilbert記号)

(a, b) =

{
−1 a < 0かつ b < 0

1 それ以外
(4.81)

のもとで

A(α, β) = (detα, detβ)

(
χ(αβ)

χ(α)
,
χ(αβ)

χ(β)detα

)
(4.82)

と定める11。
9Γ2 ≃ S3, Γ3 ≃ A4, Γ4 ≃ S4, Γ ≃ A5 [16]

10これは 4次元場がモジュライウェイト −k = −1/2を持つことと整合している。
11SL(2,Z)上の 2-コサイクルとなる。
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このもとで、γ ∈ SL(2,Z)に対して [γ, ϵ] ∈ S̃L(2,Z)が得られる。具体的には、γ = S, T ∈
SL(2,Z)に対して、

S̃ = [S, 1] ∈ S̃L(2,Z), T̃ = [T, 1] ∈ S̃L(2,Z) (4.83)

とする。このとき、S̃L(2,Z) ≡ Γ̃のもとでは

S̃2 = [−I, 1] ≡ Z̃, S̃4 = (S̃T̃ )3 = [I,−1] = Z̃2, S̃8 = (S̃T̃ )6 = [I, 1] = I = Z̃4, (4.84)

を満たす。また、逆元は

S̃−1 = [S−1, 1], T̃−1 = [T−1, 1], Z̃ = [−I,−1]. (4.85)

となる。さらに、モジュライウェイト 1/2であることより保型因子も

J̃1/2(γ̃ = [γ, ϵ], τ) = ϵJ1/2(γ, τ) (4.86)

と変更される。ただし、(−1)1/2 = e−iπ/2とする。これは、(4.75),(4.79)より

J̃1/2(γ̃1γ̃2, τ) = A(γ1, γ2)J̃1/2(γ̃1, γ̃2(τ))J̃1/2(γ̃2, τ) (4.87)

を満たす。ここで、表現行列 (4.77),(4.78)は以下の性質を満たす (詳細の計算については付録B

に示す)。

ρ(Z̃)jk = ρ(S̃)2jk = iδ|M |−j,k (4.88)

ρ(Z̃)2jk = ρ(S̃)4jk = [ρ(S̃)ρ(T̃ )]3jk = −δjk (4.89)

ρ(Z̃)4jk = ρ(S̃)8jk = [ρ(S̃)ρ(T̃ )]6jk = δjk (4.90)

ρ(T̃ )
2|M |
jk = δjk (4.91)

ρ(Z̃)nρ(T̃ ) = ρ(T̃ )ρ(Z̃)n, n = 1, 2, 3, (4.92)

を満たす。また、保型因子 J̃1/2(γ̃, τ)については、

J̃1/2(Z̃, τ) = J̃1/2(S̃
2, τ) = −i (4.93)

J̃1/2(Z̃
2, τ) = J̃1/2(S̃

4, τ) = J̃1/2((S̃T̃ )
3, τ) = −1 (4.94)

J̃1/2(Z̃
4, τ) = J̃1/2(S̃

8, τ) = J̃1/2((S̃T̃ )
6, τ) = 1 (4.95)

J̃1/2(T̃
n, τ) = 1 (4.96)

となる。ここで、nは任意の整数である。よって、(4.90)-(4.92)および (4.95)-(4.96)より |M |個
のゼロモード波動関数は

Γ̃(2|M |) ≡ {[h, ϵ] ∈ Γ̃|h ∈ Γ(2|M |), ϵ = 1}. (4.97)
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のモジュライウェイト 1/2のモジュライ形式のように振る舞っている。そして ρは Γ̃′
2|M | ≡

Γ̃/Γ̃(2|M |)の |M |次元表現となっている。なお、(4.88),(4.93)は (4.28)を満たし、(4.89),(4.94)

は波動関数全体としてはもとに戻っている。また、この |M |次元表現は一般には可約表現であ
る。ここではゼロモード波動関数 (4.63)に対してのモジュライ変換について議論してきたが、
(4.33)はモジュライ変換のもとで不変でありまた (4.66),(4.67)の展開係数は (4.33)と可換であ
るため、(4.66),(4.67)の関係はそのまま第 n励起モード波動関数 (4.35)に対しても当てはまる。
従って上記の議論はゼロモード波動関数 (4.63)だけでなく一般の第n励起モード波動関数 (4.35)

に対して適応される。
また、[20]で議論された generalized CP 変換に対しての波動関数の振る舞いについても議論
する。[20]で議論されたCP 変換は、基底 eiに対して

CP :

(
e2
e1

)
→

(
e2CP
e1CP

)
=

(
1 0

0 −1

)(
ē2
ē1

)
=

(
ē2
−ē1

)
(4.98)

と変換することで、モジュライパラメータ τ と複素座標 zがそれぞれ

CP : τ =
e2
e1

→ τCP =
e2CP
e1CP

=
ē2
−ē1

= −τ̄ (4.99)

CP : z → zCP = −z̄ (4.100)

と変換する。これらは (CP )2 = Iを満たす。なお、det(CP ) = −1である。このCP 変換を図
示すると図 4.3のようになる。

図 4.3: CP 変換

任意の SL(2,Z)変換 γに対してこのCP 変換を作用させると、

(CP )γ(CP )−1 =

(
a −b
−c d

)
(4.101)

となる。特に、(CP )S(CP )−1 = S−1, (CP )T (CP )−1 = T−1を満たす。これより、CP 変換が加
わると変換群は Γ∗ ≡ SL(2,Z)⋊ ZCP2 ≃ GL(2,Z)となる。この群の変換行列 γ∗が detγ∗ = −1

を満たす場合はCP 変換が奇数回寄与していることを考慮すると (z, τ)は

γ∗ : (z, τ) → (z̃, τ̃) =

(
z̄

cτ̄ + b
,
aτ̄ + b

cτ̄ + d

)
(4.102)
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と変換する。一方、detγ̃ = 1を満たすとき (z, τ)は

γ∗ : (z, τ) → (z̃, τ̃) =

(
z

cτ + b
,
aτ + b

cτ + b

)
(4.103)

と変換される。では、モジュライ変換の議論と同様にmagnetic fluxの入った T 2上の場に対し
て CP 変換 (4.99),(4.100)を行う。このとき同時にmagnetic fluxM = Ma −Mbが反転−M =

Mb −Maとなることで、場 f がCP : f → f̄ と変化する12。実際、波動関数は

CP : ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) →ψ̃

j,|M |
T 2 (−z̄,−τ̄)

=Ñ j,|M |e−iπ|M |z Imz
Imτ

∑
l∈Z

e−iπ(
j

|M|+l)
2
|M |τ̄e−2πi|M |z̄( j

|M|+l)

=ψ
j,|M |
T 2 (z, τ)

=(−1)1/2iψ
j,|M |
T 2 (z, τ) (4.104)

となる。ただし、(−1)1/2 = e−iπ/2とする。ここで、SL(2,Z)と同様にGL(2,Z)の二重被覆群
G̃L(2,Z)を考える。このとき、

C̃P = [CP, 1] ∈ G̃L(2,Z) (4.105)

であり、

(C̃P )2 = [I,−1] = Z̃2, (C̃P )4 = [I, 1] = I = Z̃4, (4.106)

(C̃P )S̃(C̃P )−1 = [S−1, 1] = S̃−1, (C̃P )T̃ (C̃P )−1 = [T−1, 1] = T̃−1, (4.107)

を満たす。ただし、(C̃P )−1 = [(CP )−1,−1]である。このもとで、表現行列および保型因子は
それぞれ、

ρ(Z̃)2 = ρ(C̃P )2 = −1, ρ(Z̃)4 = ρ(C̃P )4 = 1, (4.108)

ρ(C̃P )−1 = ρ(C̃P )3 = −i (4.109)

ρ(C̃P )ρ(S̃)ρ(C̃P )−1 = ρ(S̃)−1, ρ(C̃P )ρ(T̃ )ρ(C̃P )−1 = ρ(T̃ )−1 (4.110)

および

J̃1/2(Z̃
2, τ) = J̃1/2((C̃P )

2, τ) = −1, J̃1/2(Z̃
4, τ) = J̃1/2((C̃P )

4, τ) = 1, (4.111)

J̃1/2(C̃P
−1
, τ) = −e−iπ/2 = i, (4.112)

J̃1/2(C̃P S̃C̃P
−1
, τ) = J̃1/2(S̃

−1, τ), J̃1/2(C̃P T̃ C̃P
−1
, τ) = J̃1/2(T̃

−1, τ) (4.113)

が成り立っている。
12χ1(z, τ)に関しては CP : χ1(z, τ) → χ̃1(z̃, τ̃) = −χ1(z, τ)となるが、z → z + 1の境界条件が CP 変換後で
は −z̄ + 1 = − ¯z − 1 → −z̄となり、z → z − 1に対する境界条件と整合する。
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4.2 T 2/Z2フラックスコンパクト化

4.2.1 T 2/Z2上の波動関数と湯川結合定数

前節で T 2上にmagnetic fluxが入ったもとでの波動関数および湯川結合について述べたが、
前節の設定では 3世代カイラルフェルミオンを得ることができるのは |M | = 3のみであり標準模
型を含むモデルを構築することは難しい。本節では、2次元トーラス T 2をさらにZ2 = {I,−I}
同一視 (z → −z ∼ z)する T 2/Z2 オービフォールドコンパクト化について議論する。なお、
zI = 0, 1/2, τ/2, (τ +1)/2は T 2/Z2において固定点であり特異点となる (図 4.4)。本節は [21]に
基づく。

Rez

Imz

1

τ

0

図 4.4: T 2/Z2オービフォールド

ゲージ場およびゲージーノの T 2/Z2上の場は、Z2変換 (z → −z)のもとで

Az(−z) = −PAz(z)P−1 (4.114)

ψ±(−z) = ±Pψ±(z)P
−1 (4.115)

を満たす。ここで、係数の符号はこの 2次元コンパクト空間の座標変換 SO(2) ≃ U(1) ⊃ Z2に
よって決まり、P はP 2 = Iを満たすU(N)ゲージ群の作用である。(4.115)よりZ2-evenモード
またはZ2-oddモードのどちらかが残る。また、T 2上のゼロモード波動関数は (4.28) を満たす
ので、j = 0およびM が偶数のときは j = |M |/2に関しては

ψ
j,|M |
T 2/Z+

2

(z) = ψ
j,|M |
T 2 (z) (4.116)

= N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2gj,|M |(z)

のように T 2の波動関数がそのままZ2-evenモードとなりZ2-oddモードはない。一方、0 < j <
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|M |/2に関しては、Z2-evenおよび Z2-oddモードは

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(z) =
1√
2

(
ψ
j,|M |
T 2 (z)± ψ

j,|M |
T 2 (−z)

)
(4.117)

=
1√
2

(
ψ
j,|M |
T 2 (z)± ψ

|M |−j,|M |
T 2 (z)

)
= N j,|M |e−

π|M|
2Imτ

|z|2 1√
2

(
gj,|M |(z)± g|M |−j,|M |(z)

)
となる。これより、Mが偶数のときZ2-evenモードは (|M |/2+1)個Z2-oddモードは (|M |/2−1)

個となり、M が奇数のときZ2-evenモードは ((|M |+ 1)/2個Z2-oddモードは ((|M | − 1)/2)個
となる。具体的なゼロモードの数を表 4.1に示す。

|M | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

even 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7

odd 0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

表 4.1: The total numbers of degenerate zero-modes for Z2 -even and -odd wavefunctions.

これより、3世代カイラルフェルミオンを得るために、T 2の場合は |M | = 3の一通りしかな
いのに対して T 2/Z2の場合は Z2-evenモードまたは Z2-oddモードのどちらかが残るため 4通
り考えることができる。実際、例えば [22]のように以下のようなU(8) magnetic fluxを入れる
ことで13

∫
T 2/Z2

F = 2π


0× I3

1

5× I2
−7× I2

 (4.118)

ゲージ群はU(8) → SU(3)C×SU(2)L×SU(2)R up to U(1)に破れて、M = −5のZ2-evenから
(3,2,1)表現の 3世代左巻きクォークQLI

(x)⊗ ψI,5
T 2/Z+

2

(z)(0 ≥ I ≥ 2)、M = −7のZ2-oddから

(3̄,1,2)表現の 3世代右巻きクォークQRJ
(x)⊗ ψJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)(0 ≥ J ≥ 2)、M = −4の Z2-evenか

ら (1,2,1)表現の 3世代左巻きレプトン LLI
(x)⊗ ψI,4

T 2/Z+
2

(z)、M = −8の Z2-oddから (1,1,2)

表現の 3世代右巻きレプトン LRJ
(x)⊗ ψJ+1,8

T 2/Z−
2

(z)、M = 12の Z2-oddから (1,2,2)表現の 5世

代スカラー場HK(x)⊗ψK+1,12

T 2/Z−
2

(z)(0 ≥ K ≥ 4)が得られる。なお、SU(2)Rはこのmagnetic flux

では破れないが、(4.114)のような適当な Z2射影などを行うことで破ることができる。このと
き、アップクォークタイプの質量を与えるヒッグス場Huとダウンクォークタイプの質量を与

13実際は、T 6/(Z2 ×Z′
2)コンパクト化をして、T 6 ≃ T 2 × T 2 × T 2のうちの一つの T 2に ()のmagnetic fluxを

入れて残りの T 2 には構造を変えないような magnetic fluxを入れており、残りの T 2 からの湯川結合定数への寄
与は全体係数のみとなり議論に影響しないため、ここでは一つの T 2 からの寄与のみ着目している。
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えるヒッグス場Hdが得られる。特に、クォークセクターに対して、湯川相互作用は

SY =

∫
d4xQLI

(x)QRJ
(x)HK(x)

∫
T 2/Z2

dzdz̄ψI,5
T 2/Z+

2

(z)ψJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ψK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

=

∫
d4xYIJKQLI

(x)QRJ
(x)HK(x) (4.119)

→
∫
d4x <

4∑
K=0

YKHK(x) >IJ QLI
(x)QRJ

(x)

=

∫
d4x mIJQLI

(x)QRJ
(x)

となる。ここで、5× 7× 12 = 420であり、

ϑ

[
l

420

0

]
(0, 420τ) ≡ ϑl (4.120)

を用いて具体的に

Y0 =
1√
2


√
2(ϑ5 − ϑ65)

√
2(ϑ185 − ϑ115)

√
2(ϑ55 − ϑ125)

ϑ173 − ϑ103 − ϑ187 + ϑ163 ϑ67 − ϑ137 − ϑ53 + ϑ17 ϑ113 − ϑ43 − ϑ127 + ϑ197

ϑ79 − ϑ149 − ϑ19 + ϑ89 ϑ101 − ϑ31 − ϑ199 + ϑ151 ϑ139 − ϑ209 − ϑ41 + ϑ29

 ,

Y1 =
1√
2


√
2(ϑ170 − ϑ110)

√
2(ϑ10 − ϑ130)

√
2(ϑ50 − ϑ190)

ϑ2 − ϑ142 − ϑ58 + ϑ82 ϑ178 − ϑ38 − ϑ122 + ϑ158 ϑ62 − ϑ202 − ϑ118 + ϑ22

ϑ166 − ϑ26 − ϑ194 + ϑ94 ϑ74 − ϑ206 − ϑ46 + ϑ94 ϑ106 − ϑ34 − ϑ134 + ϑ146

 ,

Y2 =
1√
2


√
2(ϑ75 − ϑ135)

√
2(ϑ165 − ϑ45)

√
2(ϑ15 − ϑ195)

ϑ173 − ϑ33 − ϑ117 + ϑ93 ϑ3 − ϑ207 − ϑ123 + ϑ87 ϑ183 − ϑ27 − ϑ57 + ϑ153

ϑ9 − ϑ201 − ϑ51 + ϑ81 ϑ171 − ϑ39 − ϑ129 + ϑ81 ϑ69 − ϑ141 − ϑ111 + ϑ99

 ,

Y3 =
1√
2


√
2(ϑ100 − ϑ140)

√
2(ϑ80 − ϑ200)

√
2(ϑ160 − ϑ20)

ϑ68 − ϑ208 − ϑ128 + ϑ152 ϑ172 − ϑ32 − ϑ52 + ϑ88 ϑ8 − ϑ148 − ϑ188 + ϑ92

ϑ184 − ϑ44 − ϑ124 + ϑ164 ϑ4 − ϑ136 − ϑ116 + ϑ164 ϑ176 − ϑ104 − ϑ64 + ϑ76

 ,

Y4 =
1√
2


√
2(ϑ145 − ϑ205)

√
2(ϑ95 − ϑ25)

√
2(ϑ85 − ϑ155)

ϑ107 − ϑ37 − ϑ47 + ϑ23 ϑ73 − ϑ143 − ϑ193 + ϑ157 ϑ167 − ϑ97 − ϑ13 + ϑ83

ϑ61 − ϑ131 − ϑ121 + ϑ11 ϑ179 − ϑ109 − ϑ59 + ϑ11 ϑ1 − ϑ71 − ϑ181 + ϑ169

 ,

(4.121)

と表せる。
最後に、特に固定点における波動関数の値について述べる。波動関数のZ2-evenおよびZ2-odd

モードは

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(−z) = ±ψj,|M |
T 2/Z±

2

(z) (4.122)
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を満たすので、zI = 0では

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(0) = ±ψj,|M |
T 2/Z±

2

(0) (4.123)

より Z2-oddモードの波動関数の値が 0となる。また、(4.22)より

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(
1

2

)
= ψ

j,|M |
T 2/Z±

2

(
−1

2

)
(4.124)

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(τ
2

)
= ψ

j,|M |
T 2/Z±

2

(
−τ
2

)
(4.125)

が成り立つので、(4.122)より zI = 1/2, τ/2でもそれぞれ

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(
1

2

)
= ±ψj,|M |

T 2/Z±
2

(
1

2

)
(4.126)

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(τ
2

)
= ±ψj,|M |

T 2/Z±
2

(τ
2

)
(4.127)

となり Z2-oddモードの波動関数の値が 0となる。一方、zI = (τ + 1)/2では、(4.22)より

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(z + τ + 1) = eiπMei
2πM
2Imτ

Im(τ̄+1)zψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(z) (4.128)

となり

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(
τ + 1

2

)
= eiπMψ

j,|M |
T 2/Z±

2

(
−τ + 1

2

)
(4.129)

が成り立つので、(4.122)より

ψ
j,|M |
T 2/Z±

2

(
τ + 1

2

)
= ±eiπMψj,|M |

T 2/Z±
2

(
τ + 1

2

)
(4.130)

となり、M が偶数のとき Z2-oddモードの波動関数の値が 0となり、M が奇数のとき Z2-even

モードの波動関数の値が 0となる。

4.2.2 T 2/Z2におけるモジュライ対称性

T 2/Z2においてはモジュライパラメータ τに対する制限はなく T 2と同様にモジュライ対称性
を持っている。T 2/Z2上の波動関数は (4.116),(4.117)のように T 2の線形結合で表される。これ
より、T 2/Z2上の波動関数に対する γ∗ = S, T, CP の表現は

ρ+(S̃)jk = eiπ/4
2√
|M |

cos(2πijk/|M |), ρ−(S̃)jk = eiπ/4
2i√
|M |

sin(2πijk/|M |) (4.131)

ρ±(T̃ )jk = eiπj
2/|M |δjk (4.132)

ρ±(C̃P )jk = eiπ/2δjk (4.133)
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となる。ただし、ρ+(ρ−)はZ2-even(-odd)モードに対する表現であり、ρ+(S̃)jkにおいて、jま
たは kが 0, |M |/2となるとき (4.131)を 1/

√
2倍する。つまり j, kがともに 0または |M |/2であ

るときは 1/2倍される。これより、(4.88)における δ|M |−j,kが ρ±(S̃)2jkおよび [ρ±(S̃)ρ±(T̃ )]3jkに
おいて δ|M |−j,k → ±δjkと変更される。この変更は (4.28)から (4.115)への変更と整合する。し
かし、表現 ρが満たす代数は (4.90)-(4.92)および (4.108),(4.110)と変わらない。また、全体の
保型因子 J̃1/2(γ̃

∗, τ)は変化しない。ただし、Z2-evenモードおよびZ2-oddモードがそれぞれ独
立にモジュライ変換のもとで閉じており、T 2の場合と比べて表現が表 4.1のようにより小さな
次元に直和分解される。

4.3 S2フラックスコンパクト化
前節で T 2/Z2オービフォールドコンパクト化によって 3世代カイラルフェルミオンを得るた
めに複数通り考えることができるようになり、標準模型を再現し得ることがわかった。一方で、
幾何学的には大部分が平坦で波動関数による解析が可能であるが 4つの特異点を持っており、
幾何学的に非自明な構造がその特異点に集約されていると考えられる。本節では、T 2/Z2と同
じトポロジー構造を持つ、すなわち、トポロジー不変量であるオイラー数が同じ ( [23])2次元
球面 S2上の場について議論する。本節は [24]に基づく。
2次元球面 S2 は、図 4.5のように球面上のある 1点 (北極点)から複素平面 C上に射影し

て考えることができる (S2 ≃ CP1)。射影する複素平面 Cを球の中心を通り赤道を通る面と
する。球の半径を Rとして球面座標のパラメータ (R, θ, ϑ)を用いてデカルト座標系で表した
S2上の点 (R sin θ cosφ,R sin θ sinφ,−R cos θ)を、北極点 (0, 0, R)からC上に射影したときの
座標は、(R tan(θ/2) cosφ,R tan(θ/2) sinφ, 0)と表せる。一方、複素平面Cの座標 z′を次のよ
うに定義する。すなわち、デカルト座標で (R cosφ,R sinφ, 0)と表される S2との交点を座標
z′で (Rez′, Imz′) = (cosφ, sinφ)と表す。このとき、射影した点を座標系 z′を用いて表すと、
|z′| = tan(θ/2)と表せる。

𝜃
𝑅

𝑅𝑧′

(𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑,−𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃)

(𝑅𝑡𝑎𝑛
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑅𝑡𝑎𝑛

𝜃

2
𝑠𝑖𝑛𝜑, 0)

𝑧′ = 𝑡𝑎𝑛
𝜃

2

図 4.5: S2 ≃ CP1
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このとき、S2の計量は

ds2 = gijdy
idyj = 2hµνdz

′µdz̄′
ν

(4.134)

g =

(
R2 0

0 R2 sin2 θ

)
(4.135)

h =

(
0 2R2 cos4 θ

2

2R2 cos4 θ
2

0

)
=

(
0 2R2

(1+|z′|2)2
2R2

(1+|z′|2)2 0

)
(4.136)

となり、S2の面積A′はA′ = 4πR2となる。ただし、dy1 = dθ, dy2 = dφとする。これに伴い、
T 2での議論同様、2次元Clifford代数 {γa, γb} = 2δab(a, b = 1, 2)を満たす

γ1 = σ1 =

(
0 1

1 0

)
, γ2 = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(4.137)

から {γz′ , γ z̄′} = 2hz
′z̄′となるような γz

′
, γ z̄

′を導く。そのために、2次元直交座標系からから z′

で張れる複素座標系に射影する 2脚場 eaµを hµν = eaµe
b
νδabを満たすように導入すると以下のよ

うに得られる。

e =

(
R

1+|z′|2
R

1+|z′|2
−iR

1+|z′|2
iR

1+|z′|2

)
(4.138)

このとき、γz
′ ≡ (e−1)z

′
a γ

a, γ z̄
′ ≡ (e−1)z̄

′
b γ

bで定義される

γz
′
=

1

R

(
0 1 + |z′|2

0 0

)
γ z̄

′
=

1

R

(
0 0

1 + |z′|2 0

)
(4.139)

を導入することで {γz′ , γ z̄′} = 2hz
′z̄′ が満たされる。また、S2は曲がっているためスピン接続

1
2
ωµabΣ

abを考える必要がある。ここで、スピン接続場 ωµabは ∂µe
a
ν − Γκµνe

a
κ + ωaµbe

b
ν = 0を満た

し、Γκµν は Levi-Civita接続で Γκhκλ = 1
2
(∂µhνλ + ∂νhµλ − ∂λhµν)と表せるため、hµν = eaµe

b
νδab

を用いて

ωabµ =
1

2
eaν(∂µe

b
ν − ∂νe

b
µ)−

1

2
ebν(∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ)−

1

2
eaψebσ(∂ψeσc − ∂σeψc)e

c
µ (4.140)

と表せる。(4.138)より

ω12
z′ =

−iz̄′
1 + |z′|2

ω12
z̄′ =

iz′

1 + |z′|2
(4.141)

が得られる。またその生成子ΣabはΣab = 1
4
[γa, γb]より

Σ12 =
iσ3

2
=
i

2

(
1 0

0 −1

)
(4.142)
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となる。
さて、この S2上に T 2同様 U(N)ゲージ場の U(1)方向に以下のような一様magnetic flux∫

S2

F =

(
2πM ′

aINa

2πM ′
bINb

)
, Na +Nb = N, (M ′

a,b ∈ Z) (4.143)

が入るとき、U(N)ゲージ対称性はU(Na)×U(Nb)ゲージ対称性に破れる。このmagnetic flux

を与えるゲージ場の強さ F は

F (z′, z̄′) = Fz′z̄′dz
′ ∧ dz̄′

=
2π

4πR2

4R2

(1 + |z′|2)2

(
M ′

aINa

M ′
bINb

)
i

2
dz′ ∧ dz̄′ (4.144)

=
2πM ′

i

4πR2

4R2

(1 + |z′|2)2
INi

i

2
dz′ ∧ dz̄′

となる。これを導くゲージ場Aは、F = dAから

A(z′, z̄′) = Az′dz
′ + Az̄′dz̄

′

= − i

4

2πM ′
i

4πR2

4R2

1 + |z′|2
z̄INi

dz′ +
i

4

2πM ′
i

4πR2

4R2

1 + |z′|2
zINi

dz̄′ (4.145)

となる。また、共偏微分は

Dz′ = ∂z′ + ωz′12Σ
12 − iAz′ (4.146)

で与えられて、U(N)ゲージーノの S2上の場

ψ(z′, z̄′) =

(
ψ+

ψ−

)
, ψ± =

(
λaa± λab±
λba± λbb±

) (
ψ− = ψ†

+

)
(4.147)

のゼロモードDirac方程式は

i(γz
′
Dz′ + γ z̄

′
D̄z̄′)ψ(z

′, z̄′) = i
1 + |z′|2

R

(
0 ∂z′ − i

2
ωz′ − iAz′

∂z̄′ +
i
2
ωz′ − iAz′ 0

)(
ψ+

ψ−

)
= 0

i

R

( {
(1 + |z′|2) ∂z̄′ − z′

2

}
λaa+

{
(1 + |z′|2) ∂z̄′ − z′

2
(1−M ′)

}
λab+{

(1 + |z′|2) ∂z̄′ − z′

2
(1 +M ′)

}
λba+

{
(1 + |z′|2) ∂z̄′ − z′

2

}
λbb+

)
= 0

i

R

 {
(1 + |z′|2) ∂z′ − z̄′

2

}
λaa−

{
(1 + |z′|2) ∂z′ − z̄′

2
(1 +M ′)

}
λab−{

(1 + |z′|2) ∂z′ − z̄′

2
(1−M ′)

}
λba−

{
(1 + |z′|2) ∂z′ − z̄′

2

}
λbb−

 = 0

(4.148)
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となる。ただし、M ′ =M ′
a−M ′

bとする。この方程式を解くための条件として S2全体で収束し
て規格化可能であることを課すと、M ′ = 0すなわち λaa± , λ

bb
± はゼロモード解がなく、M

′が正
(負)のとき λab+ と λba− = λab+ (λba+ と λab− = λba+ )のみ解となり

ψ
|M ′|−1

S2 (z′, z̄′) =
f |M ′|−1(z′)

(1 + |z′|2)
|M′|−1

2

(4.149)

が得られる。ただし、z′の正則関数を f |M ′|−1(z′)としてS2全体で収束するためには |M ′| − 1次
多項式であり |M ′| − 1個の自由度がある。これより、|M ′| − 1世代のカイラルフェルミオンが
得られる。なお、S2が曲がっていることによるスピン接続の寄与のために有効magnetic flux

が 1小さくなる。そこで改めて有効 flux|M ′|eff = |M ′| − 1とする。また、T 2と同様にして

∆ϕ
|M ′|
S2 (z′z̄′) = m2ϕ

|M ′|
S2 (z′z̄′) (4.150)

m2 =
2π|M ′|
A′ , ϕ

|M ′|
S2 (z′, z̄′) = ψ

|M ′|
S2 (z′, z̄′) =

f |M ′|(z′)

(1 + |z′|2)
|M′|
2

(4.151)

と、質量の 2乗がm2 = 2π|M ′|
A′ のスカラー場が得られる。ただし、スカラー場 ϕ

|M ′|
S2 (z′, z̄′)は S2

が曲がっていることによるスピン接続の寄与がないため |M ′|eff = |M ′|である。また、スカラー
場においてはM ′ = 0のゼロモード解は S2上で定数場となる。さらに、U(N)ゲージ場の S2方
向にベクトルの足を持つ、U(Na)×U(Nb)のもとで (Na, N̄b)表現 ((N̄a, Nb)表現)となるゲージ
場Aabz,S2 , Aabz̄,S2(Abaz,S2 = Aabz̄,S2 , A

ba
z̄,S2 = Aabz,S2)についても、T 2と同様に、ゲージ固定条件

hzz̄
(
DzA

ab
z̄,S2 + D̄z̄A

ab
z,S2

)
= 0 (4.152)

に対して各項を 0にするように解いて、Mが正 (負)のときAabz̄,S2 = 0(Aabz,S2 = 0)で、AabS2,z(A
ab
z̄,S2)

が ψ
j,|M |
S2 となり、このベクトル場Aabz,S2の運動方程式から

∆Aabz,S2 + 2iFzz̄h
z̄zAabz,S2 = m2Aabz,S2 (4.153)

m2 = −2π|M ′|
A′ , Aabz,S2 = ψ

j,|M |
S2 (4.154)

と質量が負のタキオンモードが得られる。ただし、Γzz̄z = Γz̄z̄z = 0であるため S2が曲がってい
る寄与を受けず、固有関数はスカラー場と同じになる。
これより、適当な 6次元コンパクト化をすると、コンパクト空間のベクトル成分による負質
量とそれ以外のスカラー成分による正質量が打ち消し合い 0質量 6次元コンパクト空間ベクト
ルが得られる。ただし、0質量 6次元コンパクト空間カイラルスピノルとは 0質量モード数が
異なるために超対称性はない。
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第5章 T 2/Z2オービフォールド特異点のブ
ローアップ

前章では様々な 2次元コンパクト化についてレビューしたが、特に T 2/Z2オービフォールド
は 4つの特異点を持っており、この T 2/Z2が S2と同じトポロジー構造を持つことに着目する。
そこで本章では、T 2/Z2特異点近傍を S2の一部に置き換えて滑らかに接続することで特異点
を滑らかに (ブローアップ)して、特異点近傍では曲率を持つような T 2/Z2オービフォールドを
変形した幾何学上の波動関数を求めて、それを用いて現象が T 2/Z2オービフォールドのときと
比べてどのように変化するかを議論する。本章は私が携わった研究である [25, 26]に基づいて
いる。
はじめに、T 2/Z2特異点をブローアップして滑らかにする方法について議論する。まず、1つ
の T 2/Z2特異点近傍を特異点からの距離 rで切り取ると、Z2同一視を考慮すると中心角 πで切
り口が半径 r/2の円錐形が切り取られたと考えることができる。そこに、滑らかに接続するよ
うに S2の一部を埋め込むためには、図 5.1より θ0 = π/3となり、半径R = r/

√
3の S2の 1/4

を埋め込む必要がある。

𝑟

2

𝑟

𝜋

𝑤

𝑧

𝑟

𝑟

2

𝜃0 =
𝜋

3

𝜃0

𝑟

3
𝑧

𝑧′

𝑤

図 5.1: 左図は座標 zで表される T 2/Z2から切り取られる円錐の展開図を示す。右図は座標 zで
表される T 2/Z2から切り取られる円錐とそこに埋め込まれる座標 z′で表される半径R = r/

√
3

の S2の 1/4を示す。なお、切り口の座標をwで表す。

なお、他 3つの T 2/Z2特異点も同様にして考えることができて、S2の全領域を張り付けるこ
とができるため、T 2/Z2は S2と同相の関係にあることがわかる。
では、このようにして特異点をブローアップした幾何上の波動関数について議論する。特に、
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特異点 zI = 0のブローアップを中心に議論する。ただし、前章における設定を用いる。すなわ
ち、T 2/Z2の座標系を zで表してもとの T 2全体で有効magnetic flux |M |を感じる1波動関数

ϕ
j,|M |
T 2/Z2

(z) = N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2hj,|M |(z) (5.1)

hj,|M |(z) =


gj,|M |(z), (j = 0, |M |

2
, Z2-even)

1√
2

(
gj,|M |(z) + g|M |−j,|M |(z)

)
, (0 < j < |M |

2
, Z2-even)

1√
2

(
gj,|M |(z)− g|M |−j,|M |(z)

)
, (0 < j < |M |

2
, Z2-odd)

(5.2)

gj,|M |(z) = e
π|M|
2Imτ

z2ϑ

[
j

|M |
0

]
(|M |z, |M |τ) (5.3)

N j,|M |
0 =

(
2|M |Imτ

A2

)1/4

(5.4)

と、S2の座標系を z′で表して S2全体で有効magnetic flux|M ′|を感じる波動関数

ϕ
j,|M ′|
S2 (z′) = N ′j,|M ′| f j,|M

′|(z′)

(1 + |z′|2)
|M′|
2

(5.5)

を用いる。ここで、f |M ′|(z′)はS2部分における z′で表される正則関数で gj,|M |(z), hj,|M |(z)はそ
れぞれ (5.3),(5.2)のように定義した T 2ならびに T 2/Z2における zで表される正則関数である。
N j,|M |,N ′j,|M ′|はそれぞれ T 2/Z2部分および S2部分の規格化因子である。ただし、T 2/Z2から
変形するため、変形する前の T 2/Z2全体の規格化因子が (5.4)のN

j,|M |
0 である。なお、M を整

数として j = 0, ..., |M | − 1であるがM ′に関しては S2全体になっていないため整数とは限らず
f j,|M

′|(z′)も整数次多項式とはならない。また、(5.5)において (5.1)と同じ jを用いている理由
は、r → 0極限において (5.1)と (5.5)が滑らかに接続するためである。さて、波動関数 (5.1)と
(5.5)を接続点で滑らかに接続するにあたり、T 2/Z2における座標系 zと S2における座標系 z′

の関係をみる。そこで、図 5.1のように切り口の点は座標系 zでも z′でも表せることに注目し
て、z′に平行で切り口を通る複素平面上の座標系wを、切り口の円周上の点の座標が r

2
eiφとな

るように導入すると、この座標 wは座標 zを用いて w = r
2

√
3z′と表せる。ただし z′は θ, φを

用いて z′ = tan(θ/2)eiφと表せる。また、切り口の円周上の点は座標系 zでは z = reiφ/2と表せ
る。すなわち、切り口の円周上の点 z = reiφ/2および z′ = 1√

3
eiφで z ↔ r

2

√
3z′が対応する。こ

れより、波動関数 (5.1)と (5.5)が接続点で滑らかに接続するための条件は

ϕ
j,|M |
T 2/Z±

2

(z)

∣∣∣∣
z=reiφ/2

= ϕ
j,|M ′|
S2 (z′)

∣∣∣∣
z′= 1√

3
eiφ

dϕ
j,|M |
T 2/Z±

2

(z)

dz

∣∣∣∣
z=reiφ/2

=
1

√
3
2
r

dϕ
j,|M ′|
S2 (z′)

dz′

∣∣∣∣
z′= 1√

3
eiφ

(5.6)

1T 2/Z2 の基本領域は T 2 の半分 (面積 Im(τ)/2)であるため T 2/Z2 上の有効magnetic fluxも半分の |M |/2と
考えることができる。
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となる2。ここで、T 2/Z2の正則関数 (5.2)がブローアップで変化しないと仮定する。また、接
続点における座標変換で正則関数の微分は

df j,|M
′|(z)

dz

∣∣∣∣
z=reiφ/2

=
df j,|M

′|(w)

dw

∣∣∣∣
z= r

2
eiφ

=
1

√
3
2
r

df j,|M
′|(

√
3
2
rz′)

dz′

∣∣∣∣
z′= 1√

3
eiφ

(5.7)

と変化する。これより、(5.1)と (5.5)の非正則部分から接続条件 (5.6)を解くと

N j,|M |

N ′j,|M ′| =

(√
3

2

)|M ′|

e
|M′|
4 (5.8)

|M ′|
4

=
πr2

2Imτ
|M | (5.9)

が得られる。(5.8)は規格化因子の比の関係を示し、ブローアップして変形した幾何全体の規格
化を定める際に有効になる。一方 (5.9)は、埋め込む S2部分の有効magnetic fluxが T 2/Z2か
ら切り取る部分の有効magnetic fluxと等しいということを示している。なぜなら、S2全体に
有効magnetic flux |M ′|が入っている状態でその 1/4を埋め込むため左辺は埋め込む部分の有
効magnetic fluxを示しており、一方で面積が Imτ の T 2全体に有効magnetic flux |M |が入っ
て状態でそのうちの面積 πr2/2だけ切り取るため右辺は切り取る部分の有効magnetic fluxを示
しているからである。つまり (5.9)はブローアップを通して幾何全体の有効magnetic fluxが変
わらないということを示している。なお、T 2/Z2部分の有効magnetic flux |M |はスピノル場も
スカラー場も T 2/Z2上に入るmagnetic flux M から得られるが、S2部分の有効magnetic flux

|M ′|はスカラー場は S2上に入るmagnetic flux M ′から得られるがスピノル場は S2が曲がって
いることによるスピン接続の寄与で 1小さくなるためにS2上には 1だけ大きさが増すmagnetic

fluxを入れる必要がある。一方、正則部分に関しては、上記の仮定および (5.7)より

f j,|M
′|(z′) =


gj,|M |

(√
3
2
rz′
)
, (j = 0, |M |

2
, Z2-even)

√
2gj,|M |

(√
3
2
rz′
)
, (0 < j < |M |

2
, Z2-even)

0, (0 < j < |M |
2
, Z2-odd)

(5.10)

が得られる。ここで、g|M |−j,M(z) = gj,|M |(zeiπ)が成り立ちまた z′の偏角は zの偏角の 2倍にな
ることを用いている。ただし |M ′|は (5.9)より |M |で与えられる。(5.10)より、Z2-evenモード
のみ S2部分に持ち上がることを示しているが、これは r → 0の T 2/Z2極限において (E.1)よ
り zI = 0の Z2-oddモードの値が 0となることに整合している。同様に、特異点 zI = 1/2, τ/2

のブローアップにおいても、(4.126),(4.127)よりZ2-evenモードのみ S2部分に持ち上がる。一

2特に、|z′| = tan(θ/2)であり、R = r/
√
3で接続点は θ0 = π/3 ↔ |z′| = 1√

3
より、

√
3

2
rd|z′|

∣∣
|z′|= 1√

3

=
2R

1 + |z′|2
d|z′|

∣∣
|z′|= 1√

3

= Rdθ
∣∣
θ0=

π
3

⇔ d|z|
∣∣
|z|=r

となり、図 5.1からもこれが妥当な対応関係であることがわかる。
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方特異点 zI = (τ + 1)/2ブローアップでは、(4.130)よりM が偶数 (奇数)のとき Z2-evenモー
ド (Z2-oddモード)のみ S2部分に持ち上がる。以上より、特異点 zI = 0のブローアップ後の波
動関数は以下のように表される。

ϕj,|M |
up =


ϕ
j,|M ′|
S2 =

N ′j,|M ′|

(1 + |z′|2)
|M′|
2

f j,|M
′|(z′) (|z′| ≤ 1√

3
)

ϕ
j,|M |
T 2/Z2

= N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2hj,|M |(z) (|z| ≥ r)

(5.11)

ここで、N ′j,|M ′|,N j,|M |はそれぞれ S2部分および T 2/Z2部分の規格化因子であり (5.8)を満た
す。また、f j,|M

′|(z′), hj,|M |(z)はそれぞれ (5.10),(5.2)で表されるS2部分および T 2/Z2部分の正
則関数である。ただし、有効magnetic flux |M ′|は (5.9)で与えられる。なお、この方法は一般
のT 2/ZNオービフォールド特異点のブローアップに適用できる (付録C)。規格化因子の計算は、

fjk ≡
∫
|z|≥r

dzdz̄ ϕj,M
T 2/Z+

2

ϕk,M
T 2/Z+

2

+

∫
|z′|≤ 1√

3

dz′dz̄′ ϕj,M
′

S2 ϕk,M
′

S2 (5.12)

=

∣∣∣∣∣N j,|M |

N j,|M |
0

∣∣∣∣∣
2

δjk −
∫
|z|≤r

dzdz̄ ϕj,M
T 2/Z±

2

ϕk,M
T 2/Z±

2

+

∫
|z′|≤ 1√

3

dz′dz̄′ ϕj,M
′

S2 ϕk,M
′

S2

を計算することで以下のように得られる (詳細の計算は付録Dに示す)。その結果

∣∣∣N j,|M |
1

∣∣∣ ≃


∣∣∣N j,|M |
0

∣∣∣ , (j = 0, |M |
2
, Z2-even)∣∣∣N j,|M |

0

∣∣∣(1− 1
2π

(
πr2

2

)2 ∣∣∣∣[ϕj,|M |
T 2/Z−

2

]′
(0)

∣∣∣∣2
)
, (0 < j < |M |

2
, Z2-even)∣∣∣N j,|M |

0

∣∣∣(1 + 1
2π

(
πr2

2

)2 ∣∣∣∣[ϕj,|M |
T 2/Z−

2

]′
(0)

∣∣∣∣2
)
, (0 < j < |M |

2
, Z2-odd)

(5.13)

が得られる。ここで、ϕj,|M |
T 2/Z−

2

はブローアップする前のもとの T 2/Z2上の Z2-odd波動関数であ

り、
[
ϕ
j,|M |
T 2/Z+

2

]′
(0) ≡

dϕ
j,|M|
T2/Z+2
dz

∣∣∣∣∣
z=0

= 0とする。また、S2部分の規格化因子N ′j,|M ′|は (5.8)で与え

られる。これより、j = 0, |M |/2はブローアップの影響を受けず、特に |M | = 2はブローアッ
プをしても全く影響を受けないことがわかる。
以上より求められたブローアップ後の波動関数を用いて湯川行列を計算して、クォークの質
量およびCKM行列について議論する。なお、(13)と同じ設定を用いる。ただし、湯川結合定
数は

YIJK =

∫
T 2/Z2

dzdz̄ ϕI,5
T 2/Z+

2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

−
∑
zI

∫
|z−zI |≤r

dzdz̄ ϕI,5
T 2/Z+

2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z) (5.14)
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と計算される。ここで、第一項は (4.119)で得られる T 2/Z2全体の項であり、第二項は T 2/Z2

から切り取られる項である。一般にはさらにブローアップした後の S2部分の項も必要である
が、この湯川結合は全ての特異点で 0になるため S2部分の湯川結合は消える。(5.14)の第一項
は (4.121)となり、第二項は∫

|z−zi|≤r
dzdz̄ ϕI,5

T 2/Z+
2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

≃ 1

2π

(
πr2

2

)2 (
ϕI,5
T 2/Z+

2

ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

)′
(zI)ϕ

′k,M
T 2/Z−

2

(zI) (5.15)

と計算される。各特異点での (5.15)の具体的な計算を付録Eに示す。ここで、一つの具体的な
モデル設定として、アップクォークタイプの質量を与えるヒッグス場Huの真空期待値の方向を
cos(π/6)H4 − sin(π/6)H3に、ダウンクォークタイプの質量を与えるヒッグス場Hdの真空期待
値の方向を sin(π/6)H4 +cos(π/6)H3にとり、4つの特異点を同じブローアップ半径 rでブロー
アップする。このとき、YK=3と YK=4は

YK=3 =
a√
2


√
2η10000

√
2η6400 −

√
2η400

η4624 −η1024 η64
−η1936 η16 −η4096

− π3r4
a√
2

8
√
2η1040 96

√
2η800 −8

√
2η680

176η704 16η464 128η344
48η536 128η296 16η176


(5.16)

YK=4 =
a√
2


√
2η21025 −

√
2η625

√
2η7225

η529 η5329 −η169
η121 η121 η1

− π3r4
a√
2

87
√
2η935 0 63

√
2η575

28η594 126η359 0

126η431 28η191 98η71


(5.17)

と近似的に表せる。ここで、全体の規格化因子は a =
|N I,5

1 NJ+1,7
1 NK+1,12

1 |
|NK+1,12|2

である。また、πτ = 5.7i

と仮定して、Jacobiの ϑ-関数 ϑlは ϑl ≃ e−5.7l2/420.となる。ただし、ηn ≡ e−nπImτ/420と表記し
ている。この湯川結合を用いて、アップ/チャームクォークのトップクォークに対する質量比お
よびダウン/ストレンジクォークのボトムクォークに対する質量比、さらに CKM行列を計算
した。これらのブローアップ半径 r依存性を図 5.2および図 5.3に示す。ただし、各特異点のブ
ローアップ半径 rが同じであり、最近隣特異点間の距離が 0.5であるため、0 ≤ r ≤ 0.25とし
た。これらの図からわかるように、クォークの質量およびCKM行列が特異点のブローアップ
に大きく影響することがわかる。
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図 5.3: CKM混合角 V12(V21),V23(V32),V13(V31)のブローアップ半径 r依存性を赤線 (黒線)で
示す。

特に、表 5.1に r ≈ 0.24 (π3r4 = 0.105)での質量比およびCKM行列を示す。また、r = 0の
T 2/Z2オービフォールド極限での値と、CKM行列の実験データ [27]および大統一理論スケー
ル 2.0× 1016GeVで評価したクォーク質量 [28]も合わせて示す。
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Pure T 2/Z2 (r = 0) Blow-ups of T 2/Z2 (r ≈ 0.24) Observed values

(mu,mc,mt)/mt (1.5× 10−4, 9.6× 10−2, 1) (1.2× 10−5, 2.3× 10−2, 1) (6.5× 10−6, 3.2× 10−3, 1)

(md,ms,mb)/mb (2.5× 10−5, 2.7× 10−1, 1) (9.7× 10−4, 6.3× 10−3, 1) (1.1× 10−3, 2.2× 10−2, 1)

|VCKM |

 1.0 0.0082 0.0022

0.0084 0.88 0.47

0.0017 0.47 0.88


 0.99 0.17 0.0043

0.17 0.96 0.22

0.034 0.22 0.98


 0.97 0.22 0.0037

0.22 0.97 0.042

0.0090 0.041 1.0


表 5.1: クォーク質量比およびCKM行列の r = 0(T 2/Z2オービフォールド),r ≈ 0.24での値お
よび実験値を示す。ここで、CKM行列の実験データ [27]および大統一理論スケールの繰り込
み質量 [28]を用いている。

これより、特異点をブローアップすることで観測値に O(1)程度まで近づけられることがわ
かる。
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第6章 総括

本論文では、10次元 IIB型超弦理論のmagnetized D9-ブレーンモデルの有効理論として得
られる 10次元N = 1 Super Yang-Mills理論を T 6 ≃ T 2 × T 2 × T 2フラックスコンパクト化す
ることで導かれる 4次元有効理論に着目した。特に、標準模型のフェルミオンの 3世代構造が
T 2をはじめとする一つの 2次元空間に由来するとして、magnetic fluxの入った 2次元空間上
の波動関数を用いて湯川結合を計算して 4次元湯川結合係数を求めた。特に、T 2を Z2で割っ
た T 2/Z2オービフォールドが持つ特異点の近傍を、同じトポロジー構造を持つ S2の一部を用
いてブローアップして変形した幾何を考えて、その幾何上の波動関数を求め、さらに得られた
波動関数を用いて 4次元湯川結合係数を計算した。そして、得られた湯川結合係数から、特に
クォークの質量比およびフレーバー混合行列であるCKM行列を求め、ブローアップ半径の依
存性を調べた (図 5.2,5.3)。ただし、4つの T 2/Z2オービフォールド特異点のブローアップ半径
はすべて等しいとしている。そして、特異点ブローアップを行うことで観測値にO(1)程度まで
近づけられるモデルが得られた。
本研究では T 2/ZN オービフォールド特異点ブローアップの手法を確立したが、より高次元の
トーラスオービフォールド T 4/ZN および T 6/ZN の特異点ブローアップの手法を確立していき
たい。そうすることで、超弦理論から得られるコンパクト空間の中で標準模型を再現し得ると
期待されているCalabi-Yau多様体が再現されると考えられており [29]、具体的な数値解析が困
難なCalabi-Yau多様体上の現象を間接的に解析することが可能になると期待される。
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付 録A 超対称性

ここでは、時空が持つPoincaré対称性を拡張した超対称性について補足する。主に [30]を参
考にしている。
D次元Minkowski時空はLorentz回転SO(1, D−1)対称性1と並進対称性が合わさったPoincaré

対称性

[Mµν ,Mρσ] = i (ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ + ηνσMµρ) (A.1)

[Pµ, Pν ] = 0 (A.2)

[Mµν , Pρ] = i (ηµρPν − ηνρPµ) (A.3)

を持っている。ただし Lorentz変換の生成子をMµν、並進変換の生成子を Pµとする。特にD

次元Minkowski時空上に表現するとそれぞれ

Mµν = i

(
xµ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ

)
, Pµ = i

∂

∂xµ
(A.4)

となる。この Poincaré代数を、さらに反交換関係も用いる超対称代数に拡張することで{
Qα, Q̄α̇

}
= 2σµαα̇Pµ (α, α̇は 2

D
2
−1個のWeylスピノルの成分) (A.5)

{Qα, Qβ} =
{
Q̄α̇, Q̄β̇

}
= 0 (A.6)

[Qα, Pµ] =
[
Q̄α̇, Pµ

]
= 0 (A.7)

[Qα,Mµν ] =
1

2
σβµν,αQβ,

[
Q̄α̇,Mµν

]
=

1

2
Q̄β̇σ̄

β̇
µν,α̇ (A.8)(

σµν =
i

2
(σµσ̄ν − σν σ̄µ), σ̄µν =

i

2
(σ̄µσν − σ̄νσµ)

)
に従うスピン 1/2だけ変えてボソンとフェルミオンを変換する超対称変換 (N = 1)の生成子
Qα, Q̄α̇が導入される2。ただしDは偶数とする。特に座標 xµで表されるD次元Minkowski時
空にGrassmann座標 θα, θ̄α̇を加えた超空間上に表現すると

Qα =
∂

∂θα
− iσµαα̇θ̄

α̇ ∂

∂xµ
, Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ iθασµαα̇

∂

∂xµ
(A.9)

1Lorentz回転 SO(1, D− 1)対称性は、D次元Minkowski時空 R1,D−1上のベクトル x ∈ R1,D−1のノルムの 2

乗 ||x||2 = x2
0 −

∑D−1
i=1 x2

i を不変に保つ回転対称性。
2一般にスピン 1/2を変え方がN 通り存在しても良く、特に (A.6)においてそのN 個の間の内部変換の生成

子と関係する。
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となる。なお、(A.5)より系全体のエネルギーは 0以上であり、特に真空が超対称性をもつとき

Qα|0 >= Q̄α̇|0 >= 0 (A.10)

より真空のエネルギーは 0でなければならない。逆に真空のエネルギーが正のとき超対称は破
れている。さらに、(A.7)より超対称変換において質量が保存する。すなわち、超対称性がある
とき変換するボソンとフェルミオンの質量は同じである。また、ボソンとフェルミオンの自由
度は同じでなければならない。
この超対称変換に伴い、超空間上の超場Φ(x, θ, θ̄)も変換される。特にGrassmann数の性質
を用いて θ, θ̄で展開することで有限項の展開となり、各展開係数は θ, θ̄に応じたスピンを持つ
xに依存した場であり、超対称変換によってスピンが 1/2だけ異なる場に変換される。すなわ
ち、ボソンとフェルミオンが入れ替わる。具体的な展開は考える次元によって異なるため本編
に譲る。ただし、超場の成分場を用いてD次元時空上の作用が超対称不変であるためには、全
微分が現れる θ, θ̄の最高次の場を用いる必要がある。また、{

Dα, D̄α̇

}
= −2σµαα̇Pµ (A.11)

{Dα, Dβ} =
{
D̄α̇, D̄β̇

}
= 0 (A.12)

{Dα, Qβ} =
{
Dα, Q̄α̇

}
=
{
D̄α̇, Qα

}
=
{
D̄α̇, Q̄β̇

}
= 0 (A.13)

を満たす超共偏微分

Dα =
∂

∂θα
+ iσµαα̇θ̄

α̇ ∂

∂xµ
, D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασµαα̇

∂

∂xµ
(A.14)

を導入することができる。
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付 録B T 2上の波動関数に対するモジュラ
イ変換性

ここでは、4.1.2節で議論されている T 2上の波動関数に対するモジュライ変換の計算の詳細
について議論する。
まず、M を偶数として、規格化因子 (4.64)を持つ波動関数 (4.63)に対してモジュラー変換

(4.52),(4.53)を施すと、

S : ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) →ψ̃

j,|M |
T 2 (−z

τ
,−1

τ
)

=Ñ j,|M |eiπ|M | z
τ

Imτ̄z
Imτ

∑
l∈Z

e−iπ(
j

|M|+l)
2 |M|

τ e−2πi|M | z
τ (

j
|M|+l)

=Ñ j,|M |eiπ|M | z
τ

Imτ̄z
Imτ eiπ|M | z

2

τ

∑
l∈Z

e−iπ(
j

|M|+l+z)
2 |M|

τ

=Ñ j,|M |eiπ|M | z
τ

ReτImz−RezImτ
Imτ eiπ|M | z

τ
zImτ
Imτ (−τ)1/2eiπ/4 1√

M

×
|M |−1∑
k=0

∑
l′∈Z

eiπ(
k

|M|+l
′)

2
|M |τe2πi|M |(z+ j

|M|)(
k

|M|+l
′)

=(−τ)1/2eiπ/4 1√
M

|M |−1∑
k=0

e2πi
jk
|M|

×Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz
Imτ

∑
l′∈Z

eiπ(
k

|M|+l
′)

2
|M |τe2πi|M |z( k

|M|+l
′)

=(−τ)1/2eiπ/4 1√
|M |

|M |−1∑
k=0

e2πi
jk
|M|ψ

k,|M |
T 2 (z, τ) (B.1)

T : ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) →ψ̃

j,|M |
T 2 (z, τ + 1)

=Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz
Imτ

∑
l∈Z

eiπ(
j

|M|+l)
2
|M |(τ+1)e2πi|M |z( j

|M|+l)

=eiπ
j2

|M| Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz
Imτ

∑
l∈Z

eiπ|M |leiπ(
j

|M|+l)
2
|M |τe2πi|M |z( j

|M|+l)

=eπi
j2

|M|ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) (B.2)
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と変換される。ただし、S変換においては Imτ > 0であることを考慮して Poissonの和公式を
用いており、T 変換においてはM が偶数であることを用いている。ここで、Poissonの和公式
とは、関数 f(x)とその Fourier成分 f̂(k)

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
dxf(x)e−2πikx

に対して ∑
n∈Z

f(n) =
∑
m∈Z

f̂(m) (B.3)

が成り立つことである。その結果、(4.76)-(4.78)のようにまとめられる。また、表現行列 (4.77),(4.78)

は以下の性質を満たす。

ρ(S̃)2jl =

|M |−1∑
k=0

ρ(S̃)jkρ(S̃)kl

= eiπ/2
1

|M |

|M |−1∑
k=0

e2πi
k(j+l)
|M|

= iδ|M |−j,l (B.4)

[ρ(S̃)ρ(T̃ )]3jp =

|M |−1∑
k,l,m,n,o=0

ρ(S̃)jkρ(T̃ )klρ(S̃)lmρ(T̃ )mnρ(S̃)noρ(T̃ )op

= e3πi/4
1

|M |
√
|M |

|M |−1∑
k,m

e2πi
jk
|M| eπi

k2

|M| e2πi
km
|M| eπi

m2

|M| e2πi
mp
|M| eπi

p2

|M|

= e3πi/4
1

|M |
√
|M |

|M |−1∑
k,m

eπi
(m+(k+p))2

|M| e2πi
k(j−p)
|M|

= e3πi/4eiπ/4
1

|M |

|M |−1∑
k

e2πi
k(j−p)
|M|

= −δj,p (B.5)

従って、(4.88)-(4.92)を満たす。なお、(変形された)Landsberg-Schaar関係式

1
√
p

p−1∑
n=0

e
πin2q

p =
eiπ/4
√
q

q−1∑
n=0

e−
πin2p

q (B.6)

を用いてる。ここで p, qは正の整数でありかつ pqは偶数である。
次に、M の偶奇に関わらずモジュライ変換の議論ができるような方法を述べる ( [17]に基づ

く)。(4.61)において、T 変換で同時にWilson lineも+1だけゲージ変換させることを考える。
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例えば、Wilson lineが ζ = τ 方向に入っている状態で T 変換して ζ̃ = τ + 1方向へ変化したと
することで考えられる1。このとき、(4.61)は

ψ̃
j,|M |
T 2 (z + τ + 1, τ + 1) = eiπ|M | Im(τ̄+1)(z+1)

Imτ ψ̃
j,|M |
T 2 (z, τ + 1) (B.7)

= e−iπ|M |eiπ|M | Im(τ̄+1)z
Imτ ψ̃

j,|M |
T 2 (z, τ + 1) (B.8)

となり、M の偶奇に関わらず (4.62)と同じ境界条件を満たすことになる。一方、運動方程式

iDψj,|M |
T 2 (z + ζ, τ) = 2i

(
∂z̄ +

πM

2Imτ
z

)
ψ
j,|M |
T 2 (z, τ) = 0 (B.9)

を T 変換すると

iD̃ψ̃j,|M |
T 2 (z̃ + ζ̃ , τ) = 2i

(
∂z̄ +

πM

2Imτ
(z + 1)

)
ψ̃
j,|M |
T 2 (z + 1, τ + 1) = 0 (B.10)

iDψ̃j,|M |
T 2 (z + 1, τ + 1) = 2i

(
∂z̄ +

πM

2Imτ
z

)
ψ̃
j,|M |
T 2 (z + 1, τ + 1) = −iπM

Imτ
ψ̃
j,|M |
T 2 (z + 1, τ + 1)

となり、T 変換後の基底状態の波動関数は変換前の励起状態の波動関数を用いて展開されると
考えられる。実際、T 変換後の波動関数は

ψ̃
j,|M |
T 2 (z + 1, τ + 1)

=Ñ j,|M |eiπ|M |(z+1) Imz
Imτ

∑
l∈Z

eiπ(
j

|M|+l)
2
|M |(τ+1)e2πi|M |z( j

|M|+l)

=(−1)2eiπ
j2

|M| Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz
Imτ

∑
l∈Z

eiπ|M |( Imz
Imτ

+ j
|M|+l)eiπ(

j
|M|+l)

2
|M |τe2πi|M |z( j

|M|+l)

=(−1)2eiπ
j2

|M| e−
π|M|
8Imτ

∞∑
n=0

1

n!

(
i

√
π|M |
8Imτ

)n

×Ñ j,|M |eiπ|M |z Imz
Imτ

∑
l∈Z

eiπ(
j

|M|+l)
2
|M |τe2πi|M |z( j

|M|+l)Hn

(√
2π|M |Imτ

(
Imz

Imτ
+

j

|M |
+ l

))

=(−1)2eiπ
j2

|M| e−
π|M|
8Imτ

∞∑
n=0

1√
n!

(
i

√
π|M |
4Imτ

)n

ψ
j,|M |
T 2,n (z, τ) (B.11)

と表せる。ただし、Hermite関数の母関数

e−y
2+2xy =

∑
n=0

Hn(x)
yn

n!
(B.12)

と (4.36)を用いている。

1一般にWilson lineの方向が変わらないとすると、モジュライ変換で zと同様に ζ → ζ̃ = ζ
cτ+d と変換される。

すなわち、T 変換では ζ̃ = ζ と変化しない。
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付 録C T 2/ZNオービフォールド特異点の
ブローアップ

5章で T 2/Z2オービフォールド特異点をブローアップして変形した幾何上の波動関数を求め
たが、この手法を一般の T 2/ZN オービフォールドに拡張する。なお、[25]に基づいている。
T 2/ZNオービフォールドは、2次元トーラスT 2をさらにZN = {ρm = e2πim/N |m ∈ Z, ρNm = 1}

同一視 (z → ρmz ∼ z)して得られる1。任意のN に対して zI = 0は固定点となり T 2/ZN 特異
点の 1つとなる。この特異点近傍を S2の一部に置き換えて滑らかに接続して特異点をブロー
アップして、T 2/ZN オービフォールドを変形した幾何学上の波動関数を定める。
T 2/Z2と同様に特異点近傍を特異点からの距離 rで切り取ると、ZN 同一視を考慮すると中
心角 2π/N で切り口が半径 r/N の円錐形が切り取られたと考えることができる。そこに、滑ら
かに接続するように S2の一部を埋め込むためには、図 C.1より cos θ0 = 1/N を満たし、半径
R = r cot θ0 = r/

√
N2 − 1の S2の (N − 1)/2N を埋め込む必要がある。

𝑟
𝑁

𝑟
2𝜋
𝑁

𝑤

𝑧

𝑟

𝑟

𝑁

cos 𝜃0 =
1

𝑁

𝜃0
𝑟cot 𝜃0 𝑧

𝑧′

𝑤

図 C.1: 左図は座標 zで表される T 2/ZN から切り取られる円錐の展開図を示す。右図は座標
zで表される T 2/ZN から切り取られる円錐とそこに埋め込まれる座標 z′で表される半径R =

r cot θ0 = r/
√
N2 − 1の S2の (N − 1)/2N を示す。なお、切り口の座標をwで表す。

では、このようにして特異点をブローアップした幾何上の波動関数について議論する。T 2/Z2

と同様にT 2/ZNの座標系を zで表してもとのT 2全体で有効magnetic flux |M |を感じるT 2/ZN

1任意の格子点を ZN 回転した点もまた別の格子点となる条件より、取り得る N は N = 2, 3, 4, 6に限られる。
さらに、N = 2を除いてモジュライパラメータ τ は τ = ρに制限される。
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基底の波動関数は

ϕ
j,|M |
T 2/Zm

N
(z) =

1√
N

N−1∑
k=0

(ρ−1
m )kϕ

j,|M |
T 2 (ρkz) (C.1)

= N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2hj,|M |(z)

hj,|M |(z) =
1√
N

N−1∑
k=0

(ρm)
kgj,|M |(ρkz) (C.2)

gj,|M |(z) = e
π|M|
2Imτ

z2ϑ

[
j

|M |
0

]
(|M |z, |M |τ) (C.3)

と表せて [31–33]、これを座標系 z′で表した S2上の有効magnetic flux|M ′|を感じる波動関数

ϕ
j,|M ′|
S2 (z′) = N ′j,|M ′| f j,|M

′|(z′)

(1 + |z′|2)
|M′|
2

(C.4)

と滑らかに接続する。そこで、T 2/ZN における座標系 zと S2における座標系 z′の関係をみる
ために、同様に z′に平行で切り口を通る複素平面上の座標系 wを、切り口の円周上の点の座
標が r

N
eiφとなるように導入すると、この座標 wは座標 zを用いて w = r

N

√
N+1
N−1

z′と表せる。

ただし z′ は θ, φを用いて z′ = tan(θ/2)eiφ と表せる。また、切り口の円周上の点は座標系 z

では z = reiφ/N と表せる。すなわち切り口の円周上の点 z = reiφ/N および z′ =
√

N−1
N+1

eiφで

z ↔ r
N

√
N+1
N−1

z′が対応する。これより、波動関数 (C.1)と (C.4)が接続点で滑らかに接続するた

めの条件は

ϕ
j,|M |
T 2/Zm

N
(z)

∣∣∣∣
z=reiφ/N

= ϕ
j,|M ′|
S2 (z′)

∣∣∣∣
z′=

√
N−1
N+1

eiφ
,

dϕ
j,|M |
T 2/Zm

N
(z)

dz

∣∣∣∣
z=reiφ/N

=
1

r
N

√
N+1
N−1

dϕ
j,|M ′|
S2 (z′)

dz′

∣∣∣∣
z′=

√
N−1
N+1

eiφ
(C.5)

となる。同様にして (C.1)と (C.4)の非正則部分から接続条件 (C.5)を解くと

N j,|M |

N ′j,|M ′| =

(
N + 1

2N

) |M′|
2

e
N−1

4
|M ′| (C.6)

N − 1

2N
|M ′| = πr2

NImτ
|M | (C.7)

が得られる。(C.6)は規格化因子の比の関係を示している。一方 (C.7)は、埋め込む S2部分の
有効magnetic fluxが T 2/ZN から切り取る部分の有効magnetic fluxと等しいということを示し
ている。なぜなら、S2全体に有効magnetic flux |M ′|が入っている状態でその (N − 1)/2N を
埋め込むため左辺は埋め込む部分の有効magnetic fluxを示しており、一方で面積が Imτ の T 2
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全体に有効magnetic flux |M |が入って状態でそのうちの面積 πr2/N だけ切り取るため右辺は
切り取る部分の有効magnetic fluxを示しているからである。つまり (C.7)はブローアップを通
して幾何全体の有効magnetic fluxが変わらないということを示している。一方、正則部分に関
しても同様に、接続点における座標変換で正則関数の微分は

df j,|M
′|(z)

dz

∣∣∣∣
z=reiφ/N

=
df j,|M

′|(w)

dw

∣∣∣∣
z= r

N
eiφ

=
1

r
N

√
N+1
N−1

df j,|M
′|( r

N

√
N+1
N−1

z′)

dz′

∣∣∣∣
z′=

√
N−1
N+1

eiφ
(C.8)

となり、

f j,|M
′|(z′) =

{ √
Ngj,|M |

(
r
N

√
N+1
N−1

z′
)
, (m = 0)

0, (m ̸= 0)
(C.9)

が得られる。ここで、z′の偏角が zの偏角のN倍になることと、m ̸= 0に対して
∑N−1

k=0 (ρ
−1
m )k = 0

となることを用いている。ただし |M ′|は (C.7)より |M |で与えられる。(C.9)は同様にZN 不変
なモード (m = 0)のみ S2部分に持ち上がりことを示している。以上より、特異点 zI = 0のブ
ローアップ後の波動関数は以下のように表される。

ϕj,|M |
up =


ϕ
j,|M ′|
S2 =

N ′j,|M ′|

(1 + |z′|2)
|M′|
2

f j,|M
′|(z′) (|z′| ≤

√
N−1
N+1

)

ϕ
j,|M |
T 2/ZN

= N j,|M |e−
π|M|
2Imτ

|z|2hj,|M |(z) (|z| ≥ r)

(C.10)

ここで、N ′j,|M ′|,N j,|M |はそれぞれS2部分および T 2/ZN 部分の規格化因子であり (C.6)を満た
す。また、f j,|M

′|(z′), hj,|M |(z)はそれぞれ (C.9),(C.2)で表される S2部分および T 2/ZN 部分の
正則関数である。ただし、有効magnetic flux |M ′|は (C.7)で与えられる。
最後に、(C.10)で得られたS2部分の波動関数のモジュライ変換性について議論する。(4.52),(4.53)
より、まず T 変換ではモジュライパラメータ τ のみ変化する。つまり、(C.10)のS2部分の波動
関数に対する T 変換では非正則部分は変化せず T 2と同様に (C.3)の Jacobiの θ-関数のみ変化
する。なお、(C.10)の T 2/ZN 部分の波動関数に対する T 変換も (C.3)の Jacobiの θ-関数のみ
変化する。一方、S変換においては (4.53)のように T 2/ZN における複素座標 zも変化するが、
これより

S : r → r

|τ |
(C.11)

と変換される。また、、T 2/ZN における座標 zと S2における座標 z′の関係 z ↔ r
N

√
N+1
N−1

z′よ

り S2における座標 z′は

S : z′ → z′

τ
|τ |

(C.12)
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と変換される。これより、(C.10)のS2部分の波動関数に対するS変換において、非正則部分は
不変であり正則関数 (C.3)が変換される。一方、(C.10)の T 2/ZN 部分の波動関数に対する S変
換においても (4.52),(4.53)より非正則部分は不変であり正則関数 (C.3)が変換される。すなわ
ち、(C.10)のモジュライ変換性は完全に (C.3)のモジュライ変換性に起因してS2部分も T 2/ZN
部分も同様の変換性を示す。なお、(C.3)のモジュライ変換性はT 2上の波動関数に対するモジュ
ライ変換と同じである。
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付 録D T 2/Z2特異点のブローアップ後の
動関数の規格化因子

ここでは、5章において求めた波動関数の規格化因子を求めるための (5.12)の近似計算を行
い、その結果について議論する。ただし、以後の近似計算では πr2

Imτ
≪ 1とする。また、N j,|M | =

a,N ′j,|M ′| = bとしている。
まず、0 < j < M

2
において、(5.12)の第二項の近似計算を行う。∫

|z|≤r
dzdz̄ ϕj,M

T 2/Z±
2

ϕk,M
T 2/Z±

2

=
|a|2

2

∑
l,m

e
πiMReτ

[
( j
M

+l)
2
−( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|
∫ π

2

−π
2

d
(φ
2

)

×
[
e
−πMImτ

[(
j
M

+l+
|z| sin φ

2
Imτ

)2

+

(
k
M

+m+
|z| sin φ

2
Imτ

)2
]
e2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)−( k
M

+m)]

+e
−πMImτ

[(
j
M

+l− |z| sin φ
2

Imτ

)2

+

(
k
M

+m− |z| sin φ
2

Imτ

)2
]
e−2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)−( k
M

+m)]

±e
−πMImτ

[(
j
M

+l+
|z| sin φ

2
Imτ

)2

+

(
k
M

+m− |z| sin φ
2

Imτ

)2
]
e2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)+( k
M

+m)]

±e
−πMImτ

[(
j
M

+l− |z| sin φ
2

Imτ

)2

+

(
k
M

+m+
|z| sin φ

2
Imτ

)2
]
e−2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)+( k
M

+m)]]
≃|a|2

2

∑
l,m

e
πiMReτ

[
( j
M

+l)
2
−( k

M
+m)

2
]
e
−πMImτ

[
( j
M

+l)
2
+( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|

×
∫ π

2

−π
2

d
(φ
2

) [
e2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)−( k
M

+m)] + e−2πiM |z| cos φ
2 [(

j
M

+l)−( k
M

+m)]

±e2πiM |z| cos φ
2 [(

j
M

+l)+( k
M

+m)] ± e−2πiM |z| cos φ
2 [(

j
M

+l)+( k
M

+m)]]
= |a|2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z| 2
∫ π

2

0

d
(φ
2

)
×
[
cos

(
2πM |z| cos φ

2

[(
j

M
+ l

)
−
(
k

M
+m

)])
± cos

(
2πM |z| cos φ

2

[(
j

M
+ l

)
+

(
k

M
+m

)])]
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Z2-oddに対して、

≃ |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z| 2
∫ π

2

0

d
(φ
2

)
×
[
−1

2
(2πM)2 |z|2 cos2 φ

2

([(
j

M
+ l

)
−
(
k

M
+m

)]2
−
[(

j

M
+ l

)
+

(
k

M
+m

)]2)]

= |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|
∫ π

0

dφ

×4π2 |z|2 (1 + cosφ) (j + lM) (k +mM)

= |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| 4π3 |z|3 (j + lM) (k +mM)

= |a|2 π3r4
∑
l,m

(j + lM) (k +mM) e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
]

(D.1)

となる。また Z2-evenに対しては、

≃ |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z| 2
∫ π

0

dφ

×

(
1− 1

2
(2πM)2 |z|2 cos2 φ

2

[(
j

M
+ l

)2

+

(
k

M
+m

)2
])

= |a|2
∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z| 2
∫ π

0

dφ

×
(
1− π2 |z|2 (1 + cosφ)

[
(j + lM)2 + (k +mM)2

])
= |a|2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|
(
2π − 2π3 |z|2

[
(j + lM)2 + (k +mM)2

])
= |a|2 πr2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
](

1− (πr)2

2

[
(j + lM)2 + (k +mM)2

])
(D.2)

となる。一方、(5.12)の第三項の ϕj,M
′

S2+ について、 r
2
→ r, 2π → πを考慮すると、
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∫
|z′|≤ 1√

3

dz′dz̄′ ϕj,M
′

S2+ ϕ
k,M ′

S2+

≃ |b|2
∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ 1√

3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)
r

√
3

2
|z′| e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M

×
∫ π

−π
dφ e2πiMr

√
3
2
|z′| cosφ[( j

M
+l)−( k

M
+m)]

= |b|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ 1√

3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)
r

√
3

2
|z′| e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M

×2

∫ π

0

dφ cos

(
2πMr

√
3

2
|z′| cosφ

[(
j

M
+ l

)
−
(
k

M
+m

)])

≃ |b|2
∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ 1√

3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)
r

√
3

2
|z′| e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M

×2

∫ π

0

dφ

1− 1

2
(2πM)2

(
r

√
3

2
|z′|

)2

cos2 φ

[(
j

M
+ l

)
−
(
k

M
+m

)]2
= |b|2

∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ 1√

3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)
r

√
3

2
|z′| e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M

×
∫ 2π

0

d (2φ)

1− π2

(
r

√
3

2
|z′|

)2

(1 + cos 2φ) [(j + lM)− (k +mM)]2


= |b|2

∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ 1√

3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)
r

√
3

2
|z′| e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M

×

(2π)− (2π) π2

(
r

√
3

2
|z′|

)2

[(j + lM)− (k +mM)]2


= |b|2

∑
l,m

2e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
]

×2π

[
1

2

(r
2

)2(
1− π2

2

(r
2

)2
[(j + lM)− (k +mM)]2

)(√
3

2

) 4πr2

Imτ
M

e
π( r2 )

2

Imτ
M

+
1

2

∫ 1√
3

0

(
r

√
3

2
d |z′|

)(
r

√
3

2
|z′|

)3 √
3πr

Imτ
M

(
5
3
− |z′|2

)
e

3
4

πr2

Imτ
M |z′|2(

1 + |z′|2
) 2πr2

Imτ
M+1

+ · · ·

]

≃ |a|2 πr2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
](

1− (πr)2

2
[(j + lM)− (k +mM)]2

)
(D.3)
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となる。
同様に j = 0, M

2
において、(5.12)の第二項の近似計算を行う。∫

|z|≤r
dzdz̄ ϕj,M

T 2/Z+
2

ϕj,M
T 2/Z+

2

≃ |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|

×
∫ π

2

−π
2

d
(φ
2

)
e2πiM |z| cos φ

2 [(
j
M

+l)−( k
M

+m)]

= |a|2
∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z| 2
∫ π

2

0

d
(φ
2

)
× cos

(
2πiM |z| cos φ

2

[(
j

M
+ l

)
−
(
k

M
+m

)])
≃ |a|2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|
∫ π

0

dφ

×
(
1− π2 |z|2 (1 + cosφ) [(j + lM)− (k +mM)]2

)
= |a|2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
] ∫ r

0

d |z| |z|
(
π − π3 |z|2 [(j + lM)− (k +mM)]2

)
= |a|2 πr

2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
](

1− (πr)2

2
[(j + lM)− (k +mM)]2

)
(D.4)

となる。これは、(D.2)に対して j
M

+ l → −
(
j
M

+ l
)
とできることと、全体係数が

(
1√
2

)2
倍さ

れることを考慮すると一致することがわかる。一方、(5.12)の第三項のϕj,M
′

S2+ については、(D.3)

の
(

1√
2

)2
倍で、∫
|z′|≤ 1√

3

dz′dz̄′ ϕj,M
′

S2+ ϕ
k,M ′

S2+

≃ |a|2 πr
2

2

∑
l,m

e
πiM

[
τ( j

M
+l)

2
−τ̄( k

M
+m)

2
](

1− (πr)2

2
[(j + lM)− (k +mM)]2

)
(D.5)

となる。0 < j < M
2
と j = 0, M

2
が混ざる場合も、T 2/Z2積分からは、j = 0, M

2
の方に対して

j
M

+ l → −
(
j
M

+ l
)
を考えることで (D.4)と同形で、(D.4)の

√
2倍が得られて、S2積分からも

(D.5)の
√
2倍が得られる。
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これらより、0 < j < M
2
では、

f−
jk ≃

∣∣∣ a
N

∣∣∣2 δjk − |a|2

2π

(
πr2

2

)2∑
l,m

(4πM)2

2

(
j

M
+ l

)(
k

M
+m

)
eπiMτ( j

M
+l)

2

e−πiMτ̄( k
M

+m)
2

(D.6)

=
∣∣∣ a
N

∣∣∣2
δjk − 1

2π

πr2
2

dϕj,M
T 2/Z−

2

dz

∣∣∣∣∣
z=0

πr2
2

dϕk,M
T 2/Z−

2

dz

∣∣∣∣∣
z=0




f+
jk ≃

∣∣∣ a
N

∣∣∣2 δjk + |a|2

2π

(
πr2

2

)2∑
l,m

(4πM)2

2

(
j

M
+ l

)(
k

M
+m

)
eπiMτ( j

M
+l)

2

e−πiMτ̄( k
M

+m)
2

=
∣∣∣ a
N

∣∣∣2
δjk + 1

2π

πr2
2

dϕj,M
T 2/Z−

2

dz

∣∣∣∣∣
z=0

πr2
2

dϕk,M
T 2/Z−

2

dz

∣∣∣∣∣
z=0


 (D.7)

となる。ただし、ここでの ϕj,M
T 2/Z−

2

はブローアップで切り取られる前の波動関数である。なお、[
ϕj,M
T 2/Z+

2

]′
(0) = 0より寄与しない。一方、j = 0, M

2
が含まれる場合は、

f+
jk ≃

∣∣∣ a
N

∣∣∣2 δjk (D.8)

となる。よって、j = 0, M
2
が含まれる場合は、近似的に補正を受けず直交したままで、規格化

条件より |aj| ≃ |N |となる。特に、M = 2のときはこの場合のみなので近似的に補正を受けな
い。一方 0 < j < M

2
の場合は、r4項を見ると、ブローアップによって Z2-oddで失われる量が

Z2-evenへ寄与していると考えられる。
r4項は 1に比べて非常に小さいとすると、規格化において f±

jk (j ̸= k)が f±
jj (j = k)に与え

る寄与は無視できるほど小さく、f±
jj = 1と考えられる。このとき、

∣∣a±j ∣∣ = |N |

(
1± 1

π

(
πr2

2

)2 ∣∣∣∣[ϕj,MT 2/Z−
2

]′
(0)

∣∣∣∣2
)− 1

2

≃ |N |

(
1∓ 1

2π

(
πr2

2

)2 ∣∣∣∣[ϕj,MT 2/Z−
2

]′
(0)

∣∣∣∣2
)

(D.9)

となる。さらに、f はエルミートであり、また r4までではユニタリでもある。このユニタリ行
列 f でエルミート行列 f が、全ての固有値が 1で対角化されるため、このユニタリ行列 f で変
換された波動関数は正規直交基底を成す。このとき、ϕj

′
で表す。では、波動関数がどう変換さ

れるかを考える。r4までで影響を受けるのは、波動関数が rに関して 0次、つまり z = z′ = 0

のときのみ影響を受ける。逆に z ̸= 0, z′ ̸= 0では波動関数は変化せず
(
ϕj

′
= ϕj

)
、直交してい

ると考えられる。よって j ̸= kにおて fjk ̸= 0に寄与しているのも z = z′ = 0のみである。さ
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て、z = z′ = 0において、まず Z2-oddモードは波動関数が 0のため影響を受けない。よって、
j → j′に対して、

f−
jk = δjk −

1

2π

(
πr2

2

[
ϕj
T 2/Z−

2

]′
(0)

)(
πr2

2

[
ϕk
T 2/Z−

2

]′
(0)

)
(1− δjk) → δj′k′ (D.10)

を対応させる必要がある。次に、Z2-evenモードはこのユニタリ行列 f によって

ϕj (0) = ϕj
′
(0) +

1

2π

(
πr2

2

)2∑
l′ ̸=j′

([
ϕj

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)([
ϕl

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)(
ϕl

′
(0)
)

(D.11)

と表される。ただし、この混合は Z2-oddモードをペアに持つ異なる Z2-evenモードがあると
き、すなわち、M ≥ 5で起こる。ϕj

′
(ϕk′ = δj′k′を用いて、ϕj (0)ϕk (0)を j, k基底で r4までで

評価すると、

ϕj (0)ϕk (0)

=

(
ϕj

′
(0) +

1

π

(
πr2

2

)2∑
l′ ̸=j′

([
ϕj

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)([
ϕl

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)(
ϕl

′
(0)
))

×

(
ϕk′ (0) +

1

π

(
πr2

2

)2 ∑
m′ ̸=k′

([
ϕk

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)([
ϕm

′

T 2/Z−
2

]′
(0)

)
(ϕm′ (0))

)

≃δjk −
1

π

(
πr2

2

[
ϕj
T 2/Z−

2

]′
(0)

)(
πr2

2

[
ϕk
T 2/Z−

2

]′
(0)

)
(1− δjk)

+2
1

π

(
πr2

2

[
ϕj
T 2/Z−

2

]′
(0)

)(
πr2

2

[
ϕk
T 2/Z−

2

]′
(0)

)
(1− δjk)

=δjk +
1

π

(
πr2

2

[
ϕj
T 2/Z−

2

]′
(0)

)(
πr2

2

[
ϕk
T 2/Z−

2

]′
(0)

)
(1− δjk) = f+

jk (D.12)

となる。ただし、δは正確には z ̸= 0, z′ ̸= 0まで含めての結果である。このように、Z2-even

モードの z = z′ = 0における混合によって j ̸= kに対して fjk ̸= 0を与える。まとめると、r4

で規格化因子が補正されて Z2-evenモードが (z =)z′ = 0で混合する。
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付 録E T 2/Z2特異点のブローアップ後の
湯川結合の補正

ここでは、各特異点での (5.15)の具体的な近似計算を行う。∫
|z|≤r

dzdz̄ ϕI,5
T 2/Z+

2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

≃ 1

2π

(
πr2

2

)2

ϕI,5
T 2/Z+

2

(0)ϕ′J+1,7

T 2/Z−
2

(0)ϕ′k,M
T 2/Z−

2

(0)

=
√
2π3r4a

∑
l,m,n

(J + 1 + 7m) (K + 1 + 12n)

× e
−πImτ

[
5( I

5
+l)

2
+7(J+1

7
+m)

2
+12(K+1

12
+n)

2
]

≃
√
2π3r4a (J + 1) (K + 1) e−πImτ

84I2+60(J+1)2+35(K+1)2

420

=
√
2π3r4a (J + 1) (K + 1) η84I2+60(J+1)2+35(K+1)2 , (E.1)

∫
|z− 1

2 |≤r
dzdz̄ ϕI,5

T 2/Z+
2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

≃ 1

2π

(
πr2

2

)2

ϕI,5
T 2/Z+

2

(
1

2

)
ϕ′J+1,7

T 2/Z−
2

(
1

2

)
ϕ′k,M
T 2/Z−

2

(
1

2

)
=

√
2π3r4a

∑
l,m,n

(J + 1 + 7m) (K + 1 + 12n)

× e
−πImτ

[
5( I

5
+l)

2
+7(J+1

7
+m)

2
+12(K+1

12
+n)

2
]
eπi[(I+5l)+(J+1+7m)−(K+1+12n)]

≃
√
2π3r4a (J + 1) (K + 1) e−πImτ

84I2+60(J+1)2+35(K+1)2

420 eπi(I+J−K)

=
√
2π3r4a (J + 1) (K + 1) η84I2+60(J+1)2+35(K+1)2e

πi(I+J−K), (E.2)
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∫
|z− τ

2 |≤r
dzdz̄ ϕI,5

T 2/Z+
2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

≃ 1

2π

(
πr2

2

)2

ϕI,5
T 2/Z+

2

(τ
2

)
ϕ′J+1,7

T 2/Z−
2

(τ
2

)
ϕ′k,M
T 2/Z−

2

(τ
2

)
=

√
2π3r4a

∑
l,m,n

(J + 1 + 7m) (K + 1 + 12n)

× e
−πImτ

[
5( I

5
+l+ 1

2)
2
+7(J+1

7
+m+ 1

2)
2
+12(K+1

12
+n+ 1

2)
2
]

≃
√
2π3r43a (7− (J + 1)) (12− (K + 1))

× e−πImτ
2520−84I(5−I)−60(J+1)(7−(J+1))−35(K+1)(12−(K+1))

420

=
√
2π3r4a (7− (J + 1)) (12− (K + 1))

× η2520−84I(5−I)−60(J+1)(7−(J+1))−35(K+1)(12−(K+1)), (E.3)

∫
|z− τ+1

2 |≤r
dzdz̄ ϕI,5

T 2/Z+
2

(z)ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(z)ϕK+1,12

T 2/Z−
2

(z)

≃ 1

2π

(
πr2

2

)2

ϕ′I,5
T 2/Z+

2

(
τ + 1

2

)
ϕJ+1,7

T 2/Z−
2

(
τ + 1

2

)
ϕ′k,M
T 2/Z−

2

(
τ + 1

2

)
=

√
2π3r4a

∑
l,m,n

(I + 5l) (K + 1 + 12n)

× e
−πImτ

[
5( I

5
+l+ 1

2)
2
+7(J+1

7
+m+ 1

2)
2
+12(K+1

12
+n+ 1

2)
2
]
eπi[(I+5l)+(J+1+7m)−(K+1+12n)]

≃
√
2π3r4a (5− I) (12− (K + 1))

× e−πImτ
2520−84I(5−I)−60(J+1)(7−(J+1))−35(K+1)(12−(K+1))

420 eπi(I+J−K)

=
√
2π3r4a (5− I) (12− (K + 1))

× η2520−84I(5−I)−60(J+1)(7−(J+1))−35(K+1)(12−(K+1))e
πi(I+J−K), (E.4)

ここで、全体係数を a =
|N I,5

1 NJ+1,7
1 NK+1,12

1 |
|NK+1,12|2

としている。また、Reτ = 0を仮定して Jacobiの ϑ-

関数 ϑlは ϑl ≃ e−l
2πImτ/420.となり、ηn ≡ e−nπImτ/420と表記する。なお、I = 0のときは 1/

√
2

倍する必要がある。
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