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Abstract: 対称性は物理学において重要な概念の一つである．しかし，経路積分による場
の量子論の定式化では，古典的には期待できる対称性が存在しない場合がある．これは古典
的な対称性が量子効果で破れることを意味し，アノマリーと呼ばれる．アノマリーは有限自
由度と無限自由度の差から生じる．
空間にドメインウォールが存在する場合，高次元時空におけるアノマリーがドメイン

ウォール上のアノマリーを補正し，全体としてアノマリーのない理論を構成できる．これは
アノマリー流入と呼ばれ，Callan-Harvey機構やドメインウォールに局在する状態で説明さ
れる．そこで，曲がった空間を高次元の空間にドメインウォールとして埋め込むことを考え
る．重力はこれによって再現されるため，曲がったドメインウォールに局在したフェルミオ
ンによってアノマリーへの重力の寄与を計算できると期待できる．
本研究では最初に，ドメインウォールで重力アノマリーを再現することを念頭において，

重力アノマリーの構成をレビューする．重力アノマリーは，古典的に期待できる局所Lorentz
変換や一般座標変換が量子効果で破れることを表す量である．そして，この 2つから生じる
アノマリーが局所 counter termで移り合い，本質的に同じであることを確認する．
次にEuclid空間に曲がったドメインウォールを設置して，フェルミオンの振る舞いを調

べる．ドメインウォールとして球面や円筒を用いて，ドメインウォールに局在する状態の固
有値や相関関数を解析的に求める．
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1 Introduction

1.1 アノマリーを考える動機とその発展
対称性は物理学において最も重要な概念である．ある変換の下で作用が不変となる時，その
理論が記述する物理にはその変換に対応する対称性が存在する．対称性がある時，Neotherの
定理から保存量を定義することができる．例えば並進対称性に対応する保存量はエネルギー
や運動量で，グローバル U(1)ゲージ対称性に対応するのは電荷である．
しかし場の量子論の経路積分による定式化では，古典的には期待できる対称性が存在し

ない時がある．これは古典的な対称性が量子効果で破れることを意味し，量子異常 (quantum
anomaly)あるいは単にアノマリーと呼ばれる．アノマリーは古典論と量子論のずれであり，
有限自由度と無限自由度の差から生じる．素粒子物理学や凝縮系物理学の分野において盛ん
に研究され，今までにカイラルアノマリーやゲージアノマリーなど数多くのアノマリーが発
見され，アノマリー流入 (anomaly inflow)などのユニークな機構も提案された．
最初に発見されたのはカイラルアノマリーであり，U(1) ゲージ場が背景に存在する質

量のないDirac フェルミオンの理論で見つかった．この理論には古典的な U(1) ゲージ対称
性とカイラル対称性が存在するが，1-ループの寄与によってカイラル対称性が破られること
が明らかとなった [1, 2]．これは 1-ループの寄与を計算する時に用いたゲージ不変な正則化
(Pauli-Villars法，次元正則化など)がカイラル対称性を破ることが原因である．U(1) ゲー
ジ対称性とカイラル対称性を両立する正則化は存在せず，ゲージ対称性を保つためには，カ
イラル対称性を犠牲にする必要がある．このアノマリーは π0 → 2γの崩壊過程を記述し [1]，
U(1)問題を解決することが知られている [3–6]．
アノマリーは他にも様々なものがある．例えば局所的な対称性であるゲージ対称性にも

アノマリーは生じ得る．これはゲージ場が背景に存在する時のワイルフェルミオンで生じる．
ゲージアノマリーは背景のゲージ場をゲージ変換した時の分配関数の位相変化を表し，有効
作用の無限小ゲージ変換で記述される．後述の重力アノマリーはこれの重力場への拡張であ
り，局所 Lorentz変換や一般座標変換で生じる．
ゲージ変換は群としての積が定まっているから，その積を保つために無限小ゲージ変換

は Lie括弧を保たなければならない．ゲージアノマリーは有効作用の無限小ゲージ変換とし
て現れるため，Lie括弧を保つことに対応する条件を満たさなければならない．これを一般
化したのがWess-Zumino整合性条件と呼ばれるものである [7]．これはアノマリーの形に強
い制限をかける．
カイラルアノマリーとゲージアノマリーは数学的にも重要な量で，これらはAtiyah-Singer

の指数定理 [8–11]と関係することが知られている．この関係はアノマリーを経路積分の積分
測度の Jacobianとして導出するFujikawaの方法で示すことができる [12]．よってアノマリー
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は位相幾何学的意味をもち，実際 2n次元のカイラルアノマリーは 2n次元の指数である．本
論文では 2n次元のゲージアノマリーを 2n+ 2次元の指数で記述する．
指数はDirac演算子の 0-modeの個数についての解析的な量である．Dirac演算子はカイ

ラリティを反転させる性質があり，Dirac演算子の 0でない固有値に対応する固有状態は必
ずカイラリティが正のmodeと負のmodeに分解できる．したがって，0でない固有値につい
て，カイラリティが正のmodeと負のmodeは同じ数存在する．しかし固有値が 0のmodeで
は，カイラリティとの同時固有状態が存在するから，正のmodeと負のmodeが同じ数存在
するとは限らない．正のカイラリティをもつDirac演算子の 0-modeの数と負のカイラリティ
をもつ 0-modeの個数の差を指数という．この指数はAtiyah-Singerの指数定理によって，位
相的な不変量であることが知られており，摂動の影響を受けにくい．これはアノマリーが摂
動に強いことと対応する．
凝縮系物理学においては，アノマリーは量子 Hall効果を予言する．量子 Hall効果はト

ポロジカル絶縁体・超伝導体の表面に流れる Hall電流の伝導率が量子化される現象であり，
スピン流，熱流についても同様の現象が確認されている．実際，空間 2次元 class Aのトポ
ロジカル絶縁体では Chern-Simons項によって，空間 3次元 class AIIIでは θ項によって記述
される．
量子Hall効果とアノマリーの関係は一般の次元に拡張され，アノマリーの存在によって

非自明な相をもつトポロジカル絶縁体や超伝導体の存在を予測できる [13]．例えば，純粋な
重力アノマリーは 4k + 2次元時空で現れるが，これは 1次元上にあるトポロジカル相の存
在を示唆する．これに対応するのが 3次元時空 (つまり 2次元空間)の class Dや 7次元時空
(つまり 6次元空間)の class Cのトポロジカル超伝導体である．アノマリーの存在は場の量
子論についての主張であり，相互作用によらないため，相互作用系のトポロジカル絶縁体・
超伝導体の描像を提供する．量子Hall効果はしばしエッジ状態の観点で議論されるがそれは
アノマリー流入 [14]として解釈できる．

1.2 重力アノマリーの流入
この論文では重力アノマリーとその高次元時空への埋め込みについて議論する．重力アノマ
リーは局所 Lorentz変換や一般座標変換の下での，ワイルフェルミオンの分配関数の位相の
変化を表し，[1, 2, 12, 15]を拡張した摂動的な方法で，[16]で初めて計算された．しかし，こ
の計算ではアノマリーは"Bose非対称"か"共変"な形として与えられ，それ以前のトポロジカ
ルな議論 [17, 18]から示唆されるものとはわずかに異なっていた．そしてこの摂動的な方法
で求められたアノマリーは重力についてのWess-Zumino整合性条件を満たしておらず，それ
を満たすために補正を加える必要があった．さらにゲージ固定によって，アノマリーを局所
Lorentz変換の破れとするよりも，常に一般座標変換の破れとして表すことを選択していた．
ここでは [18, 19]に基づき Atiyah-Singerの指数定理と降下方程式によって重力アノマ

リーを求める．これはトポロジカルな議論によって 2n+ 2次元のカイラルアノマリーと 2n
次元のゲージアノマリーを直接関係づける方法を重力に拡張したものである．具体的には，
まず局所 Lorentz変換や一般座標変換の下での分配関数の非自明な変化を見るために変換の
族を導入し，分配関数の位相の巻き付き数としてアノマリーを記述する．次にこの巻き付き
数が高次元の指数定理と関連することを示し，指数の密度を元の空間に降下させることでア
ノマリーの具体的な形を求める．この導出によってアノマリーの位相幾何学的な側面を理解
できる．
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この方法で得られるアノマリーの表式は，自然にWess-Zumino整合性条件をみたし，指
数定理から規格化定数も定まる．さらに，その具体的な形から，局所 Lorentz変換について
のアノマリーと一般座標変換についてのアノマリー同士が，作用に counter termを加えるこ
とで移り合うことを示すことができる．これはゲージアノマリーの L-R formとV-A formが
counter termで移り合うことの類似であり，これによって 2つのアノマリーが同等であるこ
とが示される．そして重力アノマリーの相殺条件が局所 Lorentz変換か一般座標変換かどう
かによらないことが明らかとなる．以下，局所 Lorentz変換についての重力アノマリーの表
式を Lorentz form，一般座標変換の下での重力アノマリーの表式を Einstein formとよぶ．
重力アノマリーはゲージアノマリーの一種である．ゲージ currentの異常発散として現

れたので，重力アノマリーの場合も同様に，エネルギー運動量テンソルに現れる．このとき
Lorentz formとEinstein formでは有効作用が counter term だけずれるため，エネルギー運
動量テンソルの表式が異なり，この二つの表式で重力アノマリーは別のところに現れる．局
所 Lorentz変換でのエネルギー運動量テンソルは保存するが，対称テンソルではなくなり，
反対称テンソルの成分として Lorentz formが現れる．一般座標変換では逆にエネルギー運
動量テンソルは対称テンソルとなるが，保存則が成り立たず，異常発散としてEinstein form
が現れる．よって期待されるエネルギー運動量テンソルの性質から，重力アノマリーの形を
選ぶことができる．

1.3 ドメインウォールフェルミオン
空間にドメインウォールなどの位相欠陥が存在する場合，高次元時空のアノマリーが位相欠
陥のアノマリーを補正する現象が知られている [14]．この現象はアノマリー流入として知ら
れており，Callan-Harvey機構によって記述される．アノマリーのある系を高次元時空の位
相欠陥 (ドメインウォールなど)として埋め込むことで，高次元からのアノマリーによる補正
がかかり，全体としてアノマリーのない理論ができる．そしてアノマリー降下方程式の物理
的な解釈が与えられる．
この観点から，ゲージアノマリーや重力アノマリーは 1次元高い時空からのパリティア

ノマリー [20–22]のアノマリー流入だと解釈できる．理論がパリティ不変な場合分配関数は
実数になるが，パリティアノマリーが存在するとき分配関数を実数にすることはできない．
パリティアノマリーはパリティ不変な量子化に対する障害を表し，分配関数を実数にするこ
とを諦めれば，整合性の取れた方法で分配関数を定義できる．パリティアノマリーのある系
の有効作用は Chern-Simons項を含み，これは実際にパリティを破る．
アノマリー流入はドメインウォールに局在したフェルミオンで記述することができる

[23, 24]．時空のある領域に正の質量，もう一方に負の質量を与えると，その境界に局在した
カイラルフェルミオンが現れる．ここでその境界のことをドメインウォールとよび，それに
局在する状態をドメインウォールフェルミオンと言う．アノマリー流入のドメインウォール
フェルミオンによる描像は，バルクと境界の関係を明らかにし，量子Hall効果 [25]や指数定
理 [26–28]などを記述する．
トポロジカル絶縁体の電磁応答，例えば前述の量子Hall効果を理解するためにドメイン

ウォールを用いると便利である [29, 30]．電磁場の有効作用を計算すると θ項が生じるが，時
間反転不変性から θ = 0, π (mod 2π)でなければならない．ここで θ = 0 (mod 2π)は自明
な相を記述し，質量の符号は正であり，対して θ = π (mod 2π)はトポロジカルに非自明な
相を記述し，質量の符号は負である．この非自明な相がトポロジカル絶縁体である．つまり，
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時空にドメインウォールを設置した時に，質量が負の領域がトポロジカル絶縁体となること
を意味する．そしてドメインウォールフェルミオンが表面に流れる電流を運ぶ担体となる．
境界とバルクの複合系でのアノマリーは，境界つき多様体上のAtiyah-Patodi-Singerの

指数定理 [31–33]によって記述される．境界つき多様体の場合，Dirac演算子がエルミートに
ならないため，特別な境界条件を必要とする．ここで，局所的な条件ではカイラリティをう
まく定義できず，非局所的なAPS境界条件を課さなければならない．APS境界条件は境界
のDirac演算子の正 (または負)の状態が，境界で 0となることを要請する．これは境界上の
ゲージ配位などの全ての情報を用いるため，局所的な条件ではなく，物理的な解釈が難しい．
そこで，境界の外に別の多様体を置き，境界をドメインウォールとする閉じた多様体を考え
る．これによって指数を計算すると，ドメインウォールフェルミオンから境界の寄与を計算
できる．これは [26]で提案され，数学的に [27]で示された．そしてこれを格子上に拡張する
ことに成功した [28]．
重力は多様体の計量によって記述され，多様体の曲率と密接に関係する．任意のn次元実

解析的Riemann多様体は十分大きなEuclid空間Rm (m ≥ 1
2(n+ 2)(n+ 5))に実解析的に埋

めこむことができ，多様体の計量はEuclid空間の計量から誘導したものと一致する [34, 35]．
つまり，十分大きなEuclid空間の中に物理の系を埋め込み，Euclid空間の平坦な計量を誘導
することで重力を再現できる．そこで物理の系をEuclid空間に曲がったドメインウォールと
して埋め込むことを考える．重力はこれで再現できるため，曲がったドメインウォールに局
在したフェルミオンの振る舞いを調べることで重力アノマリーを計算できると期待できる．
上の提案を確かめるため，この論文では，平坦な時空に曲がったドメインウォールを設

置してフェルミオンの振る舞いを調べる．まずは球面や円柱などの簡単な曲がったドメイン
ウォールを考えて，その固有値や相関関数を解析的に求める．その次に複雑なドメインウォー
ルを作り，数値計算する．M が十分大きい極限で，曲がった空間の固有値や相関関数が得ら
れれば，曲がったドメインウォールで曲がった空間のフェルミオンを記述できる証拠の一つ
になる．

1.4 構成
この論文は大きく，レビューパートと研究パートに分けられる．
レビューパートの目標は [18, 19]に則り，重力アノマリーを構成することである．Sec. 2

ではそのために必要な数学などを整理する．Sec. 3ではワイルフェルミオンのゲージアノマ
リーを構成する．そしてWess-Zumino整合性条件を満たしていることを確認する．Sec. 4
では 3の方法を拡張して重力アノマリーの表式を導出する．さらに Lorentz formとEinstein
formが互いに counter termで移り合い，同等であることを示す．
研究パートの目標は，曲がったドメインウォールが埋め込まれた平坦時空中のフェルミ

オンの解析である．Sec. 5では曲がったドメインウォールとして S1, S1 × R2をとり，ドメ
インウォールに局在する状態やその固有値を調べる．最後に Sec. 6では，格子上の曲がった
ドメインウォールを考え，その固有値を計算し，エッジ状態が現れることを確かめる．
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Part I

重力アノマリーのレビュー
2 準備

ここではゲージアノマリーや重力アノマリーを求めるために用いる数学の用語などを確認す
る．全体を通して多様体は向き付け可能で，Euclidean signatureの計量を持つとする．つま
り計量を対称行列とした時に，その固有値が全て正であるようにする．
この論文では次の線形 Lie群を用いる：K = R,Cとして

GL(n,K) = {M = (Mij) | Mij ∈ K, M は逆行列をもつ } (2.1)

O(n) =
{
T ∈ GL(n,R)

∣∣∣ tTT = I
}

(2.2)

SO(n) = { L ∈ O(n) | detL = 1 } (2.3)

とする．さらにそれぞれに対応する Lie環を gl(n,K), o(n), so(n)とする．

2.1 ゲージ場
最初に d次元多様体M 上のコンパクトなゲージ群Gによるゲージ理論を考える．ゲージ場
Aµ = Aiµλ

iは数学的には構造群をGとするファイバー束の接続であり，Gの Lie環に値をも
つ 1-formとして

A = Aµdx
µ (2.4)

と書かれる．Gのコンパクト性から (λi)abを反エルミート行列ととることができる．物理の
他の文献ではエルミート行列ととる場合が多いが，この論文では反エルミートとする．また
接続Aのゲージ変換は，ゲージ変換群の元を gとすると

A → Ag = g−1(d+A)g (2.5)

のようになる．
M 上のテンソルに値をもつ p-form Σ = Σa,···

b,··· ,α1,··· ,αp
dxα1 ∧ · · · ∧ dxαp はゲージ変換の

下で

Σ → Σg = (g−1)aa′ · · · (Σ)a
′,···
b′,···g

b′
b · · · (2.6)

のように変化する．このときこの変換則を保ったまま p-formを (p+ 1)-formに移す"外微分"
を，接続を用いて定義できる．これを共変外微分とよび，

DAΣ := dΣ + [A,Σ] (2.7)

と定められる．ここで括弧積は

[A,Σ] = Aaa′ ∧ Σa′,···
b,··· + (all upper indices) − (−1)p

(
Σa,···

b′,··· ∧Ab
′
b + (all under indices)

)
(2.8)
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である．∧は反対称化積のことである．より一般には Lie環に値をもつ p-form η = ηiλiと
q-form θ = θjλj について [η, θ] := ηi ∧ θj [λi, λj ] = η ∧ θ − (−1)pqθ ∧ η と定義される．以下
∧は省略する．DAΣはゲージ変換によって

DAΣ → (DAΣ)g = DAg Σg (2.9)

と変化し，ゲージ変換を保つことを実際に確かめられる．0-formの共変外微分を特に共変微
分と呼ぶ．
ゲージ場の強さは接続の曲率で表され

FA = dA+A2 = 1
2

(∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ])dxµdxν = 1
2
Fµνdx

µdxν (2.10)

のように定義される．ここで [∗, ∗]は Lie環の Lie括弧を表す．曲率は上のように Lie 環に値
をもつ 2-formである．共変外微分を用いると任意のテンソルに値をもつ p-form Σに対して

D2
AΣ = [FA,Σ] (2.11)

のようになるから，ゲージ変換によって

FA → (FA)g = g−1Fg = dAg + (Ag)2 = FAg (2.12)

となることがわかる．
FAは共変外微分によって

DAFA = dFA + [A,FA] = 0 (2.13)

となる．これは Bianchi恒等式として有名である．誤解の恐れがないときはDA, FAを単に
D,F とかく．
上のことをまとめる．ゲージ変換の下でA,F,Σはそれぞれ

A → Ag = g−1(d+A)g
F → F g = g−1Fg

Σ → Σg = (g−1)aa′ · · · (Σ)a
′,···
b′,···g

b′
b · · ·

(2.14)

のように変化する．g ' 1 + vとして無限小ゲージ変換 δv を定めると

δvA = Ag −A = dv + [A, v]
δvF = −[v,A]
δvΣ = −[v,Σ].

(2.15)

2.2 重力場
次に計量 hをもつ d次元多様体M のRiemann幾何学を考える．計量は多様体の点同士にあ
る種の距離を定める非退化の 2次の対称テンソルで

h = hµν(x)dxµ ⊗ dxν (hµν = hνµ) (2.16)
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のように表される．hµν は添え字 µ, νについて非退化対称行列だから，適切な eaµを選ぶこ
とで hµν = ηabe

a
µe
b
ν のようにかける．ここで Euclidean signatureの計量を取っているため

η = diag(+1, · · · ,+1)である．これを用いれば

h = ηabe
a
µe
b
νdx

µ ⊗ dxν = ηabe
a ⊗ eb (2.17)

のようにできる．ここでea = eaµdx
µはvielbeinと呼ばれる1-formである．以下，{dx1, · · · , dxd}

を基底に選んだ時の添え字をギリシャ文字 µ, ν, · · · で表し，{e1, · · · , ed}についての添え字
を a, b, · · · で表す．
多様体M上にある開被覆U = {U, V, · · · }があって，各開集合U上で，上のようにvielbein

{e1
U , · · · , edU}を定めることができる．U ∩ V 6= ∅の時，eaU = (L−1

UV )acecV となる行列 LUV が
あって，vielbeinの定義から

ηab(L−1
UV )ac(L−1

UV )bd = ηcd (2.18)

を満たす．η = diag(+1, · · · ,+1)だからLUV ∈ O(d)である．特にM が向き付け可能であれ
ば，LUV が常に detLUV = 1となるように vielbeinを選ぶことができ，つまりLUV ∈ SO(d)
としても一般性は失われない．このLUV は変換関数と呼ばれ，その族{LUV : U∩V → SO(d)}
は次を満たす：

(i) LUU (x) = 1 (x ∈ U)

(ii) U ∩ V 6= ∅の時

LUV (x) = L−1
V U (x) (x ∈ U ∩ V ) (2.19)

(iii) U ∩ V ∩W 6= ∅の時

LUV (x)LVW (x) = LUW (x) (x ∈ U ∩ V ∩W ) (2.20)

この条件は cocycle条件と呼ばれる．
x ∈ U ∩ V に対して

(vU (x))a = (vV (x))b(LUV (x))ba (2.21)

とすれば，(vU )aeaU = (vV )aeaV を満たすので，(2.21)で vU , vV を同一視することで構造群を
SO(d)とするベクトル 束を定義できる．このベクトル束は余接束 T ∗M として知られている．
以下 vielbeinの定義域を省略して，単に eaとする．
余接束は上のゲージ理論の特別な場合である．そして上と同様に接続 ωをとることがで

き，その曲率もΩ = dω + ω2と与えることができる．テンソルに値を持つ p-form Σ = Σa···
b···

についての共変外微分も同様に

DωΣ := dΣ + [ω,Σ] (2.22)

と定義できる．0-formについての共変外微分を共変微分と呼ぶ．
vielbeinの定義から eの取り方には任意性がある．そこで e → e′ = L−1eのような変

換を考える．これは e をベクトル (したがってテンソル) に値を持つ微分形式とした時の，
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L ∈ SO(d)によるゲージ変換に他ならない．よって (2.14)と同様に，vielbein e, 接続 ω，曲
率 Ω，テンソルに値を持つ p-form Σの L ∈ SO(d)による変換を，

e → e′ = L−1e

ω → L−1(d+ ω)L
Ω → L−1ΩL
Σ → L−1

upperΣLlower

(2.23)

と定めることができる．変換 e → e′ = L−1eを局所 Lorentz変換とよぶ．さらに L ' 1 + α

として，(2.15)と同様に無限小局所 Lorentz変換 δLα は

δLαe = −αe
δLαω = dα+ [ω, α] = Dωα

δLαΩ = −[α,Ω]
(2.24)

となる．
また，多様体Mは座標近傍系{(U ;x1

U , · · · , xdU )}を持っているため，各開集合上で{dx1
U , · · · , dxdU}

を定めることができる．U ∩ V 6= ∅の時，共通部分の上で

dxµU = ∂xµU
∂xνV

dxνV (2.25)

を満たす．このとき ∂xµ
U

∂xν
V

∈ GL(d,R)であるが，これによって，各開集合上の {dx1
U , · · · , dxdU}

を張り合わせることでGL(d,R)を構造群とするベクトル束が構成できる．このベクトル 束
は上で定めた T ∗M と可微分同相であることが知られている．以下 xµU において座標が定ま
る開集合 U を省略し，xµやまたは単に xとかく．
上と同様に接続 Γをとることができ，曲率もR = dΓ + Γ2と定めることができる．さら

に Σµ···
ν···についての共変外微分も

∇Σ := dΣ + [Γ,Σ] (2.26)

と定義できる．0-formについての共変外微分を特別に共変微分と呼ぶ．
この状況で座標変換 x → x′を考える．この変換の下で dxµ → dx′µ = (Λ−1)µνdxν とな

る．ここで (Λ−1)µν = ∂x′µ

∂xν ∈ GL(d,R)であり，dxをベクトルに値を持つ微分形式とした時
の，Λによるゲージ変換に他ならない．よって (2.14)と同様に，dx，接続 Γ，曲率R，テン
ソルに値を持つ p-form Σの Λによる変換を

dx → dx′ = Λ−1dx

Γ → Λ−1(d+ Γ)Λ
R → Λ−1RΛ
Σ → Λ−1

upperΣΛlower

(2.27)

と定める．また eaµは µについてのテンソルだから

eaµ → eaνΛνµ (2.28)
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と変換する．変換 x → x′を一般座標変換とよぶ．さらに無限小一般座標変換 xµ → xµ − ξµ

の下で Λµν ' δµν + ∂ξµ

∂xν となるから，vξ = ∂ξ
∂x とおけば，(2.15)と同様に

δC
′

vξ
eaµ = eaν(vξ)νµ

δC
′

vξ
Γ = dvξ + [Γ, vξ]

(2.29)

として無限小一般座標変換 δC
′

vξ
が定まる．ここで δC

′
vξ
eaµdx

µ = 0に注意せよ．ea = eaµdx
µと

書いた時は eaは座標についての添え字を持っておらず，座標変換で ea → eaとなるからで
ある．

SO(d) ⊂ GL(d,R)より，ωはGL(d,R)束の接続でもあるが，それに対して Γは SO(d)
束の接続とは限らない．ωは反対称行列のみで展開されるが，Γは対称行列，例えば単位行
列を含むことができ，その自由度をゲージ変換で除くことができないからである．よって Γ
を SO(d)束の接続に変換できるための条件は，変換 dxµ → eaνdx

ν |a=µの下で

Γ → e(d+ Γ)e−1 ∈ so(d) (2.30)

となることである．
この条件は hµν の共変微分で書き直すことができる：hµν の共変微分は

∇hµν = dhµν − hρνΓρµ − hµρΓρν (2.31)

である．ここで Γは gl(d,R)に値をもつ 1-formで，Γρµ はその (ρ, µ)成分を表す．gµν =
ηabe

a
µe
b
ν を用いれば

∇hµν = −ηab(ede−1 + eΓe−1)ac · ecµebν − ηabe
a
µ(ede−1 + eΓe−1)bc · ecν (2.32)

= −eaµ(ede−1 + eΓe−1)abebν − eaµ(ede−1 + eΓe−1)baebν . (2.33)

ここで ηを用いて添字を上下させた．よって，e(d+ Γ)e−1 ∈ so(d)の時に

(ede−1 + eΓe−1)ab = −(ede−1 + eΓe−1)ba (2.34)

が成り立つから，∇hµν = 0となる．逆に∇hµν = 0が成り立つ時に同様の議論で e(d+Γ)e−1 ∈
so(d)となる．したがって次が成り立つ：

∇hµν = 0 ⇐⇒ e(d+ Γ)e−1 ∈ so(d) (2.35)

この∇hµν = 0を満たす時，∇は計量 hを両立するという．
この論文ではそのような∇，つまり接続 Γをとり，vielbeinでの接続 ωとの間に

ω = e(d+ Γ)e−1 (2.36)

または

Γ = e−1(d+ ω)e (2.37)

の関係があることを仮定する．そして hµν と ωを独立にとる Palatini形式を採用する．それ
は重力アノマリーを導出する過程で，必ずしも Levi-Civita接続とならない接続を用いるか
らである．
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2.3 特性類とその降下方程式
特性類は，多様体M上のベクトル束やより一般に主束に対して定まる多様体Mの cohomology
類のことである．Stiefel–Whitney類，Chern類，Pontrjagin類などが知られており，多様体
M の位相幾何学的，または微分幾何学的な構造を調べられる．例えば，Stiefel–Whitney類
を調べることで，M が向き付け可能か，スピン構造が入るのか，さらに 1次元高いコンパク
ト多様体の境界としてM を埋め込められるかどうかがわかる．Chern類は主束の分類に使
うことができ，物理ではHall伝導度の計算に現れるなど，物理，数学を問わずとても重要で
ある．Pontrjagin類は位相同相だが微分同相でない多様体の探索に用いられる．この構造を
もつ多様体をエキゾチック多様体とよび，エキゾチック構造と重力アノマリーの関係は [36]
で議論されている．これを示す過程でHirzebruchの符号数定理 [37, 38]が用いられたが，こ
れを発展させたのが後述のAtiyah-Singerの指数定理である．
ここではアノマリーの解析で用いる特性類を定義し，その性質を調べる．そしてChern-

Simons項やその降下方程式を定める．
構造群をGとするファイバー束Eを考える．Gの Lie環を gとおき，整数mについて，

次の性質を持つ多重線形写像 P : g⊗m → RをGのm次不変多項式とよぶ：

(i) P (X1, · · · , Xm) (Xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m)でXiについて対称

(ii) P は随伴不変，つまり P (gX1g
−1, · · · , gXmg

−1) = P (X1, · · · , Xm) (g ∈ G)

このとき，g = exp(tv) (v ∈ g)とすれば，P (gX1g
−1, · · · , gXmg

−1)は変数 tについて不
変であり，tで微分することで

m∑
i=1

P (· · · , [v,Xi], · · · ) = 0 (2.38)

を満たす．

Theorem 2.1 (Chern-Weilの定理). 構造群をGとするファイバー束 Eについて，Gのm

次不変多項式を P とする．

(I) Eの接続Aの曲率 F について，F は Lie環 gに値を持つ 2-formだから gの基底 {λa}
を用いて F = F aλaと展開できる．d次元多様体M 上の 2m-form (2m ≤ d)を

P (F, · · · , F ) = P (λa1 , · · · , λak)F a1 · · ·F ak (2.39)

と定めれば，これは dP (F, · · · , F ) = 0である．

(II) Eの接続 A0, A1の曲率をそれぞれ F0, F1とする．このときM 上の (2m − 1)-form θ

が存在し

P (F1, · · · , F1) − P (F0, · · · , F0) = dθ (2.40)

を満たす．したがってM がコンパクトの時，P (Fm) = P (F, · · · , F )の積分は接続A

の取り方に関係せず，ファイバー束Eのみに依存する．P (Fm)を特性類とよぶ1．
1より正確には P (F m)の de Rham cohomology類が特性類である．
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Proof. (I) 簡単のため P を 2次の不変多項式とするが，この方法は任意のmで用いること
ができる．dF = −[A,F ]より

dP (F, F ) = P (dF, F ) + P (F, dF )
= −P ([A,F ], F ) − P (F, [A,F ]) = 0.

よって P (F, F )は閉形式である．
(II) 接続A0, A1に対して新しい接続Atを

At = A0 + tα, α = A1 −A0 (0 ≤ t ≤ 1) (2.41)

とする．A0, A1, Atによる共変外微分をD0, D1, Dtとかく．Ft = dAt +A2
t とすれば

Ft = d(A0 + tα) + (A0 + tα)2 = F0 + t(D0α) + t2α2 (2.42)
d
dt
Ft = D0α+ 2tα2 = dα+ [A+ tα, α] = Dtα (2.43)

を満たす．
ここで

θ = 2
∫ 1

0
dtP (α, Ft) (2.44)

とおけば，θはM 上の 3-formであり，これの外微分をこれから計算する．α, Ftがそれぞれ
1-form，2-formであることに注意すれば，被積分関数は

dP (α, Ft) = P (dα, Ft) − P (α, dFt)
= P (dα, Ft) + P (α, [At, Ft])
= P (dα, Ft) + P ([At, α], Ft)
= P (Dtα, Ft)

となる． d
dtFt = Dtαを用いれば

dP (α, Ft) = 1
2

d
dt
P (Ft, Ft). (2.45)

したがって

dθ = 2
∫ 1

0
dt dP (α, Ft)

= 2
∫ 1

0
dt

1
2

d
dt
P (Ft, Ft)

= P (F1, F1) − P (F0, F0).

また，P がm次不変多項式である時は

θ = m

∫ 1

0
dtP (α, Ft, · · · , Ft︸ ︷︷ ︸

m−1 個
) (2.46)

とすれば，上と同じことが同様に成り立つ． 2
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Example 2.2 (Chern類). Chern類は複素ベクトル束に対して定まる特性類である．Aを
G = GL(r,C)束の接続，曲率を F として

det
(
Ir + i

t

2π
F

)
= 1 + t1c1 + t2c2 + · · · + trcr (t ∈ R) (2.47)

とすれば，ck (k = 1, 2, · · · , r)は 2k-formである．上の式から各 ckは tr(Fm)の積と和で書
くことができ，随伴不変である．したがって特性類となる．ckを k次のChern類とよぶ．例
えば

c1 = i

2π
tr(F ), c2 =

(
i

2π

)2 1
2

(
tr(F )2 − tr

(
F 2
))
, · · · , cr =

(
i

2π

)r
det(F ) (2.48)

である．

Example 2.3 (Pontrjagin類). Pontrjagin類は実ベクトル束に対して定まる特性類である．
ΓをG = GL(r,R)束の接続，曲率をRとして

det
(
Ir + t

2π
R

)
= 1 + t1p1 + t2p2 + · · · + trpr (t ∈ R) (2.49)

とすれば，pkは 2k-formで，同様に特性類である．GL(r,R)束が常にO(r)束に簡約できる
ことを思い出せば，接続を適切にとることでR ∈ O(r)とできて，

det
(
Ir + t

2π
R

)
= det

[
t
(
Ir + t

2π
R

)]
= det

(
Ir − t

2π
R

)
. (2.50)

ここで t(∗)は転置を表す．したがって，kが奇数の項に意味はない．p2kは 4k-formとなり，
k次の Pontrjagin類と呼ばれる．

Mがコンパクトの時，Chern類，Pontrjagin類の積分は整数になる．他の特性類もChern
類や Pontrjagin類を用いてかけることが多い．

(2.40)は Cartanのホモトピー公式の応用である．多様体M をM × [0, 1]に埋め込み，
その座標を (x, t)で表す．M の接続の族 {At}t∈[0,1]をとり，M × [0, 1]の上で接続Atを考え
る．このように取れば，Atは dt成分を持たない．そしてM × [0, 1]上の曲率を

F = (d+ dt)At +A2
t = dAt +A2

t + dtAt = Ft + dtAt (2.51)

によって定める．dは x方向の，dt = dt ∂∂t は t方向の外微分とする．Ft = dAt +A2
t はM 上

の接続Atによる曲率である．
ここでベクトル場 ξ = ξµ ∂

∂xµ について，内部積 iξを定義する：内部積は p-formを (p−1)-
formに移す変換で，p-form ω = 1

p!ωα1···αpdx
α1 · · · dxαp に対して

iξω := 1
(p− 1)!

ξα1ωα1,··· ,αpdx
α2 · · · dxαp (2.52)

によって定義される．内部積は p-form Λp，q-form Σq の積に対して，

iξ(ΛpΣq) = (iξΛp)Σq + (−1)pΛp(iξΣq) (2.53)
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のように作用し，i2ξ = 0を満たす．
At,F に i∂t (∂t = ∂

∂t)を作用させると

i∂tAt = 0, i∂tF = ∂

∂t
At (2.54)

のようになるから，δ := (d+ dt)i∂t + i∂t(d+ dt)に対して

δAt = i∂t(d+ dt)At = ∂

∂t
At,

δF = (d+ dt)
∂

∂t
At + i∂t [−At,F ]

= (d+ dt)
∂

∂t
At +At

∂

∂t
At + ∂

∂t
At ·At = ∂

∂t
F

(2.55)

となる．δはM × [0, 1]上の Lie微分として知られており，その関係をCartanのホモトピー
公式とよぶ．Lie微分の性質から，δは Leibniz則 δΛΣ = (δΛ)Σ + Λ(δΣ)を満たす．よって
At,F の多項式 S(At,F)に対して

δS(At,F) = ∂

∂t
S(At,F) (2.56)

が成り立ち，両辺を積分することで，∫ 1

0
dt δS(At,F) = S(At,F)

∣∣∣∣
t=1

− S(At,F)
∣∣∣∣
t=0

(2.57)

のようになる．
S(At,F)はM × [0, 1]上の微分形式であり dtを含む．そこでM × [0, 1]上の微分形式を

M の微分形式に移す写像を ι∗とすれば，ι∗は dtを含む項を 0にする射影として定義される．
ι∗At = At, ι

∗F = Ftとなるから，∫ 1

0
dt ι∗[δS(At,F)] = S(A1, F1) − S(A0, F0) (2.58)

をえる．これを上の S(A,F ) = P (Fm)に用いると，接続の族At = A0 + tα (α = A1 −A0)
に対して F = Ft + αdtであり

ι∗[δP (Fm)] = ι∗[(d+ dt)mP (α,Fm−1)] = mdP (α, Fm−1
t ) (2.59)

となるため，(2.40) が導かれる．(2.58) は (2.40) の一般化である．ここで P (α, Fm−1
t ) =

P (α, Ft, · · · , Ft)とした．
族として At = tAをとる．これは正確には接続とは限らないが，この族と S(A,F ) =

P (Fm)に対して (2.58)を用いると

P (Fm) = d

[
m

∫ 1

0
dtP (A,Fm−1

t )
]

(2.60)

のようになる．ここで Ft = tdA+ t2A2である．この式は局所的な表示であり，右辺の括弧
の中が大域的な微分形式になるとは限らない．括弧の中身を

Q2m−1(A,F ) :=
∫ 1

0
dt ι∗[i∂tP (Fm)] (2.61)

= m

∫ 1

0
dtP (A,Fm−1

t ) (2.62)
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として表し，これを Chern-Simons項とよぶ．
今回M 上の接続Aを，M × [0, 1]に拡張し，δをM × [0, 1]の ∂t方向の Lie微分として

定めたが，拡張しない方法もある．具体的には，M 上の接続の族 {At = A0 + t(A1 − A0)}
について

ltAt = 0, ltFt = ∂

∂t
At = (A1 −A0) (2.63)

として ltを定め，δ = dlt + ltdとする方法である．ここで ltは ι∗i∂t に対応し，ホモトピー演
算子と呼ばれる．この形式化の利点はAtをM × [0, 1]に拡張する必要がなく，M 上の演算
子のように ltを使えることである．欠点は，その数学的意味が曖昧なところである．例えば
M が 2m− 1次元の多様体の場合，P (Fmt )は 2m-formのために 0となり，つまり恒等的に
ltP (Fmt ) ≡ 0が成り立ちそうだが，ltP を (A,Ft)の多項式と考えれば，これは値を持つ．lt
と ι∗i∂t の対応から，このような場合は ltP を形式的に計算し，それにA,Ftを代入すべきで
ある．ltを用いる時はこれに常に注意する必要がある．
それに対して δをM × [0, 1]の Lie微分として扱う方法の利点は，その数学的意味が厳

密なので，無限小ゲージ変換演算子などとの可換性が一目瞭然なことである．そのため，こ
の論文では δをM × [0, 1]の Lie微分として扱う．
最後にChern-Simons項の降下方程式を導く．2n次元多様体M上の接続Aをとり，それ

をM ×G上に拡張する．M ×Gの座標を (x, θ)として，x, θ方向の外微分をそれぞれ d, d̂と
かく．r次元 Lie群GはM 上のゲージ理論の構造群であり，ゲージ変換群の族 {g = g(x, θ)}
をとる．Aθ = g−1(d+A)g, F θ = dAθ + (Aθ)2, v̂ = g−1d̂gとしてM ×Gの接続と曲率を

A = g−1(d+ d̂+A)g = Aθ + v̂

F = (d+ d̂)A + A 2 = F θ
(2.64)

によって定める．この定式化では
d̂Aθ = −dv̂ − [Aθ, v̂] = −DAθ v̂

d̂v̂ = −v̂2

d̂F θ = −[v̂, F θ]
(2.65)

が成り立つため，d̂は無限小ゲージ変換演算子そのものであり，Gはゲージ変換のパラメー
タ空間である．そして，上の δと可換であることがわかる．
このようにA をとり，n+ 1次不変多項式 P についての特性類 P (Fn+1)を考える．こ

れは
P (Fn+1) = P ((g−1Fg)n+1) = P (Fn+1) = 0 (2.66)

のようになるが，そのChern-Simons項についてはQ2n+1(A ,F ) 6= 0である．Chern-Simons
項の性質から

(d+ d̂)Q2n+1(A ,F ) = P (Fn+1) = 0 (2.67)

が成り立つ．左辺は dθ成分を持つが右辺は含んでいない．dθ成分はA = Aθ + v̂のみに現
れるから，v̂のべきでQ2n+1(A ,F )を展開し

Q2n+1(A ,F ) = Q0
2n+1(Aθ,F ) +Q1

2n(v̂, Aθ,F ) + · · · +Qr2n+1−r (2.68)
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とかく．Qa2n+1−aは v̂の a乗を持つことを表し，rは Lie群Gの次元である．(2.67)に展開
(2.68)を代入すれば dθの同じ次数の項同士が打ち消し合い，

d̂Q0
2n+1 + dQ1

2n = 0,
d̂Q1

2n + dQ2
2n−1 = 0,

...
d̂Qr−1

2n+1−(r−1) + dQr2n+1−r = 0,

d̂Qr2n+1−r = 0

(2.69)

が成り立つ．これを降下方程式とよぶ．Sec. 3, 4でQ1
2n(v̂, Aθ, F θ)がゲージアノマリーや重

力アノマリーとして現れることをみて，それがWess-Zumino整合性条件を満たすことを降
下方程式を用いて確かめる．ここではQ1

2nの表式を導く．
(2.68)より，Q1

2nは

Q2n+1(A ,F ) = (n+ 1)
∫ 1

0
dsP (A ,Fn

s ) (2.70)

の v̂の一次の項である．ここでA = Aθ + v̂,Fs = s(d+ d̂)A + s2A 2であるから，

Fs = sdAθ + s2(Aθ)2 + (s2 − s)([Aθ, v̂] + v̂2)
= Fθ

s + (s2 − s)([Aθ, v̂] + v̂2)

とかける．ここでFθ
s := sdAθ + s2(Aθ)2とした．A は v̂の 1次の項を持ち，Fsは 2次の項

を持つことがわかる．したがって v̂の 0次の項は

Q0
2n+1(Aθ,F ) = (n+ 1)

∫ 1

0
dsP (Aθ, (Fθ

s )n) (2.71)

となる．Q2n+1の v̂の 1次の項は

Q1
2n(v̂, Aθ,F )

= (n+ 1)
∫ 1

0
dsP (v̂, (Fθ

s )n) + (n+ 1)n
∫ 1

0
ds(s2 − s)P (Aθ, [Aθ, v̂], (Fθ

s )n−1)

となる．ここで第一項を部分積分すると∫ 1

0
dsP (v̂, (Fθ

s )n) =
∫ 1

0
ds (1 − s) ∂

∂s
P (v̂, (Fθ

s )n)

=
∫ 1

0
ds (1 − s)nP (v̂, dAθ + 2s(Aθ)2, (Fθ

s )n−1)

となる．第二項については∫ 1

0
ds(s2 − s)P (Aθ, [Aθ, v̂], (Fθ

s )n−1)

=
∫ 1

0
ds(s2 − s)P ([Aθ, Aθ], v̂, (Fθ

s )n−1) +
∫ 1

0
ds(s2 − s)P (Aθ, v̂, [Aθ, (Fθ

s )n−1])

=
∫ 1

0
ds(s2 − s)P (2(Aθ)2, v̂, (Fθ

s )n−1) +
∫ 1

0
ds(s− 1)P (Aθ, v̂,−d(Fθ

s )n−1)
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となる．ここで [Aθ, Aθ] = 2(Aθ)2, dFθ
s + s[Aθ,Fθ

s ] = 0を用いた．これによって

Q1
2n(v̂, Aθ,F )

= (n+ 1)n
∫ 1

0
ds (1 − s)

(
P (v̂, dAθ, (Fθ

s )n−1) − P (v̂, Aθ, d(Fθ
s )n−1)

)
= (n+ 1)n

∫ 1

0
ds (1 − s)P (v̂, d(Aθ, (Fθ

s )n−1)) (2.72)

がわかる．ここで，

P (Σ1, d(Σ2,Σ3, · · · )) = P (Σ1, dΣ2,Σ3, · · · ) + (−1)p2P (Σ1,Σ2, dΣ3, · · · ) + · · · (2.73)

とした．

2.4 指数定理
ここではスピノール束とスピン接続を定め，Atiyah-Singerの指数定理を紹介する．
ガンマ行列 {γa}a=1,··· ,dを

{γa, γb} = γaγb + γbγa = 2ηab (2.74)

のように定める．これによって (γa)† = γa, (γa)2 = 1となる．そしてこの行列の族 {γa}が
生成する係数 Rの代数空間

Cld = 〈γ1, · · · , γd〉R =

 ∑
i1,··· ,ip

ci1···ipγ
i1 · · · γip

∣∣∣∣∣∣ ci1···ip ∈ R

 (2.75)

を実 Clifford代数という．Cldはベクトル空間として

1 ∪
{
γi1γi2 · · · γip

∣∣∣ 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ d
}

(2.76)

で張られる．同様に {iγa}が生成する係数 Rの代数空間 Cl′dや，{γa}が生成する係数 Cの
代数空間 Cldを

Cl′d = 〈iγ1, · · · , iγd〉R =

 ∑
i1,··· ,ip

ci1···ipiγ
i1 · · · iγip

∣∣∣∣∣∣ ci1···ip ∈ R

 (2.77)

Cld = 〈γ1, · · · , γd〉C =

 ∑
i1,··· ,ip

ci1···ipγ
i1 · · · γip

∣∣∣∣∣∣ ci1···ip ∈ C

 (2.78)

と定義できる．ここでCldは複素Clifford代数と呼ばれ，Cld, Cl′dを部分代数として含む．そ
して行列環として

Cld =
{
C(2m) (d = 2m)
C(2m) ⊕ C(2m) (d = 2m+ 1)

(2.79)

とかける．ここでC(2m)はCを成分とする 2m×2m行列の全体である．よって γaは 2m (m =
[d/2])次元の複素ベクトル空間Wd = C2[d/2] に作用することがわかる．Wdをスピノール空
間と呼ぶ．[∗]はGauss記号で，[x] = maxn∈Z {n ≤ x}として定まっている．
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Cld, Cl
′
dもともに線形行列で書くことができる (Table 1)．このClifford代数の行列表示

は，後述のDirac演算子と可換，または反可換な反線形作用素を定義する時に役立つ．

d mod 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Cld = 〈γa〉R R ⊕ R R(2) C(2) H(2) H(2) ⊕ H(2) H(4) C(8) R(16)
Cl′d = 〈iγa〉R C H H ⊕ H H(2) C(4) R(8) R(8) ⊕ R(8) R(16)

Table 1: 実Clifford代数の分類．K(n) (K = R,C,H)は体Kを係数とする n× n行列であ
る．Clifford代数の周期性 Cld+8 = Cld ⊗ R(16)により d = 1, 2, · · · , 8を調べれば十分であ
る．

(v1, · · · , vd) ∈ Rdに対して v = vaγ
a ∈ Cldを定めれば，Rd ↪→ Cldとして Rdを Cldに

埋め込める．そこで，RdをCldの部分空間と同一視し，v = vaγ
aを単にベクトルと呼ぶ．ス

ピン群は大きさ 1のベクトルの偶数個の積の全体として定義される：

Spin(d) :=
{
s = vi1 · · · vi2p ∈ Cld

∣∣∣ (vi)2 = 1, p = 1, 2, · · ·
}

(2.80)

例えば，変数 tに対して v1 = cos(t/2)γ1 − sin(t/2)γ2, v2 = cos(t/2)γ1 + sin(t/2)γ2とすれ
ば (v1)2 = (v2)2 = 1であり，

s(t) = v1v2 = cos2
(
t

2

)
− sin2

(
t

2

)
+ sin

(
t

2

)
cos
(
t

2

)
(γ1γ2 − γ2γ1)

= cos t+ (sin t)γ1γ2 ∈ Spin(d) (2.81)

である．よって Spin(d)の元は

s =
∏
i<j

(
cos θi,j + (sin θi,j)γiγj

)
(2.82)

のようにかける．{ θi,j | i < j }は Spin(d)の連続な変数であり，Spin(d)はこれを座標とす
る 1

2d(d− 1)次元の Lie群となる．
Spin(d)の Rdへの作用は

(s, v) 7→ Ad(s)v = svs−1 (s ∈ Spin(d), v ∈ R) (2.83)

として与えられる．これはSO(d)のRdへの作用と同じである．実際，(2.81)の s(t)について

Ad(s(t))v = s(t)(v1γ
1 + v2γ

2 + · · · )s(t)−1

= (γ1, γ2, γ3, · · · , γd)



cos 2t sin 2t 0 · · · 0
− sin 2t cos 2t 0 · · · 0

0 0 1
...

... . . .
0 0 1





v1
v2
v3
...
vd


(2.84)

となるから，Ad(s(t)) ∈ SO(d)で，Ad : Spin(d) → SO(d)が全射準同型となることがわか
る．さらにKerAd = {1,−1} = Z2だから，準同型定理を用いると

Spin(d)/Z2 ∼= SO(d) (2.85)
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となり，Spin(d)は SO(d)の二重被覆であることがわかる．
次に Lie環 spin(d)と so(d)の対応をみる．Lie環 so(d)の基底

{
Lab

∣∣∣ a < b
}
を

(Lab)ij = δai δ
b
j − δaj δ

b
i (2.86)

のようにとる．例えば a = 1, b = 2の時は

L12 =



0 1
−1 0

0
. . .

0


(2.87)

となる．Lba = −Labとすれば，Lab同士の交換関係は

[Lab, Lcd] = ηbcLad − ηacLbd + ηadLbc − ηbdLac (2.88)

である．ここで η = diag(+1, · · · + 1) とした．これに対応する spin(d) 基底は，{σab =
1
4 [γa, γb] | a < b}である．実際 σba = −σabとすれば，交換関係は

[σab, σcd] = ηbcσad − ηacσbd + ηadσbc − ηbdσac (2.89)

となる．よって spin(d) → so(d)を σab 7→ Labで定義すれば，これは全単射だから，Lie環の
構造を保つ同型となる．
具体的には，(2.84)の両辺を tで微分し t = 0とすると

1
2

ad(γ1γ2)v = 1
2

[γ1γ2, v] = (γ1, γ2, γ3, · · · , γd)



0 1 0 · · · 0
−1 0 0 · · · 0
0 0 0
...

... . . .
0 0 0





v1
v2
v3
...
vd


(2.90)

が得られる．σab = 1
4 [γa, γb] = 1

2γ
aγbに注意すれば，左辺は ad(σ12)で，右辺は L12である．

したがって上の同型写像は ad : spin(d) → so(d), ad(σab) = Labであることがわかる．
SO(d)をSpin(d)の adjoint表現でかけることがわかったが，一般にSO(d)束をSpin(d)

束として考えられるとは限らない．例えば T ∗M の構成で生じた変換関数の族 {LUV }につい
て局所的に

ad(sUV ) = LUV (2.91)

を満たす sUV : U ∩ V → Spin(d)を定義できるが，それが cocycle条件を満たしているとは
限らない．それは adjoint表現が s,−s ∈ Spin(d)を同一視するからである．cocycle条件を
満たす変換関数の族 {sUV }が定義できる時，スピン構造を持つといい，スピン構造を持つた
めの必要十分条件は 2次の Stiefel-Whitney類が 0であることが知られている．スピノール
空間Wdを {sUV }を用いて張り合わせたものをスピノール束といい Sとかく．
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上で定めた T ∗M がスピン構造を持つ時を考える．このとき T ∗M の接続から Sの接続
を構成できる．T ∗M の接続 ω は so(d)に値を持つから，so(d)の基底 {Lab}によって ω =
1
2
∑
ab ωabL

ab と展開できる．ここで ωab = ηacω
c
b である．スピン構造の存在の仮定から，

Lab = ad(σab)であり，

ω∆ = 1
2
∑
a,b

ωabσ
ab (2.92)

とすれば，ad(ω∆) = ωを満たす．これによってスピン接続 ω∆を定める．このスピン接続か
ら生成される特性類は多様体のスピン構造についての情報を含んだものになると期待できる．
コンパクトな 2n次元スピン多様体M2n 上でゲージ場と結合したスピノールを考える．

スピノールに作用するDirac演算子を

/D := γaE µ
a (∂µ +Aµ + (ω∆)µ) (2.93)

のように定める．ここでE µ
a は eaµの逆行列で

E µ
a e

b
µ = δba, E

µ
a e

a
ν = δµν (2.94)

を満たす．i /Dはエルミート楕円型 1階微分作用素であるので，固有値は実数で，その縮退は
有限個である．
カイラリティ演算子を

γ5 := ηγ1γ2 · · · γ2n (2.95)

によって定める．ηは位相因子で，Euclidean signatureの計量を用いる場合 η = inとなる．
これによって (γ5)† = γ5, (γ5)2 = 1となるので，その固有値は ±1であり，スピノール束を
S = S+ ⊕ S−と分解できる．γ5は /Dと反可換 γ5i /D = −i /Dγ5なので

i /D =
(

0 i /D−
i /D+ 0

) (
i /D± = i /D1

2
(1 ± γ5)

)
(2.96)

のようにかける．さらにその 2乗は

(i /D)2 =
(
i /D−i /D+ 0

0 i /D+i /D−

)
(2.97)

となり，i /D−i /D+, i /D+i /D−はそれぞれエルミート楕円型微分作用素で，γ5と可換である．
i /Dの固有値 λ ∈ Rに対応する固有関数を ψとすれば，

i /Dψ = λψ (2.98)

となる．ここで ψは γ5によって ψ = ψ+ +ψ−のように分解できる．ψ±は γ5の固有値±に
対応する固有関数である．λ 6= 0の場合， /Dと γ5との反可換性から，γ5ψ = ψ+ − ψ−も固
有関数となり，

i /Dγ5ψ = −λγ5ψ (2.99)
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だから固有値は−λである．したがって λ,−λに対応する固有関数の数は同じである．
また i /Dの固有値 0に対する固有関数 ψ0は，カイラリティによって

i /Dγ5ψ0 = −γ5i /Dψ0 = 0 (2.100)

となる．よってカイラリティは 0-modeを 0-modeに移す．そのためDirac演算子の 0-mode
をカイラリティの固有関数に選ぶことができ，その固有値を λi0,+, λ

j
0,− (i = 1, · · · , n+, j =

1, · · · , n−)と書いておく．λi0,± は全て 0で，±はカイラリティの正負を表す．n+, n− はカ
イラリティ正の 0-modeの個数とカイラリティ負の 0-modeの個数である．i /D の固有値は
· · · ≤ −λ2 ≤ −λ1 < 0 = λ

i=1,··· ,n+
0,+ = λ

j=1,··· ,n−
0,− < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · のようになり，この固有値

の列を Spec(i /D)とする．
この状況で γ5のトレースを考える．固有値 λに対応する正規固有関数を φλとして

Tr γ5 := lim
M→∞

Tr γ5 exp
{

−
(
i /D
M

)2}

= lim
M→∞

∑
λ∈Spec(i /D)

e−( λ
M )2

∫
M2n

(φλ(x), γ5φλ(x))volx (2.101)

のようにする．volxは多様体M2nの体積要素で，(∗, ∗)はスピノールの内積である．λ 6= 0
の場合 φλ(x), γ5φλ(x)はそれぞれ固有値 λ,−λの固有関数となるから，その内積は 0となる．
よって (2.101)は固有値 0の部分のみが結果に現れ，

Tr γ5 = dim Keri /D+ − dim Keri /D− = n+ − n− (2.102)

のようになる．ここでDirac演算子の指数を
ind(i /D) := dim Keri /D+ − dim Keri /D− = n+ − n− (2.103)

と定義する．右辺の積分表示は (2.101)から

ind(i /D) = lim
M→∞

∑
λ∈Spec(i /D)

e−( λ
M )2

∫
M2n

(φλ(x), γ5φλ(x))volx

= lim
M→∞

∫
M2n

∑
λ∈Spec(i /D)

e−( λ
M )2

((φλ,+(x), φλ,+(x)) − (φλ,−(x), φλ,−(x)))volx

となる．ここで γ5を用いて φλ = φλ,+ + φλ,−と分解した．積分の中身の無限和は，e−( λ
M )2

でうまく抑えられるので，絶対収束する．左辺がM に依らないから，積分の中身をM で漸
近展開して，M に依存しない部分を計算すると，それは ω, F の特性類で表すことができる
ことがわかる．これは解析的な量の指数 ind(i /D)が多様体M2nの位相構造，及び向きで定
まり，Riemann計量やスピン構造に依存しないことを意味する．
Theorem 2.4 (Atiyah-Singerの指数定理). 偶数次元の閉スピン多様体 (M2n, h)において，
スピノール束のDirac演算子 /Dについて

ind(i /D) =
∫
M2n

Â(M2n)ch(F ) (2.104)

となる．ここで Â(M2n)は Â類と呼ばれ，多様体の曲率RのPontrjagin類でかける．ch(F )
は Chern指標と呼ばれ，ゲージ場の曲率 F の Chern類でかける．
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Â(M2n)を定義する．多様体の曲率R = dω+ ω2について，Rは反対称行列だから局所
的に

R

2π
= P



x1
−x1

x2
−x2

. . .
. . .

xn
−xn


P−1 (2.105)

のようにブロック対角化できる．xaはそれぞれ 2-formである．これはあくまでも局所的で
あり，大域的にこのようにかけるとは限らない．それは一般に，行列 P を大域的に定義でき
ないからである．しかし特性類は，その随伴不変性から，xaのみに依存する．そこで xaを
用いて，次のように Â(M2n)を定める：

Â(M2n) =
∏
a

xa/2
sinh xa/2

= 1 + 1
(4π)2

1
12

tr
(
R2
)

+ 1
(4π)4

[ 1
288

(trR2)2 + 1
360

trR4
]

+ · · ·

= 1 + 1
22

(
−1

6
p1

)
+ 1

24

( 7
360

p2
1 − 1

90
p2

)
+ · · · (2.106)

ch(F )はゲージ場の曲率 F を用いて

ch(F ) = tr ei
F
2π

= r + i

2π
trF +

(
i

2π

)2
trF 2 + · · ·

= r + c1 + 1
2

(c2
1 − 2c2) + · · · (2.107)

とかける．
ここで F として多様体の曲率Rを用いればHirzebruchの符号数定理が得られる．この

とき左辺の指数は多様体の符号数と呼ばれる量となる．
4次元多様体M におけるAtiyah-Singerの指数定理の応用を紹介する．まず多様体M の

符号数を τ(M)とすれば，τ(M) = 1
3
∫
p1が得られるから，ind(i /D) = −1

8τ(M)となる．さ
らに 4次元の Clifford代数の分類 (Table 1)より，Cl′4 ' H(2)だから，反線形作用素で

Pi /D = i /DP, Pγ5 = γ5P, P
2 = −1 (2.108)

を満たすものがある．P はカイラリティを保存し，i /Dの各固有値は偶数個の縮退があるこ
とを意味する．したがって 4次元のスピン多様体M においてその指数 ind(i /D) = −1

8τ(M)
は必ず偶数になり，符号数 τ(M)は 16の倍数になる．実際 4次元スピン多様体であるK3曲
面において，その符合数は−16である．
スピン接続はT ∗Mの接続ωの行列基底を変えただけなので，以下，単にω∆をωと書く．
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3 ゲージアノマリー

2n次元ワイルフェルミオンの分配関数

Z ′[A] =
∫
dψ̄dψ exp

(
−
∫
ψ̄i /D+ψ

)
/D = γµ(∂µ +Aµ + ωµ), /D+ = /D1

2
(1 + γ5)

(3.1)

のゲージアノマリーが 2n+ 2次元Diracフェルミオンのカイラルアノマリーと対応している
ことを見る．Aはゲージ接続，ωはスピン接続である．積分測度√

gd2nxは省略する．

3.1 経路積分の正当化とWess-Zumino整合性条件
ここでは (3.1)のゲージアノマリーを調べるために，右辺のフェルミオンの経路積分を非摂
動的に定義する．一旦整合性の取れた方法ですれば，そのゲージ場の依存性やゲージ変換の
下での振る舞いを解析することができる．この問題はAtiyahと Singerによって，族の指数
定理とK 理論を用いた方法で数学的にも解析されている [17]．
まず，(3.1)のフェルミオン経路積分を非摂動的に定める．しかしこれは二つの理由で困

難である．一つ目は通常のDirac演算子と同様にフェルミオン上のGaussian積分が発散する
ため，物理的意味のある量にするために正則化を必要とすることである．二つ目は /D+の経路
積分を，通常のDirac演算子 /Dの時とは違って，演算子の determinantとして解釈できない
ことである．/D+はカイラリティ正の状態をカイラリティ負の状態に移すため i /D+φ+ = λφ+
の解が存在せず， /D+の固有値を定義できない．
固有値が定まればDirac演算子のように経路積分を determinantとして与えることがで

きるので， /D+の物理的な性質を保った新しい演算子を定義する．その新しい演算子は次の
条件を満たす必要がある：

(i) /D+は十分小さいゲージ場Aについてwell-definedな摂動を持つので，新しい演算子も
同じ摂動展開を持たなければならない．

(ii) インスタントンの存在下でカイラリティを変える振幅を再現しなければならない．

(iii) 分配関数の絶対値がゲージ不変でなければならない．

ここで (i)，(ii)はそれぞれ，Z ′[A]の摂動的な物理や非摂動的な挙動を再現するための要請
である．(iii)については Z ′[A]の絶対値がゲージ不変であることから来る要求である．実際，
Z ′[A]を形式的に det(i /D+)とかくと

Z ′[A](Z ′[A])∗ = det(i /D+) det(i /D−) = |det(i /D)| (3.2)

となり，i /Dの固有値はゲージ変換に対して不変なので，Z ′[A]の絶対値はゲージ不変である．
新しい分配関数として

Z[A] = e−W [A] =
∫
dψ̄dψ exp

(
−
∫
ψ̄iD̂ψ

)
=: det

(
iD̂
)

(3.3)

D̂ = /D+ + /∂− =
(

0 /∂−
/D+ 0

)
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を考える．ここで D̂ は新しい演算子であり，W [A]はそれに対する有効作用である．D̂ は
Dirac スピノールに作用し，well-definedな固有値問題を定義できるので，適切に正則化を施
せば determinantを定義できる．これが条件 (i)-(iii)を満たすことを確かめる．
まず式 (3.3)の Z[A]において，カイラリティ負の状態を先に積分すれば

Z[A] =
∫
dψ̄dψ exp

(
−
∫
ψ̄i /D+ψ+ −

∫
ψ̄i∂−ψ−

)
∝ Z[A]′ (3.4)

となる．ここで∝はゲージ場Aに依存しない定数倍を除いて等しいことを表す．よってゲー
ジ依存性は Z ′[A]と同じで，その摂動的，非摂動的な挙動は等価なことがわかる．したがっ
て条件 (i)，(ii)を満たす．
次に det

(
iD̂
)
の絶対値を計算する：

det
(
iD̂
)

det
(
iD̂
)†

= det
(

0 i/∂−
i /D+ 0

)(
0 i /D−
i/∂+ 0

)

= det
(
i/∂−i/∂+ 0

0 i /D+i /D−

)
= det(i/∂−i/∂+) det(i /D+i /D−)
= det(i/∂−i/∂+)|det(i /D)|

よってゲージ不変であることがわかり，(iii)を満たす．したがってdet
(
iD̂(A)

)
=
√

|det(i /D(A))|eiw(A)

のようにかくことができ，アノマリーを持つのは位相部分 eiw(A)である．
Z[A]が Z ′[A]の物理を再現することがわかったので，(3.3)の分配関数 Z[A]のアノマ

リーを，Fujikawaの方法を拡張することによって計算する [39–41]．D̂はカイラリティ正の
部分だけがゲージ場と結合しているから，g ∈ Gによる新しいゲージ変換を

A → Ag = g−1(A+ d)g
ψ → ψg = g−1ψ+ + ψ−

ψ̄ → ψ̄g = ψ̄−g + ψ̄+

(3.5)

のように定める．これによって Z[A]の古典的な作用は∫
ψ̄iD̂(A)ψ →

∫
ψ̄giD̂(Ag)ψg

=
∫
ψ̄g−i /D(Ag)+ψ

g
+ +

∫
ψ̄+i/∂−ψ−

=
∫
ψ̄iD̂(A)ψ

となるから不変である．ここで D̂(A), /D(A)は D̂, /Dがゲージ場Aを顕に含んでいることを
表す．そして形式的に

det
(
iD̂(A)

)
→ det

(
iD̂(Ag)

)
= det

((
1 0
0 g−1

)(
0 /∂−

/D+ 0

)(
g 0
0 1

))
= det(g) det

(
g−1

)
det
(
iD̂(A)

)
= det

(
iD̂(A)

)
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のようになるから，有限次元ではゲージ不変である．
しかし，ゲージ変換によって D̂(A)の固有値は変化し得る．固有関数 φを iD̂(A)φ = λφ

のように取れば，φ = φ+ + φ−のように分解でき，

i /D(A)+φ+ = λφ−, i/∂−φ− = λφ+ (3.6)

を満たす．しかしゲージ変換 gによって

iD̂(Ag)φg = λ(g−1φ− + φ+) 6= λφg (3.7)

となるから，φg = g−1φ+ + φ−は iD̂(Ag)の固有値ではない．これは iD̂の固有値がゲージ
変換で変動することを意味する (これは Sec. 3.2で確認する)．また iD̂は i /Dとは異なり，エ
ルミートではないのでその固有値は複素数となる．
正則化された det

(
iD̂
)
を求めるために ψ, ψ̄を固有関数で展開する．iD̂はエルミートで

はないから右固有関数 φnと左固有関数 χnがあって

iD̂φn = λnφn

χ†
niD̂ = χ†

nλn

(χ†
n, φm) :=

∫
χ†
nφm = δnm

(3.8)

を満たす．λnは複素数で，|λ0| ≤ |λ1| ≤ · · · とする．iD̂はAに依存するため，この{φn}, {χn}
はAによる．この基底によって ψ, ψ̄を

ψ =
∑
n

anφn, an = (χ†
n, ψ)

ψ̄ =
∑
n

χ†
nb̄n, b̄n = (ψ̄, φn)

(3.9)

と展開できる．ここで an, b̄nはGrassmann数であり (3.3)の dψ̄dψ = c
∏
n db̄ndanと書き直

すことができる．cは定数である．an, b̄nはそれぞれ，g = exp(v)によるゲージ変換 (3.5)に
よって

an → a′
n = (χ†

n, ψ
g) =

∑
m

exp(−v+)nmam

b̄n → b̄′
n = (ψ̄g, φn) =

∑
m

b̄m exp(+v−)mn
(3.10)

と変化する．ここで v+, v−はGrassmann数に作用する無限次元行列を表し，

(v+)nm := (χ†
n, v · 1

2
(1 + γ5)φm)

(v−)mn := (χ†
m

1
2

(1 − γ5) · v, φn) = (χ†
m, v · 1

2
(1 − γ5)φn)

(3.11)
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と定義される．exp(∓v±)はv±の指数行列である．これによって積分測度dψ̄dψ = c
∏
n db̄ndan

のゲージ変換は

dψ̄dψ → dψ̄gdψg = c
∏
n

db̄′
nda

′
n

= c
∏
n

db̄ndan det(exp(v+)) det(exp(−v−))

= c
∏
n

db̄ndan exp(Tr(v+) − Tr(v−))

= dψ̄dψ exp(Tr(vγ5)) (3.12)

と変化することがわかる．exp(Tr(vγ5))は積分測度の Jacobianと解釈できる．vの行列表示に
は基底 {φn}, {χn}を用いており，φn(Ag) 6= φn(A)g, χn(Ag) 6= χn(A)gのため，exp(Tr(vγ5))
はAに依存していてゲージ不変ではない．

Tr(vγ5)を正則化するために iD̂の固有値の列 {λ0, λ1, · · · }を考える．この列は n → ∞
で |λn| → ∞となる．iD̂ = iγµ(∂µ +Aµ

1
2(1 + γ5))であり，固有スピノール φnについて

(φ†
n, iD̂φn) = (φ†

n, iγ
µ(∂µ + 1

2
Aµ)φn) + (φ†

n, iγ
µAµ

1
2
γ5φn) (3.13)

となる．iγµ(∂µ+1
2Aµ)は形式的自己共役なので右辺第一項は必ず実数である．さらに (iγµAµγ5)† =

−iγµAµγ5だから右辺第二項は純虚数となる．このとき時空がコンパクトであれば

(φ†
n, γ

µAµγ5φn) ≤ c(φ†
n, φn) (3.14)

を満たす nに依存しない定数 cが存在する．例えば，γµAµγ5の固有値の絶対値よりも大き
い値を与えれば十分である．(φ†

n, iD̂φn) = λn(φ†
n, φn)だから

Imλn ≤ 1
2
c (3.15)

のように，任意の nに対して固有値 λn の虚部を定数 cで抑えることができる．n → ∞で
|λn| → ∞より，Reλn → ∞となるから，nが十分大きければ

0 < Reλ2
n → +∞ (3.16)

である．
そこで (3.12)の traceを

Tr(vγ5) := lim
M→∞

∑
n

(χ†
n, vγ5e

−(iD̂/M)2
φn)

= lim
M→∞

∑
n

e−(λn/M)2(χ†
n, vγ5φn)

によって定義する．(3.16)より，この無限和は収束する．iD̂の固有値がゲージ不変ではない
ため，正則化 e−(iD̂/M)2 はゲージに依存し，これがゲージアノマリーの起源となる．
また iD̂をエルミート演算子に解析接続して，アノマリーを計算することもできる [42]．

iD̂ = iγµ(∂µ +Aµ
1
2(1 + γ5))は，

i /D(V, V ′) = iγµ(∂µ + Vµ + V ′
µγ5) (3.17)

– 25 –

Soryushiron Kenkyu



の特別な形である．Vµはベクトル場，V ′
µは軸性ベクトル場と呼ばれ，Vµ = V ′

µ = 1
2Aµとす

れば iD̂となる．この演算子は (i /D(V, V ′))† = i /D(V,−V ′)となりエルミートではないので，
V ′ → iV ′のようにすることで i /D(V, iV ′)をエルミート演算子に変形する．そして i /D(V, iV ′)
でのアノマリーを計算し，最後に iV ′ → V ′と解析接続し，Vµ = V ′

µ = 1
2Aµとすれば同じ結

果が得られる．
したがって (3.3)の Z[A]は

Z[Ag] =
∫
dψ̄dψ exp

(
−
∫
ψ̄iD̂(Ag)ψ

)
=
∫
dψ̄gdψg exp

(
−
∫
ψ̄giD̂(Ag)ψg

)
=
∫
dψ̄dψ exp(Tr(vγ5)) exp

(
−
∫
ψ̄iD̂(A)ψ

)
= exp(Tr(vγ5))Z[A]

となる．有効作用を用いればこれは

W [Ag] −W [A] = − Tr(vγ5) =
∫

tr(va(A)) (3.18)

である．∫ tr(va(A)) = − Tr(vγ5)をゲージアノマリーと呼ぶ．2n = 4次元ではこれは∫
tr(va(A)) = 1

24π2

∫
tr
[
vd(AdA+ 1

2
A3)

]
(3.19)

となることが知られている [43, 44]．
最後にWess-Zumino整合性条件 [7]について触れる．無限小ゲージ変換 δv を用いれば，

上の式は δvW [A] = W [A+Dv] −W [A] =
∫

tr(va(A))である．ゲージ変換の積を保存する
ためには，無限小ゲージ変換は v1, v2 ∈ gについて

[δv1 , δv2 ] = δ[v1,v2] (3.20)

を満たし，Lie括弧積を保たなければならない．これをW [A]に作用させると，ゲージアノ
マリーは

δv1

∫
tr(v2a(A)) − δv2

∫
tr(v1a(A)) =

∫
tr([v1, v2]a(A)) (3.21)

を満たす．これをWess-Zumino整合性条件と呼ぶ．この条件は Feynman diagramからゲー
ジアノマリーを導く時に有用で，(3.19)において全ての項を総当たりで計算する以外の方法
を提案する．それはまず主要項を計算し，残りの項を (3.21)を満たすように求める方法であ
る．実際，任意の偶数次元で (3.19)の最も微分を含む項は

i2n+2

(2π)n(n+ 1)!
tr(v(dA)n) (3.22)

であり [16]，残りを (3.21)から一意的に計算できる．
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3.2 ゲージアノマリーの位相的な解析
ここでは [18, 19]に則り，トポロジカルな解析から，非摂動的でグローバルな障害を用いて摂
動的なゲージアノマリーを導く．Sec. 3.1の議論から det

(
iD̂(A)

)
=
√

|det(i /D(A))|eiw(A)の
ようにかくことができ，位相部分 eiw(A)がゲージ変換で動くことがわかった．ここで eiw(A)

が det(i /D(A)) = 0となる接続Aで定義できないことに注意すると，det(i /D(A))の零点を囲
むループの上で，eiw(A)はその零点の巻き付き数に応じて非自明に変化する．そのため，こ
の巻き付き数はゲージアノマリーと関連があり，eiw(A)をゲージ接続の全体から S1への写像
と考える時の障害を意味する．巻き付き数を 2n+ 2次元の指数定理と対応付け，2n次元の
ゲージアノマリーを導出する．
まずゲージアノマリーと巻き付き数の関係を見る．ゲージ変換の全体の空間上のループ

を定めるために，ゲージ変換の 1パラメータの族 {g(θ, x) ∈ G}θ∈[0,2π]で

g(0, x) = g(2π, x) = 1 (3.23)

を満たすものを考える．xは 2n次元時空M2nの座標を表し，θは S1の座標である．これに
よって構造群をGとするゲージ場Aは

Aθ = g(θ, x)(A+ d)g(θ, x)−1 (3.24)

のように変化する．ここで dは xについての外微分で，Aθ=0 = Aθ=2π = Aとなる．よって
{Aθ}θ∈S1 は接続の空間上のループとなる．さらに Aθ の θによる微分は，v = g−1 ∂

∂θgとす
ると

∂

∂θ
Aθ = dv +Aθv − vAθ = DAθv (3.25)

となる．よって ∂
∂θ は v = g−1 ∂

∂θgによる無限小ゲージ変換そのものである．
ループ {Aθ}θ∈S1 上で e−W [A] = det

(
iD̂(Aθ)

)
を

e−W [Aθ] = det
(
iD̂(Aθ)

)
=
√

|det(i /D(A))|eiw(θ,A) (3.26)

のようにかく．g(θ, x)の定義から θ = 0, 2πでのAθは同じ値をとるから，位相の部分は

w(2π, x) − w(0, x) = 2πm (m ∈ Z) (3.27)

m = 1
2π

∫ 2π

0
dθ

∂

∂θ
w(θ,A) (3.28)

となる．ここで mは eiw(θ,A) : S1 → S1 の巻き付き数を表す．有効作用W [Aθ]の虚部は
−w(Aθ)であり， ∂

∂θ が無限小変換の生成子となるから

δvW [Aθ] = ∂

∂θ
W [Aθ] = −i ∂

∂θ
w(θ,A) (3.29)

となる．これによって Sec. 3.1のゲージアノマリーと巻き付き数の関係がわかった．
次にこの巻き付き数と指数の関係を議論する．簡単のため det

(
iD̂(Aθ)

)
6= 0を仮定して

det
(
iD̂(Aθ)

)
: S1 → C1を det

(
iD̂(At,θ)

)
: D2 → C1に拡張する．これによって eiw(θ,A)が
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巻きつくところで det
(
iD̂(At,θ)

)
が 0となる． At,θはD2でパラメータ付けられたM2n上の

ゲージ場で

At,θ = tAθ + (1 − t)A0 (t ∈ [0, 1]) (3.30)

とする．A0はAと同じインスタントン数をもつゲージ場である．仮定よりAのインスタントン
数は 0だから，A0 = 0として良い．det

(
iD̂(Aθ)

)
= 0の時，つまり i /D(A)が非自明な 0-mode

を持つ時は，相関関数を考えれば議論を拡張できる．また det
(
iD̂(At=1,θ)

)
= det

(
iD̂(Aθ)

)
に注意せよ．このとき det

(
iD̂(Aθ)

)
の巻き付き数mは，det

(
iD̂(At,θ)

)
の零点に巻きつく局

所的な巻き付き数の和になる (Fig. 1)．

×

×

×

a zero of det
(
iD̂(At,θ)

)

D2

Figure 1: det
(
iD̂(At,θ)

)
の零点にループが巻きつく様子

det
(
iD̂(At,θ)

)
が 0となるということは，適切な (t, θ)で 0-modeが存在することを意味

する．iD̂の 0-modeは，i /Dのカイラリティ正の 0-modeである．そこで，iD̂の代わりに 2n
次元時空M2nでの i /Dを考察する．

(t, θ) ∈ D2でパラメータ付けされたM2n上の Dirac演算子 i /D(At,θ)の振る舞いを知る
ために，S2 ×M2n上のDirac演算子 i /D2n+2を考える．S2は 2つのD2を境界 S1に沿って
はり合わせることで定義でき，その二つのD2をD2

±と書いて区別する．D2
+の座標を (t, θ)，

D2
−の座標を (s, θ)で表す．これらはそれぞれ極座標で t, s ∈ [0, 1]である．
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θ
t

D2
+

θ
s

D2
−

Figure 2: 左の D2
+と D2

−の縁を張り合わせ，右の S2を構成する

S2 ×M2nに新しいゲージ場A を定義する．まず D2
+ ×M2nで

A+ = At,θ = tg−1(A+ d)g + (1 − t)A0 (3.31)

のように定める．A+には余分な座標成分の dt, dθが含まれていない．D2
− ×M2nでのA−を

次を満たすように定める：A−は s = 1で

A+|t=1 = g−1(A−|s=1 + d+ dθ)g (3.32)

を満たし，微分可能である．ここで dθは θによる外微分を表す．これを満たすものとして

A− = A− sdθg · g−1 (3.33)

があげられる．dθは s = 0に特異点をもつため，それを打ち消すために sをかけた．A−はA+
と違って dθ成分をもつ．g(θ, x)を新しい変換関数と考えることでS2 ×M2nでのwell-defined
なファイバー束を定義でき，元のM2n上のファイバー束は埋め込みM2n ↪→ S2 ×M2nによ
る引き戻し束の部分束と考えることができる．これによってwell-definedなゲージ接続A を
定義できてその曲率を

F = (d+ dt,s + dθ)A + A 2 (3.34)

のように与えられる．dt,sは D2
+上で tをとり D2

−上で sをとるようにする．
S2上のスピノール束としては自明なものを選び，S2方向のスピン接続を 0にする．こ

のスピノール束は T ∗M を持ち上げて作ったのではない．T ∗M から作ったスピノール束は
Chern数 1,−1のベクトル束の直和となり，これ唯一つである．後述の断熱近似の範囲では
S2の曲率の効果が十分小さいとしてもよいため，自明なスピノール束で議論を進める．この
場合もAtiyah-Singerの指数定理は成り立ち，どちらのスピノール束を選んでも Â類は同じ
になる．D2

+ ×M2n, D2
− ×M2n上のスピノールをそれぞれ ψ(t, θ, x), ψ̃(s, θ, x)として

ψ(1, θ, x) = g(θ, x)ψ̃(1, θ, x) (3.35)
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のように貼り付ける．
S2 ×M2n上のスピノールに作用するDirac作用素を

i /D2n+2 = i
2n+2∑
a=1

Γa(∇a + Aa) (3.36)

とかく．Γaは 2n+ 2次元でのガンマ行列で，2n次元でのガンマ行列 γµを用いると

Γµ = σ1 ⊗ γµ, Γ2n+1 = σ2 ⊗ 1, Γ2n+2 = σ1 ⊗ γ5 (3.37)

のようにかける．γ5 := in
∏2n
µ=1 γ

µは 2n次元スピノールのカイラリティ演算子を表し，2n+2
次元スピノールのカイラリティ演算子は

Γ5 := in+1
2n+2∏
a=1

Γa = σ3 ⊗ 1 (3.38)

で与える．
式 (3.36)の 0-modeを計算するために次のように演算子を変形する：

i /Dε
2n+2 = 1

ε
i

2n∑
µ=1

ΓµDµ + i
2n+2∑
i=2n+1

ΓiDi (3.39)

これはM2nの大きさを ε倍することに対応し，ε → 0で相対的に，余分な S2よりも小
さくなる．そのため，余分な S2で断熱近似を可能とする．これの 0-modeは"Hamiltonian"

Hε =
(
i /Dε

2n+2
)2 (3.40)

= 1
ε2

(iΓµDµ)2 +
(
iΓiDi

)2
+ i2

ε
ΓiΓµ (DiDµ −DµDi) (3.41)

の 0-modeに対応するため，式 (3.40)を考える．2n+ 2次元のスピノール Ψは 2n次元のス
ピノール ψ1, ψ2を用いて

Ψ =
(
ψ1
ψ2

)
(3.42)

とかける．
(
ψ1
0

)
,

(
0
ψ2

)
はそれぞれ Γ5の固有値 χ = +1,−1のmodeである．前の議論で

D2
+ × M2n上の i /Dt,θ

2n の 0-modeがアノマリーに関係していたから，D2
+ × M2n上で議論す

る．これによって式 (3.40)は

Hε = 1
ε2

1 ⊗
(
i /Dt,θ

2n

)2
+ (i/∂2)2 + 1

ε
ΓiΓµi∂i

(
iAt,θµ

)
(3.43)

のようになる．もし
(
i /Dt,θ

2n

)2がD2
+上で真に 0より大きい場合，式 (3.43)の固有値は 1

ε2 で大き
くなるため 0-modeをもつことができない．よってHεの 0-modeが存在するときは，

(
i /Dt,θ

2n

)2

は D2
+のある点で 0と交わる固有値を持たなければならない．指数が 0のDirac演算子の摂
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動は 0-modeのカイラリティをまぜ，非 0-modeを生成するので，今考えているゲージ場で
は一般にこのような点は孤立点である．
逆にD2

+のある点で 0となる i /Dt,θ
2nの固有値 λ(t, θ)が存在する時，i /Dε

2n+2の 0-modeが
その零点に局在し，局所的な巻き付き数と 0-modeのカイラリティが一致する (Appendix A)．

D2
− ×M2nでは

Hε ∼ 1
ε2

1 ⊗ (i /D2n(A))2 (3.44)

となり，仮定よりこれは 0-modeを持たない．ε → 0でHεψ̃ = 0の解は ψ̃ = 0のみである．
D2

+ ×M2n上の局在した 0-modeはこの極限で，t = 1で 0となるからこれは境界条件 (3.35)
を満たす．したがって S2 × M2n上の Dirac方程式の 0-modeはそれぞれ，カイラリティに
応じた局所巻き付き数をもつ零点に局在するため，巻き付き数mは

m = ind(i /D2n+2) =
∫
S2×M2n

Â(S2 ×M2n)ch(F ) (3.45)

のようになる．
これによってゲージアノマリーを特性類 (の降下)を用いてかくことができる．Â((S2 ×

M2n))ch(F )の Chern-Simons項をQ2n+1(A ,F )とすれば，

Â(S2 ×M2n)ch(F ) = (d+ dθ + dt,s)Q2n+1(A ,F ) (3.46)

を満たす．よって (3.28)に (3.45)を代入すれば，
1

2π

∫ 2π

0
dθ

∂

∂θ
w(θ,A) =

∫
S2×M2n

Â(S2 ×M2n)ch(F )

=
∫
S2×M2n

(d+ dθ + dt,s)Q2n+1(A ,F )

=
∫
D2

+×M2n
(d+ dθ + dt)Q2n+1(A+,F+)

+
∫
D2

−×M2n
(d+ dθ + ds)Q2n+1(A−,F−)

=
∫
S1×M2n

(
Q2n+1(A+,F+)

∣∣∣∣
t=1

− Q2n+1(A−,F−)
∣∣∣∣
s=1

)
となる．ここで Stokesの定理を用い，t = 1, s = 1上の積分にした．最後の式の第二項の符
号は，∂(D2

− ×M2n)が ∂(D2
+ ×M2n) = S1 ×M2nの多様体としての反対の向きであること

を反映している．∂は多様体の境界を表す．左辺の積分が接続A によらないことを利用して，
A+ → A+ + tv̂ = At,θ + v̂

A− → A− + sdθg · g−1 = A
(3.47)

のようにずらす．ここで v̂ = g−1dθgである．そうすればQ2n+1(A−,F−) → 0となるから
1

2π

∫ 2π

0
dθ

∂

∂θ
w(θ,A) =

∫
S1×M2n

Q2n+1(Aθ + v̂, F θ) (v̂ = g−1dθg) (3.48)

のようにかける．
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このとき被積分関数で dθを含むのは v̂だけだから，Q2n+1(Aθ + v̂, F θ)の v̂の 1次のみ
が積分に関係する．そこで (2.68)で dtの項をのぞき，v̂2 = 0を用いれば

Q2n+1(Aθ + v̂, F θ) = Q1
2n(v̂, Aθ, F θ) (3.49)

となる．したがって
1

2π

∫ 2π

0
dθ

∂

∂θ
w(θ,A) =

∫
S1×M2n

dθ Q1
2n(v,Aθ, F θ) (3.50)

をえる．これを (3.29)に代入すれば，M2n上で Aθ を v = g−1 ∂
∂θgの方向に無限小ゲージ変

換したときのゲージアノマリーは∫
tr va(Aθ) = δvW [Aθ] = −i ∂

∂θ
w(θ,A) = −2πi

∫
M2n

Q1
2n(v,Aθ, F θ) (3.51)

のようにかける．
(3.51)の右辺がWess-Zumino整合性条件 (3.21)を満たすことを確かめる．上の議論では

ゲージ変換のパラメータ空間をS1としたが，これをLie群Gまで拡張する．これは (3.48)の
右辺の被積分関数をM2n ×Gの上で考えることに相当する．つまりGのパラメータを {θa}
として，θa で変数付けされたゲージ変換を g = g(x, θ)をとり，M2n × G上の接続 Aや曲
率 F を

A = g−1(d+ d̂+A)g = Aθ + v̂, (v̂ = g−1d̂g)
F = (d+ d̂)A + A2 = F θ

(3.52)

とする．ここで dはM2n方向の外微分，d̂はG方向の外微分である．d̂は (2.65)と同様に，
Aθ, F θ に対しての v̂ = vadθ

a方向の無限小ゲージ変換と解釈できる．vaは v̂の dθa成分で
va = g−1 ∂

∂θa gである．つまり Aθ, F θ の関数や汎関数について，d̂ = dθaδva とかける．また
v̂については d̂v̂ = −v̂2 = −1

2 [va, vb]dθadθb であり，va 方向の無限小ゲージ変換 δva と可換
δva v̂ = v̂δva である．
これによってWess-Zumion整合性条件 (3.21)は

0 = 1
2
dθadθb

[
δva

∫
tr(vba) − δvb

∫
tr(vaa) −

∫
tr([va, vb]a)

]
= 1

2
dθadθb

[∫
tr(vbδvaa) −

∫
tr(vaδvb

a) −
∫

tr([va, vb]a)
]

= −
∫

tr
(
v̂d̂a

)
−
∫

tr
(
v̂2a

)
= d̂

∫
tr v̂a (3.53)

と等価であることがわかる．
したがって (3.51)の右辺の vを v̂に置き換え，降下方程式 (2.69)の上から 2番目の式を

用いれば，

d̂

∫
M2n

Q1
2n(v̂, Aθ, F θ) = −

∫
M2n

dQ2
2n−1 = 0 (3.54)

となる．ここで (2.69)の dtの項を無視した．よって (3.51)の右辺はWess-Zumino整合性条
件を満たすことがわかる．
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4 重力アノマリー

Sec. 3を重力アノマリーに拡張する．簡単のため重力場のみとし，スピン Riemann多様体
(M2n, h)について考える．そこでゲージ場Aを 0として，ワイルフェルミオンの分配関数を

Z =
∫
dψ̄dψ exp

(
−
∫
ψ̄iD̂ψ

)
D̂ = /D+ + /∂− =

(
0 /∂−

/D+ 0

)
, /D+ = γµ(∂µ + ωµ)1

2
(1 + γ5)

(4.1)

とする．ωはスピン接続である．フェルミオンの作用の部分は局所 Lorentz変換や一般座標
変換の対称性をもつ．この 2つの変換で生じるアノマリーをこの章で明らかにする．

4.1 重力アノマリーへの拡張
まず局所 Lorentz変換の下でのアノマリーを導く．(4.1)においてスピノールにはスピン群が
作用することに注意する．しばらくの間，多様体の接続を ω，その曲率をΩとし，スピン接
続を ω∆，その曲率をΩ∆として区別する．ωと ω∆の関係は ω∆ = 1

2ωabσ
abである．スピン

群 Spin(2n)のゲージ変換を sとすれば，スピノールψ，ガンマ行列 γa，スピン接続や曲率は

ψ →s−1ψ

γa →s−1γas

ω∆ →ωs∆ = s−1(d+ ω∆)s
Ω∆ →s−1Ω∆s

(4.2)

のように変換する．ここでωs∆と多様体上の接続ωとの関係を明らかにする．そこで s−1γas =
γbL

b
aとなるように L ∈ SO(2n)を定める．これによって，上付き添字をもつベクトル vaに

ついて，v = γav
a ∈ R2n ⊂ Cl2nを定めると

v → s−1γasv
a = γa(L−1)abvb (4.3)

のようになる．これはスピン群 s によるゲージ変換で，L による局所 Lorentz 変換 va →
(L−1)abvbが誘導されることを意味する．さらにスピン接続 ω∆と接続 ωの関係から

ωs∆ = s−1(d+ 1
2
ωabσab)s = s−1ds+ 1

2
ωabσcd(L−1)ca(L−1)db

= s−1ds+ 1
2

(L−1)caωabLbdσcd.

s−1ds = (L−1dL)cdσcdを示す．s = exp
(

1
2θabσab

)
とすれば

s−1ds =
∫ 1

0
dt exp

(
−t ad

(1
2
θabσab

))
d

(1
2
θcdσcd

)
(4.4)

とかける．ここで ad(X)Y = [X,Y ]である．これの σab成分を求めるために

[1
2
θabσab,

1
2
θ′
cdσcd] = θacθ

′
cbσab = 1

2
[θ, θ′]abσab (4.5)
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を用いる．θ, θ′はそれぞれ θab, θ
′
abを成分とする行列であり,反対称行列の全体 so(2n)の元で

ある．ここで ad(σab) = Lab, (Lab)ij = δai δ
b
j −δaj δbi を用いれば θ = 1

2θabL
abであり，L = exp θ

である．したがって

s−1ds =
[∫ 1

0
dt exp(−t ad(θ))dθ

]
ab

1
2
σab (4.6)

= 1
2

[
L−1dL

]
ab
σab. (4.7)

以上のことから

ωs∆ = 1
2

(L−1dL+ L−1ωL)cdσcd = 1
2
ωLcdσcd (4.8)

となり，sによるゲージ変換が局所 Lorentz群のゲージ変換を引き起こすことが分かった．そ
のため，ω∆を単に ωとかき，sによる変換によって，局所 Lorentz変換 L = Ad(s)のよう
に変わるとする．
ゲージアノマリーの議論から，重力アノマリーは 2次元高い多様体の指数定理と対応し，

Âを降下させることで得られると期待できる．実際ゲージアノマリーの議論と同様に Spin群
のゲージ変換の族 {s(θ, x)}θ∈S1 を s(0, x) = s(2π, x) = 1が成り立つようにとり，スピン接
続または ω全体の集合上のループを構成すれば，分配関数は

Z[e, θ] = e−W [e,θ] = det
(
iD̂(eθ, ωθ)

)
=
√

|det(i /D(e, ω))|eiw(θ,e,ω) (4.9)

のようにかける．そして eiw(θ,e,ω)の巻き付き数mと指数定理を対応させるために 2次元高
い多様体に拡張する．
ゲージアノマリーは 2次元高い多様体M2n × S2の非自明なトポロジカルな構造と密接

に関係していたので，重力アノマリーもそうであると期待される．しかしながら，重力だけ
の場合では単純に積をとるだけでは非自明な指数を持たない．例えば，2次元多様体M2の
場合，M2 × S2 の指数は自明となる．これは指数 ind(i /D)が多様体の符合数 τ に比例して
ind(i /D) = −1

8τ のようにかけて

τ(M2 × S2) = τ(M2) × τ(S2) = 0 (4.10)

のようになるからである．一般に多様体X,Y について τ(X × Y ) = τ(X) × τ(Y )のように
なり，2次元多様体の符号数は常に 0となる．そのため重力だけの場合は，M2をファイバー
とし，2次元のパラメータ空間を底空間とするファイバー束の上で議論する必要がある．具
体的な例は [45]で構成されている．しかしゲージアノマリーの解析では，0-modeは局所的
な構造のみで構成され，大域的で非自明なトポロジーの影響を受けなかった．そのため，実
際に非自明なトポロジカルな構造が存在するかどうかによらず，アノマリーが非自明な構造
を利用するのに適した形を保ち続けていると仮定し，M2n × S2の上で議論する．
よってゲージアノマリーの時と同様に，M2n × S2上の 0-modeと eiw(θ,e,ω)の巻き付き

数mを対応づけることで，

m =
∫
M2n×S2

Â(M2n × S2) (4.11)

– 34 –

Soryushiron Kenkyu



が得られる．これによって α ∈ so(2n)による無限小ゲージ変換で生じる重力アノマリーは

δαW [e, ω] = −2πi
∫
M2n

Q1
2n(α, ω,Ω) (4.12)

とかける．このQ1
2nは Â類から生成されるものである．Âは 4の倍数の次元の多様体の上で

非自明なので，重力アノマリーが存在するのは 2n = 4k+2次元のときに限り，Wess-Zumino
整合性条件を満たす．(4.12)の右辺の重力アノマリーの表式を Lorentz formと呼ぶ．
一般座標変換の場合も同様の方法で求める．一般座標変換の族として

x → x′(x, θ) (4.13)

をとる．ここで x′(x, 0) = x′(x, 2π) = xとする．(Λ−1)µν = ∂x′µ(θ)

∂xν とすれば，接続 Γや曲率
R = dΓ + Γ2は

Γ → Γθ = Λ−1(d+ Γ)Λ
R → Rθ = Λ−1RΛ

(4.14)

のように変換される．また局所 Lorentz変換で用いた接続 ωや曲率 Ωは
ω = e(d+ Γ)e−1

Ω = eRe−1 (4.15)

の関係がある．そして同様の議論によって，一般座標変換でのアノマリーは Â類から生成さ
れる．
この Â類はその随伴不変性から，Â(R) = Â(Ω)が成り立ち，同じ指数密度から生成され

ることがわかる．局所Lorentz変換のアノマリーと一般座標変換でのアノマリーが同じトポロ
ジカル不変量の密度から得られるのは，高次元のトポロジカルな障害に起因するアノマリーが
本質的に同じであることを表している．これを Sec. 4.3で明らかにする．Â = dQ2n+1(Γ, R)
となるように Chern-Simons項Q2n+1(Γ, R)を定めれば，一般座標変換によって生じるアノ
マリーは

δC
′

vξ
W [dx,Γ] = −2πi

∫
M2n

Q1
2n(vξ,Γ, R) (4.16)

のようになる．この形も同様にWess-Zumino整合性条件をみたし，(4.16)の右辺の重力アノ
マリーの表式を Einstein formと呼ぶ．
Example 4.1 (2次元時空における重力アノマリー). 2次元時空における重力アノマリーを求
めるために4次元の Â類を考える．まずLorentz formを導く．(2.106)よりP = 1

(4π)2
1
12 tr

(
R2) =

1
(4π)2

1
12 tr

(
Ω2)だから，Chern-Simons項は

Q3(ω,Ω) = 1
(4π)2

1
12

tr
(
ωdω + 2

3
ω3
)

= 1
(4π)2

1
12

tr
(
ωΩ − 1

3
ω3
)

(4.17)

となる．Ωを固定し，ω → ω + αとして αの一次を求めると，Lorentz formは

Q1
2(α, ω,Ω) = 1

(4π)2
1
12

tr
(
αΩ − αω2

)
= 1

(4π)2
1
12

tr(αdω) (4.18)
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であることがわかる．
同様に Einstein formについては

Q3(Γ, R) = 1
(4π)2

1
12

tr
(

ΓdΓ + 2
3

Γ3
)

= 1
(4π)2

1
12

tr
(

ΓR− 1
3

Γ3
)

(4.19)

Q1
2(vξ,Γ, R) = 1

(4π)2
1
12

tr
(
vξR− vξΓ2

)
= 1

(4π)2
1
12

tr(vξdΓ) (4.20)

となる．

4.2 エネルギー運動量テンソル
カイラルアノマリーやゲージアノマリーは currentの異常発散として現れたが，重力アノマ
リーも同様にエネルギー運動量テンソルの異常な振る舞いとして現れる．古典的にはエネル
ギー運動量テンソルは対称テンソルであり，その発散は 0で保存する．しかし重力アノマリー
が存在する場合はその限りではない．この章では局所 Lorentz変換から生じるアノマリーが
エネルギー運動量テンソルの反対称な成分として現れることと，一般座標変換から生じるア
ノマリーが異常発散として現れることをみる．
エネルギー運動量テンソルの期待値は有効作用W の vielbein eによる変分によって

ebµ
δW

δeaµ
=

√
hTab =

√
hebµeaνT

µν (4.21)

と定められる．この Tabを用いて無限小局所 Lorentz変換L ' 1 +αの下で有効作用W の変
化を求めると

δαW = −
∫
d2nx αabe

b
µ

δW

δeaµ
= −

∫
d2nx

√
hαabTab (4.22)

のようになる．αab は反対称なので，有効作用W が局所 Lorentz変換で不変でないことと
Tabが対称でないことは等価である．つまり重力アノマリーの Lorentz formはエネルギー運
動量テンソルの非対称成分として現れる．通常のゲージ不変性によって非物理的な自由度を
除くユニタリゲージを取れるように，vielbeinの導入に関連した非物理的な自由度を無視す
るために局所 Lorentz変換の対称性を保つのは重要である．
無限小一般座標変換 xµ → xµ′ = xµ − ξµの下でエネルギー運動量テンソルを求めるため

に p-form Σに対する変換を

δCξ Σ = Σ′(x′)
∣∣∣∣
x′=x

− Σ(x) (4.23)

と定める．ここで Σ′(x′) = Λ−1
upperΣ(x)Λlowerであり，(2.29)で定めた δC

′
vξ
を用いると

δCξ = δC
′

vξ
+ (diξ + iξd) (4.24)

となる．ここで iξ は (2.52)で定めた内部積である．これによって vielbeinは

δCξ e
a
µ = eaν∇µξ

ν + ξν∇νe
a
µ (4.25)
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と変化する．したがってこの変換による有効作用W の変位は

δCξ W =
∫
d2nx δCξ e

a
µ

δW

δeaµ
=
∫
d2nx (eaν∇µξ

ν + ξν∇νe
a
µ) δW
δeaµ

= −
∫
d2nx

√
hξν(∇µT

µ
ν + ωab,νT

ab)

となる．ここで∇νe
a
µ = −ωab,νebµを用いた．もしも T abが対称テンソルで局所 Lorentz変

換で不変な場合，ωab,ν の反対称性から第二項は 0となり，

δCξ W = −
∫
d2nx

√
hξν∇µT

νµ. (4.26)

これはW の一般座標変換での変位がエネルギー運動量テンソルの非保存性と対応すること
を表す．δCξ と δC

′
vξ
の差は全微分項のみであるから δCξ W = δC

′
vξ
W であり，重力アノマリーの

Einstein formと関係する．

4.3 Lorentz formとEinstein formの等価性
重力アノマリーの表式は Lorentz formと Einstein formの 2つあり，それらは同じ指数密度
Âから生成された．この 2つが等価であることを示すため，counter termを構成する．

Γ = e−1(d+ω)eを思い出すと，ωをGL(2n,R)束の接続と見ることでΓとωはGL(2n,R)
のゲージ変換 e = (eaµ)によって繋がる．そこで det e > 0を仮定すれば et=0 = 1, et=1 = e

のゲージ変換の族が得られる．例えば，eの固有値が全て正であれば，et = 1 + t(e− 1)のよ
うに取れる．この etは counter termの構成に用いるだけなので，GL(2n,R)のトポロジカ
ルな性質を考慮する必要はない．etを用いて

ωet := e−1
t (d+ ω)et

eet := (e−1
t e)µdxµ

v̂t := e−1
t dtet

(4.27)

のように接続 ωや vielbein eのゲージ変換と無限小ゲージ変換の方向 v̂t を定める．これに
よって counter termを

S = −2πi
∫
M2n

∫ 1

0
Q1

2n(v̂t, ωet) (4.28)

のように定義する．有効作用 dtW [eet , ωet ] = −2πi
∫
M2n Q1

2n(v̂t, ωet)を用いれば，

S =
∫ 1

0
dtW [eet , ωet ]

=
∫ 1

0
dt
∂

∂t
W [eet , ωet ]

= W [dx,Γ] −W [e, ω]

が得られる．したがって±Sは重力アノマリーの表式を Lorentz formから Einstein formへ
移したり，またはその逆も可能である．Sは有限の微分のみを含むから，その意味で局所的な
counter termである．Sec. 4.2で議論した有効作用の対称性とエネルギー運動量テンソルの
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関係から，Sを有効作用に加えることで，エネルギー運動量テンソルを対称だが非保存なも
のから，非対称だが保存するものに移すことができる [22]．この Sの存在によって，Einstein
formと Lorentz formが等価であることがわかり，重力アノマリーの相殺条件は局所 Lorentz
変換か一般座標変換で考えるかに依存しない．

Part II

研究
5 曲がったドメインウォールの寄与
2n次元 Euclid空間 R2n に 2n − 1次元のドメインウォールがある系を考える．エルミート
Dirac演算子として，

HDW = Γ5( /D2n +MεA) (5.1)
( /D2n = Γµ∂µ)

をとる．ここでA ⊂ R2nは R2nの領域で，Aの境界がドメインウォールである．εAは

εA(x) =
{

−1 (x ∈ A)
1 (x /∈ A)

(5.2)

によって定義される．曲がったドメインウォールで相関関数や固有値がどのように変化する
のかを調べる．平坦なドメインウォールについてはAppendix Bで議論する．

5.1 S1 ↪→ R2の場合
まず R2上の S1がドメインウォールの場合を調べる．A = {x ∈ R2 | r = |x| < r0}とすれ
ば，これはドメインウォールが r = r0にあることを意味し，εA = sign(r− r0)である．これ
を単に εとかく．ガンマ行列を

Γ1 = σ1 =
(

0 1
1 0

)
, Γ2 = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, Γ5 = σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(5.3)

のように定めれば考えるべきHamiltonianは

HDW =
(

1 0
0 −1

)(
Mε e−iθ( ∂∂r − i

r
∂
∂θ )

eiθ( ∂∂r + i
r
∂
∂θ ) Mε

)
(5.4)

のようになる．ここで (x1, x2) = r(cos θ, sin θ)の極座標をとった．このHamiltonianは全角
運動量 J = −i ∂∂θ + 1

2σ3と可換であるので，HDW , J の同時固有状態を求めることができる．
ここでは r < r0と r > r0の領域で固有状態をそれぞれ求めてその解を連続的につなぐこと
で，R2の解を求める．以下HDW の固有値をEとし，J の固有値を j = ±1

2 ,±
3
2 , · · · とする．

まず r < r0において正則で r = r0に局在する解を構成する．0 ≤ λ < M に対して

ψr<r0 =

aIj− 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ

bIj+ 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

 (5.5)
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とおく．ここで a, bは定数で Ij± 1
2
は第 1種変形 Bessel関数である．変形 Bessel関数の性質

を用いれば，

e−iθ
(
∂

∂r
− i

r

∂

∂θ

)
Ij+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

=e(j− 1
2 )iθ
(
∂

∂r
+
j + 1

2
r

)
Ij+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)

=
√
M2 − λ2Ij+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

となるから，ψr<r0 にHDW を作用させると

HDWψr<r0 =

(−aM + b
√
M2 − λ2)Ij− 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ

(−a
√
M2 − λ2 + bM)Ij+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

 (5.6)

をえる．HDW の固有状態となるように a, bを求めれば，固有値はE = ±λであり，それぞれ

ψE=λ,j
r<r0 =

√
M2 − λ2Ij− 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ

(M + λ)Ij+ 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ


ψE=−λ,j
r<r0 =

 (M + λ)Ij− 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ
√
M2 − λ2Ij+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

 (5.7)

となる．
同様に r > r0において正則で r = r0に局在する解についても

ψr>r0 =

aKj− 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ

bKj+ 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

 (5.8)

を仮定すると，

ψE=λ,j
r>r0 =

 (M + λ)Kj− 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ
√
M2 − λ2Kj+ 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ


ψE=−λ,j
r>r0 =

√
M2 − λ2Kj− 1

2
(
√
M2 − λ2r)e(j− 1

2 )iθ

(M + λ)Kj+ 1
2
(
√
M2 − λ2r)e(j+ 1

2 )iθ

 (5.9)

が固有関数となる．
E = λ > 0, J = j の解が r = r0で連続に接続する時，ψE=λ,j

r<r0 (r = r0), ψE=λ,j
r>r0 (r = r0)

はともに平行でなければならないから，ある定数 cがあって√
M2 − λ2Ij− 1

2
(
√
M2 − λ2r0)e(j− 1

2 )iθ

(M + λ)Ij+ 1
2
(
√
M2 − λ2r0)e(j+ 1

2 )iθ

 = c

 (M + λ)Kj− 1
2
(
√
M2 − λ2r0)e(j− 1

2 )iθ
√
M2 − λ2Kj+ 1

2
(
√
M2 − λ2r0)e(j+ 1

2 )iθ


(5.10)

を満たす．上の成分と下の成分の比をとり cを消去すると，この条件は
Ij− 1

2

Ij+ 1
2

Kj+ 1
2

Kj− 1
2

(
√
M2 − λ2r0) = (M + λ)2

M2 − λ2 = M + λ

M − λ
(5.11)
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Figure 3: M = 20, r0 = 1での (5.13)を満たすEと jの関係

と同値である．同様にE = −λ < 0の解については
Ij− 1

2

Ij+ 1
2

Kj+ 1
2

Kj− 1
2

(
√
M2 − λ2r0) = M − λ

M + λ
(5.12)

を満たす時，またその時に限りE = −λがHDW の固有値となる．この 2つをまとめると
Ij− 1

2

Ij+ 1
2

Kj+ 1
2

Kj− 1
2

(
√
M2 − E2r0) = M + E

M − E
(5.13)

となる．この条件を満たすEは有限個であり，EがHDW の固有値となるための制限を与え
る．Fig. 3 に数値計算の結果を載せる．

Mが十分大きい時に (5.13)を満たすEを求める． 1
M の部分を比較するため，変形Bessel

関数の漸近形を用いると，
Ij− 1

2

Ij+ 1
2

Kj+ 1
2

Kj− 1
2

(
√
M2 − E2r0) ' 1 + 2j

r0M
(5.14)

M + E

M − E
' 1 + 2 E

M
(5.15)

と変形できるから，

E ' j

r0
(5.16)

– 40 –

Soryushiron Kenkyu



Figure 4: M = 20, r0 = 1の時の j = 1
2 をもつエッジ状態の確率分布

となることがわかる．したがって ψE,jr<r0 , ψ
E,j
r>r0 が連続的に繋がるのはE = j

r0
の場合に限る．

この結果は [46, 47]と一致する．
そしてそれぞれを ∫

dx1dx2ψ†ψ = 1のように規格化し，規格化した関数を ψ̃ とかく．
j = 1

2 の解の確率分布を Fig. 4に示す．
M が十分大きい時は (C.4)より，r = r0の周りで

ψ̃E,j ' M√
2πrM

e−M |r−r0|
(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)
(5.17)

のように近似できる．これは r = 0周りで良い近似ではないことに注意しなければならない．
そして S1の法線方向のガンマ行列を

Γnormal = x1

r
Γ1 + x2

r
Γ2 = cos θΓ1 + sin θΓ2 (5.18)

とすれば，この近似の範囲で Γnormalψ̃
E,j = ψ̃E,j となり，エッジ状態は Γnormalの固有値+1

の状態である．
最後にM が十分大きいと仮定し，エッジ状態の相関関数 Fedgeを求める．一般に点 x, y

の相関関数 F は

(HDW )xF (x; y) = δ2(x− y) (5.19)
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の解として定義される．(HDW )xは xについての微分を表す．正規直行基底を用いて書けば

F (x; y) =
∑
E,j

1
E
ψ̃E,j(x)(ψ̃E,j(y))†

=
∑
j

1
E
ψ̃E,jedge(x)(ψ̃E,jedge(y))† +

∑
E,j

1
E
ψ̃E,jbulk(x)(ψ̃E,jbulk(y))†

= Fedge(x; y) + Fbulk(x; y)

のようになる．Fedge(x; y), Fbulk(x; y)はそれぞれエッジ状態の伝播とバルク状態の伝播を表
す．バルク状態において |E|の下限はM だから，十分大きなM で Fbulk ∼ exp(−M |x− y|)
の寄与は十分小さくなり，エッジの寄与 Fedgeが支配的になる．(r, θ) = (r0, 0) → (r0, θ)の
伝播は，Appendix Cでの計算によって

Fedge(r0, θ; r0, 0) =
∑
j

1
E
ψ̃E,j(r0, θ)(ψ̃E,j(r0, 0))†

' M

2
isign(θ)

(
e−i θ

2 e−i θ
2

ei
θ
2 ei

θ
2

)

のようになる．

5.2 S1 × R2 ↪→ R4の場合
次に R4中の S1 × R2にドメインウォールが存在する場合を考える．S1の半径を r0として，
円柱座標 (r, θ, x3, x4)をとる．この時 ε = sign(r − r0)であり，ガンマ行列を

Γi = σ3 ⊗ σi (i = 1, 2), Γ3 = σ1 ⊗ 1, Γ4 = σ2 ⊗ 1

のように定め，Γ5 = i(Γ1Γ2)i(Γ3Γ4)とすれば

HDW = Γ5( /D + εM) = −iΓ3Γ4HS1
DW + Γ5

(
Γ3 ∂

∂x3 + Γ4 ∂

∂x4

)
(5.20)

のようになる．ここで−iΓ1Γ2 = 1 ⊗ σ3として

HS1
DW = 1 ⊗ σ3

(
σ1

∂

∂x1 + σ2
∂

∂x2 + εM

)
(5.21)

とした．()の内側は Sec. 5.1で用いたHamiltonianである．HDW の固有値を求めるために
2乗をとれば

H2
DW =

(
HS1
DW

)2
− (∂3)2 − (∂4)2 (5.22)

のようになるから，H2
DW の固有値はHDW .H

S1
DW , ∂3, ∂4の固有値をそれぞれ E, λ, p3, p4と

すれば

E2 = (λ)2 + p2
3 + p2

4 (5.23)

– 42 –

Soryushiron Kenkyu



となる．固有関数は

Ψ =
(
ψ±λ,j

0

)
e±ip3x3

e±ip4x4
,

(
0

ψ±λ,j

)
e±ip3x3

e±ip4x4 (5.24)

である．ΨがH2
DW の固有値E2の状態の時，(1 ± HDW

|E| )ΨがHDW の固有値±|E|の状態と
なる．また，この解の形から ψλ,j が S1に局在するmodeであれば，それを含むΨはドメイ
ンウォール S1 × R2に局在する状態である．

HDW の相関関数をH2
DW の固有関数から構成できる．HDW ,H

2
DW の相関関数をそれぞ

れ F,Gとすれば，これらはそれぞれ

(HDW )xF (x; y) = δ4(x− y), (H2
DW )xG(x; y) = δ4(x− y) (5.25)

の解である．このとき，F = HDWGのように書くことができる．先ほどと同様に, M が十
分大きい時，(r, θ, x3, x4) = (r0, 0, 0, 0) → (r0, θ, x3, x4)へのエッジ状態の伝播は，Appendix
Dでの計算によって

Gedge(r0, θ, x3, x4; r0, 0, 0, 0)

:=
∫
dp3
2π

dp4
2π

∑
j

eip3x3
eip4x4

λ2 + p2
3 + p2

4

(
1 0
0 1

)
⊗ ψλ,j(r0, θ)(ψλ,j(r0, 0))∗ (5.26)

=
∫
dp3
2π

dp4
2π

πM

2πp
sinh(pr0(π − |θ|))

cosh(pr0π)

(
1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)
eip3x3

eip4x4

となる．ここで p =
√
p2

3 + p2
4とした．この被積分関数は |θ| = 0, |θ| > πで発散する．θは

S1での座標だから，最終的な結果は周期 2πの関数でなければならない．そこで 0 < |θ| < π

で計算し，周期関数となるように |θ| > πの領域へ接続する．
x3 = x4 = 0の面で伝播を調べると，

Gedge '
∫
dp3
2π

dp4
2π

πM

2πp
sinh(pr0(π − |θ|))

cosh(pr0π)

(
1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)

= M

4πr0

∫ ∞

0

sinh(p(π − |θ|))
cosh(pπ)

(
1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)

= M

4πr0

[ 1
|θ|

+ 1
4π

(
ψ

(2π + θ

4π

)
+ ψ

(2π − θ

4π

)
− ψ

(4π + θ

4π

)
− ψ

(4π − θ

4π

))]

×
(

1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)

= M

4πr0

[ 1
|θ|

− ln 2
π

+ ζ(3)3
16π3 θ

2 + O
(
θ4
)](1 0

0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)

のようになる．ここで ψはディガンマ関数で，ζ はゼータ関数である．そして

|G| := 1
|θ|

+ 1
4π

(
ψ

(2π + θ

4π

)
+ ψ

(2π − θ

4π

)
− ψ

(4π + θ

4π

)
− ψ

(4π − θ

4π

))
(5.27)
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(a) (b)

Figure 5: (a)|G|のグラフ．x3 = x4 = 0におけるエッジ状態の伝播の様子を表す．(b)|G|
に |θ|をかけたグラフ．この形からGは e−θで減衰しないことがわかる．

とおいて，Fig. 5にその形を示す．これによってHDW のエッジ状態の相関は |θ|で円周に
沿ってべきで減衰することがわかる．
また x3, x4方向への伝播は (5.26)において，p3, p4方向の積分を先に実行することで計

算でき，(D.10)より

Gedge ' 1
2π

√
π

1
r0

√
(x3)2 + (x4)2 e

− 1
2r0

√
(x3)2+(x4)2

(
1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
1 + e−iθ

1 + eiθ

)(
1 1
)

(5.28)

のようになる．これによって，x3, x4方向へは e
− 1

2r0

√
(x3)2+(x4)2 で減衰することがわかる．

したがって，エッジ状態は S1方向へは質量のない粒子のように伝播し，対して x3, x4へ
は質量 1

2r0
の粒子のように伝播する．

6 格子上の曲がったドメインウォール
以上のことを格子に拡張する．格子ではDirac演算子ではなくWillson項を加えたWillson-
Dirac演算子

DW =
∑
µ

[
γµ

∇f
µ + ∇b

µ

2
− r

2
∇f
µ∇b

µ

]
+ εm

(∇f
µψ)x = ψx+µ̂ − ψx,

(∇b
µψ)x = ψx − ψx−µ̂

(6.1)

を考える．これを格子点が n× n個の正方格子の上で定め，その座標を (x, y) ∈ Z2とする．
そして (x, y) ∼ (x+n, y) ∼ (x+n, y+n) ∼ (x, y+n)のように縁を同一視して T 2を構成す
る．T 2上の座標にも (x, y)を用い，x, yはそれぞれ 0 ≤ x, y ≤ n− 1の値をとるとする．そ
して Sec. 5のように質量の符号をある領域で反転させる．

T 2上にドメインウォールを

ε(x, y) =

−1
(
y > x(x−n+1)

n−1 + n−1
2

)
1
(
y < x(x−n+1)

n−1 + n−1
2

) (6.2)
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Figure 6: 20 × 20の格子上のドメインウォール．1つだけ曲り，もう一方は平らである．

(a) (b)

Figure 7: (a)：曲がったドメインウォールに局在する状態
(b)：平らなドメインウォールに局在する状態

のようにとれば，y = x(x−n+1)
n−1 + n−1

2 に曲がったドメインウォールが生じて，さらに y = 0
に平らなドメインウォールができる (Fig. 6)．曲がったドメインウォールは連続極限で放物
線となる．

(6.1)の固有値と固有状態を求め，局在する解を調べると Fig. 7a, 7bのようになり，ぞ
れぞれに局在した状態が生じる．
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7 総括

7.1 まとめ
Sec. 3ではゲージアノマリーを 2つの方法で導出した．Sec. 3.1ではゲージアノマリーを経
路積分の Jacobinとして導いた．この論文では traceを計算しなかったが，具体的な表式を得
るには平面波を使って traceをとり，Feynman図の寄与を計算することで求めることができ
る．Sec. 3.2ではゲージ変換で分配関数の位相部分が変化することを用いて，トポロジカル
な観点からゲージアノマリーを解析した．位相部分の非自明な変化を巻き付き数で表すこと
ができ，それが高次元の位相不変量であるDirac指数と対応することを確かめた．このDirac
指数はカイラルアノマリーと呼ばれているものである．これによってゲージアノマリーが高
次元のトポロジカルな障害に由来し，高次元のカイラルアノマリーの降下で得られることが
分かった．そのため，ゲージアノマリーとカイラルアノマリーはアノマリー流入によって打
ち消しあう．

Sec. 4ではゲージ変換との類似性を用いて，ゲージアノマリーの解析を重力アノマリー
に応用した．重力アノマリーの場合も，分配関数の非自明な位相変化が高次元のトポロジー
と結び付き，高次元のアノマリー流入として理解できることを確かめた．しかしながら，ゲー
ジアノマリーの場合と異なり，高次元に埋めこむ場合は注意しなければならないことがある．
それはDirac指数の性質から，単純に多様体の積を取るだけでは非自明なトポロジーが生じ
ないことである．非自明なトポロジーを得たい場合はパラメータ空間を底空間として，考え
ている多様体をファイバーとして埋めこむ必要がある．
重力アノマリーの表式を見るだけであれば，導出に関わるのは局所的な部分だけだから，

非自明なトポロジーが存在するかどうかを気にする必要はない．そのため，ゲージアノマリー
の議論を重力アノマリーに拡張可能である．
また，重力には古典的に 2つの対称性が存在する．一般座標変換と局所 Lorentz変換で

ある．この 2つの変換から生じるアノマリーは，高次元の同じトポロジーと対応するから本
質的には同一のものである．実際，この 2つを結ぶ局所的な counter termを構成できた．一
般座標変換でアノマリーが生じる場合，それはエネルギー運動量テンソルの異常な発散とし
て現れる．対して局所 Lorentz変換の場合は，エネルギー運動量テンソルが添字の入れ替え
について反対称な部分としてアノマリーが現れる．一般座標変換と局所 Lorentz変換でのア
ノマリーが局所的な counter termで記述できるので，エネルギー運動量テンソルの定義を保
存しないが添字の入れ替えで対称なものから保存するが入れ替えで非対称なものへ変えたり，
またその逆も可能である．そしてそのどちらもアノマリーの相殺条件は同じである．

Sec. 5では曲がったドメインウォールによって，局在するmodeがどのような影響を受
けるのかを調べた．具体的にはドメインウォールが S1, S1 × R2の場合を考えた．固有関数
を具体的に構成し，エッジ状態やその固有値を求めた．エッジ状態の固有値はM で抑えら
れ，M より大きい固有値に対応する状態はバルクを伝播する振動解であった．つまりM が
十分大きい時，ドメインウォール上の伝播に関わるのはエッジ状態である．また平坦な時と
違い，コンパクトな方向があるため，その固有値は離散化されている．エッジ状態の相関関
数を計算すると，その伝播の仕方から，質量のないフェルミオンのように振る舞っているこ
とが分かった．Sec. 6では格子においても曲がったドメインウォールに局在する状態が存在
することが分かった．
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7.2 展望
この研究の大きな目標はドメインウォールを用いた重力の再現であるので今回構成したエッ
ジ状態が実際に曲面の重力を感じているかどうかを調べる．冒頭でも述べた通り，任意の
Riemann多様体は Euclid空間に埋め込まれた曲面として考えられる．今回の研究でエッジ
状態がドメインウォールに沿って伝播していたため，エッジ状態は曲面の幾何学的な情報を
持っていると推測できる．そこでこの幾何学的な情報をうまく抽出し，重力の寄与を含んだ
カイラルアノマリーなどを定式化したい．
またトポロジーが複雑な多様体を埋めるには，それなりに大きなEuclid空間が必要であ

る．そのためドメインウォールの codimensionが 2より大きい場合の構成の仕方やその時の
振る舞いなどを調べなければならない．例えばCallan-Harvey機構ではドメインウォールを
2枚設置し，交わる部分に局在するmodeが存在することを示していた [14]．これをうまく
拡張し codimensionが 2以上のドメインウォールの構成を模索する．
最後に上の 2つを組み合わせて，カイラルアノマリーの流入として重力アノマリーを定

式化したい．正方格子で重力を考えることはできないが，ドメインウォールを格子の上で曲
げることができ，格子上で重力の寄与を計算できると期待できる．

8 謝辞
修士 2年という一年間で，研究や論文について指導してくださった深谷英則先生に心より感
謝いたします．そしてアノマリーのゼミに参加してくださった大野木哲也先生，山口哲先生
に感謝申しあげます．執筆中に差し入れをくれた芝野さんを始め，支えてくださった研究室
の方々，一緒に遊んでくれた友人，家族に改めてお礼申し上げます．

A det
(
i/Dt,θ

2n

)
の零点に局在するmode

D2
+のある点で 0となる i /Dt,θ

2nの固有値 λ(t, θ)が存在する時の i /Dε
2n+2の 0-modeを議論する．

そのために Sec. 3.2のHamiltonian(3.43)

Hε = 1
ε2

1 ⊗
(
i /Dt,θ

2n

)2
+ (i/∂2)2 + 1

ε
ΓiΓµi∂i

(
iAt,θµ

)
を考える．このHamiltonianは 2n+ 2次元スピノールΨに作用し，Ψは 2n次元のスピノー
ル ψ1, ψ2を用いて

Ψ =
(
ψ1
ψ2

)

とかける．i /Dt,θ
2nの固有値 λ(t, θ)に対応する 2n次元の固有スピノールを単に ψt,θ(x)とすれ

ば，これは次を満たす：
i /Dt,θ

2nψ
t,θ(x) = λ(t, θ)ψt,θ(x) (A.1)

λ = 0となる点の近傍でEuclid座標 (φ1, φ2)をとり，φi = 0で λ = 0となるようにする．
γ5ψ

φ1,φ2 は−λ(t, θ)の固有関数だから λ = 0となるmodeは 2つ存在し，φi = 0に存在する
0-modeの空間は

ψ̃± = 1
2

(1 ± γ5)ψφi=0(x) (A.2)
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の 2つの関数で必ず展開できる．ψ± を規格化した ψ̃± とし，これを基底とする一次摂動で
λ(φ1, φ2)を計算する：摂動ポテンシャルは

δ
(
i /Dφ1,φ2

2n

)
=
∑
j

(i∂j /A)φj

∂j /A := ∂

∂φj
/Aφ1,φ2

∣∣∣∣∣
φi=0

 (A.3)

のようになり，λ = O(φ1, φ2)に注意すれば，φiの 1次で(
i /Dφi=0

2n + δ
(
i /Dφ1,φ2

2n

)) (
ψ + δ

(
ψφ1,φ2

))
=λ(φ1, φ2)

(
ψ + δ

(
ψφ1,φ2

))
δ
(
i /Dφ1,φ2

2n

)
ψ +

(
i /Dφi=0

2n

)
δ
(
ψφ1,φ2

)
=λψ (A.4)

となる．このとき ψ = aψ+ + bψ−のように分解され，両辺に ψ†
±をかけてM2n上で積分す

ることで第 2項は消えて，

λb =
∫
M2n

ψ†
−δ
(
i /Dφ1,φ2

2n

)
aψ+ =

∑
j

∫
M2n

ψ†
− (i∂j /A)ψ+φja (A.5)

λa =
∫
M2n

ψ†
+δ
(
i /Dφ1,φ2

2n

)
bψ− =

∑
j

∫
M2n

ψ†
+ (i∂j /A)ψ−φjb (A.6)

のようになる．
ここで

zj :=
∫
M2n

ψ†
− (i∂j /A)ψ+ (A.7)

z∗
j :=

∫
M2n

ψ†
+ (i∂j /A)ψ− (A.8)

とすれば，zj は複素数で，z∗
j はその複素共役となり，

λ

(
a

b

)
=
(

0
∑
j z

∗
jφj∑

j zjφj 0

)(
a

b

)
(A.9)

という固有値方程式が得られ，これの解は

λ(φ1, φ2) = ±|z1φ1 + z2φ2|. (A.10)

Re(z∗
1z2) = 0となる座標は，(φ1, φ2)を回転させることでいつでも定義できるから，

λ(φ1, φ2)2 = |z1|2φ2
1 + |z2|2φ2

2. (A.11)

次に式 (3.43)の 0-modeを求める．そのために

ψφ1,ψ2(x) = f+(φ1, φ2)ψ+(x) + f−(φ1, φ2)ψ−(x) (A.12)

のように展開しておく．(3.43)の第 3項は Γ2n+1Γµ = −iσ3 ⊗ γµ,Γ2n+2Γµ = 1 ⊗ γ5γ
µに注

意して，

ΓiΓµi∂i
(
iAφ1,φ2

µ

)
= σ3 ⊗ ∂

∂φ1
(i/A) + 1 ⊗ iγ5

∂

∂φ2
(i/A) . (A.13)
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このとき Γ5 = σ3 ⊗ 1だから，2n+ 2次元の chilarityが χのmodeを考えることで式 (3.43)
のHεを 2n次元スピノールに作用する行列として表示できる：(

− ∂2

∂φ2
1

− ∂2

∂φ2
2

+ 1
ε2

(
|z1|2φ2

1 + |z2|2φ2
2

))( f+
f−

)
+ 1
ε

(
0 χz∗

1 + iz∗
2

χz1 − iz2 0

)(
f+
f−

)
= E

(
f+
f−

)
(A.14)

ここでEは式 (3.43)の固有値である．この式の前半は調和振動子の Schrödinger方程式その
ものであるから， (

f+(φ1, φ2)
f−(φ1, φ2)

)
= exp

[
− 1

2ε

(
|z1|φ2

1 + |z2|φ2
2

)]( a
b

)
(A.15)

とすれば式 (A.14)は

1
ε

(
|z1| + |z2| χz∗

1 + iz∗
2

χz1 − iz2 |z1| + |z2|

)(
a

b

)
= E

(
a

b

)
(A.16)

のようになり，したがって，

E = 1
ε

(
|z1| + |z2| ±

√
|z1|2 + |z2|2 + 2χIm(z∗

1z2)
)
. (A.17)

よってこの近似の下で

χIm(z∗
1z2) = |z1||z2| (A.18)

が成り立つ時，またその時に限りHεは 0-modeをもてる．Re(z∗
1z2) = 0の座標をとってい

るから，|z1||z2|, Im(z∗
1z2)の大きさは同じであり，式 (A.18)を満たす χは真に Im(z∗

1z2)の
符号である：

χ = sign (Im(z∗
1z2)) (A.19)

さらにこの 0-modeは (A.15)で見るように φi = 0に局在している．
最後に det

(
iD̂2n(Aθ)

)
の巻き付き数と 2n+ 2次元のカイラリティχの関係を論じる．そ

のために iD̂2n(At,θ)の固有値を det
(
iD̂(At,θ)

)
のゼロ点付近で考える．Sec. 3.2と同様に，

ゼロ点を中心とする Euclid座標 φiをとり，φi = 0に iD̂φ=0
2n の 0-modeが存在すると仮定す

る．iD̂φ=0
2n はエルミートではないから，この 0-modeは右固有関数 e0と左固有関数 f0を指

し，(3.8)のようにそれぞれ

iD̂φ=0
2n e0 = 0, f †

0 iD̂
φ=0
2n = 0, (f †

0 , e0) = 1 (A.20)

を満たす．f0については (iD̂φ=0
2n )†f0 = 0としても良い．e0, f0は上で定めた i /Dφ=0

2n の 0-mode
ψ±と，定数スピノール η = η+ + η−を用いて

e0 =
(
ψ+
η−

)
, f0 =

(
η+
ψ−

)
(A.21)
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のように書くことができる．(f †
0 , e0) = 1を満たすように ηの大きさを調節する．

iD̂φ
2nの φi = 0で 0となる固有値 z = O(φ1, φ2)を，φiの一次の摂動で求める．iD̂φ

2n =
iD̂φ=0

2n + δ
(
iD̂φ

2n

)
であり，(A.3)のように

δ
(
iD̂φ

2n

)
=
∑
j

(i∂j /A+)φj

∂j /A := ∂

∂φj
/Aφ1,φ2

∣∣∣∣∣
φi=0

 (A.22)

とかける．したがって固有値 zは φの一次で(
iD̂φi=0

2n + δ
(
iD̂φ

2n

)) (
e0 + δ

(
eφ0

))
=z

(
e0 + δ

(
eφ0

))
δ
(
iD̂φ

2n

)
e0 +

(
iD̂φ=0

2n

)
δ
(
eφ0

)
=ze0

となるから，両辺に f †
0 をかけて積分すれば

z = (f †
0 , δ

(
iD̂φ

2n

)
e0) =

∑
j

∫
M2n

f †
0(i∂j /A+)e0φj

=
∑
j

∫
M2n

ψ†
−(i∂j /A)ψ+φj = z1φ1 + z2φ2

をえる．
この zj は式 (A.7)と同じものである．z = x+ iy, zj = xj + iyj (j = 1, 2)とすれば(

x

y

)
=
(
x1 x2
y1 y2

)(
φ1
φ2

)
. (A.23)

よって (φ1, φ2)平面上の楕円と z平面上の円が対応し，円の向きは行列の行列式の符号でき
まる．したがって，zの巻き付き数は

sign
(

det
(
x1 x2
y1 y2

))
= sign(Im(z∗

1z2)) = χ. (A.24)

これによって i /D2n+2の 0-modeのカイラリティと局所的な巻き付き数が対応した．
なぜ局在した状態のエネルギーへの εの高次の補正がこの同一視に影響を与えないのか

説明する．i /Dt,θ
2n が (t1, θ1)で 0-modeを持ち，局所的な巻き付き数が正であるとする．この

ときHεの正のカイラリティを持つ局在したmodeを構成できる．もし高次の εによる補正
で固有値が非ゼロ，例えば λ = a1ε+ a2ε

2 + · · · のようになる時，i /Dε
2n+2を作用させること

で同じ固有値で負のカイラリティを持つ状態を生成できる．この状態は ε → 0で 0-modeと
なるから，上の議論から反対の局所的な巻き付き数を持つ別の固有値に対応づけることがで
きる．よって巻き付き数の計算では，このようなmodeの寄与は相殺し合い，高次補正の影
響を受けない．これは摂動計算が常にゼロ点付近の局所的な情報のみで計算でき，このゼロ
点がトポロジカルに必要なのか，除去可能なのかどうかを，局所的な情報だけで判断できな
いからである．局在した状態をゼロ点から解放するための唯一の手段は非摂動効果，本質的
にはポテンシャルの異なるゼロ点同士のトンネル効果を表すインスタントンである．インス
タントンが巻き付き数の異なる 2つゼロ点を接続し，そこに局在した 0-modeを解放するの
で，巻き付き数の計算に影響を与えない．
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B 平らなドメインウォール
2n次元 Euclid空間で Euclid座標 (x, s)をとり，s = 0にドメインウォールが存在すると仮
定する．このときエルミートDirac演算子は

HDW = Γ5

2n−1∑
µ=1

Γµ∂µ + Γ5

(
Γs ∂
∂s

+Mε(s)
)
. (B.1)

(Γµ = σ1 ⊗ γµ, Γs = σ3 ⊗ 12n−1×2n−1)

ここで Γ5 = σ2 ⊗ 12n−1×2n−1 は 2n次元でのカイラリティを表し，ε(s) = sign(s)である．
12n−1×2n−1 は 2n−1 × 2n−1 行列の単位行列である．以下誤解のない時は，単位行列を大き
さによらず単に 1と書いたり，または省略する．HDW の Green関数 F を求める．つまり，
(x′, s′)を固定して

HDWF (x, s;x′, s′) = δ2n−1(x− x′)δ(s− s′)1 ⊗ 1 (B.2)

を解く．ドメインウォールでの伝播を調べるから s′ = 0とおき，x方向の並進対称性を用い
て x′ = 0とする．そして F (x, s; 0, 0)を単に F = F (x, s)とかく．
このとき F は

H2
DWG = δ2n−1(x)δ(s)1 ⊗ 1 (B.3)

の解Gを用いて F = HDWGとかける．よってまずはGを求める．H2
DW は

H2
DW = − ∂2

s − ( /D2n−1)2 +M2 − 2MΓsδ(s) (B.4)
=(−∂2

s − ∂2
x +M2 − 2Mσ3δ(s)) ⊗ 1 (B.5)

となる．Flatを仮定しているから，/D2 = ∂µ∂
µである．Γs = σ3 ⊗ 1に注意すれば，H2

DW の
2n− 1次元スピノールに作用するのは単位行列で，G(x, s) = G2×2 ⊗ 1のような形をしてい
ることがわかる．G2×2を x方向に Fourier変換したものを G̃(p, s)とかけば，

G(x, s) =
∫

d2n−1p

(2π)2n−1 e
ix·pG̃(p, s) ⊗ 1 (B.6)

∴ (−∂2
s + p2 +M2 − 2Mσ3δ(s))G̃(p, s) = δ(s)12×2 (B.7)

を満たす．−∂2
s + p2 +M2 − 2MΓsδ(s)の固有状態は

ϕω±,o = u±√
4π

(
eiws − e−iws

)
(B.8)

ϕω±,e = u±√
4π

1√
ω2 +M2

(
(iω ∓M)eiω|s| + (iω ±M)e−iω|s|

)
(B.9)

ϕedge =u+
√
Me−M |s| (B.10)

のようになる．下付きの ±は Γs の固有値を表し，下付きの e, oはパリティ変換で evenか
oddかを表す．H2

DW の固有値はそれぞれ

(−∂2
s + p2 +M2 − 2MΓsδ(s))ϕω±,a =(ω2 + p2 +M2)ϕω±,a (a = o, e) (B.11)

(−∂2
s + p2 +M2 − 2MΓsδ(s))ϕedge =p2ϕedge (B.12)
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であり，これを用いれば

G̃(p, s) =
∑

σ=±,a=o,e

∫ ∞

0
dω
ϕωσ,a(s)

(
ϕωσ,a(0)

)†

p2 + ω2 +M2 + ϕedge(s)(ϕedge(0))†

p2

=
∑
σ=±

∫ ∞

0
dω
ϕωσ,e(s)

(
ϕωσ,e(0)

)†

p2 + ω2 +M2 +
u+u

†
+Me−M |s|

p2

となる．ここで ϕω±,o(0) = 0を用いた．これの前半部分の σ = +の部分を最初に計算すると

I++ :=
∫ ∞

0
dω
ϕω+,e(s)

(
ϕω+,e(0)

)†

p2 + ω2 +M2

=
u+u

†
+

4π

∫ ∞

0
dω

(iω −M)eiω|s| + (iω +M)e−iω|s|

(ω2 + p2 +M2)(ω2 +M2)
(−2iω)

=
u+u

†
+

4π

∫ ∞

−∞
dω

2ω(ω + iM)eiω|s|

(ω2 + p2 +M2)(ω2 +M2)

が得られ，a2 = p2 +M2, a > 0とおいて被積分関数を部分分数分解すれば
2ω(ω + iM)

(ω2 + p2 +M2)(ω2 +M2)
= 2ω

(ω − ia)(ω + ia)(ω − iM)
(B.13)

=
1

ia−iM
ω − ia

+
1

−ia−iM
ω + ia

+
2iM

−M2+a2

ω − iM
. (B.14)

ωを複素数に拡張して留数定理を用いる．eiω|s|をより Im(w) > 0の極に注目すればよ
くて，(B.14)の第 2項の寄与を無視できて

I++ =
u+u

†
+

4π

(
1

ia− iM

∫ ∞

−∞
dω

eiω|s|

ω − ia
+ 2iM

−M2 + a2

∫ ∞

−∞
dω

eiω|s|

ω − iM

)

=
u+u

†
+

4π

( 1
ia− iM

2πie−a|s| + 2iM
−M2 + a2 2πie−M |s|

)

=
u+u

†
+

2

 e−
√
p2+M2|s|√

p2 +M2 −M
− 2M

p2 e
−M |s|

.
よって G̃(p, s)の (+,+)成分は，上の第 2項と edge-modeの寄与が相殺して

G̃++(p, s) = 1
2

e−
√
p2+M2|s|√

p2 +M2 −M
(B.15)

のようになる．F の (+,+)成分は

G++ =1
2

∫
d2n−1p

(2π)2n−1
e−

√
p2+M2|s|√

p2 +M2 −M
eip·x (B.16)

=
∫

d2n−1p

(2π)2n−1
dω

2π

√
p2 +M2√

p2 +M2 −M

eip·xeiωs

p2 + ω2 +M2 (B.17)
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となる．このとき (E.1)を用いて e−
√
p2+M2 を処理した．まず (B.17)の

√
p2+M2√

p2+M2−M
の部分

を無視して積分を実行する．(E.2),(E.3)を用いると

H :=
∫

d2n−1p

(2π)2n−1
dω

2π
eip·xeiωs

p2 + ω2 +M2

=
∫
dt

∫
d2n−1p

(2π)2n−1
dω

2π
dM ′

2π
eip·xeiωs

p2 + ω2 + (M ′)2 e
iM ′te−iMt

= 1
(2n− 1)vol(S2n)

∫
dt

e−iMt

(x2 + t2 + s2)n− 1
2

= 1
(2n− 1)vol(S2n)

2
√
π

Γ(n− 1
2)

(
M

2

)n−1Kn−1
(
M

√
x2 + s2

)
√
x2 + s2n−1

= 1
vol(S2n)

√
π

Γ(n+ 1
2)

(
M

2

)n−1Kn−1
(
M

√
x2 + s2

)
√
x2 + s2n−1 (B.18)

となる．Kn−1は第 2種変形 Bessel関数である．
このときH は

(−∂2
s − ∂2

x +M2)H = δ2n−1(x)δ(s) (B.19)

を満たしていることに注意せよ．よってHは 2n次元Euclid空間のスカラー場の伝播関数で
ある．G++とH の関係は (B.16)から，(

∂

∂|s|
+M

)
G++ = ∂

∂|s|
H (B.20)

であることがわかり，G++ = e−M |s|gとすれば gは
∂

∂|s|
g = eM |s| ∂

∂|s|
H (B.21)

を満たすことがわかり，|s|, |x| → ∞ で g → 0を仮定すれば

g = −
∫ ∞

|s|
ds′eMs′ ∂

∂s′H (B.22)

∴ G++ = H +Me−M |s|
∫ ∞

|s|
ds′eMs′

H(x, s′). (B.23)

この積分は n > 1では収束するため，数値計算はしやす形になっている．そして s方向には
指数関数的に減少し，さらに下の議論から x方向に冪で減衰することがわかる．

xが十分大きい時はH ∼ e−M
√

x2+s2
√
x2+s2n−1/2 のようになり s → 0を考えると積分の部分は

∫ ∞

0
ds′eMs′

H(x, s′) ∼
∫ ∞

0
ds′ e

−M
√
x2+(s′)2+Ms′√

x2 + (s′)2n− 1
2
. (B.24)

t =
√
x2 + s2 − sとおけば，s = 0の時 t = |x|で s → ∞で t → 0であり，さらに

dt = −t√
x2 + s2

ds,
√
x2 + s2 = t2 + s2

2t
(B.25)
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だから，積分は ∫ ∞

0
ds′ e

−M
√
x2+(s′)2+Ms′√

x2 + (s′)2n− 1
2

=
∫ |x|

0
dte−Mt (2t)n− 3

2

t(t2 + x2)n− 3
2

(B.26)

のようになる．ここで t ≤ |x|だから
1

t2 + x2 = 1
x2

1
1 + t2

x2

= 1
x2

∞∑
m=0

(
− t2

x2

)m
(B.27)

とすれば積分を厳密に計算できて，M が十分大きい時は∫ |x|

0
dte−Mt (2t)n− 3

2

t(t2 + x2)n− 3
2

∼
( 1
x2

)n− 3
2

(B.28)

となる．よって s = 0, x � 1では

G++(x, 0) ∼
( 1
x2

)n− 3
2

= 1
x2n−3 (B.29)

のように振舞う．よってドメインウォール上で 2n − 1次元massless粒子のように伝播する
ことがわかった．これでG++の計算が終わった．
次にG−−を計算する．同様の議論で

I−− :=
∫ ∞

0
dω
ϕω−,e(s)

(
ϕω−,e(0)

)†

p2 + ω2 +M2 (B.30)

=
u−u

†
−

4π

∫ ∞

−∞
dω

2ω(ω − iM)eiω|s|

(ω2 + p2 +M2)(ω2 +M2)
(B.31)

となり，a2 = p2 +M2, a > 0とおいて被積分関数を部分分数分解すれば
2ω(ω − iM)

(ω2 + p2 +M2)(ω2 +M2)
= 2ω

(ω − ia)(ω + ia)(ω + iM)
(B.32)

=
1

ia+iM
ω − ia

+
1

−ia+iM
ω + ia

+
−2iM

−M2+a2

ω + iM
. (B.33)

よって第１項を計算すればよく，

I−− =
u−u

†
−

2
e−

√
p2+M2|s|√

p2 +M2 +M

をえるから，F (x, s)の (−,−)成分は

G−− =
∫

d2n−1p

(2π)2n−1
dω

2π

√
p2 +M2√

p2 +M2 +M

eip·xeiωs

p2 + ω2 +M2 (B.34)

=H −Me+M |s|
∫ ∞

|s|
ds′e−Ms′

H(x, s′) (B.35)

となり x, s方向について指数関数的に減少する．これによって
G(x, s) =

(
u+u

†
+G++(x, s) + u−u

†
−G−−(x, s)

)
⊗ 1 (B.36)

にHDW を作用させれば原点 (0, 0)から (x, s)へのドメインウォールフェルミオンの伝播関
数 F が求まる．
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C ドメインウォール S1 ↪→ R2のエッジ状態の相関関数
まず，M が十分大きいという仮定の下でψE,jを規格化する．ψE,jは r < r0で (5.7)のψE,jr<r0

に，r > r0で (5.9)の ψE,jr>r0 に比例し，この 2つが r = r0で連続的に接続した関数である．
αを任意の実数として，変形 Bessel関数の積分は∫ r0

0
drrIν(αr)2 = r2

0
2

((
1 + ν2

α2r2
0

)
Iν(αr0)2 − (Iν(αr0)′)2

)
(C.1)

となる．αが十分大きければ，Bessel関数の漸近形を用いて∫ r0

0
drrIν(αr)2 ' e2αr0

8πα2 (C.2)

のように近似される．同様に∫ ∞

r0
drrKν(αr)2 = −r2

0
2

((
1 + ν2

α2r2
0

)
Kν(αr0)2 − (Kν(αr0)′)2

)
' πe−2αr0

8α2 (C.3)

が得られる．
連続の条件から，M が十分大きい時の接続係数 c は (5.10) によって定義され，c '

1
πe

2
√
M2−E2rである．したがって∫

dx1dx2(ψE,j)†ψE,j '2π
[
e2Mr0

8πM2 (2M2) + 1
π2 e

4Mr πe
−2αr0

8α2 (2M2)
]

=2πe
2Mr0

8π
× 4 = e2Mr0

を得る．よって規格化された波動関数を ψ̃E,j とすれば，r = r0の周りで

ψ̃E,j '


M√

2πrM e
−Mr0

(
eMrei(j−

1
2 )θ

eMrei(j+
1
2 )θ

)
(r < r0)

M√
2πrM e

Mr0

(
e−Mrei(j−

1
2 )θ

e−Mrei(j+
1
2 )θ

)
(r > r0)

(C.4)

のように振る舞う．r < r0の領域で 1/
√
rがあり正則でないように見えるが，r = 0でこの

近似は有効でないので ψ̃は原点でも正則である．
これを用いてエッジ状態の相関関数 Fedgeを調べると

Fedge(r0, θ : r0, 0) =
∑
j

1
E
ψ̃E,j(r0, θ)(ψ̃E,j(r0, 0))† = M

2πr0

∑
j

r0
j

(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)(
1 1
)
. (C.5)

ここで jは±1
2 ,±

3
2 , · · · をとる．この無限和は∑

j

1
j
ei(j−

1
2 )θ =

∑
n∈Z

1
n+ 1

2
einθ = πisign(θ)e−i θ

2 (C.6)

のようになるから，

Fedge(r0, θ : r0, 0) = M

2
isign(θ)

(
e−i θ

2

e+i θ
2

)(
1 1
)

= M

2
isign(θ)

(
e−i θ

2 e−i θ
2

ei
θ
2 ei

θ
2

)
. (C.7)
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D ドメインウォール S1 × R2 ↪→ R4のエッジ状態の相関関数
M が十分大きい時の (5.26)を求める．(C.4)を用いれば，

Gedge(r0, θ, x3, x4; r0, 0, 0, 0) :=
∫
dp3
2π

dp4
2π

∑
j

eip3x3
eip4x4

λ2 + p2
3 + p2

4

(
1 0
0 1

)
⊗ ψ̃λ,j(r0, θ)(ψ̃λ,j(r0, 0))†

'
∫
dp3
2π

dp4
2π

∑
j

eip3x3
eip4x4

λ2 + p2
3 + p2

4

(
1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)(
1 1
)
.

ここで，ψ̃はエッジ状態だから，λ = j
r0
であり，∑jを先に計算する．p =

√
p2

3 + p2
4として，

j = ±1
2 , · · · なので j = n+ 1

2 , (n ∈ Z)とすれば，
∑
j

1
λ2 + p2 e

i(j− 1
2 )θ =

∑
n

r2
0

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2 e
inθ (D.1)

となる．Fourier係数の形からこの関数は e−i θ
2 e−r0p|θ|に近い形となるはずである．そこでこ

れの Fourier係数を求めると∫ π

−π
dθe−inθe−i θ

2 e−r0p|θ| = 1
(n+ 1

2)2 + r2
0p

2

(
2r0p+ 2

(
n+ 1

2

)
e−r0pπ(−1)n

)
(D.2)

∴
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2

(
1 +

n+ 1
2

r0p
e−r0pπ(−1)n

)
= 2π

2r0p
e−i θ

2 e−r0p|θ| (D.3)

が得られる．これを用いれば，∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2

=
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2

(
1 +

n+ 1
2

r0p
e−r0pπ(−1)n −

n+ 1
2

r0p
e−r0pπ(−1)n

)

= π

r0p
e−i θ

2 e−r0p|θ| +
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2
n+ 1

2
−r0p

e−r0pπ(−1)n

= π

r0p
e−i θ

2 e−r0p|θ| + e−2r0pπ
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2

(
n+ 1

2
−r0p

er0pπ(−1)n + 1 − 1
)

= π

r0p
e−i θ

2 e−r0p|θ| + e−2r0pπ π

−r0p
e−i θ

2 e+r0p|θ| − e−2r0pπ
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2 .

よって

(1 + e−2r0pπ)
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2 = π

r0p
e−i θ

2 (e−r0p|θ| − e−2r0pπe+r0p|θ|)

を得る．左辺の (1 + e−2r0pπ)を移項すれば
∑
n

einθ

(n+ 1
2)2 + r2

0p
2 = π

r0p
e−i θ

2
e−r0p|θ| − e−2r0pπe+r0p|θ|

1 + e−2r0pπ

= π

r0p
e−i θ

2
sinh(r0p(π − |θ|))

cosh(r0pπ)
(D.4)
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となる．したがって x3 = x4 = 0での相関関数は

Gedge '
∫
dp3
2π

dp4
2π

πM

2πp
sinh(pr0(π − |θ|))

cosh(pr0π)

(
1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)
(D.5)

となる．ここでディガンマ関数 ψ

ψ(z) :=
∫ ∞

0
dt

(
e−t

t
− e−zt

1 − e−t

)
(D.6)

を導入すれば， ∫ ∞

0
dt
e−λt

cosh t
= 1

2

(
ψ

(
λ+ 3

4

)
− ψ

(
λ+ 1

4

))
(λ > −1) (D.7)

だから，0 < |θ| < πで∫ ∞

0
dp

sinh(r0p(π − |θ|))
cosh(r0pπ)

= 1
4πr0

[
ψ

(2π + |θ|
4π

)
+ ψ

(2π − |θ|
4π

)
− ψ

( |θ|
4π

)
− ψ

(4π − |θ|
4π

)]
.

(D.8)

ディガンマ関数の性質 ψ(z + 1) = ψ(z) + 1
z を用いると

ψ

( |θ|
4π

)
= ψ

( |θ|
4π

+ 1
)

− 4π
|θ|

(D.9)

となるから x3 = x4 = 0での相関関数は

Gedge ' M

4πr0

[ 1
|θ|

+ 1
4π

(
ψ

(2π + θ

4π

)
+ ψ

(2π − θ

4π

)
− ψ

(4π + θ

4π

)
− ψ

(4π − θ

4π

))]

×
(

1 0
0 1

)
⊗
(
e−i θ

2 e−i θ
2

e+i θ
2 e+i θ

2

)

となる．
また (5.26)の x3, x4方向の依存性をみる．p3, p4での積分を先に実行すれば，
Gedge(r0, θ, x3, x4; r0, 0, 0, 0)

'
∫
dp3
2π

dp4
2π

∑
j

eip3x3
eip4x4

λ2 + p2
3 + p2

4

(
1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)(
1 1
)

=
Γ(1

2)
Γ(1

2 + 1)vol(S2)
∑
j

K0

( |j|
r0

√
(x3)2 + (x4)2

)(1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)(
1 1
)
.

x3, x4が十分大きければ

Gedge ' 2
4π
∑
j

√
π

2 |j|
r0

√
(x3)2 + (x4)2

e
− |j|

r0

√
(x3)2+(x4)2

(
1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
ei(j−

1
2 )θ

ei(j+
1
2 )θ

)(
1 1
)

' 1
2π

√
π

1
r0

√
(x3)2 + (x4)2 e

− 1
2r0

√
(x3)2+(x4)2

(
1 0
0 1

)
⊗ M

2πr0

(
1 + e−iθ

1 + eiθ

)(
1 1
)

(D.10)

のようになる．ここで x3, x4が十分大きいので j = ±1
2 の部分の影響が最も大きくなり，他

の項を無視できる．
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E Fourier変換の公式

∫ ∞

−∞

eipx

p2 + a2
dp

2π
= e−a|x|

2a
(E.1)

∫ ∞

−∞

ddp

(2π)d
1
p2 e

ip·x = 1
(d− 2)vol(S2n)

1
xd−2 (E.2)

∫ ∞

−∞

e−iztdt

(t2 + 1)ν+ 1
2

= 2
√
π

Γ(ν + 1
2)

(
z

2

)ν
Kν(z) (E.3)
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