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概要

2次元空間の格子上に反強磁性的な相互作用をする量子スピン系が配置された模型は，SU(2)スピン系を

中心に，ここ 40年ほどの間に研究されてきた．多くの場合，反強磁性体は量子効果のために，ハミルトニア

ンに依存した非自明な基底状態を持つ．代表的なものに，Néel状態と，valence bond solid (VBS) 状態が挙

げられる．Néel状態では，隣接する格子点で異なる状態が互い違いに実現しており，長距離相関・gapless励

起を有する．他方，VBS状態では，格子点のいくつかがスピン一重項を形成し，短距離相関・gapped励起

となる．ハミルトニアンに含まれるパラメータを変化させると，ゼロ温度で量子揺らぎに起因する量子相転

移が起こることが，理論研究や数値計算により確かめられている．特にNéel-VBS相転移は，古典的な相転

移の枠組みでは説明できない直接 2次相転移が起き得ることが指摘され，その理論は deconfined criticality

として注目を集めている．反強磁性体の低エネルギー有効理論は，虚時間経路積分による (2+1) 次元の場

の理論で定式化される．そこでは，物性論と素粒子論の双方の領域で主要なトピックの一つである，場の理

論のトポロジカルな性質と密接な関係がある．また，近年では冷却原子を用いて SU(N)スピン系を実現で

きることが期待されており，理論的な予測が実験的に確かめられる可能性がある．

本研究では，SU(3)スピンが三角格子の格子点上に配置された「SU(3)三角格子反強磁性体」について，

モノポールを含む有効理論の構築を行った．三角格子上の SU(3)スピン系は，フラストレーションが生じ

ることなく，Néel状態を実現することが可能である．Néel状態からの低エネルギー励起の有効理論が，モ

ノポール項を伴う SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型で記述されることを導出した．SU(2)スピン系で既に指

摘されているように，スピン系が格子上で定義されていることの帰結として，モノポール（インスタント

ン）配位を考慮する必要がある．2次元空間上のスピンが連続的に変化する配位は，整数値のトポロジカル

チャージで分類される．非自明なトポロジカルチャージを持つ配位を，スキルミオンと呼ぶ．モノポール

は，虚時間発展に伴いスキルミオン数の変化を引き起こす．有効理論に含まれるモノポール項の形は，Berry

位相と呼ばれる位相因子から制限を受ける．SU(3)スピン系でスキルミオン配位を構成する方法を考案し，

モノポールから生じる Berry位相を具体的に計算することに成功した．その結果，スピン表現に依存して，

モノポール項に違いが現れるという，SU(2)正方格子反強磁性体と類似の規則が得られた．

相転移点の解析では，理論が持つ対称性とその破れが，重要な役割を果たす．Néel-VBS相転移において，

Néel相はスピン回転対称性が，VBS相は格子の対称性が，それぞれ自発的に破れた相に対応する． Berry

位相を注意深く調べることにより，格子の対称性変換は，モノポール演算子の位相変換として作用するこ

とが明らかになった．さらに，モノポールが凝縮したモノポールガスの半古典的解析によって，特定のスピ

ン表現に対して，モノポール演算子から VBS秩序変数を構成できることを示した．これにより，VBS相

はスキルミオン数の保存に関係するトポロジカル対称性が破れた相として解釈できる．アノマリーマッチ

ングの議論から，スピン回転対称性とトポロジカル対称性の両方を保つ相は，出現が禁止されることが分

かる．以上の結果は，SU(3)三角格子でも SU(2)正方格子の場合と同様に，deconfined criticalityによる

Néel-VBS相間の直接 2次相転移の可能性を示唆するものである．
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第1章 序

量子力学の成立以来，多種多様な性質を持つ量子多体系が提案され，盛んに研究されてきた．それにつれ

て，従来の古典的な理論で説明できない現象が次々と予測・発見され，注目を集めるようになった．本研究

の主題である量子相転移も，その一つである．通常の相転移は，温度や外場の変化によって，異なる性質を

持った平衡状態（相）が実現することを指す．それに対し，ハミルトニアンに含まれるパラメータの変化に

よって引き起こされる，量子揺らぎに起因する相転移を量子相転移 (quantum phase transition) と呼ぶ．

古典的な相転移の理論では，Landau, Ginzburgによる枠組み [1]が成功を収めている．臨界点近傍の自

由エネルギーは，理論が持つ対称性を満たす条件の下で，相の状態を特徴付ける秩序変数によって展開され

る．有効ラグランジアンを最小にする状態が，系の基底状態として実現する．温度等のパラメータを変化さ

せると，有効ラグランジアンの形状が変わり，異なった性質を持つ基底状態が出現する．この方法により，

相転移点近傍の臨界現象を，詳細に説明することができる．ところが，この枠組みに当てはまらない量子相

転移の例が，以下で述べるように，反強磁性的な量子スピン系で指摘された．

量子スピン系は単純なハミルトニアンで記述されるにもかかわらず，豊富な現象を提示する．SU(2)スピ

ン系の最も基本的な模型として，以下のハミルトニアンで与えられる Heisenberg模型が幅広く用いられて

いる：

H = J
∑
⟨i,i′⟩

Ŝ(i) · Ŝ(i′) . (1.1)

ここで，Ŝ(i)は i番目の格子点のスピン演算子であり，⟨i, i′⟩は相互作用するスピンの組を指定する．J < 0

ならば強磁性的，J > 0ならば反強磁性的な相互作用を表す．強磁性 Heisenberg模型においては，古典

系と同様に，すべてのスピンが一様に揃った状態が，基底状態の一つとして実現する．しかし，反強磁性

Heisenberg模型の基底状態は，量子効果が大きく働くために非自明である．各スピンは離散的な状態を取

り，複数のスピンで状態の重ね合わせが可能となることが，事情を複雑にする．

反強磁性体に対して，場の理論による定式化を最初に行ったのは，Haldaneによる 1次元 SU(2)スピン鎖

の研究である [2,3]．最近接相互作用を持つHeisenberg模型の低エネルギー有効理論が，虚時間経路積分に

よって，相対論的な (1+1)d O(3)非線形シグマ模型で記述されることを示した．重要な指摘は，スピン表現 s

に応じて，トポロジカル項の有無が異なる点である．sが整数の場合は，有効作用にトポロジカル項は現れ

ず，gapped相が基底状態として実現する．ところが，sが半整数の場合には，素粒子論で θ項として知られて

いるトポロジカル項が，有効作用に含まれる．このとき，基底状態は gapless相となる．このように，スピン

鎖の基底状態が，スピン表現 sについて周期的に変化するという予想は，Haldane conjectureと呼ばれてい

る．この主張は，同じく sが整数か半整数かによって基底状態に制約を与える，Lieb-Schultz-Mattis-Affleck

(LSMA) 定理 [4, 5]の特別な場合に相当する．s = 1/2の正確な基底状態を求められる Bethe ansatz [6]の

結果，そして数多くの数値計算により，Haldane conjectureは正しいと考えられている．

その後，上述の 1次元スピン鎖の研究は，2次元正方格子上の SU(2)反強磁性体へと拡張された．再び

Haldane [7]は，最近接相互作用のHeisenberg模型の低エネルギー有効理論として，(2+1)d O(3)非線形シ

グマ模型を導出した．しかしここでも，トポロジカルな性質が系の性質を作用する．2次元空間方向のスピ

ン配位は，スキルミオン数と呼ばれるトポロジカルチャージで分類される．虚時間発展に伴い，スキルミ

オン数が変化する過程は，トンネル過程と呼ばれる．本来の格子理論では，連続場の理論では起こること

のない，トンネル過程が許されている．そのため，素朴な連続極限から得られる非線形シグマ模型のみで

は，格子の適切な有効理論として不十分であり，スキルミオン数の変化を引き起こすモノポールを取り入れ

る必要がある．トンネル過程の分配関数への寄与を計算すると，有効作用のWess-Zumino 項から，Berry

位相と呼ばれる非自明な因子が出現する．その結果，異なる Berry位相を持つトンネル過程どうしの干渉
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図 1.1: s = 1/2 正方格子反強磁性体の典型的な基底状態．(a)の Néel状態では，直交する 2状態が隣り合

わないように割り当てられる．(b)の VBS状態では，隣接する 2個の格子点がスピン一重項を形成する．

(destructive interference) が起こり，Haldane conjectureと類似の sに対して周期的に変化する性質が導か

れる [7, 8]．

SU(2)正方格子反強磁性体の自然な基底状態には，いくつかの相が考えられる．スピンを古典的な O(3)

ベクトルとみなすと，Heisenbergハミルトニアンを最小化する状態は，図 1.1(a)に示すように，隣接するス

ピンの向きが互い違いに並んだ Néel状態と呼ばれるものである．無限体積極限において，Néel相は長距離

スピン相関・gapless励起を持ち，スピン回転対称性が自発的に破れている．片方の副格子 (sublattice) の

スピンを一律に反転 (Ŝ(i) 7→ −Ŝ(i)) させれば，強磁性体の基底状態のようにスピンが一様に並んだ状態と
なるので，反強磁性的な磁気秩序を持つと表現される．交互に符号を反転したスピンの期待値は，staggered

磁化と呼ばれる．一方，量子力学では状態の重ね合わせが可能である．例えば s = 1/2の場合，隣接する

2 個の格子点がスピン 1重項を形成した状態もまた，反強磁性的なハミルトニアンのエネルギー期待値を小

さくする．図 1.1(b)に示すように，格子点の組が規則正しくスピン 1重項の結合 (valence bond, VB) を形

成して安定化した状態は，valence bond solid (VBS) 状態と呼ばれる [9,10]．VBS相は短距離スピン相関・

gapped励起を持ち，回転・並進等の格子の対称性が自発的に破れている．磁気秩序を持たず，disorder相

に分類される．あるいは，スピン一重項が多数の格子点の組で共鳴した状態を考えることもできる．これは

resonating valence bond (RVB) 状態 [11–13]と呼ばれており，低温でも大きな量子揺らぎを持つスピン液

体の一種である．スピン液体は短距離相関だが，VBS状態とは異なり格子の対称性を破らない．

Heisenberg模型の 2次元系への拡張としては，六角（ハニカム）格子 [14–17]，三角格子 [18–20]，カゴメ

格子 [21–23]上の SU(2)スピン系の研究が挙げられる．六角格子は正方格子と同様に，2種類の副格子から

成る構造 (bipartite) を持っているので，原理的にはNéel状態が実現可能である．一方，三角・カゴメ格子

は 3 副格子構造 (tripartite) であるため，格子点上の SU(2)スピンにはフラストレーションが生じる．こう

した場合には，スピン液体が基底状態として実現する可能性が指摘されている [23–26]．あるいは，正方格

子上の一般の SU(N)スピン系に拡張する研究も見られる [8–10,27,28]．この場合のスピン変数は，SU(N)

のある完全対称表現と，その共役表現が，2種類の副格子にそれぞれ割り当てられる．特に，large N 極限

では解析的な計算が可能となる．

古典的描像はスピン表現 s→∞においてのみ成立するが，数値計算によると，すべての sに対して最近接

相互作用の Heisenberg模型の基底状態は Néel相であることが知られている [29–31]．そこで，Heisenberg

模型に何らかの高次の相互作用項を追加する．追加する相互作用の強さを表すパラメータを変化させると，

基底状態が変化する相転移が起こり得る．これは量子力学的なスピン演算子の非可換性に由来する，量子

相転移である．量子相転移の簡単な例として，以下のハミルトニアンで与えられる，s = 1/2 ダイマー模型

5
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図 1.2: ダイマー模型 (1.2)．スピン間の相互作用の強さは，辺 A上では J，辺 B上では gJ，その他の格子

点間では 0と定められる．

が古くから調べられている [32]：

H = J
∑

⟨i,i′⟩∈A

Ŝ(i) · Ŝ(i′) + gJ
∑

⟨i,i′⟩∈B

Ŝ(i) · Ŝ(i′) . (1.2)

ただし，J > 0, 0 ≤ g ≤ 1として，最近接格子点 i, i′を結ぶ正方形の辺を，図 1.2に従って集合 A,Bに分類

する．g = 1のときは，等方的な相互作用の Heisenberg模型に帰着するので，Néel状態が基底状態として

実現する．g = 0のときは，図 1.1(b)のように辺Aの上にVBが整列したVBS状態が，厳密な基底状態で

ある．したがって，少なくとも 0 < g < 1のどこかに相転移が起きることが推測される．実際に，g ≈ 0.52

で 2次相転移が起こることが，数値計算により確かめられている [33, 34]．

より興味深いのは，格子の対称性を破らないハミルトニアンが，Néel-VBS相転移を引き起こす場合であ

る．Néel相はスピン回転対称性を，VBS相は格子の対称性を，それぞれ自発的に破る．Landau, Ginzburg

による相転移の古典論によると，異なる種類の秩序変数で記述される対称性が破れた相は，一般に直接 2次

相転移することはない．1次相転移で隔てられるか，両方の対称性を保つ相・両方とも破れた相を中間に経

由するのが自然である．ところが Senthil et al. [35,36]により，SU(2)正方格子反強磁性体の Néel-VBS相

転移では，直接 2次相転移が可能であることが示された．Deconfined criticalityと呼ばれるこの理論は，ス

ピン s = 1/2を持つスピノン場を秩序変数に用いる．スピノン場の励起の自由度は，Néel相，VBS相では

閉じ込められているが，臨界点近傍でのみ非閉じ込め (deconfined) となる．Sandvik [37]は J-Q 模型と呼

ばれるハミルトニアンを提案し，その量子相転移が deconfined criticalityの特徴を有することを，量子モン

テカルロ法 (quantum Monte Carlo method, QMC) による数値計算で確かめた．

上記のような量子相転移に関する繊細な性質を調べるに当たって，場の理論の技法は，強力な解析手段を

提供する．相転移の有効理論は，系の状態を記述する場を変数とした虚時間経路積分で定式化される [38]．

各相は理論が持つ対称性の自発的破れで特徴付けられるため，相転移を Higgs模型に類似の有効作用で記

述することができる [39]．量子論特有のアノマリーを調べると，’t Hooftによるアノマリーマッチング [40]

の議論から，低エネルギー領域で実現する系の性質に制約が課される [41,42]．また，格子上のスピン系で

あることの帰結として，モノポール（インスタントン）配位の寄与が，有効理論を考える際に重要となる．

このように，高エネルギー物理学と共通の知識を応用することにより，量子スピン系が持つ非自明な性質

を明らかにできる．

本研究は，反強磁性的な最近接相互作用をする三角格子上の SU(3)スピン系について，初めてモノポー

ルを含む理論の構築を試みた研究である．三角格子は 3種類の副格子から成るので，図 1.3(a)のようにフ

ラストレーションを生じることなく，SU(3)スピンで Néel状態を実現できる．あるいは 3個の格子点のス

ピン状態を合成することにより，図 1.3(b)のように VBS状態を構成することも可能である．どの相が基

底状態として実現するかは，相互作用の具体形に依存する．本研究では，Néel-VBS相間の量子相転移につ

6
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図 1.3: SU(3)基本表現の三角格子反強磁性体の典型的な基底状態．(a)の Néel状態では，異なる色で表し

た直交する 3状態が，隣り合わないように割り当てられる．(b)の VBS状態では，黄色で示した隣接する

3個の格子点がスピン一重項を形成する．

いて議論する．SU(3)三角格子反強磁性体の解析は，概して SU(2)正方格子の先行研究と同じ方向性で進

められるが，SU(2)正方格子の類推からは非自明な結果が随所に現れる．SU(2)スピン系との最大の違い

は，トポロジカルチャージの個数だと言える．SU(2)スピン系のトポロジカルチャージは 1種類なのに対

し，SU(3)スピン系では，独立なトポロジカルチャージが 2種類存在することが，より複雑で魅力的な現象

を引き起こす．

SU(3)三角格子反強磁性体のNéel相の議論は，既に文献 [43,44]に見られる．Bilinear-Biquadratic (BBQ)

模型 [45]の文脈で，SU(3)基本表現に属するスピン変数が三角格子に配置された模型について，低エネル

ギー有効理論が非線形シグマ模型で記述されることが導出された．しかし，これらの文献ではモノポール

について言及されていない．文献 [46]で，基本表現の最近接 Heisenberg模型の基底状態が Néel秩序を持

つことが，数値計算で調べられている．また文献 [47]では，トポロジカルチャージの絶対値が 2以下のス

キルミオン配位に対して，エネルギー的な安定性を数値計算で評価している．

2次元反強磁性体の物理は，理論上だけのものに留まらず，各種実験とも関連している．元々，SU(2)正

方格子反強磁性体 (s = 1/2)は，高温超伝導体 [48]の近似的な模型として研究が進められた [49]．上述の

ダイマー模型の量子相転移は，既に TlCuCl3で観測された [50]．このとき，パラメータ gは圧力変化と対

応する．近年では低温技術の進歩に伴い，光学格子中の冷却原子によって，SU(N)スピン系を実現するこ

とができると期待されている [51–58]．あるいは，臨界現象の普遍性（ハミルトニアンの詳細に依らない性

質）のため，相転移を起こす何らかの量子系が，スピン系と等しい臨界理論を持つことがある [59]．SU(N)

反強磁性体が示す量子現象を解明し，トポロジー・相転移に関する理解を深めることには意義があると考え

る．

本論文の構成は，以下の通りである．2 章では，SU(2)正方格子反強磁性体に関する先行研究のレビュー

を行う．3 章以降が，SU(3)三角格子反強磁性体についての独自の研究である．3 章にて Néel相の有効理

論として非線形シグマ模型の導出を行い，有効作用の対称性を 4 章で考察する．5 章では Berry位相を具

体的に計算し，モノポールの性質を説明する．6 章では理論が持つ ’t Hooftアノマリーを調べ，Néel-VBS

直接相転移の可能性を議論する．7 章はモノポールガスによる VBS相の解析を行い，モノポール凝縮との

関連を述べる．8 章で研究を総括する．付録 A–Fには，計算過程と補足的な情報が含まれる．

3–6 章（5.4 節を除く）と付録 B–Dの内容は，自身の投稿論文 [60]に基づく．本研究は，基礎物理学研

究所の谷崎氏との共同研究によるものである．
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第2章 先行研究—SU(2)正方格子反強磁性体

相互作用する SU(2)スピンが 2 次元格子上に配置された模型は，ここ 30 年余りの間に詳しく調べられて

きた．この章では，本研究に関連する主要な先行研究を振り返る．その内容は，本論文の主題である SU(3)

三角格子反強磁性体の結果と比較することにも役立つ．

2.1 Néel相

最近接斥力相互作用のHeisenberg模型は，古典極限においてNéel状態が基底状態として実現する．量子

論でも Néel状態付近の低エネルギー励起は，スピンコヒーレント経路積分によって定式化することができ

る．この節では，ハミルトニアンの連続極限から導かれる有効作用を紹介する．

2.1.1 SU(2) Heisenberg模型

互いに相互作用する SU(2)スピン変数が，一辺 aの 2次元正方格子の格子点 {i}上に乗った系を考える．
最も基本的かつよく使われるハミルトニアンは，

H = 2J
∑
⟨i,i′⟩

Ŝ(i) · Ŝ(i′) (2.1)

で表される Heisenberg模型である．ここで，Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3)は

[Ŝv, Ŝw] = i
3∑

u=1

εvwuŜu (2.2)

を満たすスピン演算子であり，⟨i, i′⟩は最近接格子点の組を意味する．J < 0ならば強磁性的，J > 0なら

ば反強磁性的な相互作用である．以降は J > 0に限定する．

SU(2)スピンの表現は，量子数 s = 0, 1/2, 1, 3/2, · · · で指定される．SU(2)のYoung図は 1行 p列の箱

で表されるが，スピン表現 sとは p = 2sで関係している．Ŝ3を量子化軸に選ぶと，1個のスピンの状態は

Ŝ · Ŝ |s,m⟩ = s(s+ 1)|s,m⟩ , Ŝ3 |s,m⟩ = m|s,m⟩ (2.3)

を満たす状態 {|s,m⟩}m=−s,−s+1,··· ,s−1,sで張られる．以降は，すべての格子点でスピン表現 sが等しい系

を考える．系全体の状態は，(2.3)の全格子点についての直積で与えられる．

ここからは，分配関数 Z = Tr e−βH を計算する（β：逆温度）．スピンコヒーレント状態を用いた定式化

には，いくつか方法がある．ここでは文献 [61]に従い，スピンコヒーレント状態 |n⟩を，highest weight状

態 |s, s⟩のスピン空間の回転で定義する：

|n⟩ = eiθ(Ŝ1 sinφ−Ŝ2 cosφ)|s, s⟩ (θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) ) . (2.4)

コヒーレントベクトル nは，球座標のパラメータ (θ, φ)によって

n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ∈ O(3) = S2 (2.5)

8

Soryushiron Kenkyu



と指定される．定義より，以下の性質が成り立つ（例えば [62]を参照）：

⟨n|n⟩ = 1 （規格化）, (2.6)∫
dΩn |n⟩⟨n| = 1 （完全性）, (2.7)

⟨n′|n⟩ =
Å
1 + n′ · n

2

ãs
eisΨ(ẑ,n,n′) （重なり積分）, (2.8)

⟨n|Ŝ|n⟩ = sn （スピン演算子）. (2.9)

ただし，(2.7)の積分測度は ∫
dΩn =

2s+ 1

4π

∫
sin θdθdφ (2.10)

を用いる．(2.8)の Ψ(ẑ,n,n′)は，3点 (θ, φ) = (0, 0), (θ, φ), (θ′, φ′)が単位球面上に作る三角形の，向き

付けられた面積を表す．球面上の面積には 4πZを加える不定性があるが，s ∈ Z/2なので，(2.8)に不定性

は現れない．Ψの具体的な表式は，球面上の 3点を n1, n2, n3 とすると，

eiΨ(n1,n2,n3)/2 =
1 + n1 · n2 + n2 · n3 + n3 · n1 + in1 · (n2 × n3)

{2(1 + n1 · n2)(1 + n2 · n3)(1 + n3 · n1)}1/2
(2.11)

で与えられる [63]．古典極限 s→∞においては，SU(2)スピン変数を半径 sの方向ベクトルとして扱うこ

とができるが，(2.9)より，その方向ベクトルが (2.5)の nに他ならない．nを秩序変数として用いると，単

位ベクトル n ∈ O(3) = S2 による描像が半古典的に成立するので，スピン状態を直感的に理解できる．以

上の内容は，1格子点に対するスピンコヒーレント状態である．全格子点に対するスピンコヒーレント状態

を，直積 |n⟩ = ⊗i|n(i)⟩で定義する．
次に，分配関数 Zを虚時間経路積分で書き表す [61,64,65]．0 ≤ τ ≤ βをK個のステップに分割し，k 番

目のステップのコヒーレントベクトルを nkと表す．SU(3)スピン系で詳しく説明する（(3.15), (3.16)を参

照）ので，途中計算を省略する．結果として，

Z ≃

(∫ K∏
k=1

dΩnk

)
exp

[
−

K∑
k=1

{
−is

∑
i

Ψ(nk(i), nk−1(i), ẑ) +
β

K
⟨nk|H|nk⟩

}]
(2.12)

を得る．Heisenberg模型のハミルトニアン (2.1)を代入し，(2.9)を用いて，スピン演算子 Ŝ(i)を場 sn(i)

に置き換える．K →∞の極限をとると，τ = βk/K は連続変数となり，分配関数は

Z =

∫
Dn exp(−S[n]) , (2.13)

S = SWZ + 2Js2
∫ β

0

dτ
∑
⟨i,i′⟩

n(i, τ) · n(i′, τ) , (2.14)

SWZ = −is
∑
i

lim
K→∞

K∑
k=1

Ψ(nk(i), nk−1(i), ẑ) = i2s
∑
i

Ω(i) (2.15)

となる．(2.14)の第 2項は，古典的なハミルトニアンに由来する交換項である．(2.15)は，Wess-Zumino項

と呼ばれるものであり，相互作用の強さ J に依存しない．ここでは，SU(3)スピン系と共通のΩの定義を採

用した．ところでΨとは，単位球面上の三角形の面積を意味するものであった．周期境界条件 (n0 = nK)

を考慮すると，

− 2Ω(i) = lim
K→∞

K∑
k=1

Ψ(nk(i), nk+1(i), ẑ) (2.16)

は，n(i, τ)が 0 ≤ τ ≤ βの間に単位球面を取り囲む，向き付けられた面積に等しい．ここでも面積には 4πZ
を加える不定性があるが，Z ∼ exp(iZΩ)という形なので，Z は一意に決まる．球面上の面積は，n(i, τ)を

図 2.1に示す多様体上の場 ñ(i, τ, u)に拡張して，

u ∈ [0, 1] , ñ(i, τ, 0) = n(i, τ) , ñ(i, τ, 1) = ẑ , ñ(i, 0, u) = ñ(i, β, u) (2.17)
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図 2.1: (2.17)における，拡張された多様体．u = 0 境界上で ñは nと一致する．τ = 0, βで周期境界条件

が課せられている．

を満たす仮想的な引数 uを追加することにより，

− 2Ω(i) =

∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ ñ(i, τ, u) · {∂τ ñ(i, τ, u)× ∂uñ(i, τ, u)} (2.18)

と積分で表現することもできる．この積分はトポロジカルな量なので，u, ẑの選び方の詳細に依らない．

2.1.2 O(3) 非線形シグマ模型

正方格子は 2種類の副格子 α = 1, 2から成る (bipartite)．隣接する格子点に対し，直交するコヒーレント

状態 |n(i)⟩を割り当てたものが，Néel状態である．(2.8)より，|n⟩と直交するコヒーレント状態は，| −n⟩
のみであることが分かる．そのため，副格子 α = 1にはあるコヒーレント状態 nを，そして副格子 α = 2

には符号を反転させた状態 −nを割り当てることにより，Néel状態が構成できる．Néel状態は古典極限

(s→∞)において正確な基底状態であるが，有限の sに対してはハミルトニアンのエネルギー固有状態で

はない．sが十分大きいと仮定して，Néel秩序付近の揺らぎを，場の理論で定式化する．

Néel状態からの励起を，高エネルギー成分と低エネルギー成分に分解して記述する．n(i, τ) ∈ O(3)を秩

序変数とする方法では，以下のように場を設定する [66]：

n(i, τ) =


+

…
1− a2

s2
|l(i, τ)|2m(i, τ) +

a

s
l(i, τ) (α = 1)

−
…
1− a2

s2
|l(i, τ)|2m(i, τ) +

a

s
l(i, τ) (α = 2)

, (2.19)

|m(i, τ)| = 1 , m(i, τ) · l(i, τ) = 0 . (2.20)

mは Néel秩序に近い低エネルギーの励起を，l は Néel秩序を壊す高エネルギーの励起を表す．m(i)は

staggered磁化ベクトルと呼ばれる秩序変数であり，厳密な Néel状態では l = 0, m =一定となる．

まずは作用の交換項 (2.14)を変形する．正方格子の最近接相互作用は，x, y 方向の単位格子ベクトルを

x̂, ŷとすると， ∑
⟨i,i′⟩

n(i, τ) · n(i′, τ) =
∑
i

[n(i, τ) · n(i+ x̂, τ) + n(i, τ) · n(i+ ŷ, τ)] (2.21)

と表せる．nに (2.19)を代入し，格子定数 a→ 0の連続極限をとる．格子点のラベル iは，連続座標 r⃗ = (x, y)

に置き換えられる．(2.19)でmの符号を交互に定義したおかげで，m, lは空間方向に微分可能である．a

について Taylor展開を行うことで，∑
⟨i,i′⟩

n(i, τ) · n(i′, τ) ≃ 1

a2

∫
dxdy

ï
a2

2

(
|∂xm|2 + |∂ym|2

)
+

4a2

s2
|l|2 +O(a3) + const.

ò
(2.22)

を得る．
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Wess-Zumino項 (2.15), (2.18)を，aの最低次で評価する [67]．(2.19)を代入すると，

−2Ω(i) =
∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ
[
(−1)α−1m̃(i) · {∂τm̃(i)× ∂um̃(i)}+ a

s
l̃ · {∂τm̃(i)× ∂um̃(i)}

+
a

s
m̃(i) · {∂τ l̃(i)× ∂um̃(i)}+ a

s
m̃(i) · {∂τm̃(i)× ∂ul̃(i)}+O(a2)

]
(2.23)

となる．ただし，引数 τ, uを省略した．l̃(i), ∂τm̃(i), ∂um̃(i)がすべて m̃(i)に垂直であることから，

l̃(i) · {∂τm̃(i)× ∂um̃(i)} = 0 (2.24)

が成り立つ．するとスカラー三重積の公式を利用して，(2.23)は

−2Ω(i) =
∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ
[
(−1)α−1m̃(i) · {∂τm̃(i)× ∂um̃(i)}+ a

s
∂u
{
m̃(i) · (∂τm̃(i)× l̃(i))

}
+
a

s
∂τ
{
m̃(i) · (l̃(i)× ∂um̃(i))

}]
(2.25)

と書ける．τ = 0, β で周期境界条件のために，τ の表面積分は消える．一方で uの表面積分からは，u = 0

の寄与がある．(2.17)より，m̃, l̃は引数に uを含まない従来の場 m, lに戻る．整理すると，

SWZ = −is
∑
i

[−2Ω(i)] = SB + is
∑
i

∫ β

0

dτ
a

s
{l(i) · (m(i)× ∂τm(i))} , (2.26)

SB = −is
∑
i

(−1)α−1

∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ m̃(i) · {∂τm̃(i)× ∂um̃(i)} = −is
∑
i

(−1)α−1ω(i) (2.27)

を得る．(2.26)の右辺第 2項はその後，連続極限で i 7→ r⃗に置き換えて，格子点 iの和を xy 積分に直す．

(2.27)は，Berry位相と呼ばれる．ω(i)は，m(i, τ)が 0 ≤ τ ≤ β の間に単位球面を囲う，向き付けられた
面積に等しい．

Berry位相の評価を行う．格子点 iの和をとると，mは空間方向に滑らかなので，連続極限で SBのO(a0)
は打ち消し合う．副格子 α = 1に属する格子点を i = 2j，格子点 2jから−x̂だけ並進した α = 2の格子点

を i = 2j − 1と，ラベルを付ける．

SB = −is
∑
j

∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ
[
m̃ · {∂τm̃× ∂um̃}(2j)− m̃ · {∂τm̃× ∂um̃}(2j − 1)

]
(2.28)

の連続極限をとる．m̃(2j)− m̃(2j − 1) = a∂xm̃(2j) +O(a2)と展開されるが，|m̃(2j − 1)|2 = 1+O(a2)
の条件から，m̃(2j) · ∂xm̃(2j) ≃ 0が分かる．∂xm̃(i), ∂τm̃(i), ∂um̃(i)がすべて m̃(i)に垂直なので，

∂xm̃(2j) · {∂τm̃(2j)× ∂um̃(2j)} = 0 (2.29)

が成り立つ．したがって，

SB = −is
∑
j

∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ
[
a∂xm̃ · (∂τm̃× ∂um̃) + m̃ · (∂τa∂xm̃× ∂um̃)

+ m̃ · (∂τm̃× ∂ua∂xm̃) +O(a2)
]
(2j)

= −isa
∑
j

∫ 1

0

du

∫ β

0

dτ
[
∂u
{
m̃ · (∂τm̃× ∂xm̃)

}
+ ∂τ

{
m̃ · (∂xm̃× ∂um̃)

}]
(2j)

= −isa
∑
j

∫ β

0

dτm · (∂xm× ∂τm)(2j) . (2.30)

格子点のラベル j を，x軸方向と y 軸方向に分解する．x軸方向に関しては，連続座標 xの積分で表す．

x 座標が同一の格子点に対し，y軸方向に k = y/aでラベルを付ける．正方格子では k = 1, 2, 3, · · · と増え
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るにつれて，副格子 α = 1, 2が交互に現れる．以上から，

SB ≃ 2πsi
∑
k

(−1)k · −1
8π

∫ β

0

dτ

∫
dx
{
m · (∂xm× ∂τm)−m · (∂τm× ∂xm)

}
= 2πsi

∑
k

(−1)k ·Qxτ (k) (2.31)

となる．Qµν は xµxν 平面の Pontryagin indexであり，m ∈ O(3)を用いて

Qµν =
−1
4π

∫
dxµdxν m · (∂µm× ∂νm) ∈ Z (2.32)

と与えられる．これは，ホモトピー群 π2[O(3)] = Zに対応する，2次元理論のトポロジカルチャージであ

る．Qxτ (k)は，kが一定の xτ 平面上の Pontryagin indexを意味する．1次元反強磁性スピン鎖 [2,3]の場

合には，sが半整数の有効理論に，Qxτ が θ 項として入ることになる．それに対し，2次元正方格子は，1次

元スピン鎖を y 軸方向に符号を交互に変えながら並べたものと見ることができる．(2.31)の kについての

和が，スピン鎖の和に対応する．連続極限において，mは空間方向に滑らかに変化する．しかし Qxτ ∈ Z
は離散的な値しか取れないので，Qxτ (k)は kに依存しない．系にフラストレーションが無いという仮定と

周期境界条件により，kは偶数個の和である．よって，
∑

k(−1)kQxτ = 0となり，連続的なm(r⃗, τ)の配

位を考える限り，SB = 0である [7]．このように連続極限で Berry位相は消えるが，2.2 節では，モノポー

ルによるトンネル過程を考えると，非自明な Berry位相が生じることを確認する．

(2.22), (2.26)より，ここまでで

S =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

ï
i

a
{l(i) · (m(i)× ∂τm(i))}+ Js2

(
|∂xm|2 + |∂ym|2

)
+ 8J |l|2

ò
(2.33)

を導出した．高エネルギーの励起を表す lの経路積分を実行する．Gauss積分を行うと，mを秩序変数と

する O(3)非線形シグマ模型：

　　 Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

2geff

ß
1

v
|∂τm|2 + v

(
|∂xm|2 + |∂ym|2

)™
, (2.34)

geff =
2
√
2a

s
, v = 4

√
2Jsa (2.35)

が得られる．係数 vは，

τ 7→ τ

v
, β 7→ vβ (2.36)

という虚時間のスケール変換で取り除くことができる．結果は，v = 1と置いたものに等しい：

　　 Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

2geff

∑
µ=τ,x,y

|∂µm|2 . (2.37)

2.1.3 CP1 非線形シグマ模型

秩序変数の表現を変更して，場 mを変数とした O(3)非線形シグマ模型 (2.37)を，より便利な形に書き

直す．各格子点 iについて，m(i) ∈ O(3)は複素 2成分ベクトル ϕ⃗(i) ∈ C2 を用いて，

m(i) = ϕ⃗ †(i)σ ϕ⃗(i) (2.38)

と表すことができる．σは Pauli行列である．規格化条件 |m| = 1より，|ϕ⃗| = 1を満たす必要がある．ま

た，ϕ⃗(i)の位相変換はm(i)を変えないので，物理的に同じ状態を表す．したがって，U(1)位相を同一視

した ϕ⃗(i) ∈ CP1 は，m(i)と一対一対応する（Hopf写像）．具体的には，球座標によるmの一般形 *1：

m = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) , θ ∈ [0, π] , φ ∈ [0, 2π) (2.39)

*1ここでの (θ, φ) は，n の球座標表示 (2.5) で用いたパラメータとは別物である．
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に対して，ϕ⃗は

ϕ⃗ =

(
cos θ

2

eiφ sin θ
2

)
(2.40)

と表される．ϕ⃗は SU(2)スピン回転の下で，s = 1/2 表現の変換則に従うので，ϕ⃗は s = 1/2を持ったスピ

ノン場として言及される [10]．ここでのスピンとは，スピン回転の変換性を意味する．素粒子物理学のスピ

ン統計性とは無関係であり，ϕ⃗はボソン場であることに注意する．

(2.38)を代入すると，

|∂µm|2 = 4

Å∣∣∣∂µϕ⃗∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ⃗∗ · ∂µϕ⃗ ∣∣∣2ã (2.41)

が成り立つ．これにより，O(3)非線形シグマ模型 (2.37)は

　　 Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

2

geff

∑
µ=τ,x,y

Å∣∣∣∂µϕ⃗∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ⃗∗ · ∂µϕ⃗ ∣∣∣2ã (2.42)

となる．geff は (2.35)と等しい．あるいは，U(1)ゲージ場 aµ を

aµ = iϕ⃗∗ · ∂µϕ⃗ (2.43)

で定義すると，(2.42)は

Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

2

geff

∑
µ=τ,x,y

∣∣∣(∂µ + iaµ)ϕ⃗
∣∣∣2 (2.44)

と書き換えられる．これは，ゲージ相互作用する CP1 非線形シグマ模型の形をしている [10,39]．ϕ⃗の局所

位相変換：

ϕ⃗ 7→ eiχ(x)ϕ⃗ , aµ 7→ aµ − ∂µχ(x) (2.45)

に対して，(2.44) は不変である．この U(1)ゲージ対称性の出現は，(2.38)において，ϕ⃗の位相が非物理的

なゲージ自由度であることに由来する．

m ∈ O(3)変数ではなく ϕ⃗ ∈ CP1変数を用いる利点として，SU(N)スピン系の一般化が単純であること

や，後述するトンネル過程のBerry位相をより簡単に計算できることが挙げられる．正方格子など bipartite

な格子上の SU(N)反強磁性体の有効作用は，複素 N 成分単位ベクトル ϕ⃗ ∈ CPN−1 で記述される非線形

シグマ模型となる．また，deconfined criticalityの理論は，mではなくスピノン場 ϕ⃗をより基本的な自由

度として，量子相転移を記述する．

ところで，群としての S2, O(3), CP1, SU(2)/U(1)はすべて同型である．SU(2)行列 U を用いて励起を

記述すると，U を変数とする SU(2)/U(1) 非線形シグマ模型が導出される．これを変数変換で書き直すこ

とにより，ハミルトニアンから直接，CP1 非線形シグマ模型 (2.44)を得ることもできる．元々この方法

は，SU(N) 反強磁性スピン鎖に対して提案されており [66,68]，私はそれを正方格子に適用した．詳細は付

録 A.1に記す．N ≥ 3に対しては，CPN−1 と SU(N)/[U(N)]N−1 が同型でないことに注意する．

2.2 モノポール

SU(2)正方格子の連続理論 (2.37)には，スピン表現 sは非線形シグマ模型の結合定数としてのみ現れる．

そのため，sに比例するトポロジカル項を持つ 1次元スピン鎖の場合とは異なり，sが整数でも半整数でも，

理論は本質的に同じ振る舞いを見せる．ところが，格子の正しい有効理論を得るには，モノポールによる

トンネル過程を考慮する必要があり，そこからは Berry位相が生じる．モノポールを理論に取り入れると，

2smod 4に周期的に依存して，系の性質が変化することを見る [7]．
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2.2.1 トンネル過程

SU(2)正方格子の場合，ホモトピー群 π2[O(3)] = Zに対応して，O(3)非線形シグマ模型には，1種類の

トポロジカルチャージが存在する．連続場 m(x, y) ∈ O(3)で構成されるチャージは，(2.32)のQxy ∈ Zに
他ならない．τ 一定の断面におけるmの配位は，xy平面の Pontryagin index Qxy で分類できる *2．非自

明なチャージ Qxy ̸= 0を持つ配位を，スキルミオンと呼ぶ．

xy平面の無限遠を 1点コンパクト化し，m : S2 → S2(= O(3))とする．m(x, y)一定の配位は，明らかに

Qxy = 0である．O(3)スキルミオンの最も単純な例は，hedgehog配位である．より一般に，原点を中心と

した任意のトポロジカルチャージ Qxy = Q ∈ Zを持つスキルミオン配位は，m(x, y)のパラメータ (2.39)を

θ = f(r) , φ = Qη (2.46)

と選ぶことで実現できる．ただし，xy平面の極座標を x+ iy = reiη と表し，f(r)を f(0) = πと f(∞) = 0

を滑らかに繋ぐ任意の関数 (0 ≤ f(r) ≤ π) とする．mを連続的に変形させたものも，同じスキルミオン数

を持つ．

虚時間 (τ) 発展に伴いスキルミオン数 Qxy が変化する過程を，トンネル過程と呼ぶ．Qxy ∈ Zは離散的
な整数値しか取らないので，mの連続変形でQxy を変えることはできない．したがって，トンネル過程を

連続場で記述しようとすると，ある時空点で場 mが不連続に変化するモノポール（特異点）が出現する．

一方で元々の格子理論では，スピン変数は格子点上にのみ置かれているので，格子点の間にモノポールが

存在すると仮定することにより，格子点上の滑らかな変化でトンネル過程が可能となる．格子理論の正し

い有効理論には，トンネル過程が含まれているべきである [7]．

格子ハミルトニアンの連続極限で導出した非線形シグマ模型 (2.37)は，虚時間発展によって，スキルミ

オン数 Qxy が変化しない．言い換えると，スキルミオン数の保存則に対応した，U(1)top トポロジカル対

称性を持っている．モノポール演算子 M を，Qxy を 1減らす消滅演算子とすると，U(1)top 変換は

M 7→ eiαM (2.47)

で与えられる．トンネル過程が起こり得る有効理論を構成するためには，M を含むモノポール項 LMを追

加する必要がある．

2.2.2 Berry位相

モノポールを含む理論では，トンネル過程が起こる．このとき，Wess-Zumino項から非自明な Berry位

相が現れることが，Haldane [7]により指摘された．トンネル過程の具体例を構成して，Berry位相を実際

に計算することができる [8]．以下では，(2.39)のパラメータ (θ, φ)でトンネル過程の具体例を構成して，

Berry位相を実際に計算する．

(2.27)より，ω(i)をm(i, τ)が 0 ≤ τ ≤ β の間に単位球面を囲む面積とすると，Berry位相は ω(i)の符

号を交互にした総和で表される．Berry位相は，球面上の面積の 4πZ 不定性に関するトポロジカルな量で
あり，トンネル過程の詳細に依らない．そのため，計算しやすいトンネル過程で導出すれば十分である．

Berry位相の計算には，(2.39)の球座標のパラメータ (θ, φ)を用いると便利である．m(i, τ)が球面上を

囲む面積は，

ω(i) =

∫ β

0

dτ φ̇(i, τ)
(
1− cos θ(i, τ)

)
(2.48)

で表される．ここで，φ̇ = dφ/dτ を意味する．τ = 0, βの周期境界条件が課せられていることに注意する．

トンネル過程の具体例として，τ = 0で Néel状態が実現している所から，時空点 (r⃗1, T1)のモノポール

によって，チャージ Qxy = Qを持つスキルミオンに移り変わる．その後，時空点 (r⃗2, T2)のモノポールに

*2秩序変数を ϕ⃗α とした場合のトポロジカルチャージは，(4.11) で与えられる．Qxy
2 = −Qxy

1 が常に成り立つので，Qxy = Qxy
1

に統一できる．Néel 秩序では，異なる副格子に対してm の符号が反対になるが，このことは (2.32) がm の奇関数であることと整
合している．
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よってスキルミオンが消滅し，τ = βで τ = 0と等しいNéel状態に戻る，という過程を調べることにする．

すなわち τ = 0→ β の間に，トポロジカルチャージは

Qxy(τ) : 0 → Q → 0 (2.49)

と変化する．スキルミオン配位として，(2.46)を利用する．(2.49)のトンネル過程は，(θ, φ)を次のように

選ぶことで実現できる；

(i) 0 ≤ τ < T1 :

 θ(r⃗, τ) =
τ

T1
f(r1(r⃗)) ,

φ(r⃗, τ) = Qη1(r⃗) ,

(ii)T1 ≤ τ < T2 :

{
θ(r⃗, τ) = f

(
r12(r⃗, τ)

)
,

φ(r⃗, τ) = Qη12(r⃗, τ) ,

(iii)T2 ≤ τ < T3 :

 θ(r⃗, τ) =
T3 − τ
T3 − T2

f(r2(r⃗)) ,

φ(r⃗, τ) = Qη2(r⃗) ,

(iv)T3 ≤ τ ≤ β :

 θ(r⃗, τ) = 0 ,

φ(r⃗, τ) = Q

ï
η2(r⃗) +

τ − T3
β − T3

(η1(r⃗)− η2(r⃗))
ò
.

(2.50)

ただし，f(r)は f(0) = πと f(∞) = 0を滑らかに繋ぐ任意の関数である．r1,2,12 , η1,2,12の定義は，(5.27),

(5.28)に同じとする．η12 の主値は，図 5.1のように定義する．今の場合，η̇ ̸= 0となるステップ (ii)から

のみ寄与がある．(2.48)の τ 積分を評価すると，

ω(i) = 2Q

Åï
arctan

y − y2
x− x2

− arctan
y − y1
x− x1

ò
+ (reg.)

ã
(2.51)

を得る．[arctan · · · ]の項からは，2πだけ値が飛ぶブランチカットとして，discontinuity line（図 5.2）が

現れる．トンネル過程を連続変形すると，正則な項 (reg.)のみが変化する．ω のうち空間的に滑らかに変

化する部分は，(2.27)の格子点の和で打ち消され，SBに対してO(a)しか残らない．arctan の項が持つ不

連続部分が，打ち消されることなく SB に寄与する．

2.2.3 Destructive Interference

モノポールを格子の中心に限定した場合，トンネル過程のBerry位相を計算する簡便な規則が得られる [7]．

格子点 iの和 (2.27), (2.48) を，格子の和に書き直す：

SB = is
∑
i

(−1)α−1ω(i)

=
i 2s

4

∑
□

4∑
l=1

(−1)lQ
ï
arctan

y − y2
x− x2

− arctan
y − y1
x− x1

ò
. (2.52)

□とは，正方格子の最小構成要素である一辺 aの正方形を表し，頂点の 4格子点 i ∈ □に l = 1, 2, 3, 4とラ

ベルを与えた．1個の格子点は 4個の正方形 □に共有されるので，係数に 1/4が現れる．この後は 5.3.2 節

と同様の議論により，スキルミオンが生成・消滅する格子のみで Berry位相が決定されることが言える．特

に (5.36)と対応して，正方形 □の中心でスキルミオンが消滅する場合の寄与は

i 2s

4

4∑
l=1

Ω(□, l) = i 2s

4

ï
3π

4
Q+

π

4
(−Q) +

(
−π
4

)
Q+

(
−3π

4

)
(−Q)

ò
=

i 2s

4
πQ (2.53)

となる．生成する正方形と足し上げると，2倍されて SB ∈ iπ
2 Zとなるので，トンネル過程の Berry位相は

1の 4乗根の値をとることが分かる．したがって，トポロジカルチャージ Qのスキルミオンが r⃗1で生成し，

r⃗2 で消滅するトンネル過程の Berry位相 SB は，図 2.2の因子 ξ(r⃗)を用いて

e−SB =

ï
ξ(r⃗2)

ξ(r⃗1)

ò2sQ
(2.54)
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図 2.2: (2.54)で Berry位相を計算するときの因子 ξ(r⃗)．隣接する 4個の正方形で周期的な値となる．モノ

ポールの位置は格子の中心の限る．

と求められる．以上の図形的規則の導出は，厳密な証明ではないが，(2.52)を数値的に計算することで，こ

の主張が正しいことを確かめられる（付録 A.2を参照）．

トンネル過程は，格子定数 aのスケールで周期的に変化する，非自明な Berry位相を持つ．すると，スピ

ン表現 sに依存して，トンネル過程どうしの destructive interferenceが起こる [7]．引き続き，モノポール

の位置を正方形の中心に限定する．図 2.2に示した Berry位相の最小繰り返し単位である 4個の正方形に，

左下から順に s = 1, · · · , 4とラベルを付け，各格子の中心点の空間座標を X⃗c
s と表すことにする．チャー

ジ Qのスキルミオンが r⃗1で生成した後に r⃗2で消滅するトンネル過程の Berry位相を，簡易的に SB(r⃗1; r⃗2)

と書く．生成地点を左下正方形中心に固定 (r⃗1 = X⃗c
1) したときに，{Xc

s}s=1,··· ,4 でスキルミオンが消滅し

たときの因子 exp(−SB)の平均値をW と定めると，

W =
1

4

4∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗

c
s)
ó

=
1

4

[
1 + (−1)2sQ + i2sQ + (−i)2sQ

]
(2.55)

となっている．2sQ /∈ 4ZのときW = 0，2sQ ∈ 4ZのときW = 1である．スキルミオンの生成位置を固

定し，消滅位置を 4通りに移動させた過程からの，分配関数への状態和を考える．運動項 Seff の差はO(a)
なので無視すると，

4∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗

c
s)− Seff

ó
≃ 4W · exp (−Seff) (2.56)

となるので，2sQが 4の倍数となるトンネル過程のみが，分配関数 Zに寄与する．2sQ mod 4 = 1, 3のとき

は対角方向の格子，2sQ mod 4 = 2のときは隣の格子を終点とするトンネル過程と，destructive interference

が起こる．以上をまとめると，

� sが半整数のとき，Qが 4の倍数で変化するトンネル過程のみが Z に寄与する，

� sが奇数のとき，Qが 2の倍数で変化するトンネル過程のみが Z に寄与する，

� sが偶数のとき，Qが任意の整数で変化するトンネル過程がすべて Z に寄与する

ことが分かる [7]．

先行研究ではモノポールの位置を格子の中心に限定して議論されているが，モノポールが格子点上を除

く任意の位置に存在する場合に拡張することも可能である．付録 A.2で述べるように，私はいずれの場合

にも全く同じ結論が導かれることを確認した．

2.2.4 モノポール演算子と対称性

モノポールを表す項 LM を，2.1 節で導いた非線形シグマ模型 Lcont に追加することにより，トンネル

過程を含んだ格子の有効理論を構成する．SU(2)正方格子反強磁性体の独立なチャージは 1個なので，モノ
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ポール演算子も 1種類だけ導入すればよい．2.2.1 節でも触れたように，モノポール演算子 M(x)を，Qxy

を 1減らすモノポールを時空点 xµに挿入するユニタリ演算子として定義する．ゲージ場 aµに双対なコン

パクトスカラー場 σを用いると，モノポール演算子は

M(X) = e−iσ(X) (2.57)

と表示される *3．

スキルミオン数の変化が最小のトンネル過程に対応するモノポール項 LM を，Lcont に対する摂動とし

て理論に追加する：

Llat = Lcont + LM . (2.58)

Destructive interferenceの結果，スピン表現 sに依存してモノポール項が異なる．sが半整数のとき，スキ

ルミオン数は 4の倍数でのみ変化し得るから，最低次の摂動は

LM = λM4 + λ∗M†4 (2s mod 4 = 1, 3) (2.59)

となる．同様にして，sが奇数のとき，スキルミオン数は 2の倍数でのみ変化し得るから，

LM = λM2 + λ∗M†2 (2s mod 4 = 2) (2.60)

となる．sが偶数のとき，スキルミオン数は最小単位 1で変化できるので，

LM = λM + λ∗M† (2s mod 4 = 0) (2.61)

となる．ハミルトニアンがエルミートであることから，L †
M = LM が課される．

U(1)top グローバル変換によって，モノポール演算子は

M → eiηM (2.62)

と変換する．モノポールを含まない SU(2)/U(1) 非線形シグマ模型 Lcont は変換 (2.62) で不変であり，

U(1)top トポロジカル対称性を持っている．モノポール項 LM の存在によって，トポロジカル対称性が破

れる．(2.62) の下での変換性を調べると，s が半整数のとき，eiη = ±1, ±i に限り (2.59) は不変なので，

U(1)topの部分群 (Z4)topのトポロジカル対称性を持つ．同様に sが奇数のとき，eiη = ±1に限り (2.60)は

不変なので，部分群 (Z2)topのトポロジカル対称性を持つ．一方で sが偶数のときは，(2.61)を不変にする

η /∈ 2πZは存在せず，U(1)top トポロジカル対称性は完全に破れる．

以下では格子の対称性変換 (r⃗ 7→ r⃗ ′) による，モノポール演算子 M の変換則を導出する [36,69]．トポロ

ジカルチャージ Q = 1のスキルミオンが消滅するトンネル過程に注目し，変換後のモノポール演算子をM ′

と表す*4．変換前の Berry位相 exp(−SB)は，図 2.2に示したものを用いる．

・π/2回転 (R1)

副格子 α = 1の格子点まわりに π/2回転させる：

m′(x, y, τ) = m(−y, x, τ) ⇐⇒ ϕ⃗ ′(x, y, τ) = ϕ⃗(−y, x, τ) . (2.63)

この変換でハミルトニアンは不変である．このとき，トポロジカルチャージ Qxy
α は変化しないので，M

′は

M に比例する．変換後の格子の中心における因子 exp(−SB)は，変換前の因子に (−i)2sを掛けた値になっ
ている．その結果，

M ′(x′) = i2sM(x) (2.64)

と変換する．

*3これを確かめるには，付録 D で，SU(3) スピンの (M2, σ2) を，SU(2) スピンの (M,σ) と読み替える．
*4詳しい説明は，5.4 節を参照．SU(2) 正方格子と SU(3) 三角格子は，共通の方法で定義してある．
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・x軸鏡映 (P)

格子点上を通過する x軸に垂直な任意の直線を対称軸として，xの符号を反転させる：

m′(x, y, τ) = m(−x, y, τ) ⇐⇒ ϕ⃗ ′(x, y, τ) = ϕ⃗(−x, y, τ) . (2.65)

この変換でハミルトニアンは不変である．このとき，Fα,xy の符号が変わるので，Q
xy
α 7→ −Qxy

α と変換す

る*5．したがって，M ′ はM† に比例する．変換後の格子の中心における因子 exp(+SB)は，変換前の因

子 exp(−SB)の逆数に i2s を掛けた値になっている．その結果，

M ′(x′) = i2sM†(x) (2.66)

と変換する．

・x軸並進 (Tx)

x軸の正または負の方向に 1格子（長さ a）だけ並進させる *6：

m′(x, y, τ) = −m(x, y, τ) ⇐⇒ ϕ⃗ ′(x, y, τ) = −iσ2ϕ⃗ ∗(x, y, τ) . (2.67)

ただし，σ = (σ1, σ2, σ3)は Pauli行列を表す．この変換でハミルトニアンは不変である．このとき，副格

子の添字 α = 1, 2が入れ替わるので，Qxy
α 7→ −Qxy

α と変換する．したがって，M
′ はM† に比例する．変

換後の格子の中心における因子 exp(+SB)は，変換前の因子 exp(−SB)の逆数に i2sを掛けた値になってい

る．その結果，

M ′(x′) = i2sM†(x) (2.68)

と変換する．

以上の π/2回転と，x軸鏡映または x軸並進のいずれかが，格子が満たす対称性変換の独立な生成子で

ある*7．他の変換は，これらの 2種類の変換を組み合わせることで得られる．例えば，y軸方向の 1格子並

進 (Ty) は，一連の変換：R1 → Tx → R1で達成できる．その結果，Ty の変換則：M
′ = (−i)2sM† が得

られるが，これは (2.68)と同じように定義に従って求めたものと一致しており，矛盾しない．

最低次のモノポール項 (2.59)–(2.61) に関して，これらの変換の下での LM の不変性により，係数が

Arg(λ) = 0または πと決まる．モノポール項の詳細は，ハミルトニアンの具体形に依存する．

2.3 量子相転移

Heisenberg模型 (2.1)に Néel秩序を壊す相互作用を追加すると，Néel相，VBS相間の量子相転移が起

きる．この節では，量子相転移の性質について述べる．

2.3.1 ’t Hooft アノマリー

理論が ’t Hooft アノマリーを持つとき，低エネルギーの振る舞いが制限される．アノマリーを用いた

SU(2)正方格子反強磁性体の解析は，[41,42,69]により実行された．ここでは，有効ラグランジアンが持つ

グローバル対称性のうち，スピン回転対称性とトポロジカル対称性に注目し，両者の間に ’t Hooftアノマ

リーが存在するかを，以下で確認する．系は絶対零度として，基底状態のみを考える．

まずは，モノポールを含まない CP1 非線形シグマ模型：

Lcont =
2

geff

∣∣∣(d + ia)ϕ⃗
∣∣∣2 (2.69)

*5Q = 1
2πi

∫
dxdyFxy の

∫
dxdy は，dx の符号反転と積分範囲の入れ替えが相殺するので，鏡映不変である．

*6SU(2) 行列による定式化の場合，(2.67) は ϕ⃗′1 = ϕ⃗2, ϕ⃗′2 = ϕ⃗1 と等価である．
*7SU(2) 正方格子の Berry 位相に対しては，x 軸鏡映と x 並進は等価に作用するが，SU(3) 三角格子の場合に両者は異なるので，
比較のため掲載した．
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の部分を考える．これは，ハミルトニアンの素朴な連続極限で導出された有効作用 (2.44) を，微分形式

で書き直したものである．グローバル対称性として，PSU(2) = SU(2)/Z2 = SO(3)スピン回転対称性と，

U(1)top トポロジカル対称性を持っている．

始めに，PSU(2)対称性をゲージ化する [70]．そのために，U(2) 1-form ゲージ場 Aと，U(1) 2-form ゲー

ジ場 B を，背景ゲージ場として導入する．Aと B は

2B = d(tr(A)) (2.70)

の関係を満たす．背景ゲージ場 Aを場 ϕ⃗とminimal couplingさせることにより，PSU(2)対称性がゲージ

化された理論が

L1 =
2

geff

∣∣∣(d + ia+ iA)ϕ⃗
∣∣∣2 (2.71)

と与えられる．(2.70), (2.71)は，次の U(1)ξ 1-formゲージ変換で不変である：

a 7→ a− ξ , B 7→ B + dξ , A 7→ A+ ξI2 . (2.72)

ξはBの非物理的自由度に由来した，U(1) 1-formゲージ場である．U(1)ξ ゲージ不変な field strengthは，

F = da+B (2.73)

で与えられる．

続いて，(2.71)が持つトポロジカル U(1)topグローバル対称性をゲージ化する．そのために，新たな背景

ゲージ場である，U(1) 1-formゲージ場 Atopを導入する．トポロジカルカレントを，背景ゲージ場Atopと

結合させることにより，PSU(2)対称性と U(1)top 対称性をゲージ化した理論が

L2 = L1 +Atop ∧ i

2π
da (2.74)

と与えられる．

exp(−
∫

L2)は，次の U(1)η 0-form ゲージ変換で不変である：

Atop 7→ Atop − dη . (2.75)

しかし U(1)B ゲージ変換 (2.72)の下で，L2 は

L2 7→ L1 +Atop ∧ i

2π
(da− dξ) (2.76)

と変換する．このことは，PSU(3)対称性とU(1)top対称性を同時にゲージ化するとゲージアノマリーが生じ

ることを示唆する．もし相殺項を加えてL3 = L2 +Atop ∧ i
2πBとすれば，L3はU(1)B ゲージ変換 (2.72)

で不変にすることができる．しかし B のフラックスは 2π 量子化されていないので，今度は exp(−
∫

L3)

が U(1)top ゲージ変換 (2.75)で不変ではない．このように，ゲージアノマリーは相殺項で取り除くことは

できない．Lcont は PSU(2)×U(1)top mixed ’t Hooft アノマリーを持つ．

次に，モノポール項 LM を加えた理論の ’t Hooft アノマリーを調べる．2.2.2 節で述べたように，モノ

ポールを含むラグランジアンLlat = Lcont + LMで記述される格子の有効理論は，U(1)top対称性を破る．

Berry位相の destructive inteferenceの結果，LMの形には，スピン表現 2s mod 4に依存した違いが現れる．

sが半整数のときは，部分群 (Z4)top ⊂ U(1)topの対称性が残る．sが奇数のとき，部分群 (Z2)top ⊂ U(1)top

の対称性が残る．sが偶数のとき，U(1)top は完全に破れる．

sが半整数のとき，PSU(2)スピン回転対称性と (Z4)top トポロジカル対称性の間に ’t Hooftアノマリー

を持つことを，以下で確認する．初めに，Llatが持つ PSU(2)グローバル対称性がゲージ化された理論は，

(2.71)と同様にして，

L ′
1 =

2

geff

∣∣∣(d + ia+ iA)ϕ⃗
∣∣∣2 + LM (2.77)
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である．次に，(Z4)top がゲージ化された理論は，

L ′
2 = L ′

1 +Atop ∧ i

2π
da , (2.78)

4Atop = dG (2.79)

と与えられる．ここで，U(1) 0-form 背景ゲージ場Gを導入した． exp(−
∫

L ′
2)は，(Z4)top 0-form ゲージ

変換 (2.75)の下で不変である．しかしながら，L ′
2 は U(1)B ゲージ変換 (2.72)で不変にはならない．ここ

でも，PSU(2)ゲージ対称性と (Z4)top ゲージ対称性を両立させる相殺項は存在しない．したがって，Llat

は PSU(2)× (Z4)top mixed ’t Hooft アノマリーを持つ．sが半整数のとき，低エネルギーの振る舞いはア

ノマリーマッチングにより，以下のいずれかを最低 1つ含んでいなければならない：

� PSU(2)スピン回転対称性の自発的対称性の破れ，

� (Z4)top トポロジカル対称性の自発的対称性の破れ，

� 共形的，

� トポロジカル秩序．

trivially gapped相とは，基底状態が縮退しておらず，スピン回転対称性とトポロジカル対称性の両方を保

ち，励起がエネルギーギャップを持つ相を指す．sが半整数なら ’t Hooft アノマリーが存在するために，

triviallly gapped相は実現できない．sが奇数のときも同様にして，PSU(2)× (Z2)top mixed ’t Hooft アノ

マリーが存在し，trivially gapped相が禁止される．

sが偶数のときには，有効理論はトポロジカル対称性を始めから持たない．したがって，Llatに ’t Hooft

アノマリーが存在しないので，上記のアノマリーマッチングの制約を受けず，trivially gapped相が許される．

Néel相は，スピン秩序変数 ⟨ϕ⃗⟩ ̸= 0（もしくは ⟨m⟩ ̸= 0でも等価）で特徴付けられるので，PSU(2)スピ

ン回転対称性が自発的に破れた相と解釈される．一方で，トポロジカル対称性が自発的に破れた相とは，モ

ノポールが凝縮した相であり，⟨M⟩ ̸= 0で特徴付けられる．この相は，隣接する格子点がスピン一重項を

作った VBS相に対応する．モノポールを含む理論において，(Z4)top , (Z2)top は離散的対称性であり，基

底状態は対称性変換で移り変わる状態どうしが，それぞれ 4重，2重に縮退している．2.4 節で述べるよう

に，双対理論を考えると，モノポール凝縮との関係がより明白になる．

本論文では詳しく言及しないが，残りの可能性についても説明する．共形的な理論では，すべての対称

性を保ち，励起は gaplessとなる．理論は繰り込み群の固定点であり，物理的には Néel-VBS 2次相転移点

と対応する．トポロジカル秩序とは，いわゆるスピン液体と対応する．近年は様々なセットアップの下で，

スピン液体の理論研究や数値計算が進められている [26, 71]．

アノマリーを持たない部分群への自発的対称性の破れによって，アノマリーマッチング条件を満足するシ

ナリオを仮定すると，Néel-VBS相の直接相転移を，自然に説明することができる．sが半整数と奇数のと

き，Néel相と VBS相の中間に trivially gapped相が実現することは禁止されているので，直接相転移か，

Néel秩序と VBS秩序が混在した相を経由する可能性がある．しかし Néel秩序が実現しているとき，スキ

ルミオンの生成にはエネルギーが必要であるため，モノポールの低エネルギーの寄与は抑制されている．し

たがって，後者の可能性は起こらないだろうと考えられている．sが偶数のときに trivially gapped相の出

現が許されることは，格子の対称性を破らない VBS状態を構成できることを反映している（図 2.6(c)を

参照）．

2.3.2 Néel-VBS相転移の有効理論

2.2 節までは，状態が Néel秩序に近いことを仮定し，PSU(2)スピン回転対称性が破れた Néel状態から

の低エネルギー励起を，場の理論で定式化した．しかしここでは，PSU(2)対称性の自発的破れと回復をパ

ラメータで連続的に動かせる模型で，Néel-VBS相間の直接相転移を説明する．
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Landau, Ginzburgによる古典的な相転移の理論では，有効ラグランジアンは各相を特徴付ける秩序変数

を用いて，対称性を満たす項を書き下すことで得られる．これに従うと，Néel秩序を表す staggered磁化

ベクトル mと，適当な VBS秩序変数を用意して有効ラグランジアンを構成すればよいと思われる．しか

し，秩序変数としてスピノン場 ϕ⃗を採用すると，Néel相・VBS相ともに矛盾がなく，より自然な理論を得

られることが明らかにされた [35, 36]．

スピノン場の規格化条件 (|ϕ⃗| = 1) を外して，系が持つ対称性（ゲージ対称性，スピン回転対称性，格子

の回転・鏡映・並進対称性）を満たす理論を ϕ⃗で構成することにより，2次相転移を記述する有効模型は

L =
∣∣∣(d + ia)ϕ⃗

∣∣∣2 + 1

2e2
|da|2 +m2|ϕ⃗|2 + g1|ϕ⃗|4 + LM (2.80)

で与えられる [41, 42]．
∫

L が相転移点近傍の自由エネルギーを表す．モノポールを含まない (2.80) は

abelian Higgs模型と呼ばれており，スピノン場 ϕ⃗にゲージ場 aµ が結合している．エネルギーに下限が存

在するために，係数 g1 > 0とする．

m2 < 0のとき，エネルギーを最小にするのは |ϕ⃗| =
√
|m|2/2g1の円周上なので，基底状態は ⟨ϕ⃗⟩ ̸= 0と

なる．これは，スピン回転対称性が自発的に破れた Néel相を表す．|ϕ⃗| = 1となるように規格化を調節す

れば，低エネルギー励起を記述する理論は，CP1非線形シグマ模型 (2.44)が再現される．基底状態近傍の

ϕ⃗の励起を考えると，|ϕ⃗|を一定に保つ 2自由度の成分が，massless 南部-Goldstone (NG) モードに該当す

る．この結果は，有効ラグランジアン (2.33)にm ∈ S2の質量項が存在しておらず，独立な 2個のmassless

モードで表されていることと合致している．Higgs機構により，ϕ⃗の残り 1成分とゲージ場 aµ は massive

であるため，これらは低エネルギーの現象に寄与しない．また，スキルミオンの生成には質量に相当するエ

ネルギーが必要なので，モノポール項 LM の効果も Néel相では抑制されている（(6.22)を参照）．

m2 > 0のときを考えると，基底状態は ϕ⃗ = 0であり，スピン回転対称性が回復する．スピノン場 ϕ⃗は

massive，ゲージ場 aµ は masslessである．|m| ≫ e2 であれば (2.80)の第 2項が主要となり，基底状態か

らの励起はモノポールを伴う pure Yang-Mills理論で記述される：

L ≃ 1

2e2
|da|2 + LM . (2.81)

スピン回転対称性が回復した相では，モノポールの効果を無視することはできない．2.4 節で述べるモノ

ポールガスの解析によると，(2.81)で記述される理論が，VBS相に対応していると解釈できる．

2.3.3 Deconfined Criticality

反強磁性 Heisenberg模型 (2.1)は，すべてのスピン表現 sに対して，Néel相が基底状態として現れるこ

とが知られている [29–31]．Néel秩序を壊す短距離相互作用を，ハミルトニアンに追加することを考える．

geff → 0の極限では，Heisenberg模型に帰着するので，Néel相が実現する．geff →∞の極限で VBS相が

実現するように選ぶと，中間的な値の geff = gc にて，Néel相と VBS相の量子相転移*8が起こる．反強磁

性体のNéel-VBS相間の量子相転移は，古典的な相転移で説明できない相転移が可能であることが指摘され

た．Senthil et al. [35, 36]によって提案された量子相転移の理論は deconfined criticalityと呼ばれており，

数値計算による検証が盛んに行われてきた．数値計算の進展は 2.5 節に後述することとして，この節では，

deconfined criticalityの理論面の概要を記す．

Néel相ではスピン回転対称性が破れており，⟨ϕ⃗⟩ ̸= 0（あるいは ⟨m⟩ ̸= 0）で特徴付けられる．一方で

VBS相では，格子が持つ対称性，特に π/2 回転対称性が破れており，特定の方向について ⟨Ŝ(i) · Ŝ(j)⟩ ̸= 0

を満たす．この例のように，異なる秩序変数で記述される対称性を別々に破るとき，Landau, Ginzburgに

よる古典的な相転移の理論は，2相間が 1次相転移で隔てられることを予測する．連続的な 2次（以上の）

相転移であれば，2種類の対称性が両方とも回復した相か，両方とも破れた相を途中に挟む相図が自然であ

り，理論のパラメータを fine tuningしない限り直接 2次相転移することはない．しかしながら，Néel相の

*8本論文では，絶対零度の系に議論を限定する．理論に含まれるパラメータを変えることで起きる量子論的な相転移を，温度を変
化させる古典的な相転移と区別して，量子相転移と呼ぶ．有限温度における反強磁性体の研究も，多数報告されている [67]．
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Fig. 8. Schematic renormalization group flows for the S = 1/2 square lattice quantum antiferro-

magnet Hs in Eq. (3.1). The theory Zdeconfined in Eq. (3.2) describes only the line λ4 = 0 (with

s ∼ (g−gc)): it is therefore a theory for the transition between the Néel state and a U(1) spin liquid

with a gapless ‘photon’. However, the lattice antiferromagnet always has a non-zero bare value of

the monopole fugacity λ4 (the monopoles are quadrupled by the Berry phases, as reviewed else-

where10). The λ4 perturbation is irrelevant at the g = gc critical point of Zdeconfined: this critical

point therefore also described the transition in the lattice antiferromagnet. However, the g → ∞

U(1) spin liquid fixed point is unstable to λ4, and the paramagnet is therefore a gapped VBS state.

In the earlier discussion5, 19, 21 of such flows for large N SU(N) quantum antiferromagnets, the

monopoles were found to be irrelevant at the critical point with or without Berry phases, while

for N = 2, Berry phases are required to render the monopoles irrelevant at criticality. It was this

crucial distinction between large and small N which ultimately prevented a complete picture from

emerging from the early large N studies.5, 19, 21

of free photons. Finally at the longest length scales ξV BS ≪ R, VBS order is established and

the photon is destroyed.

The continuum theory Zdeconfined has a strongly-coupled critical point, and the remarks

made in Section 2 for the critical field theory of Sϕ can be extended to the present situa-

tion. The za quasiparticles are not well defined at the critical point, and characterized instead

by their own anomalous dimension. Indeed, the critical theory of Zdeconfined may be under-

stood by the usual renormalized perturbative analysis1 but applied to a theory of nearly free,

fractionalized za quanta. It is instructive to compute the leading order prediction for the

exponent η in Eq. (1.4) in such an approach. At tree level, the za propagator is 1/p2 (p is

a spacetime 3-momentum); the χϕ susceptibility, by Eq. (3.3), involves the convolution of 2

such propagators, and so we obtain

χϕ(p) ∼

∫

d3p1
p21(p+ p1)2

∼
1

|p|
(3.5)

Comparing with Eq. (1.4), this simple computation yields a large anomalous dimension η = 1.

This illustrates our claimed secondary characteristic of deconfined critical points: the possi-
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図 2.3: Néel-VBS相転移を説明する繰り込み群変換のフロー図．g = gc 固定点で，モノポール項 λ4 が

dangerously irrelevantであることを表している．文献 [73]より引用．

秩序変数が作るモノポールの凝縮が VBS秩序を引き起こすことから，Néel相と VBS相は直接 2次相転移

が可能ではないかと考えられるようになった [72]．

Deconfined criticalityの核心は，geff = gcの臨界点において，モノポール項が dangerously irrelevantと

いう事である．すなわち，臨界点で λは 0に繰り込まれるが，λ ̸= 0の揺らぎに対して不安定という性質を

持つ．モノポール項を含むCP1非線形シグマ模型の，提案された繰り込み群変換のフロー図を，図 2.3に示

す．図の横軸 gは (2.69)の係数 geff に，縦軸 λ4は (2.59)の係数 λに対応する．Néel相においては，低エ

ネルギー過程におけるモノポールの寄与は抑制されている．Néel相から gを大きくすると，λ4が irrelevant

であるため，(g, λ4) = (gc, 0)の固定点に流れる繰り込み群フローを横切るところで，2次相転移が実現す

る．そこではモノポールが存在しないので，s = 1/2 スピンが自由になる (deconfine)．したがって，この

臨界点は正確には，Néel秩序と U(1)スピン液体の相転移点を表している．ところが臨界点から g を僅か

に大きくすると，λ4 ̸= 0の理論は λ4 =∞の VBS固定点へと流れる．その結果，Néel-VBS相の直接 2次

相転移が可能となる．VBS相では s = 1/2 スピンはモノポールによって s = 1の励起に閉じ込められてお

り，s = 1/2 励起は観測されない．

g = gc 固定点で λ4 が irrrelevantであることは，厳密に証明されていない．CPN−1 非線形シグマ模型

(s = 1/2)について，N = 1,∞で λ4が irrelevantであること，そして容易面異方性を持つスピンのCP1非線

形シグマ模型 (s = 1/2)について λ4が irrelevantであることから，等方的なCP1非線形シグマ模型 (2.44)も

λ4が irrelevantであると推測された [35,36]．現在では，後の数値計算 [37]の結果から，deconfined criticality

は正しいと考えられている．

モノポールの摂動が臨界点で irrelevantであることは，destructive interferenceの帰結である．チャー

ジ |Q| = nのモノポール項 λn のスケーリング次元は，nが大きくなるほど増加し，irrelevantの強さが増

す．s mod 4 = 1, 3のとき，臨界理論に含むことが許される最低次のモノポール項 λ4 は，上述の理由で

irrelevantだとされている．s mod 4 = 0のとき，λ1は relevantと考えられているため，相転移はモノポー

ルを伴う Landau, Ginzburg 型の臨界理論で記述される．このとき，Néel相と VBS相は 1次相転移で隔て

られる．s mod 4 = 2のとき，λ2がもし irrelevantであれば deconfined criticalityが成立するが，確かな証

拠は見つかっていない [36]．

Deconfined criticalityが成立するとき，相転移点近傍の VBS相側では，異なる強さで発散する 2種類の

長さスケールが存在する [36, 74]．1つは ξ であり，g = gc 固定点から U(1)スピン液体固定点に移り変わ

るスケールを表す．もう 1つは ξVBSであり，U(1)スピン液体固定点から VBS固定点に移り変わるスケー

ルを表す．ξ ≪ ξVBSの関係にあって，g → gc + 0に近づくにつれて両方とも発散する．理論の長さスケー

ル Rが ξVBS < Rのときには Z4対称の VBS状態が実現し，ξ < R < ξVBSのときは VBS秩序変数の局所

的な値は U(1)対称の連続値を持つ [36, 74]．

ξVBSと ξの物理的な解釈を説明する．弱く乱れたVBS状態は，図 2.4のように，異なるVBS秩序を持つ
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The structure of such a dual vortex reformulation is well
known. The basic idea is to regard the phase mode of theXY
model as the photon associated with a fictitious noncompact
Us1d gauge field. The vortices then correspond to gauge
charges that are minimally coupled to this photon field. At
the critical point, the vortices are gapless: the critical theory
may be constructed as a theory of gapless vortex fields mini-
mally coupled to a fluctuating noncompactUs1d gauge field.
For the problem at hand, the spinon nature of the vortices is
readily incorporated by introducing a two-component spinor
field, za, to represent the vortices(a=1,2 is thespin index).
The transition out of the VBS phase to the Néel phase will
then be described by a theory of gapless spinon vortices
coupled minimally to a fluctuating noncompactUs1d gauge
field (which is the dual of theXY phase mode).

The critical theory is readily written down. The most gen-
eral theory consistent with theUs1d gauge structure,SUs2d
symmetry, and vortex/antivortex exchange symmetry of the
microscopic model(the latter required by the symmetry un-
der sublattice exchangeA↔B), is described by the action
Sz=ed2rdtLz, with

Lz = o
a=1

2

us]m − iamdzau2 + suzu2 + usuzu2d2 + ksemnk]nakd2.

s1d

The transition occurs as the parameters is tuned. Theam

represent the components of a fluctuating gauge field.
Remarkably this is exactly the same field theory as the

one proposed in Refs. 1 and 2 for the Néel-VBS transition

based on an approach that attacked from the Néel side. We
have thus shown how to recover that field theory in an ap-
proach from the VBS side.

These considerations may be formalized as follows. First
we note thatza represents aZ4 spinon vortex, and hence must
transform as a spinor under physical SU(2) spin rotations.
The antivortex must also transform as a spinor; we must
therefore represent antivortices by −isab

y zb
* , wheresy is the

usual Pauli matrix. As discussed pictorially above, elemen-
tary lattice translations take vortices to antivortices so that

za→−isab
y zb

* . It follows that the vectorNW =za
*sW abzb changes

sign under an elementary lattice translation. We may there-
fore identify it with the Néel order parameter. Thus for in-
stance a uniform condensate ofza corresponds to the Néel
state.

We may formally justify the critical theory in Eq.(1)
above as follows. The arguments developed above show that
the critical theory is that of anXY model where the vortices
are spinons. Consider the conserved currentJm of this XY
model. In the ordered phase this may be expressed in terms
of the XY phase fieldx through

Jm = K]mx, s2d

whereK is the stiffness of theXY model. To access theXY
disordered phase, it is necessary to include vortex configura-
tions and account for the periodicity of the phasex. The
vortex currentjm is given by

jm =
1

2p
emnl]n]lx. s3d

Note thatjm must be invariant under physical spin rotations
even though it is carried by spinons. The conservation con-
dition on Jm may be implemented by expressing it as

Jm =
1

2p
emnl]nal. s4d

This equation defines the fieldam, which may be interpreted
as a noncompactUs1d gauge field. Clearly it is defined only
up to a gauge transformationam→am+]mu. The vortex cur-
rent may now be reexpressed in terms ofam,

jm =
1

4p2K
emnl]nbl, s5d

wherebl=elab]aab is the gauge-invariant field strength as-
sociated with theam field. This equation now takes the form
of the familiar Ampere law. The duality is completed by
requiring a continuum field theory of the spinon vorticesza
whose equations of motion reduce to this Ampere law equa-
tion. The action in Eq.(1) above has precisely this property
as is readily checked.

Note that as usual the conserved densityJ0 of the XY
model is simply the magnetic flux density in the dual de-
scription. As the phasex is the conjugate operator, the op-
eratore4ix simply increases the total gauge flux by 8p. We
may therefore identify it with a quadrupled monopole opera-
tor of the dual gauge theory. Thus the quartic anisotropy in
theXY model corresponds precisely to the quadrupled mono-
pole operator. Strong evidence for the irrelevancy of this

FIG. 5. (Color online)The structure of theZ4 vortex close to the
transition. As one approaches the critical point, the domain walls
(depicted as a blue-shaded region) become thicker. At the same
time, the vortex core where the spin-1/2 moment resides(depicted
as a gray circular region)becomes larger. The domain wall thick-
nessjVBS and the vortex core sizej both diverge at the transition
but because the clock anistropy is irrelevant, the former diverges
faster. Therefore, at intermediate length scales(larger thanj but
smaller thanjVBS) the clock angle winds smoothly as in a regular
XY vortex.
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図 2.4: s = 1/2 VBS相における Z4渦．矢印は VBS秩序の向きを表し，青い領域が異なる VBS基底状態

を隔てるドメインウォールである．中心付近の灰色の領域には，VBS秩序を持たない s = 1/2 スピンが存

在する．ξVBS と ξはそれぞれ，青色と灰色の領域の幅を特徴付ける．文献 [74]より引用．

領域が部分的に出現する．異なるVBS状態は，ドメインウォールと呼ばれる領域で隔てられている．ξVBS

はドメインウォールの厚さを表す．4種類の VBS状態の境界が集まる Z4 渦の中心には，スピン一重項を

形成しておらず，VBS秩序を持たない s = 1/2 スピンが存在する領域がある．ξ は s = 1/2 スピンが存在

する渦中心の大きさを表す．gが十分大きい VBS相においては，渦の形成にはエネルギーが必要であるた

め，s = 1/2 スピンが現れる励起の寄与が抑制されている．g を gc に近づけると，ドメインウォールが広

がるのに遅れて，s = 1/2 スピンが全平面を覆い尽くす．スピノン場 ϕ⃗は VBS側で，臨界点近傍にのみ現

れる s = 1/2 スピン励起を記述すると解釈される [74]．

2.4 VBS相

この節では，Néel状態と並んで自然な基底状態の候補である，VBS状態の性質について述べる．モノポー

ル演算子と格子の対称性との関係を明らかにし，VBS相をモノポールが凝縮した相に対応付けられること

を説明する．

2.4.1 波動関数

反強磁性的なハミルトニアンで記述されるスピン系に対しては，Néel状態のほかに，valence bond solid

(VBS) 状態と呼ばれるスピン配位もまた，比較的小さいエネルギー期待値を持つ．s = 1/2 スピン系のVBS

秩序では，隣接する格子点が空間的に固定されたスピン一重項を形成することは，1 章で既に述べた．この

節では，正方格子上の SU(2)スピン系について，VBS状態の波動関数を定式化する．

s = 1/2の場合，2個の格子点 (i, j)のスピンを反対称化することにより，valence bond (VB) と呼ばれる

スピン一重項が作られる．系が N 個の格子点から成るとき，すべての格子点を 1回ずつ使用して N/2 個

のペア (i1, j1), · · · , (iN/2, jN/2)を組み，それぞれが VBを作った状態が，VBS状態である：

|VBS⟩ =
N/2⊗
n=1

|(in, jn)⟩ =
N/2⊗
n=1

1√
2

(
|↑⟩in |↓⟩jn − |↓⟩in |↑⟩jn

)
. (2.82)

どのようにペアを組むとエネルギーが小さくなるかは，ハミルトニアンの具体形に依存する．(2.82)で表

される VBS状態は，正方格子が持つ回転・鏡映・並進対称性のうち，少なくともいずれかが破れる．ハミ

ルトニアンが格子の対称性を持つとき，対称性変換で互いに移り変わる VBS状態は縮退している．VBを

最近接格子点に限ると，最も縮退数が小さいスピン配位は，図 2.5(a)の columnar VBS (cVBS) 状態と，
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図 2.5: s = 1/2 スピン系で構成される，(a) cVBS状態，(b) sVBS状態，(c) pVBS状態．格子の対称性が

破れた結果，それぞれ 4重縮退している．

図 2.5(b)の staggered VBS (sVBS) 状態である [75, 76]．黄色の影は，2個の格子点がスピン一重項 (VB)

を形成していることを意味する．いずれも 4重縮退で，互いに π/2 回転で移り変わる．cVBS, sVBS状態

に対して，スピン相関 Ŝ(i) · Ŝ(j)の期待値を計算すると，格子点 i, jが同一の VB上にあるとき−3/4，異
なる VB上にあるとき −1/8と計算される．
あるいは，VBの線形結合を考えることにより，図 2.5(c)のような plaquette VBS (pVBS) 状態と呼ば

れる状態を構成できる [77]．プラケットの頂点を反時計回りに i, j, k, ℓとすると，波動関数は

|VBS⟩ =
N/4⊗
n=1

1√
3

(
|(in, jn)⟩ ⊗ |(kn, ℓn)⟩+ |(jn, kn)⟩ ⊗ |(ℓn, in)⟩

)
(2.83)

で表される．スピン相関の期待値は，格子点 i, j が同一のプラケット内で最近接するとき −1/2，同一のプ
ラケット内の対角線方向のとき 0，異なるプラケット上にあるとき−1/8である．図 2.5(c)はスピン一重項

の有無ではなく，スピン相関の違いを意味すると解釈される．pVBS状態も 4重縮退している．

s = 1の場合，最近接相互作用で自然な，2重縮退の VBS状態を構成することができる．図 2.6(a)の

cVBS状態は，y軸方向に s = 1 スピン鎖の VBS状態が並んだものである [8]．s = 1 スピン鎖の VBS状

態は，以下の方法で作ることができる [78]．格子点 iに置かれた 1個の s = 1スピンを，2個の s = 1/2ス

ピン (iL, iR)に置き換えて，隣接した s = 1/2スピンどうしがスピン一重項 (VB) を形成する：

|preVBS⟩ =
⊗
i

1√
2

(
|↑⟩iR|↓⟩(i+1)L − |↓⟩iR|↑⟩(i+1)L

)
. (2.84)

つまり，1個の s = 1 スピンは，2個の結合手を保有している．その後，2個の s = 1/2スピン (iL, iR)を

s = 1表現に合成することにより，s = 1スピン系の配位が得られる．i番目の格子点の合成は，s = 1空間

への射影演算子‘symi を用いる： ‘symi = Ŝ(iL) · Ŝ(jR) + 3

4
. (2.85)

任意の状態 |ψ⟩iL|ϕ⟩iR に‘symi が作用すると，|ψ⟩と |ϕ⟩の対称化が行われる．(2.84)を対称化することに

より，s = 1 スピン鎖の VBS状態は

|VBS⟩ =

(∏
i

‘symi

)
|preVBS⟩ (2.86)

で与えられる．また，s = 1/2と同じく，図 2.6(b)の pVBS状態を考えることもできる．いずれの VBS状

態も，回転対称性が破れた 2重縮退をしている．

s = 3/2の場合も s = 1と同様に，1つの格子点を 3個の s = 1/2スピンの完全対称な合成とみなすこと

で，VBS状態が得られる．s = 1/2の図 2.5を，s = 1/2と符号を反転させたスピン相関と読み替えれば，

s = 3/2のVBS状態を表す．したがって，格子の対称性の性質は，s = 1/2のVBS状態と本質的に等しい．
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図 2.6: s = 1 スピン系の (a) cVBS状態，(b) pVBS状態と，s = 2 スピン系の (c) VBS状態．(a), (b)の

状態は，それぞれ 2重縮退している．(c)の状態は格子の対称性を破っておらず，縮退していない．

s = 2の場合，4個の s = 1/2スピンの合成を行う．正方格子の 1点は 4本の辺に共有されるので，図 2.6(c)

のように，格子の対称性を保つ VBS状態を構成することが可能である．

最後に，s > 2の場合を述べる．格子の対称性を持ったハミルトニアンを考える限り，対称性を保つ図 2.6(c)

の配位は，s = 2 VBS状態の中で最もエネルギーが低い．s > 2 スピン系の VBS基底状態は，いくつかの

s = 2 VBS状態と，端数の s = 0, 1/2, 1, 3/2 スピンの完全対称表現への合成として記述される．したがっ

て，VBS状態の対称性に関する性質は，2s mod 4で周期的に変化する [8]．

2.4.2 モノポールガス

2.3.1 節で予告した通り，モノポールが凝縮した相が反強磁性体のVBS相に対応することを示す．以下で

は，Polyakov [79]によるモノポールガスの近似を適用することで，モノポールが凝縮した相の性質を調べ

る．有効ポテンシャルの半古典的な解析からは，VBS基底状態の縮退数を導くことができる [9,10,80,81]．

付録 Dの議論を適用すると，U(1)ゲージ場 aに双対なコンパクトスカラー場 σを変数とする，等価な

理論が得られる．(2.81)は，

L dual =
e2

8π2
|dσ|2 (2.87)

と書き換えられる．これにより，モノポールの効果を含まない分配関数は

Z0 =

∫
Dσe−

∫
L dual

=

∫
Dσ exp

ï
− e2

8π2

∫
|dσ|2

ò
(2.88)

となる．

前節で指摘した通り，ゲージ場 aのスキルミオン数を +1 (−1)だけ増加（減少）させるには，モノポー
ル演算子 M† (M)の双対 e+iσ (e−iσ)を挿入すればよい．あらゆる時空点にチャージ ±1のモノポールが存
在する経路を足し上げることで，モノポールの大分配関数を構成する．*9希薄なモノポールガスの近似を仮

定し，モノポールどうしの相互作用を無視すると，

Z =
∞∑

n,n̄=0

1

n! n̄!

∫
Dσe−

∫
L dual

Å∫
d3Xe−S0(X)−SB(X)e−iσ(X)

ãn Å∫
d3X̄e−S0(X̄)+SB(X̄)e+iσ(X̄)

ãn̄
=

∫
Dσ exp

ï
−
∫

d3x

ß
e2

8π2

(
∂µσ(x)

)2 − e−S0(x)
Ä
e−SB(x)e−iσ(x) + e+SB(x)e+iσ(x)

ä™ò
. (2.89)

ここで，e−S0(x) (≥ 0) はモノポールをゲージ場に追加するために必要となる，運動項の余分な寄与を表

す．運動項は時間 (τ) 反転不変なので，チャージが等しいスキルミオンの生成と消滅に対して，共通の

*9τ = 0, β の周期境界条件のために，モノポール演算子 M の個数 n と，M† の個数 n̄ は等しい．(2.89) の σ について時空成分
の Fourier 展開を行い，運動量 kµ = 0 成分を考えると，n = n̄ の項のみが分配関数 Z に寄与することが分かる．
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値を持つ．exp (−SB(x)) は，Q = 1 のスキルミオンが時空点 xµ で消滅するときの Berry 位相であり，

図 2.2 の因子 ξ(x)2s と対応する．スキルミオン生成時の因子は，Berry 位相の計算規則 (2.54) により，

[exp(−SB(x))]
∗ = exp(+SB(x))と表してある．

モノポールが格子の中心にのみ存在すると仮定すると，任意の sに対して，干渉で打ち消されないトン

ネル過程は exp(±SB) = 1が成立している．また，格子の対称性により，S0(x)はモノポールの座標 xµに

依らない共通の値となる．このとき (2.89)のモノポールの部分は，(2.57)により，

− e−S0

Ä
e−iσ(x) + e+iσ(x)

ä
←→ λM(x) + λ∗M†(x) (2.90)

と対応している．右辺は，(2.61)に示した，2s mod 4 = 0のときのモノポール項 LMと等しい．Heisenberg

模型のハミルトニアンから導かれるモノポール凝縮相は，格子の対称性変換で不変なモノポール項のうち，

Arg(λ) = πの理論に相当する．分配関数の状態和には，高次のチャージを持つモノポールの寄与も含まれ

ているので，本来のモノポール項の表式は

LM =
∞∑

n=1

[
λnM

n(x) + λ∗nM
†n(x)

]
(2s mod 4 = 0) (2.91)

で与えられる [36]．λnはモノポールのフガシティーと呼ばれる．
∣∣e−S0

∣∣の最低次を残す近似の下で，n = 1

で打ち切ったものが (2.61)であり，これが「最低次の摂動」の意味である．最低次のみの近似が許されるか

どうかは，ハミルトニアンの具体形に依存する．2s mod 4 ̸= 0の場合には，2.2.2 節で述べた destructive

interferenceのために，2または 4の倍数のチャージを持ったモノポールの状態和に変更する．

(2.89)の { }内を最小にする配位が，基底状態（真空）として実現される．運動項の最小値は，σ(x)が
時空点 xµ に依らない一定値のときに 0を取る．残りのモノポールを表す部分は，場 σ(x)の微分を含ま

ないポテンシャル項である．以降はより一般に，対称性から許される Arg(λ) = 0, π の両方の可能性を考

えることにする [77]．基底状態を求めることは，以下のポテンシャルエネルギー V を最小にする真空期待

値 σ = ⟨σ(x)⟩を求める問題に帰着する：

V (σ) = λe−icσ + λ∗e+icσ ∝ cos(cσ −Arg(λ)) . (2.92)

ただし，2s mod 4 = 0, 1, 2, 3のとき，c = 4, 2, 4, 1を代入する．σ(x)は 2π周期で同一視されたコンパクト

スカラー場なので，0 ≤ σ < 2πで表示する．V が最小となるのは，Arg(λ) = 0のとき

σ =


π
4 ,

3π
4 ,

5π
4 ,

7π
4 (2s mod 4 = 1, 3)

π
2 ,

3π
2 (2s mod 4 = 2)

π (2s mod 4 = 0)

, (2.93)

そして Arg(λ) = πのとき

σ =


0, π

2 , π,
3π
2 (2s mod 4 = 1, 3)

0, π (2s mod 4 = 2)

0 (2s mod 4 = 0)

(2.94)

だと分かる．最小値を取る σ の数は，基底状態の縮退数に等しい．いずれの場合にも，上から順に 4 重，

2 重，1 重縮退していることが示唆される．この結果は，図 2.5, 2.6に示した，自然な VBS状態の縮退数

と一致している．

2.4.3 VBS状態との対応関係

2s mod 4 ̸= 0のVBS状態は，格子の対称性が破れている．格子の対称性変換の下で，モノポール演算子

が非自明に変換することは，モノポールが格子の対称性の破れと関係していることを示唆する．モノポール

演算子の変換則を考えることにより，格子の対称性の破れを，自然な形で説明できる [36,41,42,69]．s = 1/2
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の場合に，スピン一重項の射影演算子で構成される VBS秩序変数は，臨界理論でモノポール演算子と同一

視されることを見る．スキルミオンの生成消滅演算子であるモノポール演算子 M (†)と，格子の対称性の破

れを記述する VBS秩序変数 ψは，臨界理論において互いに比例する [36, 69]．

s = 1/2のとき，図 2.5のように，VBS相は格子の対称性のいくつかを破る．各格子点がスピン一重項

を形成する向きを記述する物理量を導入することで，縮退したVBS状態が区別される．ここでは [82]に基

づき，格子点 r⃗ = (x, y)上の VBS秩序変数 ψを，

ψ(r⃗) = (−1) x
a ei0P (r⃗, r⃗+ x̂) + (−1)

y
a ei

π
2 P (r⃗, r⃗+ ŷ) + (−1) x

a eiπP (r⃗, r⃗− x̂) + (−1)
y
a ei

3π
2 P (r⃗, r⃗− ŷ) (2.95)

と定義する．ただし，P (r⃗, r⃗ ′)は，格子点 r⃗, r⃗ ′ の合成スピンを一重項に射影する演算子であり，

P (r⃗, r⃗ ′) =
1

4
− Ŝ(r⃗) · Ŝ(r⃗ ′) (2.96)

で与えられる．x̂, ŷは x, y軸方向の単位格子ベクトル（大きさ a）である．定義 (2.95)の直感的な理解は，

argψ(r⃗)は格子点 r⃗ ∈ (2Za, 2Za)から見て，どの角度に一重項が形成しているかを意味する．符号を交互に
反転して ψ(r⃗)を定義したことにより，図 2.5(a), (c)に示した VBS状態の例は，一様な期待値 ⟨ψ(r⃗)⟩で特
徴付けられる．逆に，Néel状態のように格子の対称性が破れていない状態に対しては，⟨ψ(r⃗)⟩ = 0となる．

⟨ψ(r⃗)⟩が一様となる，規則正しい VBS状態を仮定する．演算子としての ψ(r⃗)は，格子の対称性変換で

(2.95)の係数 ei0, ei
π
2 , eiπ, ei

3π
2 が，互いに入れ替わる *10．その結果，ψ(r⃗)は

R1 : ψ′(r⃗) = iψ(r⃗) ,

P or Tx : ψ′(r⃗) = −ψ†(r⃗)
(2.97)

と変換する．これをモノポール演算子の変換則 (2.64), (2.66), (2.68)と比較すると，ψとM の従う変換則

が矛盾しないためには

ψ(r⃗) = ei
π
4M(r⃗) (2.98)

と決まる *11．すなわち，モノポールの凝縮 *12 (⟨M⟩ ̸= 0) は，スピンの異方的な期待値 ⟨ψ⟩ ̸= 0と等価で

ある．

モノポールガスで求めたポテンシャル V (σ)の最小点を，VBS状態に関連付けることで，VBS状態の縮

退を説明できる．一様な ψ(r⃗)を持つ VBS状態を想定し，その偏角を

arg⟨ψ(r⃗)⟩ = ρ (2.99)

と定義する．(2.57), (2.98)より，VBS状態の期待値 σ = ⟨σ(r⃗)⟩を含む関係式：

ρ = −σ +
π

4
(mod 2π) (2.100)

が成立する．σ, ρは 2π周期で同一視される．ポテンシャル最小点 σの集合 (2.93), (2.94)を (2.100)に代

入すると，ρはそれぞれ，表 2.1の値になる．格子の対称性変換によって，縮退した VBS状態どうしが移

り変わる．変換則 (2.97)は，

R1 : ρ′ = ρ+ π
2 ,

P or Tx : ρ′ = −ρ+ π
(mod 2π) (2.101)

と等価である．表 2.1のポテンシャル最小点について，各状態の ρの変換先を求めたものを，図 2.7に示す．

図 2.7(a), (b)の変換則はそれぞれ，cVBS (図 2.5(a)) と pVBS (図 2.5(c)) が満たす変換則と一致してお

り，(2.98)の関係式が正当化される．元々モノポール演算子 M は，Néel相における staggered磁化ベクト

ル mのトンネル過程を引き起こす演算子として導入された．その変換則は，トンネル過程の Berry位相か

*10モノポール演算子M の変換と同じく，状態ではなく演算子を変換させる．
*11ψ の表し方は 1 通りではない．例えば，(2.98) に (−1) やM±4 を掛けても，同じ変換則を与える．しかし，得られる VBS 状
態の物理的帰結は，(2.98) と選んだものと本質的に変わらない．
*12モノポールが凝縮した相では，真空期待値が空間座標に依らないことから，変換前後のM の引数を r⃗ に揃えた．
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(a) Arg(λ) = 0のとき

σ
π

4

3π

4

5π

4

7π

4

ρ 0
3π

2
π

π

2

(b) Arg(λ) = π のとき

σ 0
π

2
π

3π

2

ρ
π

4

7π

4

5π

4

3π

4

表 2.1: ポテンシャル最小点 (σ) から求めた，VBS秩序変数 (ρ) の期待値．スピン表現は s = 1/2とする．

図 2.7: s = 1/2 (a) cVBS, (b) pVBS状態が従う変換則．赤色は R1変換，橙色は P変換，水色は Tx変換

を表す．黒点と数値は，表 2.1に示した ρを意味する．

ら決定したものである．一方で VBS秩序変数 ψ は，VBの位置を指定する，VBS相に特有の物理量であ

る．それにもかかわらず，臨界理論においては，両者は等価な演算子として機能する．この結果から，モノ

ポールの凝縮が VBS秩序を形成するという描像が明確になる．

s > 1/2の VBS状態は，s = 1/2の場合とは異なり，スピン一重項の単純な直積ではない．そのため，

VBS秩序変数 ψ(r⃗)を，スピン演算子を用いてどのように定義すべきかが，はっきりしていない．ψ(r⃗)を

うまく定義すれば，(2.98)のように，VBS状態の変換性をモノポール演算子に結び付けることは可能だと

思われるが，そのような文献は見当たらない．

2.5 数値計算

この節では，Néel-VBS量子相転移に関連する数値計算のレビューを行う．

スピン系の数値計算には，stochastic series expansionアルゴリズムによる量子モンテカルロ法 (QMC)

がよく用いられてきた．N 個の格子点からなる有限系で，ハミルトニアンから計算される重み付けに従っ

て，スピン配位を確率的に生成する．以下では，絶対零度の計算手法の概要を説明する．有限温度の場合に

も，類似のアルゴリズムが確立されている [83–85]．

格子点上のスピン演算子で記述されたハミルトニアン H（固有値 E）を，|E| = −E が基底状態で最大
となるように定義しておく．あらゆる状態は，状態空間の完全系 {|α⟩}を用いて線形に展開することがで
きる．任意の状態 |Ψ⟩に (−H)n が作用すると，

(−H)n|Ψ⟩ =
∑
α

cα|α⟩ → c0|E0|n|0⟩+ · · · (n→∞) (2.102)
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のように，基底状態 |0⟩（基底エネルギー E0）が主要項として現れる（cαは |Ψ⟩に依存する重ね合わせの
係数）．すなわち，(−H)n (n→∞)は，基底状態への射影作用素として機能する [86]．

実際の s = 1/2正方格子反強磁性体の計算では，完全系 {|α⟩}として，スピン Ŝ3(i)の固有状態 (|↑⟩, |↓⟩)
の直積のほかに，valence bond (VB) 基底 [87]がしばしば用いられる．異なる副格子に属する 2個の格子

点 (i, j)がスピン一重項を作った状態を，

|(i, j)⟩ = 1√
2

(
|↑⟩i|↓⟩j − |↓⟩i|↑⟩j

)
,

{
i

j

}
∈ sublattice

{
1

2

}
(2.103)

とする．VB基底には，

|(i1, j1)(i2, j2) · · · (iL2/2, jL2/2)⟩ = |(i1, j1)⟩ ⊗ |(i2, j2)⟩ ⊗ · · · ⊗ |(iN/2, jN/2)⟩ ∈ {|α⟩} (2.104)

という形の可能なすべての組み合わせが含まれる．このとき，同じ副格子に属する点がスピン一重項を形

成した状態は

|(1, 3)(2, 4)⟩ = |(1, 2)(3, 4)⟩ − |(1, 4)(3, 2)⟩ (2.105)

と表すことができるので，i, j は異なる副格子に限定してよい．VB基底を用いると，格子全体でスピンが

⟨Ŝ⟩ = 0の任意の状態を展開できる．非直交かつ over-completeな基底であるため，状態の展開係数は一意

には決まらないが，効率良く計算が実行できる．

例として，反強磁性的な s = 1/2 Heisenberg模型：

H = −
∑
⟨i,j⟩

H(i, j) = −
∑
⟨i,j⟩

ï
1

4
− Ŝ(i) · Ŝ(j)

ò
(2.106)

を考える．H(i, j)は格子点 i, j がスピン一重項のとき固有値 1，スピン三重項のとき固有値 0になる射影

演算子である．VB基底に対しては，

H(1, 2) · |(1, 2)(3, 4) · · · ⟩ = |(1, 2)(3, 4) · · · ⟩ , (2.107)

H(2, 3) · |(1, 2)(3, 4) · · · ⟩ = 1

2
|(3, 2)(1, 4) · · · ⟩ (2.108)

のように作用するので，引き続き VB基底で記述することができる．H(i, j)から現れる係数が必ず 0以上

であることが，符号問題を生じないために重要である．3点相互作用以上の場合には，H(i, j, k, · · · )と拡張
できる．

有限の nで (2.102)を評価する．(−H)n は，(2.106)のH(i, j)の n個の積で与えられる：

(−H)n =
[∑
⟨i,j⟩

H(i, j)
]n

=
∑
Pn

n∏
p=1

H(ap, bp) . (2.109)

ここで，Pn =
[
(i1, j1), (i2, j2), · · · , (in, jn)

]
は，H(i, j)の引数となる格子点のラベルを順に並べたリスト

であり，可能なすべての組み合わせについて総和をとる．H(i, j)どうしは一般に交換しないことに注意す

る．適当な試行状態 |α(0)⟩から出発して，(−H)を n 回作用させると，

(−H)n|α(0)⟩ =
∑
Pn

n∏
p=1

H(ip, jp)|α(0)⟩

=
∑
Pn

W (Pn)|α(Pn)⟩ (2.110)

を得る．ただし，|α(Pn)⟩は規格化後の状態である．係数 W は，Pnが与えられると決まる．Heisenberg模

型の例では，(2.107), (2.108)より， 1
2 のべき乗の値を持つ

*13．この例のように，W ≥ 0が保証されてい

*13ハミルトニアンにはすべての格子点が等価に含まれるので，W (Pn) = 0 となる Pn は存在しない．
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るとき，W を重みと解釈することができる．QMCを適用できるためには，W ≥ 0を満たす符号問題を持

たないハミルトニアンを構成する必要がある．

重み W (Pn)に従い Pnを importance samplingすることによって，近似的な基底状態を確率的に生成す

る．また，物理量 Aの期待値を求める場合には，

⟨A⟩ = ⟨0|A|0⟩
⟨0|0⟩

=

∑
Pn,Qn

W (Pn)W (Qn)⟨α(Qn)|α(Pn)⟩ · ⟨α(Qn)|A|α(Pn)⟩
⟨α(Qn)|α(Pn)⟩∑

Pn,Qn
W (Pn)W (Qn)⟨α(Qn)|α(Pn)⟩

(2.111)

なので，重みとしてW (Pn)W (Qn)⟨α(Qn)|α(Pn)⟩を用いた importance samplingによってリスト [Pn, Qn]

を生成し，⟨α(Qn)|A|α(Pn)⟩/⟨α(Qn)|α(Pn)⟩を評価する [87]．s = 1/2正方格子反強磁性体のスピン配位を

表す物理量としては，staggered磁化 m，ダイマー秩序変数 Dx, Dy などが挙げられる：

m =
1

N

∑
r⃗

(−1)x+yŜ(r⃗) , (2.112)

Dx =
1

N

∑
r⃗

(−1)xŜ(r⃗) · Ŝ(r⃗ + x̂) , Dy =
1

N

∑
r⃗

(−1)yŜ(r⃗) · Ŝ(r⃗ + ŷ) . (2.113)

ここからは，正方格子反強磁性体の数値計算による先行研究を，いくつか紹介する．最近接相互作用の

SU(2) Heisenberg模型に対しては，すべてのスピン表現 sでNéel状態が基底状態として実現することが，初

期の数値計算の研究 [29–31]から知られている．より一般化して，Young図が 1行 p列のスピン表現に属す

る SU(N)スピン系が，これまでに考えられてきた．ただしN ≥ 3の場合，副格子 2の格子点には，副格子 1

の格子点に配置されるスピン表現の共役表現を割り当てるものとする．基本表現 (p = 1)の SU(N)スピン

系は，N = 2, 3, 4のときNéel状態が，N ≥ 5のとき columnar VBS状態が，基底状態として実現する [88]．

N ∈ Nを N ∈ Rに解析接続して計算するアルゴリズムによると，境界は N ≈ 4.57となっている [89]．

p → ∞は古典極限を意味するので，pを大きくするほど Néel秩序に近づく．したがって，N = 2, 3, 4で

はすべての pに対して Néel相が実現する．QMCの数値計算によると，pを固定して N を増やしたとき，

p = 2に対しては N ∼ 9.5，p = 3に対しては N ∼ 14，p = 5に対しては N ∼ 20で Néel秩序が消失し，

スピン液体のような格子の対称性を保つ無秩序相に転移する [90]．large N 極限の解析 [8, 27]と比較する

と，N ∼ 5.3pで Néel秩序が消失するという点では大体一致しているが，スピン液体ではなく VBS相を予

測する．

Deconfined criticalityは，Heisenberg模型に 4点相互作用を追加した J-Q模型で初めて確認された [37]．

s = 1/2正方格子に対して，J-Q模型は

H = J
∑
⟨i,j⟩

Ŝ(i) · Ŝ(j)−Q
∑

⟨i,j,k,l⟩

Ĉ(i, j) Ĉ(k, l) (J,Q > 0) , (2.114)

Ĉ(i, j) =
1

4
− Ŝ(i) · Ŝ(j) (2.115)

で定義されており，符号問題を生じない．⟨i, i′⟩は最近接格子点の和をとる．Qに比例する項は，図 2.8(a)

に示した一辺 aの正方形の頂点 i, j, k, lが相互作用する．⟨i, j, k, l⟩の和には，正方形のあらゆる並進・回転
が含まれる．したがって，このハミルトニアンは格子の対称性を破らない．

Q = 0のとき，Heisenberg模型に帰着するので，Néel相が実現する．J = 0のときの基底状態はハミルト

ニアンからは非自明だが，数値計算によると，格子の対称性が自発的に破れたVBS相が実現する．g = J/Q

を変化させたときに，中間で何らかの量子相転移が起こる．相転移点は，スピン相関長 ξ などの秩序変数

が従う，有限サイズスケーリングから求める．系の 1辺に並ぶ格子点の数を L (N = L2) とすると，臨界

点近傍の最低次で

ξ(g, L) = L · f
Ä
(g − gc)L

1
ν

ä
(2.116)

の関係がある（f：正則関数，ν：臨界指数）．g, Lを様々に変化させてQMCを実行し，ξ(g, L)等の秩序変

数の振る舞いが (2.116)に従う点として，臨界結合定数 gcと各種の臨界指数が得られる．J-Q模型の場合，
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図 2.8: (a) J-Q 模型，(b) J-Q3 模型，(c) staggered J-Q3 模型の相互作用．この図で示した向きに限ら

ず，あらゆる回転・並進を行って得られる格子点の組が，ハミルトニアン (2.114), (2.117)に含まれる．文

献 [37, 91,92]を基に作成．

gc ≈ 0.04が報告された．Néel相と VBS相の両側で相関長の臨界指数 ν が等しいこと，そしてスピン相関

関数の臨界指数 ηが，古典的な相転移の 3d O(3)ユニバーサリティークラスよりも大きな値を持つことか

ら，deconfined criticalityによる直接 2次相転移の可能性が高いと結論付けられた [37]．

その後，J-Q模型を 6点相互作用に拡張した J-Q3 模型が提案された [91]：

H = J
∑
⟨i,j⟩

Ŝ(i) · Ŝ(j)−Q3

∑
⟨i,j,k,l,m,n⟩

Ĉ(i, j) Ĉ(k, l) Ĉ(m,n) (J,Q3 > 0) . (2.117)

6点相互作用は，図 2.8(b)の長方形で指定される．この J-Q3模型もまた，符号問題を生じないので，QMC

が使用できる．g = J/Q3 とすると，gc ≈ 0.667で Néel-VBS相転移が起こる．J-Q3 模型は J-Q模型と比

べて，より強い VBS秩序が実現する．QMCから得られる VBS相の基底状態に対して，ダイマー秩序変

数 (2.113)の確率分布 P (Dx, Dy)をプロットすると，結果は図 2.9のようになる．図 2.9(b)から，VBS相

では xy 平面の 0, π2 , π,
3π
2 の角度にダイマーが現れる columnar VBS（4重縮退）が実現していることが読

み取れる．さらに，gを VBS相側から臨界点に近づけるにつれて，図 2.9(a)のように，確率分布のピーク

が円状に移り変わる．これは，deconfined criticalityで予測された，臨界点近傍の U(1)トポロジカル対称

性の出現として解釈される．臨界点を超えて g を大きくすると，Néel秩序を表す Dx = Dy = 0に 1つの

ピークができる．U(1)対称性の出現は，正方格子上の SU(3) J-Q模型，SU(4) J-Q模型でも同様に確認さ

れた [91] *14．SU(2) J-Q模型の場合は，VBS秩序が弱いために，どのような g < gc を選んでも円状の確

率分布 P (Dx, Dy)しか得られない [37]．しかし，臨界指数 ν, ηが J-Q模型と J-Q3 模型で一致することか

ら，両者は deconfined criticalityで説明される共通のユニバーサリティークラスに属すると考えられてい

る [91]．

staggered J-Q3 模型は，(2.117)の J-Q3 模型と同じハミルトニアンで定義されるが，今度は 6点相互作

用を，図 2.8(c)のように辺をずらして設定する．すると，J = 0のとき，図 2.5(b)の staggered VBS相が

実現する．gc ≈ 0.838で Néel-VBS相転移が起こるが，秩序変数の振る舞いから，1次相転移で隔てられて

いる [92,93]．staggered VBS秩序秩序に対しても，ダイマー秩序変数 (Dx, Dy)を (2.113)と同様に定義し

直して，VBS相側で確率分布 P (Dx, Dy)を求められる．すると，以前の J-Q3模型とは対照的に，U(1)ト

ポロジカル対称性を意味する円状のピークを経由せずに，Néel秩序と VBS秩序が移り変わる．すなわち，

staggered J-Q3模型は，deconfined criricalityに当てはまらない．このように，ダイマー秩序変数の確率分

布からも相転移の種類を見分けることができ，U(1)トポロジカル対称性の出現は deconfined criricalityの

実在を裏付ける．

*14SU(N) (N ≥ 5) J-Q 模型については，Q = 0 のときに得られる Heisenberg 模型の基底状態が，Néel 相ではなく VBS 相なの
で，量子相転移が起きない [88]．
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図 2.9: SU(2) J-Q3模型における，ダイマー秩序変数の確率分布 P (Dx, Dy)．(a) g = 0.575，(b) g = 0.176

のとき．ともに格子点数は L2 = 322 個としている．文献 [91]より引用．
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第3章 SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型

3.1 節では，SU(2)スピンに対するHeisenberg模型 (2.1)を，一般の SU(N)スピンに拡張し，ハミルトニ

アンを定義する．3.2 節では，スピンコヒーレント状態表示により，分配関数を経路積分で与える．3.3 節

で，Néel状態からの低エネルギー励起を定式化し，連続場の有効ラグランジアンとして非線形シグマ模型

が導かれることを見る．トポロジカル保存量で構成される追加項は，連続極限で現れない．本章の内容は，

投稿論文 [60]に基づく．

3.1 SU(N) Heisenberg模型

SU(N)の任意の表現に属するスピン変数が，各格子点上に乗った量子スピン系を考える．スピン同士が

最近接斥力相互作用をするとき，ハミルトニアンは

H = J
∑
⟨i,i′⟩

N∑
v,w=1

Ŝvw(i)Ŝwv(i
′) (J > 0) (3.1)

で与えられる [27]．ただし iは格子点を表し，最近接格子点の組 ⟨i, i′⟩について和をとる．SU(N)スピン演

算子 Ŝvw は，交換関係

[Ŝvv′ , Ŝww′ ] = δvw′ Ŝv′w − δv′wŜvw′ (3.2)

を満たす代数として定義される．

以降では，完全対称なスピン表現に限定する．各表現は 1行 p列の Young図で指定されるので，自然

数 p ∈ Nで特徴付けられる．完全対称なスピン表現では，Schwingerボソン [27,94]による表示を利用でき

る．ボソンの交換関係[
âv(i), â

†
w(i

′)
]
= δvwδii′ ,

[
âv(i), âw(i

′)
]
=
[
â†v(i), â

†
w(i

′)
]
= 0 (3.3)

を満たす生成消滅演算子を用いて

Ŝvw(i) = â†v(i)âw(i) (3.4)

と置くと，これはスピン代数の交換関係 (3.2)を満たす．さらにスピン表現 pでは，すべての格子点 iにつ

いて ∑
v

â†v(i)âv(i) = p (3.5)

が課される．

N = 2のとき，Pauli行列 σを用いて，3成分のスピン演算子を

Ŝ =
1

2
â†v(σ)vwâw (3.6)

で定めると，よく知られた関係式[
Ŝv(i), Ŝw(i

′)
]
= iεvwuŜu(i)δii′ , Ŝ(i) · Ŝ(i) = p

2

(p
2
+ 1
)

(3.7)

を満たす．スピンの大きさ sは，p = 2sで関係付けられる．ハミルトニアン (3.1)は，定数項を別にして

(2.1)と一致する．したがって，(3.1)は SU(2) Heisenberg模型の拡張となっている．
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3.2 スピンコヒーレント経路積分

SU(N) スピンコヒーレント状態を

|Φ⃗(i)⟩ = 1√
p!

[
N∑

α=1

Φα(i)â
†
α(i)

]p
|0⟩ (3.8)

で定義する．ここで，Φ⃗(i) ∈ CPN−1は |Φ⃗|2 = 1を満たすN 成分複素ベクトルであり，SU(N)スピン回転

の下で基本表現として変換する．定義より，以下の性質が近似なしで成立する（引数 iを省く）：

⟨Φ⃗|Φ⃗⟩ = 1 （規格化）, (3.9)∫
dΩΦ |Φ⃗⟩⟨Φ⃗| = 1 （完全性）, (3.10)

⟨Φ⃗′|Φ⃗⟩ =
î
Φ⃗′∗ · Φ⃗

óp
（重なり積分）, (3.11)

⟨Φ⃗|Ŝαα′ |Φ⃗⟩ = pΦ∗
αΦα′ （スピン演算子）. (3.12)

(3.9)–(3.12)の証明は，付録 B.1を参照．(3.10)について，dΩΦは SU(N) 不変測度である．N = 3の場合，

Φ⃗(i) ∈ CP2 を

Φ⃗ =

Ö
sin θ cosφ

eiα2 sin θ sinφ

eiα3 cos θ

è
(3.13)

とパラメータ表示するとき，積分測度の具体形は

dΩΦ =
(p+ 2)(p+ 1)

π2
sin3 θ cos θ sinφ cosφdθdφdα2dα3 (3.14)

で与えられる [66]．

次に，分配関数 Z = Tr e−βH を，虚時間経路積分で定式化する．全格子点に対するスピンコヒーレント

状態を，直積 |Φ⃗⟩ = ⊗i|Φ⃗(i)⟩で定義する．完全系をなす基底 {|n⟩}で Trを展開すると，

Z =
∑
n

⟨n|e−βH(a†,a)|n⟩

=
∑
n

⟨n|
Å∫

dΩΦ′ |Φ⃗′⟩⟨Φ⃗′|
ã
e−βH(a†,a)

Å∫
dΩΦ|Φ⃗⟩⟨Φ⃗|

ã
|n⟩

=

∫
dΩΦ′

∫
dΩΦ⟨Φ⃗|

Ç∑
n

|n⟩⟨n|
å
|Φ⃗′⟩⟨Φ⃗′|e−βH(a†,a)|Φ⃗⟩

=

∫
dΩΦ⟨Φ⃗|

Å∫
dΩΦ′ |Φ⃗′⟩⟨Φ⃗′|

ã
e−βH(a†,a)|Φ⃗⟩

=

∫
dΩΦ⟨Φ⃗|e−βH(a†,a)|Φ⃗⟩ (3.15)

が得られる．逆温度 β を，K 個のステップに分割する (K →∞) ．k番目のステップにおける“時刻”を

τ = k β
K で導入し，その時刻でのコヒーレントベクトルを Φ⃗k と書く．すると分配関数 (3.15)は，実時間経

路積分で t = −iτ の置き換えを行い，τ = 0, βで周期境界条件 (Φ⃗0 = Φ⃗K = Φ⃗) を課したものと同じ形をし
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ている．すなわち，

Z =

∫
dΩΦ⟨Φ⃗|e−

β
K H(a†,a)

Å∫
dΩΦK−1

|Φ⃗K−1⟩⟨Φ⃗K−1|
ã
e−

β
K H(a†,a) · · ·

· · · |Φ⃗2⟩⟨Φ⃗2|e−
β
K H(a†,a)

Å∫
dΩΦ1

|Φ⃗1⟩⟨Φ⃗1|
ã
e−

β
K H(a†,a)|Φ⃗⟩

=

∫ K∏
k=1

î
dΩΦk

⟨Φ⃗k|e−
β
K H(a†,a)|Φ⃗k−1⟩

ó
≃
∫ K∏

k=1

ï
dΩΦk

⟨Φ⃗k|
Å
1− β

K
H(a†, a)

ã
|Φ⃗k−1⟩

ò
=

∫ K∏
k=1

ï
dΩΦk

Ä
Φ⃗∗

k · Φ⃗k−1

äp Å
1− β

K
H(
√
pΦ∗

k,
√
pΦk−1)

ãò
≃
∫ K∏

k=1

î
dΩΦk

Ä
1 + p Φ⃗∗

k · (Φ⃗k−1 − Φ⃗k)
ä
e−

β
K H(

√
pΦ∗

k,
√
pΦk)
ó

≃

(∫ K∏
k=1

dΩΦk

)
exp

[
− β
K

K∑
k=1

®
p Φ⃗∗

k ·
Φ⃗k − Φ⃗k−1

β/K
+H(

√
pΦ∗

k,
√
pΦk)

´]
. (3.16)

ハミルトニアンとして (3.1)を代入し，K →∞の極限をとると，分配関数は

Z =

∫
DΦ exp(−S[Φ]) , (3.17)

S = SWZ + Sexch =

∫ β

0

dτ

p∑
i

Ä
Φ⃗∗(i, τ) · ∂τ Φ⃗(i, τ)

ä
+ Jp2

∑
⟨i,i′⟩

∣∣∣Φ⃗∗(i, τ) · Φ⃗(i′, τ)
∣∣∣2
 (3.18)

となる．

(3.18)の第 1項は，Wess-Zumino項と呼ばれるものであり，相互作用の強さ J に依存しない．第 2項は，

古典的なハミルトニアンに由来する交換項である．

3.3 有効ラグランジアン

以降では三角格子上の SU(3)スピン系に限定する．古典的なエネルギー Sexchを最小にする配位は，隣接

する格子点 ⟨i, i′⟩について Φ⃗∗(i) · Φ⃗(i′) = 0を満たす．Φ⃗(i) ∈ CP2 は，互いに直交するベクトルを同時に

3個まで選ぶことができる．一方で図 3.1に示すように，三角格子は最近接する格子点が異なる色になるよ

うに 3色で塗り分けることができる．つまり 3種の副格子から構成されている (tripartite) ．したがって，

すべての点で Φ⃗∗(i) · Φ⃗(i′) = 0を満たす配位が，フラストレーションを生じることなく実現可能である．こ

れを Néel状態という．例えば，副格子 α = 1, 2, 3に属する格子点に

Φ⃗1 =

Ö
1

0

0

è
, Φ⃗2 =

Ö
0

1

0

è
, Φ⃗3 =

Ö
0

0

1

è
(3.19)

を割り振ればよい．

Néel状態は古典極限 (p → ∞) において正確な基底状態であるが，有限の pに対してはハミルトニアン

のエネルギー固有状態ではない．pが小さくなるほど，量子効果が無視できなくなる．量子効果が顕著に表

れた状態として，valence bond solid (VBS) 相やスピン液体が，基底状態の候補に挙げられる．VBS相に

ついては 6, 7 章で詳しく議論する．3–5章では，pが十分大きいと仮定して，Néel状態からの揺らぎを場

の理論で定式化する．
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α = 1

α = 2

α = 3

図 3.1: 三角格子の座標の取り方．赤，緑，青色で示した格子点はそれぞれ，副格子 α = 1, 2, 3に属する．

黄色の三角形の頂点をなす 3点が unit cellを組み，その位置を (j, k) ∈ Z2 で指定する．スピン変数 Φ(i)

は， Φα(j, k)と記述される．各副格子に 3個の直交する状態 Φ⃗α を割り当てることで，Néel状態が実現さ

れる．文献 [60]より引用．

図 3.1に黄色の三角形で示した，互いに隣接し，異なる副格子に属する 3個の格子点で unit cellに組む．

各 unit cellに，整数 j, kを用いて (j, k)とラベルを付ける．その結果，1個の格子点 iが 3つのラベル (j, k, α)

で指定される：

Φ⃗(i, τ) = Φ⃗α(j, k, τ) . (3.20)

SU(3)スピン鎖に対する先行研究 [66]に従い，Néel状態からの揺らぎを行列の形で記述する．Néel状態

からの励起を，unit cell内を非直交にする高エネルギー成分 (fast mode) と，unit cell内を直交に保ったま

ま，スピンが空間的に変化する低エネルギー成分 (slow mode) に分割する．エルミート行列 Lによって前

者の効果を，ユニタリ行列 U ∈ U(3)によって後者の効果を取り入れる：Ö
Φ⃗1(j, k)

T

Φ⃗2(j, k)
T

Φ⃗3(j, k)
T

è
= L(j, k) · U(j, k) , (3.21)

L(j, k) =

á√
1− a2

p2 (|L12|2 + |L13|2) a
pL12

a
pL13

a
pL

∗
12

√
1− a2

p2 (|L12|2 + |L23|2) a
pL23

a
pL

∗
13

a
pL

∗
23

√
1− a2

p2 (|L13|2 + |L23|2)

ë
. (3.22)

Lのエルミート性は，|Φ⃗α(j, k)|2 = 1を保証する．U は正規直交条件：

ϕ⃗∗α(j, k) · ϕ⃗β(j, k) = δαβ (3.23)

を満たす ϕ⃗α(j, k)を用いて，

U(j, k) =

Ö
ϕ⃗1(j, k)

T

ϕ⃗2(j, k)
T

ϕ⃗3(j, k)
T

è
(3.24)
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と表される．しかし Φ⃗α(j, k)の位相は非物理的であるため，物理的に意味があるのは U ∈ U(3)/[U(1)]3 =

SU(3)/U(1)2 である．そこで，余分な U(1)自由度を 1つ使って

detU(j, k) = 1
(
⇐⇒ ϕ⃗1 · (ϕ⃗2 × ϕ⃗3) = 1

)
(3.25)

を課すことができる．これにより，以下では U を（余分な U(1)自由度を 2つ含んだ）SU(3)行列として

扱う．

ここで，(3.21)の物理的な自由度の数を調べておく．Φ⃗α ∈ CP2は位相を無視した複素 3成分単位ベクト

ルであるから，左辺は 4× 3 = 12個の自由度を持つ．一方で Lは L12, L13, L23 ∈ Cによる 2× 3 = 6自由

度，U ∈ U(3)/[U(1)]3 は 9− 3 = 6自由度なので，右辺も 6 + 6 = 12自由度を持っている．両辺で自由度

の数が一致していることは，妥当である．

(3.21)で L(j, k) = I3 (3× 3 単位行列)と一様な ϕα（j, kに依存しない)）を代入したものは，Néel状態

を表す．Néel状態は期待値 ⟨ϕα⟩ ̸= 0を持ち，ハミルトニアン (3.1)が持つ SU(3)スピン回転対称性を，非

物理的な [U(1)]2 位相変換対称性にまで自発的に破る．連続的対称性の破れからは，6個のmassless 南部-

Goldstone (NG)ボソンが現れる．今の場合，Néel状態からの低エネルギー励起を表すU(j, k) =
Ä
ϕ⃗1 ϕ⃗2 ϕ⃗3

äT
が持つ 6つの自由度が，スピン回転対称性の破れに伴う 6個の NGボソンと対応する．実際に，有効ラグ

ランジアン (B.12)に U の質量項が無いことからも，masslessであることが確かめられる．

(3.21)を (3.18)に代入し，連続極限（格子定数 a→ 0）を取り，高エネルギー励起を表す Lを経路積分

を行う．計算過程の詳細は，付録 B.2に記す．その結果，有効作用として，以下の SU(3)/U(1)2 非線形シ

グマ模型を得る：

Seff =

∫
d3x

1

geff

3∑
α=1

∑
µ=x,y,τ

Å∣∣∣∂µϕ⃗α∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α∣∣∣2ã . (3.26)

ただし，虚時間のスケール変換 τ 7→ vτ によって，励起が進む速さを v = 3√
2
Jap 7→ 1に合わせた．有効結

合定数は，geff = 3
√
3√

2p
aである．この際，素朴な連続極限からは，

Sadd =
2πi

3a
p

ï
1√
3

∫
dy Qxτ

1 (y)−
∫

dxQyτ
2 (x)− 1√

3

∫
dy Qxτ

3 (y)

ò
(3.27)

という追加項が現れる．Qµν
α とは，(4.11)で定義するトポロジカルチャージである．系がフラストレーショ

ンを生じることなく Néel状態を実現できるという仮定を利用すると，(3.27)が消えることを付録 B.3 節で

示す．

さらに，U(1)ゲージ場

aα = i ϕ⃗∗α · dϕ⃗α ,
3∑

α=1

aα = 0 (3.28)

を補助場として導入することにより，U(1)2 ゲージ理論に書き直すことができる．(3.26) を変形すると，

Seff =

∫
M3

Lcont =

∫
M3

1

geff

3∑
α=1

∣∣∣(d + iaα)ϕ⃗α

∣∣∣2 (3.29)

と表せる．ただし，微分形式 χに対して，|χ|2 = χ∧ ⋆χを意味する．このとき aαを ϕ⃗αに依らない動的な

U(1)ゲージ場とみなすと，(3.29)における aα に関する運動方程式として，(3.28)が再び得られる．

格子ハミルトニアンの連続極限からは現れないものの，ホモトピー群 π3[SU(3)/U(1)
2
] = Zに基づく，

ゲージ不変なトポロジカル項が，ラグランジアンに含まれる余地が残っている．これは CP1 = SU(2)/U(1)

における Hopf項を，SU(3)/U(1)2 に拡張したものである．具体的な表式は，aαβ = ϕ⃗∗α · dϕ⃗β として

LHopf =
i

2π

ï
a1 ∧ da1 + a2 ∧ da2 + a1 ∧ da2 −

1

2
(a12 ∧ a23 ∧ a31 + a21 ∧ a13 ∧ a32)

ò
(3.30)

で与えられる．しかしながら，理論のユニタリ性・局所性により，この種のトポロジカル項は 0となり，有

効ラグランジアンに出現しないことが証明されている [95]．
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第4章 対称性

前章で導出した SU(3)/U(1)2非線形シグマ模型は，様々な対称性を持つ．4.1 節では格子理論から引き継

がれた対称性について，4.2 節では連続理論で新たに生じた対称性について議論する．本章の内容は，投稿

論文 [60]に基づく．

4.1 格子理論に由来する対称性

始めに，スピンに関する対称性を考える．(3.8), (3.21), (3.24)から明らかなように，ϕ⃗α (α = 1, 2, 3)の

位相変換は状態ベクトル |Φ⃗⟩の位相変換であるため，非物理的である．今は 1自由度を (3.25)に固定して

いるので，残りの U(1)2 ゲージ自由度が存在する．また，ハミルトニアン (3.1)は，SU(3)スピン回転

Ŝαβ(i) 7→
∑
α′,β′

Vαα′ Ŝα′β′(i)
(
V †)

β′β
, V ∈ SU(3) (4.1)

に対して不変である．しかし V が中心 Z3 ⊂ SU(3)に属するとき，すなわち V = I3 , ωI3 , ω
2I3 （ω =

exp(2πi/3): 1の 3乗根，I3: 3×3 単位行列）のときは，Ŝαβ(i) 7→ Ŝαβ(i)という恒等変換を与える．した

がって，V = I3 , ωI3 , ω
2I3 を同一視した商群 PSU(3) = SU(3)/Z3 が，正しい対称性変換を記述する．

次に，三角格子が持つ対称性を考える．三角格子は文様群 (wallpaper group) p6m に分類される．格子

の並進に加えて，図 4.1に示す回転・鏡映対称性を持つ．変換の前後では，副格子のラベル αが入れ替わ

ることに注意する．

以上に述べた格子理論が持つ対称性は，連続極限においても引き継がれているべきである．実際に，

SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型の有効作用 (3.26) は，以下の変換に対して不変であることが，直接確かめ

られる：

1. U(1)2 ゲージ変換

ϕ⃗′α(x, y, τ) = eiϑα(x,y,τ)ϕ⃗α(x, y, τ) ,
3∑

α=1

ϑα = 0 (mod 2π) . (4.2)

2. PSU(3) スピン回転

ϕ⃗′α(x, y, τ) = V ϕ⃗α(x, y, τ) , V ∈ SU(3) . (4.3)

図 4.1: 文様群 p6m の最小繰り返し単位．菱形，三角形，六角形はそれぞれ，π, 2π/3, 2π/6 回転の中心を

表す．二重線は鏡映軸を表す．文献 [60]より引用．
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3. (Z3)cyc 置換 [
ϕ⃗′1, ϕ⃗

′
2, ϕ⃗

′
3

]
(x, y, τ) =

[
ϕ⃗2, ϕ⃗3, ϕ⃗1

]
(x, y, τ) . (4.4)

4. x軸鏡映（α = 1頂点を通る x軸に垂直な直線を軸とする）[
ϕ⃗′1, ϕ⃗

′
2, ϕ⃗

′
3

]
(x, y, τ) =

[
−ϕ⃗1, −ϕ⃗3, −ϕ⃗2

]
(−x, y, τ) . (4.5)

5. 2π/6 空間回転（α = 1頂点を中心とする）[
ϕ⃗′1, ϕ⃗

′
2, ϕ⃗

′
3

]
(x, y, τ) =

[
−ϕ⃗1, −ϕ⃗3, −ϕ⃗2

]
(x′, y′, τ) , (4.6)

with x′ = (x−
√
3y)/2, y′ = (

√
3x+ y)/2 .

6. 時間反転

実時間ラグランジアンLR：

LR = −LE

Å
∂ϕ

∂τ
7→ ∂ϕ

i∂t
, τ 7→ it

ã
(4.7)

に対して，t 7→ −t の置き換えと，係数の複素共役を行う．

ここでは，格子定数 aの高次を無視した．ゲージ変換は局所対称性，それ以外はグローバル対称性である．

上述の対称性変換について，いくつか補足する．U(1)2 ゲージ対称性は，(3.29) の表式から明確に分か

る．QEDと同様に，変換 (4.2)に伴い，(3.28)で定義した U(1) ゲージ場 aα,µ は

aα,µ 7→ a′α,µ = aα,µ − ∂µϑα (4.8)

と変換する．PSU(3) 対称性においては，(4.3)の V = ωI3（もしくは V = ω2I3）による変換は，(4.2)で

ϑ(x, y, τ) = 2π/3 (4π/3)としたものと一致している．したがって，V ∈ SU(3)の中心 Z3 による変換は，

ゲージ変換の一部に含まれているので取り除かなければならず，PSU(3) = SU(3)/Z3が重複のないグロー

バル対称性である．(Z3)cyc 置換対称性は，1格子分の並進と等価である．x軸正の方向に aだけ並進する

ことの連続極限が，変換 (4.4)をもたらす．変換 (4.4)–(4.6)は，連続極限で p6m 全体の対称性を表現する

ために必要な最小限の対称性である．図 4.1に示した様々な変換は，これらを組み合わせることで実現でき

る．時間反転対称性は，ハミルトニアン (3.1)が時間反転で不変であることに由来する．

4.2 連続理論で生じた対称性

この節では，格子理論には存在しないが，連続極限をとった後の非線形シグマ模型 (3.26)が持つ対称性

について述べる．

第 1に，Euclid時空における SO(3) Lorentz対称性が存在する．元々の格子理論を不変にする最小の回

転角は 2π/6であったが，連続極限により格子点が連続的な座標に置き換わったために，空間回転対称性が

SO(2) に拡大した．さらに τ のスケール変換により，(x, y, τ)の 3次元時空内の任意の回転で不変な理論に

なった．

第 2に，副格子のラベル α = 1, 2, 3の入れ替えについて，置換群 S3 = (Z3)cyc ⋊Z2 で表される対称性が

存在する．前者の (Z3)cyc は 1格子並進に，後者の Z2 は 2π/6回転に由来する．これらが連続極限によっ

て，座標変換とは独立な内部対称性として実現したものである．s ∈ S3 によって，場 ϕ⃗は

ϕ⃗′α(x, y, τ) = sgn(s) · ϕ⃗s(α)(x, y, τ) (4.9)

と変換する．符号 sgn(s)は sが偶置換ならば+1，奇置換ならば−1をとるが，これは (3.25)の条件 detU = 1

を保つために必要である．
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第 3に，[U(1)]2top トポロジカル対称性が存在する．(5.76)で後述するように，その対称性変換は，モノ

ポールを挿入する演算子の位相変換として表現される．Noether カレント jα = jα,µdx
µ は

jα = ⋆
1

2π
daα

Å
⇐⇒ jα,µ =

1

4π
ϵµνρFα,νρ

ã
(4.10)

で与えられ，Bianchi恒等式として保存則 ∂µjα,µ = 0 を満たす．jα を xµxν 平面で積分して得られる保存

チャージは，

Qµν
α =

1

2π

∫
R2

µν

daα

=
1

2πi

∫
dxµdxν

(
∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α − ∂ν ϕ⃗α · ∂µϕ⃗∗α

)
(4.11)

と表される．これが整数値であることは，任意の閉多様体M2 に対して∫
M2

⋆jα =
1

2π

∫
M2

daα ∈ Z (4.12)

であることからも分かる．また，aα の定義 (3.28)から
∑

α jα = 0が成り立つので，

3∑
α=1

Qxy
α = 0 (4.13)

を満たす．よって，独立なチャージは Qxy
1 , Qxy

2 , Qxy
3 のうち 2つである．これはホモトピー群による推測

π2[SU(3)/U(1)
2
] = Z2 と一致する．

Qxy
α は 2次元理論のトポロジカルチャージ (Pontryagin index) に他ならない．3次元理論では，時間 (τ)

発展に伴いQxy
α が変化するトンネル過程が起こる．Q

xy
α は離散的な量であるため，配位 ϕ⃗(x, y, τ)の連続的

な変形では，Qxy
α は変化しない．したがって連続理論では，時空内に出現した特異点，すなわちモノポー

ル（インスタントン）がトンネル過程を引き起こす．トンネル過程 Qxy
α → Qxy

α +∆Qxy
α に対応して，3次

元時空内の 1点にチャージ∆Qxy
α のモノポールが存在し，それを取り囲む任意の閉曲面 S2 上で∫

S2

daα = ∆Qxy
α (4.14)

となる．電磁気学の Diracモノポールと同様に，S2全体でグローバルな aαを選ぶことができないために，

0でない積分値を与える．

これに対して，格子理論では Φ⃗(i, τ)は格子点上にのみ存在する．そのため，モノポールが格子点の間を

生成・消滅・移動するとみなすことにより，Φ⃗(i, τ)の連続的な変化で，トンネル過程を実現することがで

きる．連続場で表された非線形シグマ模型 (3.26)は，トンネル過程を記述できない．よって，格子理論を

連続場で正しく表現するには，モノポールを用いてトンネル過程の効果を追加する必要がある．次章では，

モノポールの性質を調べる．
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第5章 モノポール

Haldane [7]は SU(2)正方格子について，スキルミオン数が変化するトンネル過程は非自明な Berry位相

を持つことを指摘した．以下では，SU(2)正方格子の staggered磁化ベクトルを SU(3)三角格子に拡張し，

モノポールがもたらす Berry位相を調べる．

5.1, 5.2 節で SU(3)スピン系でスキルミオンを構成する方法を説明し，5.3 節でトンネル過程の Berry位

相を実際に計算する．5.4 節では，格子の対称性変換をモノポールの Berry位相と関係付ける．5.5 節では，

有効理論に含むことができるモノポール項を検討する．本章の内容は 5.4節を除き，投稿論文 [60]に基づく．

5.1 U(3)/U(1)3 パラメータ

スキルミオン配位を構成するための準備として，U(3)/U(1)3 行列の便利なパラメトリゼーションを提案

する．文献 [96]による Uref = (u⃗1 u⃗2 u⃗3) ∈ SU(3)の一般形を出発点にする：

u⃗1 =

Ö
eiφ1 cos θ1 cos θ2

eiφ3 sin θ1

eiφ4 cos θ1 sin θ2

è
, (5.1)

u⃗2 =

Ö
ei(−φ4−φ5) sin θ2 sin θ3 − ei(φ1+φ2−φ3) sin θ1 cos θ2 cos θ3

eiφ2 cos θ1 cos θ3

−ei(−φ1−φ5) cos θ2 sin θ3 − ei(φ2−φ3+φ4) sin θ1 sin θ2 cos θ3

è
, (5.2)

u⃗3 =

Ö
−ei(φ1−φ3+φ5) sin θ1 cos θ2 sin θ3 − ei(−φ2−φ4) sin θ2 cos θ3

eiφ5 cos θ1 sin θ3

ei(−φ1−φ2) cos θ2 cos θ3 − ei(−φ3+φ4+φ5) sin θ1 sin θ2 sin θ3

è
, (5.3)

θ1, θ2, θ3 ∈
[
0, π

2

]
, φ1, φ2, φ3, φ4, φ5 ∈ [0, 2π) . (5.4)

扱いやすいように，Uref を U ∈ SU(3)に変換しておく*1：

U =

Ö
0 0 1

1 0 0

0 1 0

è
· Uref ·

Ö
eiϑ1 0 0

0 eiϑ2 0

0 0 ei(−ϑ1−ϑ2)

è
, (5.5)

ϑ1 = −φ4 , ϑ2 = −φ2 + φ3 − φ4 + π . (5.6)

変換後，古い 8個のパラメータ {θ1, θ2, θ3, φ1, φ2, φ3, φ4, φ5}を，新しい 6個のパラメータ {θ, φ, α2, α3, γ, δ}
に置き換える：

θ = π
2 − θ1 , φ = π

2 − θ2 , γ = θ3 ,

α2 = φ1 − φ4 , α3 = φ3 − φ4 , δ = −φ1 − φ2 + φ3 − φ4 − φ5 . (5.7)

*1(5.5) 右辺の置換行列は，後の便宜上導入した．これも SU(3) の元であるから，一般性を失わない．
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U の各列のU(1)位相を落とすことで，自由度を SU(3)から SU(3)/U(1)2 = U(3)/U(1)3に減らす．以上の

手順で，U =
Ä
Φ⃗1 Φ⃗2 Φ⃗3

ä
∈ U(3)/U(1)3 の一般形が得られる：

Φ⃗1 =

Ö
sin θ cosφ

eiα2 sin θ sinφ

eiα3 cos θ

è
, (5.8)

Φ⃗2 = cos γ

Ö
cos θ cosφ

eiα2 cos θ sinφ

−eiα3 sin θ

è
+ eiδ sin γ

Ö
sinφ

−eiα2 cosφ

0

è
, (5.9)

Φ⃗3 = sin γ

Ö
cos θ cosφ

eiα2 cos θ sinφ

−eiα3 sin θ

è
− eiδ cos γ

Ö
sinφ

−eiα2 cosφ

0

è
, (5.10)

θ , φ , γ ∈
[
0, π

2

]
, α2 , α3 , δ ∈ [0, 2π) . (5.11)

(5.11)の定義域は，古いパラメータ (5.4)から引き継がれたものである．Φ⃗αは正規直交する (Φ⃗∗
α ·Φ⃗α′ = δαα′)．

パラメータの数が 6個であることは，SU(3)/U(1)2 の物理的自由度の数と一致している．

3.3節で，Néel状態付近の低エネルギー有効理論は，場 U(j, k) =
Ä
ϕ⃗1 ϕ⃗2 ϕ⃗3

äT
∈ SU(3)/U(1)2で記述され

ることを見た．U(j, k)が (j, k)に依らないと仮定し，ϕ⃗αに (5.8)–(5.10)の定ベクトル Φ⃗αを割り当てると，

これは厳密なNéel状態の一般形を与える．パラメータの値を変えることで，任意のNéel状態を表現するこ

とができる．特に，パラメトリゼーション (5.8)–(5.10)には，物理的意味が明確という利点がある．これら

は正規直交基底 {e⃗A, e⃗B, e⃗C}を用いて，Φ⃗1 = e⃗A，Φ⃗2 = cos γ e⃗B + eiδ sin γ e⃗C，Φ⃗3 = sin γ e⃗B − eiδ cos γ e⃗C

という形で表されている．すると，{θ, φ, α2, α3}の組が副格子 1の状態として Aを決定し，残りの基底 B,

Cを作る．一方で {γ, δ}の組は，副格子 2, 3に割り当てられる状態の，B, C成分の混ざり方を規定すると

解釈できる．

これらのパラメータは，SU(2)反強磁性体における staggered磁化ベクトルm ∈ SU(2)/U(1) = S2（(2.39)

を参照）の，SU(3)反強磁性体への一般化を与える．

5.2 スキルミオンの構成方法

十分低エネルギーの配位では，Φ⃗αは空間方向に対し，各 αごとに滑らかに変化する．連続極限 a→ 0に

おいて Φ⃗α(x, y, τ)は微分可能であるから，対応する U(1)ゲージ場を

Aα = iΦ⃗∗
α · dΦ⃗α (5.12)

と定義する．このとき xy平面内のトポロジカルチャージ Qxy
α は

Qxy
α =

1

2π

∫
R2

xy

dAα (5.13)

で与えられる．連続極限ではQxy
α ∈ Zであるから，場の連続的な変形でQxy

α は変化しない．(3.21)で形式

的に L = I3 (⇔ L12 = L13 = L23 = 0)とおくと，Qxy
α は (4.11)に帰着する*2．

非自明なトポロジカルチャージ Qxy
α ̸= 0を持つ τ 一定面の配位を，スキルミオン (skyrmion) と呼び，

Qxy
α ∈ Zをスキルミオン数と呼ぶ．トンネル過程の具体例を得るためには，まずスキルミオン配位を構成
する必要がある．

前節で述べた通り，(5.8)–(5.10)においてパラメータ {θ, φ, α2, α3, γ, δ}を格子点 (j, k, α)に依らない定数

としたものは，厳密な Néel状態を表す．このとき Φ⃗α(j, k)が定数なので，(5.13)により，Néel状態は明ら

*2ϕ⃗ではなく，高エネルギー励起 Lを積分する前の Φ⃗を用いる．スキルミオン自体は連続的な場で定義される概念である．トンネ
ル過程を考えない限り，Φ⃗α(j, k)は格子点の間を滑らかに補うことによって連続極限をとることができて，xy 平面内のすべての場所
で特異点は存在しない．
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θ φ γ α2 α3 δ (Qxy
1 , Qxy

2 , Qxy
3 )

f(r) 0 0 const. mη const. (−m,m, 0)
f(r) π/2 0 ℓη const. const. (ℓ,−ℓ, 0)
π/2 f(r) 0 ℓη const. const. (ℓ, 0,−ℓ)
0 0 f(r) const. const. nη (0, n,−n)

f(r) f(r) 0 ℓη mη const. (ℓ−m,m,−ℓ)
f(r) π/2 f(r) ℓη mη nη (ℓ−m,n− ℓ,m− n)
f(r) f(r) f(r) ℓη mη nη (ℓ−m,n,−ℓ+m− n)

表 5.1: スキルミオン配位の例．整数の組 (ℓ,m, n)がトポロジカルチャージ Qxy
α を決定する．

かに Qxy
α = 0である．そこで，{θ, φ, α2, α3, γ, δ}を格子点 i ↔ (j, k, α)に依存して滑らかに変化させる．

隣接する格子点 i, i′に対して θ(i′) = θ(i) +O(a)（残りのパラメータについても同様）とすれば，aの 0次

ではNéel秩序 U =
Ä
Φ⃗1 Φ⃗2 Φ⃗3

ä
∈ U(3)/U(1)3が成立している．一方で，aの 1次では隣接する格子点の状

態は直交せず，元々の 1格子点が持つスピン自由度 Φ⃗α(i) ∈ CP2に帰着する．このようにして，Néel秩序

に対する小さな変動を取り入れられる．連続極限をとることで，パラメータは (x, y)に対する連続関数と

なる．

(5.8)–(5.10) から U(3)/U(1)3 スキルミオンを構成する手順を述べる．定義域 (5.11) に着目し，6 個の

パラメータのうち {2θ, 2φ, 2γ}を S2 の極角，{α2, α3, δ}を S2 の方位角と関連付ける．xy平面の極座標を

x + iy = reiη と表す*3． f(r)を，f(0) = π
2 と f(∞) = 0を滑らかに繋ぐ任意の関数 (0 ≤ f(r) ≤ π

2 ) と

する．

� {θ, φ, γ}のいくつかに f(r)または π
2 − f(r)を割り当てる，

� {α2, α3, δ}のいくつかに ηの整数倍を割り当てる

ことにより，原点を中心としたスキルミオン配位が得られる．ただし，特異点が現れないようにするため

に，次の条件を満たすように割り当てなければならない：

� eiZη に比例する Φ⃗α の成分はすべて，r → 0, ∞において 0か絶対値 1になる．

上記の構成方法は，あらゆる U(3)/U(1)3スキルミオン全体を覆い尽くすものではないが，多種多様なス

キルミオンを作り出すことができる．いくつかの例を，表 5.1に示す．例として，表の 1番上のスキルミオ

ンは，具体的に次の形をしている：

Φ⃗1 =

Ö
sin f(r)

0

eimη cos f(r)

è
, Φ⃗2 =

Ö
cos f(r)

0

−eimη sin f(r)

è
, Φ⃗3 =

Ö
0

1

0

è
. (5.14)

特異性が現れないことを確認しておく．r = 0において

Φ⃗1 =

Ö
1

0

0

è
, Φ⃗2 =

Ö
0

0

−eimη

è
, Φ⃗3 =

Ö
0

1

0

è
(5.15)

であり，一見すると Φ⃗2 の値を r = 0で決められないように思われるが，この特異性は U(1)ゲージ変換

Φ⃗′
2(r = 0) = e−imηΦ⃗2(r = 0) = (0, 0, 1)T で消すことができる．r → ∞についても同様にして，特異性が
現れないことを確かめられる．ところで，この配位は Φ⃗3が定ベクトルなので，三角格子の副格子 α = 3を

無視した六角格子（これは bipartite）上に，SU(2)スピンの hedgehog配位が実現していると解釈できる．

実際に，等価な staggered磁化ベクトルはm = (sin(2f) cos(mη), sin(2f) sin(mη), cos(2f)) ∈ S2 で表され

*3無限遠 r → ∞ は，1 点コンパクト化する．
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る．このように，表 5.1の一部には，SU(2)スピンの hedgehog配位の，SU(3)への埋め込みになっている

ものがある．

トポロジカルチャージは，(5.13)から直接計算できる．(5.8)–(5.10)のパラメータを用いてAαを表すと，Ö
A1

A2

A3

è
= −

dδ
Ö

0

+

−

è
sin2 γ + dφ

Ö
0

+

−

è
2 sin δ sin γ cos γ cos θ

+ dα2


Ö

0

−
+

è
sin2 γ cos2 θ sin2 φ+

Ö
+

−
0

è
sin2 θ sin2 φ

+

Ö
0

−
+

è
cos2 γ cos2 φ+

Ö
0

−
+

è
2 cos δ sin γ cos γ cos θ sinφ cosφ


+dα3


Ö

0

−
+

è
sin2 γ sin2 θ +

Ö
−
+

0

è
sin2 θ


 . (5.16)

これらを (5.13)に代入すれば，

Qxy
1 =

1

2π

∫
dxdy

[
(∂xα2) · ∂y(sin2 θ sin2 φ)− (∂xα3) · ∂y(sin2 θ) − (x↔ y)

]
, (5.17)

Qxy
2 =

1

2π

∫
dxdy

[
2(∂xφ) · ∂y(sin δ sin γ cos γ cos θ) + (∂xδ) · ∂y(sin2 γ) + (∂xα3) · ∂y(cos2 γ sin2 θ)

+ (∂xα2) · ∂y(−2 cos δ sin γ cos γ sinφ cosφ+ cos2 γ cos2 θ sin2 φ+ sin2 γ cos2 φ) − (x↔ y)
]
,

(5.18)

Qxy
3 =

1

2π

∫
dxdy

[
−2(∂xφ) · ∂y(sin δ sin γ cos γ cos θ) + (∂xδ) · ∂y(cos2 γ) + (∂xα3) · ∂y(sin2 γ sin2 θ)

+ (∂xα2) · ∂y(2 cos δ sin γ cos γ sinφ cosφ+ sin2 γ cos2 θ sin2 φ+ cos2 γ cos2 φ) − (x↔ y)
]
(5.19)

を得る．これらの表式より，各パラメータが (j, k)に依存するが αに依存しない場合，すなわち unit cell内

を直交に保ちながら x, y方向に状態が変化する場合にも，
∑

αQ
xy
α = 0であることが分かる．表 5.1には，

構成したスキルミオンのトポロジカルチャージも示してある．その際必要な (5.17)–(5.19)の積分は，解析

的に実行できる．

5.3 トンネル過程のBerry位相

4.2 節で指摘したように，連続場の理論でスキルミオン数が変化するトンネル過程を記述するためには，

モノポールを理論に追加する必要がある．モノポールを含む理論では，格子の連続極限として得られた有効

作用 (3.26) には存在しなかった非自明な項が，Berry位相 SBから現れることがある．SU(2)正方格子に対

する研究 [7,8]に倣い，格子点上でトンネル過程の例を構成し，このときの Berry位相を具体的に計算する．

5.3.1 トンネル過程の具体例

スキルミオンは，(5.8)–(5.10)のパラメトリゼーションで表すことができる．トンネル過程を記述するに

は，パラメータ {θ, φ, α2, α3, γ, δ}を，空間方向に加えて虚時間方向にも変化させればよい．Berry位相は
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U(1)ゲージ場 (5.16)を用いて

SB = i p
∑
j,k

3∑
α=1

Ω(j, k, α) , (5.20)

Ω(j, k, α) =

∫ β

0

(−Aα,τ (j, k)) dτ (5.21)

と表される．以下では空間座標 r⃗ = (x, y)と，対応する格子点のラベル (j, k, α)を適切に読み替えることに

する．Φ⃗α のゲージ変換は，(5.21)において τ の全微分項を生じることとなり，その結果 SB を 2πiZだけ
変えることになるので，exp(−SB)に影響しない．

SU(3)スピンの場合も SU(2)スピンと同様に，Berry位相はトポロジカル量であり，トンネル過程の詳細

に依存しないと推測される．トンネル過程の具体例として，τ = 0で Néel状態が実現している所から，時

空点 (r⃗1, T1)のモノポールによって，チャージ (Q1, Q2, Q3)を持つスキルミオンに移り変わる．その後，時

空点 (r⃗2, T2)のモノポールによってスキルミオンが消滅し，τ = β で τ = 0と等しい Néel状態に戻る，と

いう過程を調べることにする．すなわち τ = 0→ β の間に，トポロジカルチャージはÖ
Qxy

1 (τ)

Qxy
2 (τ)

Qxy
3 (τ)

è
:

Ö
0

0

0

è
→

Ö
Q1

Q2

Q3

è
→

Ö
0

0

0

è
(5.22)

と変化する．連続極限では Qxy
α は整数値しかとることができないので，時刻 τ = T1, T2 で値が不連続に変

化する．しかし格子点上だけの離散和としてチャージを求めた場合には，トンネル過程の間に緩やかに変

化する．また，一般にモノポールが存在する時空点ではスピン状態を定義できないので，モノポールは格子

点以外の場所に存在するものと定める．

ここでは表 5.1の下から 2番目に示したスキルミオンを使用して，計算を行う．(Q1, Q2, Q3) = (ℓ−m,
n− l,m− n)と対応する．ℓ,m, n ∈ Zを調整することによって，任意のQxy

α を持つスキルミオンを作るこ

とができる．
∑

αQ
xy
α = 0なので，このうち 2つが独立なチャージである．5.2 節に基づき，

θ = γ = F (r⃗, τ) , φ =
π

2
, (α2, α3, δ) =

(
ℓ η(r⃗, τ) , m η(r⃗, τ) , n η(r⃗, τ)

)
(5.23)

とパラメータを用意する．スピンコヒーレント状態 (5.8)–(5.10)の具体形は

Φ⃗1 =

Ö
0

eiℓη sinF

eimη cosF

è
, Φ⃗2 =

Ö
einη sinF

eiℓη cos2 F

−eimη sinF cosF

è
, Φ⃗3 =

Ö
−einη cosF

eiℓη sinF cosF

−eimη sin2 F

è
(5.24)

であり，対応する U(1)ゲージ場 (5.16)はÖ
A1

A2

A3

è
= −dη

sin2 F
Ö

ℓ−m
−ℓ+ n+m

−n

è
+ sin4 F

Ö
0

−m
m

è
+ sin2 F cos2 F

Ö
0

−ℓ
ℓ

è (5.25)

となる．

(5.22)のトンネル過程は，関数 F, ηを次のように選ぶことで実現できる：

(i) 0 ≤ τ < T1 :

 F (r⃗, τ) =
τ

T1
f(r1(r⃗)) ,

η(r⃗, τ) = η1(r⃗) ,

(ii)T1 ≤ τ < T2 :

{
F (r⃗, τ) = f

(
r12(r⃗, τ)

)
,

η(r⃗, τ) = η12(r⃗, τ) ,

(iii)T2 ≤ τ < T3 :

 F (r⃗, τ) =
T3 − τ
T3 − T2

f(r2(r⃗)) ,

η(r⃗, τ) = η2(r⃗) ,

(iv)T3 ≤ τ ≤ β :

 F (r⃗, τ) = 0 ,

η(r⃗, τ) = η2(r⃗) +
τ − T3
β − T3

(η1(r⃗)− η2(r⃗)) .
(5.26)
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図 5.1: η12(r⃗, τ)の主値の定義．時刻 T1で位置 r⃗1に生成したスキルミオンが，位置 r⃗2まで移動した後に，時

刻 T2で消滅する．図では，T1 < τ < T2のある時刻 τ における η12(r⃗, τ)の値を示してある．黒色点線と紫色

実線に 2π不連続が存在する．前者は T1の時点で存在するブランチカットを表し，この線の取り方は最終結

果に影響しない．一方で後者は各地点で η12が滑らかに変化することから生じるものであり，discontinuity

lineとして Berry位相に寄与する．文献 [60]より引用．

ただし，f(r)は f(0) = π/2と f(∞) = 0を滑らかに繋ぐ任意の関数である．r1,2,12 , η1,2,12 は

r1e
iη1 = (x− x1) + i(y − y1) , r2e

iη2 = (x− x2) + i(y − y2) , (5.27)

r12e
iη12 =

Å
x− x1 −

τ − T1
T2 − T1

(x2 − x1)
ã
+ i

Å
y − y1 −

τ − T1
T2 − T1

(y2 − y1)
ã

(5.28)

と定義する．η12の主値は，時間発展に対して常に連続的に変化するよう定める．具体的な値を，図 5.1に

示す．この要求のために，τ 一定の断面にて η12に 2π不連続線が存在することになる（図 5.1の紫色実線）．

これが後述の discontinuity lineの概念を生む．ステップ (iv)は，τ = 0, β で周期境界条件を満たすために

必要である*4．

以上のトンネル過程の具体例について，Berry位相を計算する．今の場合，η̇ = dη/dτ ̸= 0となるステッ

プ (ii)からのみ寄与がある．(5.25)より，

Ω(j, k, α) =

∫ T2

T1

dτ η̇12

sin2 f(r12)
Ö

ℓ−m
−2ℓ+ n+m

ℓ− n

è
+ sin4 f(r12)

Ö
0

ℓ−m
m− ℓ

è (5.29)

Berry位相を求めるには，r12 ≃ 0の特異的な部分だけに注目して，積分を評価すれば十分である．sin2 f(r12) ≃
sin2 f(0) = 1と近似して，

Ω(j, k, α) =

Ö
ℓ−m
n− ℓ
m− n

è ∫ T2

T1

dτ η̇12(r⃗, τ) + (reg.)

=

Ö
Q1

Q2

Q3

èï
arctan

y − y2
x− x2

− arctan
y − y1
x− x1

ò
+ (reg.) (5.30)

*4ここで選んだ具体例 (5.23) では，F = 0 のとき Aα = 0 となるので，ステップ (iv) は Berry 位相に寄与しない．しかしなが
ら，一般にはステップ (iv)を無視すると正しい結果が得られない．例えば，(θ, φ, γ, α2, α3, δ) = (π

2
, 0, 0.η, 0, 0)と (π

2
, f, 0, η, 0, 0)

の間のトンネル過程を考えると，ステップ (iv) から有限の寄与がある．
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図 5.2:
î
arctan y−y2

x−x2
− arctan y−y1

x−x1

ó
の値．紫色の線分で示した r⃗1 と r⃗2 を結ぶ線分が，discontinuity line

である．スキルミオン中心が移動する向きに対して，discontinuity lineの左側の値は右側の値よりも 2π大

きい．文献 [60]より引用．

を得る*5．(reg.) とは，分枝を持たない正則な項を意味する．関数 f(r)を変化させると，arctan の部分は

変わらず，正則部分のみが変化する．(5.30)の正則部分は，(x, y)に依らない共通の係数が α = 1, 2, 3で和

をとると 0になるので，a→ 0の連続極限で SB に寄与しない
*6．

Discontinuity lineは，スキルミオン中心の軌跡を xy面に射影したものとして定義される [7]．今の例で

は，r⃗1 = (x1, y1)と r⃗2 = (x2, y2)を結ぶ線分が相当する．両端のモノポール以外の特異性はゲージ変換で

除く事ができるので，T1 < τ < T2において状態 Φ⃗αは，スキルミオン中心でも適切に定義できる．しかし

[arctan · · · ]の項は，η12(r⃗, τ)が滑らかに時間変化するように主値を定義したことに伴い，図 5.2に示すよ

うに 2πだけ値が飛ぶブランチカットが現れる．これが discontinuity lineである．(5.21)の全格子点にわた

る和を実行することで，Berry位相が求められる．[arctan · · · ]の不連続部分が，打ち消されることなく SB

に寄与する．

5.3.2 Berry位相の図形的規則

以下では，SU(2)正方格子に対して提案された，discontinuity lineを用いたBerry位相の計算規則 [7]を，

SU(3)三角格子に対して導出する．モノポールを格子の中心に限定した場合，トンネル過程の Berry位相

を計算する簡便な規則が得られる．規則から求めた値は，数値計算の結果と一致する．導出の一部は厳密な

証明ではないものの，Berry位相を直感的に解釈することに役立つ．

準備として，格子点の和 (5.20), (5.30)を格子の和に書き直す：

SB =
i p

6

∑
△

(
Ω(△, 1) + Ω(△, 2) + Ω(△, 3)

)
=

i p

6

∑
△

∑
(x,y,α)∈△

Qα

ï
arctan

y − y2
x− x2

− arctan
y − y1
x− x1

ò
. (5.31)

ここで△とは，三角格子の最小構成要素である一辺 aの正三角形を表し，頂点の格子点 (j, k, α) ∈ △を
Ω(△, α) = Ω(j, k, α)と対応させる．1個の格子点は 6個の三角形△に共有されるので，係数に 1/6が現れ

*5もしくは f(r) = 1
2
arccos

Ä
2(r/r0)

2−1

2(r/r0)2+1

ä
と選ぶと，sin2 f(r) = 1

2(r/r0)2+1
となり，積分を解析的に実行できる．r0 はスキル

ミンの大きさを指定する定数である．結果はやはり (5.30) の形となる．
*6一般に，正則部分の係数は Qα でまとめられるとは限らない．それでも α = 1, 2, 3で和をとると消えることが，(5.16)から保証
されている．
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図 5.3: Berry位相の図形的規則の説明図．隣接する 18個の三角形を組にして計算すると，Ωの滑らかに変

化する部分が打ち消される．

る．格子とモノポールとの位置関係で場合分けする．

(I) 格子が r⃗1, r⃗2 から十分離れており，discontinuity lineと交わらないとき

格子 △として，図 5.3(a)にて黄色の影で示したの向きの 1個の三角形に注目する．△とその周辺で，
g(r⃗) =

î
arctan y−y2

x−x2
− arctan y−y1

x−x1

ó
は微分可能な関数である．格子中心の座標を r⃗△とおいて Taylor展開

すると，1個の△からの寄与は *7

∆SB =
i p

6

ñ
Q1 · g

Ç
r⃗△ −

1

2
x̂−
√
3

6
ŷ

å
+Q2 · g

Ç
r⃗△ +

√
3

3
ŷ

å
+Q3 · g

Ç
r⃗△ +

1

2
x̂−
√
3

6
ŷ

åô
=

i p

6

ñ
(Q1 +Q2 +Q3)g +

a

2
(−Q1 +Q3)∂xg +

√
3a

6
(−Q1 + 2Q2 −Q3)∂yg +O(a2)

ô
(r⃗△) (5.32)

となり，
∑

αQα = 0なので初項は消えるが，O(a1)が残る．そこで図 5.3(a)のように，隣接する 18個の

格子の和をひとまとめにして展開すると，

i p

6

∑
(x,y,α)∈18△

Qα · g(r⃗) = O(a3) (5.33)

が示される．全格子の和は
∑

△ ∼ O(a−2)であるから，連続極限 a → 0で (I)の格子は Berry位相に寄与

しない．

(5.30)における正則部分 (reg.) も，微分可能かつ αに依存する係数が和をとると 0なので，同様の理由

で Berry位相に寄与しない．モノポールの近傍で，arctanの項は隣接する頂点間の差がO(a0)となるので，
上記の議論を適用できない．一方で正則部分はモノポールの近傍でも差が O(a1)のままなので，すべての
格子で無視してよい．

(II) 格子が r⃗1, r⃗2 から十分離れており，discontinuity lineと交わるとき

(I)の結果を利用するために，引き続き 18個の格子を組にして考える．arctanの滑らかな変化は (I)の議

論により寄与しないので，discontinuity lineの存在による 2π不連続のみを考慮すればよい．Discontinuity

lineの左側に位置する頂点における g(r⃗)の値は，a→ 0の極限で，右側に比べてちょうど 2πだけ大きい．

格子△の全体が discontinuity lineの左側に位置しているとき，その 1格子からの新たな寄与は

∆SB −∆S
(I)
B =

i p

6
(Q1 +Q2 +Q3) · 2π = 0 (5.34)

であり，Berry位相は生じない．非自明な寄与は，discontinuity lineが貫通する格子△から生じる．例え
ば図 5.3(b)の例では，頂点 α = 1だけが頂点 α = 2, 3よりも 2π小さくなるので，(I)と比較した新たな寄

*7ここで x̂, ŷ は，x, y 軸方向の大きさ a のベクトルとする．
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図 5.4: discontinuity line が格子を貫通する場合の，1 格子からの Berry 位相 SB/i p への寄与．g(r⃗) =î
arctan y−y2

x−x2
− arctan y−y1

x−x1

ó
の値は，discontinuity lineの左側に位置する頂点では，右側の頂点よりも 2π

大きい．Q1 +Q2 +Q3 = 0を用いて Q3 を消去してある．文献 [60]より引用．

与は

∆SB −∆S
(I)
B =

i p

6
· (−Q1) · 2π = −i p2π

6
Q1 (5.35)

と求められる．他の格子についても同様に計算し，discontinuity lineが貫通する格子 1個あたりの Berry

位相への寄与を，図 5.4に示す．ここでは，discontinuity lineやモノポールは必ずしも格子の中心に位置し

ていなくてもよい．

(III) 格子の中心にモノポールが位置するとき

本来モノポールは格子点上を除く任意の座標に存在することが許されているが，(III)では「モノポール

は格子の中心に存在する」という仮定を加える．例として，図 5.5左上の向きに格子△の中心でスキルミ
オンが消滅する場合に，△からの Berry位相への寄与を計算する．スキルミオンの生成位置は r⃗1 →∞と
して無視する．各頂点での arctanの値を正確に求めることができて，

1

6

3∑
α=1

Ω(△, α) = 1

6

Å
2π

3
Q1 + 0 ·Q2 +

(
−2π

3

)
Q3

ã
=

2π

9
Q1 +

2π

18
Q2 (5.36)

となる．他の種類の三角形についても同様にして，図 5.5の規則を得る．スキルミオンが生成する場合は，

消滅する場合の寄与の符号を反転させたものになる．

(IV) モノポールの周辺の格子

モノポールの周辺では，隣接する格子点で g(r⃗)の差がO(a0)となるので，(I), (II)の議論が適用できない．
Discontinuity lineが通過するかに関係なく，モノポールの周辺の格子は Berry位相に有限の寄与を持って

いる．各格子からの寄与は (5.31)で与えられるが，この寄与を解析的に議論することは難しい．

それにもかかわらず，図 5.4と図 5.5と比較すると，格子を貫通する場合と，同一格子内で消滅と生成の

両方が起こる場合で，寄与が等しいことが分かる．例えば，図 5.4左上の格子の寄与 (5.35)は

− 2π

6
Q1 = +

Å
−2π

18
Q1 +

2π

18
Q2

ã
−
Å
2π

9
Q1 +

2π

18
Q2

ã
(5.37)

と分解できる．右辺第 1項は図 5.5左下の図形に，右辺第 2項は図 5.5左上の図形の逆過程に，それぞれ

対応している．このことから，モノポールの周辺の格子についても，モノポールから十分離れている格子

と全く同じ規則で Berry位相を求めることができると予想される．5.3.4 節で示すように，(5.30)の数値計

算によると，この予想は実際に正しい．結局 (IV)の場合も，discontinuity lineが貫通する格子だけに注目

し，(II)と同じように図 5.4の規則を適用すればよい．モノポール周辺の格子が持つ g(r⃗)に由来する寄与
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図 5.5: Discontinuity lineの終点が格子の中心に位置する場合の，1格子△からのBerry位相SB/i pへの寄与．

Discontinuity lineや三角形の向きが異なる場合にも，上記の図形を回転させて適用できる．Discontinuity

lineの始点が格子の中心に位置する場合は，すべての符号を反転させる．文献 [60]より引用．

1 3

3 1

2 1

1 2

3 2

2 3

α =

図 5.6: Berry位相を求める図形的な規則．Discontinuity lineが辺を通過するごとに，対応する因子 ∆SB

を足し上げることで，トンネル過程 (5.22)の Berry位相 SB が得られる．文献 [60]より引用．

は，全格子についての和で打ち消される．

以上でモノポールを格子の中心に限定したときの，Berry位相を計算する図形的規則が出揃ったが，これ

らはより簡潔な規則にまとめられる．まず，前述の通り図 5.4の寄与は，貫通する discontinuity lineを中

央で分割することで，図 5.5の寄与 2つ分の和として表すことができる．その前提の下で，図 5.5の共通の

辺に discontinuity lineが出入りする図形を組み合わせることにより，discontinuity lineが 1辺を通過する

ときの寄与として矛盾なく表すことができる．得られた規則を図 5.6に示す．Discontinuity lineが辺を通

過するごとに，対応する因子∆SB を加算することで，Berry位相が求められる：

SB =
∑
edges

∆SB . (5.38)

特に図 5.6からは，discontinuity lineの連続変形で，exp(−SB)は変化しないことが読み取れる．これは

discontinuity lineの始点と終点，つまりモノポールの位置のみでトンネル過程の Berry位相が決まること

を意味している．図 5.6に基づき，始点を固定して終点の位置をずらしたときの Berry位相 SBの変化を調

べると，図 5.7が得られる．ここでは，空間座標の関数 ξ(r⃗)を，始点 r⃗1を左下の三角形中心に固定し，終
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図 5.7: (5.39)で Berry位相を計算するときの因子 ξ(r⃗)．隣接する 18個の三角形で周期的な値となる．モ

ノポールの位置は格子の中心に限る．z = exp(2πi/9)は 1の 9乗根である．文献 [60]より引用．

点 r⃗2 = r⃗を変化させたときの，p = 1における exp(−SB)の値として定義してある．exp(−SB)は 1の 9乗

根 z = exp(2πi/9)のべき乗の値をとること，隣接する 18個の格子について周期的であることが分かる．逆

に終点を固定して始点をずらす場合には，この因子の逆数が exp(−SB)として現れる．また，一般の p ∈ N
に対しては，SB が p倍になるので，p = 1の因子 ξ(r⃗)を p乗すればよい．よって，Berry位相は図 5.7の

因子 ξ(r⃗)を用いて

e−SB =

ï
ξ(r⃗2)

ξ(r⃗1)

òp
(5.39)

と求められる．図 5.6, 5.7の規則は，モノポールが格子の中心に存在する場合にのみ成立することに注意す

る．このようにして，SU(2)正方格子に対して導かれた結果 [7]（図 2.2を参照）が，SU(3)三角格子では

図 5.7に拡張される．

5.3.3 Destructive Interference

ここまでで，トンネル過程からは非自明な Berry位相が生じること，そして Berry位相はモノポールの

位置から決まるトポロジカルな量であることを見た．Berry位相は格子定数 aのスケールで周期的に変化

するので，スキルミオンが隣接する格子で生成または消滅するようなトンネル過程を考えると，それらは

分配関数に対して，運動項 Seff はほぼ等しいが，全く異なる Berry位相 SB を持つ．すると，分配関数の

状態和 (Tr) を実行すると，互いの寄与が相殺して分配関数への寄与が消えることが起こる．この現象は，

destructive interferenceと呼ばれる [7]．

以下では p = 1として，引き続きモノポールの位置を三角形の中心に限定する．図 5.7には，スキルミオン

が左下三角形で生成すると固定し，消滅地点を変化させたときの exp(−SB)の値が書かれている．Berry位

相の最小繰り返し単位である 18個の三角形に，左下から順に s = 1, · · · , 18とラベルを付け，各格子の中心
点の空間座標を X⃗c

s と表すことにする．チャージ (Q1, Q2)のスキルミオンが r⃗1で生成した後に r⃗2で消滅す

るトンネル過程の Berry位相を，簡易的に SB(r⃗1; r⃗2)と書く．生成地点を左下三角形中心に固定 (r⃗1 = X⃗c
1)

したときに，{Xc
s}s=1,··· ,18 でスキルミオンが消滅したときの因子 exp(−SB)の平均値をWc と定めると，

Wc =
1

18

18∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗

c
s)
ó

=
1

18
(1 + z3Q1 + z−3Q1)(1 + z3Q2 + z−3Q2)(1 + z−Q1−2Q2) (5.40)
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となっている．ただし，z = exp(2πi/9)は 1の 9乗根である．1+ z3 + z−3 = 0なので，Q1, Q2 ∈ 3Zでな
い限り，Wcは 0になる．スキルミオンの生成位置を固定し，消滅位置を 18通りに移動させた過程からの，

分配関数への状態和を考える．運動項 Seff の差は O(a)なので無視すると，

18∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗

c
s)− Seff

ó
≃ 18Wc · exp (−Seff) (5.41)

となるので，Qα が 3の倍数で変化するトンネル過程のみが，分配関数 Z に寄与する．

p > 1の場合に一般化するには，(Q1, Q2)を (pQ1, pQ2)に読み替える．分配関数 Z に寄与を持つための

条件は，pQ1, pQ2 ∈ 3Zと表される．つまり，

� pmod 3 ̸= 0のとき，Qα が 3の倍数で変化するトンネル過程のみが Z に寄与する，

� pmod 3 = 0のとき，Qα が任意の整数で変化するトンネル過程がすべて Z に寄与する

ことが分かる．

5.3.4 数値計算に基づく解析

5.3.2, 5.3.3 節では，モノポールの位置を格子の中心に限定して，Berry位相を計算し，経路の干渉を議論

した．しかし，分配関数の状態和は本来，格子点上を除くあらゆる位置でスキルミオンが生成・消滅する過

程を足し上げなければならない．任意のトンネル過程に対する Berry位相は，(5.30)の [arctan · · · ]から求
められる．(5.30)を数値的に評価することで，5.3.2 節の直感的な説明を補い，5.3.3 節で述べた destructive

interferenceを拡張する．

Berry 位相 exp(−SB) = exp(−ip
∑

i Ω(i)) は絶対値 1 なので，偏角で表すと便利である．いくつかの

p, Q1, Q2について，数値計算から得られた Berry位相の因子 Arg[exp(−SB)]を，図 5.8に示す．ここでも

図 5.7と同様に，スキルミオンの生成位置を左下三角形の中心に固定し，スキルミオンの消滅位置を様々に

変化させた．いずれも格子の中心における exp(−SB)は，図 5.7から求めた ξ(r⃗)pの値と一致している．ま

た，Berry位相は空間的に連続的に変化し，図示した隣接する 18個の格子について周期的であることが分

かる．この結果は，5.3.2 節に述べた図形的規則を裏付けるものである．

モノポールが格子の中心以外に存在する場合に，destructive interferenceを調べる．図 5.7の 18個の三

角形は互いに，並進・回転・鏡映によって，頂点の副格子のラベル αを含めて一致させることができる．あ

る 1個の三角形内部の 1点を選ぶとき，残りの 17個の三角形内部にも，そのような変換で一致する等価な

点が存在する．この等価な点 18個を組にして {X⃗s}s=1,··· ,18と表すことにする．pmod 3 ̸= 0のとき，数値

計算で得られた exp(−SB)を等価な点で足し上げると，任意の位置に対して

18∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗s)

ó
= 0 (5.42)

が成立している．Seff は並進・回転・鏡映変換で不変なので，等価な点どうしでは運動項 Seff の差は無視で

きる．(5.41)と同様の理由で，モノポールが格子の中心以外に存在する場合でも，Qαが 3の倍数で変化す

るトンネル過程のみが，分配関数 Z に寄与する．pmod 3 = 0のとき，等価な点 18個についての経路の和

が
∑

s,s′ exp(−SB) ̸= 0となるので，Qαが任意の整数で変化するトンネル過程が，分配関数 Zに寄与する．

よって，格子の中心以外のモノポールでも，5.3.3 節で格子の中心に限定して導いた destructive interference

と全く同じ結論が成立する．

5.4 モノポール演算子の変換則

モノポールを含まない連続理論については，文様群 p6m（図 4.1を参照）で特徴付けられる様々な格子の

対称性変換によって，有効ラグランジアンLcontが不変であることを，4 章で述べた．ところが，モノポー
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x

0

π

π2

図 5.8: 左下三角形中心で (p;Q1, Q2)のスキルミオンが生成し，任意の場所で消滅する過程の Berry位相の

偏角 Arg[exp(−SB)]．右下図に示した隣接する 18個の三角形で周期的な値をとる．各図は (a): (3; 1,−1)，
(b): (3; 0, 1)，(c): (3;−1, 0)，(d): (1; 1, 0)，(e): (2; 1, 0)，(f): (1; 1, 1)，(g): (3; 1, 1)，(h): (9; 0, 1)を示す．

(d)–(f) は destructive interferenceで消える．
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ルが引き起こすトンネル過程からは，座標に依存した Berry位相が現れるので，モノポールの対称性は非

自明である．以下では，格子の対称性変換の下での，モノポール演算子 Mαの変換則を導出する．p6mの

独立な生成子である 2π/6回転 (4.6)，x軸鏡映 (4.5)，x軸並進 (4.4)に対する変換則を求めれば十分であ

る．他の対称性変換は，これらの 3種類の変換の合成で実現できる．

モノポール演算子 Mα(x)を，Q
xy
α を 1減らし，Qxy

α+1 を 1増やすモノポールを時空点 xµ に挿入するユ

ニタリ演算子として定義する．Mα どうしは可換とする．条件 Qxy
1 +Qxy

2 +Qxy
3 = 0のために，

M1M2M3 = 1 (5.43)

が同一時空点で課される．

変換則を求める手順を，以下に述べる．簡単のため，モノポールの位置を格子の中心に限定して議論す

る．位置 r⃗でトポロジカルチャージ (Qxy
1 , Qxy

2 , Qxy
3 ) = (Q1, Q2, −Q1−Q2)のスキルミオンが消滅する演

算子を，M(r⃗; Q) = {M1(r⃗)M2(r⃗)}Q1M2(r⃗)
Q2 とする．変換前の Berry位相 exp(−SB)の因子を，ここで

は引数を明記して ξp(r⃗; Q)で表す．ξの具体的な値は，図 5.7に示されている．格子の対称性変換 T を行
うと，座標点が移動するとともに，副格子の入れ替えのためにトポロジカルチャージが変換される：

r⃗ 7→ r⃗ ′ = T r⃗ , Qxy
α 7→ Q′xy

α = T Qxy
α . (5.44)

モノポールの消滅を含んだ一つの過程に対し，分配関数への寄与を，変換前後のモノポール演算子で記述

すると，

ξp(r⃗ ′; Q′)M ′(r⃗ ′; Q′) = ξp(r⃗; Q)M(r⃗; Q) (5.45)

となる．これを個々のモノポール演算子 Mα の変換則で書き直せば，

{M ′
1(r⃗

′)M ′
2(r⃗

′)}Q
′
1M ′

2(r⃗
′)Q

′
2 = h(r⃗; Q) · {M1(r⃗)M2(r⃗)}Q1M2(r⃗)

Q2 , (5.46)

h(r⃗; Q) = [ξ(r⃗; Q)/ξ(r⃗ ′; Q′)]
p

(5.47)

を得る．(5.46)で矛盾なくMαの変換則に帰着できるためには，hがQ1, Q2のべき乗で表されていなけれ

ばならないが，以下で見るようにこれは可能である．さらに，hがモノポールの座標に依らないことが明ら

かとなる．(5.47)により |h| = 1であるため，格子の対称性変換は，モノポール演算子の位相変換を伴う．

3 種類の独立な変換それぞれについて，因子 h(r⃗; Q)を具体的に調べることで，Mαの変換則が導出される．

・2π/6回転 (R1)

副格子 α = 1の格子点まわりに，2π/6回転させる．回転行列を

R =

(
1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)
(5.48)

で表すと，ゲージ場はÖ
aα,τ

aα,x

aα,y

è
7→

Ö
aα′,τ

R

(
aα′,x

aα′,y

) è
,

Ö
Fα,τx

Fα,τy

Fα,xy

è
7→

Ö
R

(
Fα′,τx

Fα′,τy

)
Fα′,xy

è
(5.49)

となり，副格子の添字は

α =

Ö
1

2

3

è
7→ α′ =

Ö
1

3

2

è
(5.50)

と変換する．その結果，スキルミオンのトポロジカルチャージ (4.11)はÖ
Q′xy

1

Q′xy
2

Q′xy
3

è
=

Ö
Qxy

1

Qxy
3

Qxy
2

è
(5.51)
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と変換する．(5.47)で定義した因子 hを図 5.7から求める．図 5.7には α = 1に属する等価でない格子点が

3個含まれているが，どの点を中心に回転させるかによって，hが異なる*8．以降では特に断らない限り，

図 5.7で一番左下の格子点を中心に選ぶことにすると，すべての格子の中心点 r⃗ c に対して

h(r⃗ c; Q) = z(2Q1+Q2)p (5.52)

が成立している．ただし，z = exp(2πi/9)は 1の 9乗根である．(5.46)は

{M ′
1M

′
2}Q1M ′

2
−Q1−Q2 = z(2Q1+Q2)p · {M1M2}Q1MQ2

2 (5.53)

となるから，両辺を比較して

R1 :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
(r⃗ ′) =

Ö
z2pM†

3

z−pM†
2

z−pM†
1

è
(r⃗) (5.54)

と変換する．ただし，(5.43)よりM3 =M†
1M

†
2 を用いた．R1変換が Z6対称群を構成すること，すなわち

(R1)6 = I（恒等変換）であることが，(5.54)により具体的に確かめられる．

変換後のモノポール演算子にエルミート共役が付くことは，以下のように解釈できる．例えばモノポー

ル演算子 M1 に注目すると，変換前はチャージ (Qxy
1 , Qxy

2 , Qxy
3 ) = (1,−1, 0)のスキルミオンを消滅させる

が，(5.51)の変換後はチャージ (1, 0,−1)のスキルミオン消滅を表すので，M ′
1 はM†

3 = M−1
3 と対応する

ことが分かる．M2, M3 についても，同様のことが言える．

後で参照するために，副格子 α = 1, 2, 3の 1点に関する 2π/3回転の変換則を求めると，

(R1)2 :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
=

Ö
ωpM1

M2

ω2pM3

è
, (R2)2 :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
=

Ö
ω2pM1

ωpM2

M3

è
, (R3)2 :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
=

Ö
M1

ω2pM2

ωpM3

è
(5.55)

が得られる．ただし，ω = exp(2πi/3)は 1の 3乗根である．2π/3回転で副格子は入れ替わらないので，Mα

の添字も不変となる．

・x軸鏡映 (P1)

副格子 α = 1の格子点上を通過する x軸に垂直な任意の直線を対称軸として，xの符号を反転させる．こ

のとき，ゲージ場はÖ
aα,τ

aα,x

aα,y

è
7→

Ö
aα′,τ

−aα′,x

aα′,y

è
,

Ö
Fα,τx

Fα,τy

Fα,xy

è
7→

Ö
−Fα′,τx

Fα′,τy

−Fα′,xy

è
(5.56)

となり，副格子の添字は

α =

Ö
1

2

3

è
7→ α′ =

Ö
1

3

2

è
(5.57)

と変換する．その結果，スキルミオンのトポロジカルチャージ (4.11)はÖ
Q′xy

1

Q′xy
2

Q′xy
3

è
=

Ö
−Qxy

1

−Qxy
3

−Qxy
2

è
(5.58)

と変換する．(5.47)で定義した因子 hを図 5.7から求めると，すべての格子の中心点 r⃗ c に対して

h(r⃗ c; Q) = ω2Q1p (5.59)

*82π/6 回転でのみ，どの格子点を中心にするかという配慮が必要となる．2π/3 回転・鏡映は，同一副格子のどの点を変換の基準
に選んでも，同じ結果が得られる．
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が成立している．ただし，ω = exp(2πi/3)は 1の 3乗根である．(5.46)は

{M ′
1M

′
2}−Q1M ′

2
Q1+Q2 = ω2Q1p · {M1M2}Q1MQ2

2 (5.60)

となるから，両辺を比較して

P1 :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
(r⃗ ′) =

Ö
ωpM3

M2

ω2pM1

è
(r⃗) (5.61)

と変換する．P1変換は Z2 対称群を構成する．

・x軸並進 (Tx)

x軸正の方向に 1格子（長さ a）だけ並進させる．このとき，ゲージ場はÖ
aα,τ

aα,x

aα,y

è
7→

Ö
aα′,τ

aα′,x

aα′,y

è
,

Ö
Fα,τx

Fα,τy

Fα,xy

è
7→

Ö
Fα′,τx

Fα′,τy

Fα′,xy

è
(5.62)

となり，副格子の添字は

α =

Ö
1

2

3

è
7→ α′ =

Ö
2

3

1

è
(5.63)

と変換する*9．その結果，スキルミオンのトポロジカルチャージ (4.11)はÖ
Q′xy

1

Q′xy
2

Q′xy
3

è
=

Ö
Qxy

2

Qxy
3

Qxy
1

è
(5.64)

と変換する．(5.47)で定義した因子 hを図 5.7から求めると，すべての格子の中心点 r⃗ c に対して

h(r⃗ c; Q) = ω2Q1p (5.65)

が成立している．ただし，ω = exp(2πi/3)は 1の 3乗根である．(5.46)は

{M ′
1M

′
2}Q2M ′

2
−Q1−Q2 = ω2Q1p · {M1M2}Q1MQ2

2 (5.66)

となるから，両辺を比較して

Tx :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
(r⃗ ′) =

Ö
M2

ωpM3

ω2pM1

è
(r⃗) (5.67)

と変換する．Tx 変換は Z3 対称群を構成する．

以上の 2π/6回転，x軸鏡映，x軸並進が，格子が満たす対称性変換の独立な生成子である．いずれの変

換も，モノポール演算子 Mα のグローバルな位相変換（とエルミート共役）として作用する．格子に由来

するその他の対称性変換は，これらの 3種類の変換を組み合わせることで得られる．重要な 2つの例につ

いて，モノポール演算子がどのように変換するか，以下で確認する．

1つ目の例は，r⃗ 7→ r⃗ + (x̂+
√
3ŷ)/2の平行移動について述べる．この変換を，D+ 変換と呼ぶことにす

る．D+変換は，一辺 aの菱形の対角線方向の平行移動であり，副格子を変えない．上と同様にして定義通

*9図 5.7を見ると，位置 r⃗ の格子点の副格子が αのとき，位置 r⃗+ x̂の格子点は副格子 α− 1に属している．状態ではなく演算子
が変換する立場においては，x 並進後の物理量 O′

(α−1)′ (r⃗ + x̂) は，変換前の Oα(r⃗) と等価なので，本文のように α′ = α+ 1 と変

換する．仮に α′ = α− 1 を用いて計算を続けると，(5.65) の h が r⃗ c に依存したものとなる．
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りに導出するか，あるいは格子上で等価な一連の変換：R1 → (Tx)
−1 → (R1)−1 → (Tx)

−1 を計算するこ

とによって，モノポール演算子の変換則が

D+ :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
(r⃗ ′) =

Ö
ωpM1

ωpM2

ωpM3

è
(r⃗) (5.68)

と求められる．p mod 3 ̸= 0のとき，D+ 変換は，逆変換 D− = (D+)
2 と恒等変換を合わせて，Z3 対称群

を構成している．D± 変換は，R1, P1, Tx と独立な変換でないことに改めて注意する．p mod 3 = 0のと

き，D± 変換は自明な恒等変換である．

2つ目の例は，他の α = 1 格子点を中心とする 2π/6回転について述べる．(5.54)の R1変換は，図 5.7

で一番左下の α = 1 格子点を中心に選んだ．今度は，図 5.7で下から 2段目の α = 1 格子点を中心とする

2π/6回転を，R1(2)と表記する．モノポール演算子の変換則を，(5.54)と同じように定義に従って求めると，

R1(2) :

Ö
M ′

1

M ′
2

M ′
3

è
(r⃗ ′) =

Ö
z−pM†

3

z−4pM†
2

z−4pM†
1

è
(r⃗) (5.69)

を得る．一方で，格子上の R1(2)変換は，一連の変換：D− → R1→ D+で達成できる．(5.54), (5.68)で求

めた変換則を順に適用して得られる変換は，(5.69)と一致しており，矛盾しない．

最後に，モノポールの位置 r⃗を，格子点上を除く一般の場所に拡張した場合の結果を紹介する．5.3.4 節

では，任意の場所に対する Berry位相の因子 ξ(r⃗)を数値計算で求めた．R1，P1，Tx変換のそれぞれにつ

いて，(5.47)の h(r⃗; Q)を計算することができる．その結果，モノポールを格子の中心 (r⃗ = r⃗ c) に限定し

て求めた上記の変換則と，全く同じ変換則が成立することが明らかとなった．したがって，格子の対称性変

換は，モノポール演算子 Mα(x)の xに依らないグローバル変換である．

5.5 モノポール項

本来の格子理論にはトンネル過程が含まれているが，素朴な連続極限から導出される非線形シグマ模

型 Lcontでは記述することができない．そこで，トンネル過程を引き起こすモノポール項 LMを加えるこ

とにより，トンネル過程が起こる格子の有効理論を，連続場 ϕ⃗α で作ることができる：

Llat = Lcont + LM . (5.70)

モノポールの挿入は，5.4 節で導入したモノポール演算子 Mα で記述される．場 ϕ⃗α あるいは aα を用いて

モノポール演算子を局所的に書き表すことはできないが，付録 Dで説明するように，ゲージ場 aα に対す

る双対理論では，表 D.1の通りに簡潔に表すことができる．

5.3.3 節で述べた destructive interference の結果，スピン表現 p に依存してモノポール項が異なる．

p mod 3 ̸= 0のとき，スキルミオン数は 3の倍数でのみ変化し得るから，

LM =
∞∑

n=1

3∑
α=1

λ3n,α(Mα)
3n + h.c. (p mod 3 ̸= 0) (5.71)

という形をしている．これに対し，p mod 3 = 0のときは，スキルミオン数は最小単位 1で変化できるので，

LM =
∞∑

n=1

3∑
α=1

λn,α(Mα)
n + h.c. (p mod 3 = 0) (5.72)

と書ける．λn,α は適当な係数とする．ハミルトニアンがエルミートであることから，L †
M = LM が課さ

れる．
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p mod 9 1 2 3 4 5 6 7 8 0

次数 n 3 3 1 3 3 1 3 3 1

Arg(λ) π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3 0, π

表 5.2: 格子の対称性変換で不変となる，最低次のモノポール項．(5.74), (5.75)の係数 λは，スピン表現 p

について周期 9で変化する．次数 nとは，destructive interferenceで消えないモノポールが，nの倍数の

チャージを持つことを意味する．

モノポール項の一般形は (5.71), (5.72)で与えられるが，Néel-VBS相転移について議論するには，低エ

ネルギーの振る舞いに注目すれば十分である．トンネル過程はスキルミオン数が一定の過程に比べて，よ

り大きな Scont を持つため，低エネルギーの寄与に限定するとき，トンネル過程は抑制される．したがっ

て，スキルミオン数の変化が最小のトンネル過程に対応する項だけを，Lcontに対する摂動として理論に追

加する：

LM =
3∑

α=1

λn,α(Mα)
n + h.c. , n =

{
3 (p mod 3 ̸= 0)

1 (p mod 3 = 0)
. (5.73)

格子ハミルトニアンで記述される本来のスピン系は，三角格子の p6m対称性を持っているので，Llatも

また，格子の対称性を保つべきである．この要請から，係数 λに制限が加わる．(5.73)に対して，5.4 節で

求めたMαの変換を実行する．並進 (Tx) 不変性より，直ちに λn,1 = λn,2 = λn,3が分かる．最低次のモノ

ポール項は

LM = λ
(
M 3

1 +M 3
2 +M 3

3

)
+ h.c. (p mod 3 ̸= 0) (5.74)

LM = λ (M1 +M2 +M3) + h.c. (p mod 3 = 0) (5.75)

であり，さらに残りの回転 (R1)・鏡映 (P1) 不変性を課すと，λの偏角が表 5.2のように決まる．

ここからは，4.2 節で言及したトポロジカル対称性について述べる．表 D.1より，[U(1)]2top グローバル

変換によって，モノポール演算子はÖ
M1

M2

M3

è
7→

Ö
e−iη1 0 0

0 1 0

0 0 eiη1

èÖ
eiη2 0 0

0 e−iη2 0

0 0 1

èÖ
M1

M2

M3

è
(5.76)

と変換する．η1, η2の変換は可換である．4.2 節で指摘したように，モノポールを含まない非線形シグマ模

型 Lcontは，[U(1)]2topトポロジカル対称性を持っており，変換 (5.76)で不変である．トンネル過程を引き

起こすモノポールが不在であることは，トポロジカルチャージであるスキルミオン数の保存を意味する．と

ころが，モノポールを含む有効理論 Llatは，[U(1)]2topトポロジカル対称性が破れる．[U(1)]2top 変換 (5.76)

の下での変換性を調べると，pmod 3 ̸= 0の場合，(5.74)より，LM は

eiη1,2 = 1, ω, ω2 (5.77)

に限り不変である（ωは 1の 3乗根）．したがって，Llatは [U(1)]2topの部分群 (Z3)
2
topのトポロジカル対称

性を持っている．一方で pmod 3 = 0の場合，(5.75)より，あらゆる η1,2 /∈ 2πZに対してLM は不変では

ない．よって，U(1)2top トポロジカル対称性は完全に破れている．
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第6章 量子相転移

2次元格子上の反強磁性体は，従来の古典的な相転移の枠組みでは説明できない，Néel-VBS相の直接 2 次

相転移が起こりうるという点で注目を集めている [35]．しかしながら，このような量子系の厳密な基底状態

を解析的に求めることは難しい．そこで代わりに，対称性に着目した場の理論の技法を適用すると，相に関

する情報を得ることができる．

6.1 節では，SU(3)三角格子反強磁性体の低エネルギー有効理論が持つ’t Hooft アノマリーを調べる．そ

こでは 5.5 節で述べたモノポール項の違いが，系の性質を本質的に決定付ける．スピン表現 pについて周期

的な，SU(2)スピン鎖に対する Haldane予想 [2, 3]，あるいは LSMA定理 [4, 5]と類似の結論が導かれる．

6.2 節では，スピン回転対称性の破れとその回復を，Higgs機構で有効理論に取り入れる．臨界点近傍でモ

ノポールが果たす役割を説明し，deconfined criticalityの可能性を議論する．本章の内容は，投稿論文 [60]

に基づく．

6.1 ’t Hooft アノマリー

格子理論の素朴な連続極限から導いた SU(3)/U(1)2非線形シグマ模型は，4 章で述べたように，PSU(3)

スピン回転対称性と，トポロジカルU(1)2対称性を持つ．しかし，正しい格子理論の有効理論を得るために

は，トンネル効果を記述するモノポールを追加する必要がある．その結果，トポロジカル対称性が [U(1)2]top

の部分群に破れることを 5.5 節で見た．以下では，有効理論が持つこれらの対称性に関して ’t Hooft アノ

マリーを調べ，アノマリーマッチングの帰結を述べる．

6.1.1 モノポールを含まない理論

モノポールを含まない SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型 (3.29)について，’t Hooft アノマリーを調べる．

4章で挙げたグローバル対称性のうち，特にNéel秩序に関係するPSU(3)スピン回転対称性と，VBS秩序に関

係するトポロジカル [U(1)2]top対称性に注目する．系は絶対零度として，基底状態のみを考える．Tanizaki,

Sulejmanpasic [97]に従い，両者をゲージ化したときにゲージアノマリーを生じるかによって，’t Hooft ア

ノマリーかどうか判定する．

まずは (3.29)が持つ PSU(3)グローバル対称性をゲージ化する [70]．そのために，U(3) 1-form ゲージ

場 Aと，U(1) 2-form ゲージ場 B を，背景ゲージ場として導入する *1．Aと B は

3B = d(tr(A)) (6.1)

の関係を満たす．背景ゲージ場 Aを場 ϕ⃗α と minimal couplingさせることにより，PSU(3)対称性がゲー

ジ化された理論が

L1 =
1

geff

3∑
α=1

∣∣∣(d + iaα + iA)ϕ⃗α

∣∣∣2 (6.2)

と与えられる．

(6.1), (6.2)は，次の U(1)ξ 1-formゲージ変換で不変である：

aα 7→ aα − ξ , B 7→ B + dξ , A 7→ A+ ξI3 . (6.3)

*16 章では，背景ゲージ場を大文字で，動的なゲージ場を小文字で表す．動的なゲージ場は，分配関数で経路積分を実行する．
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ξ は B の非物理的自由度に由来した，U(1) 1-formゲージ場である．条件 (3.28)は U(1)ξ ゲージ不変でな

いので，
3∑

α=1

aα + tr(A) = 0 (6.4)

と変更する．U(1)ξ ゲージ不変な field strengthは，

Fα = daα +B (6.5)

で与えられる．

続いて，(6.2)が持つトポロジカル [U(1)]2topグローバル対称性をゲージ化する．そのために，2種類の独

立な背景ゲージ場である，U(1) 1-form ゲージ場 Atop
1 , Atop

2 を導入する．Noetherカレント (4.10)を，背

景ゲージ場 Atop
1 , Atop

2 と結合させることにより，PSU(3)対称性と [U(1)]2top 対称性をゲージ化した理論が

L2 = L1 +Atop
1 ∧ i

2π
da1 +Atop

2 ∧ i

2π
da2 (6.6)

と与えられる．群 [U(1)]2topを，互いに可換な
[
U(1)Vtop

]
×
[
U(1)Atop

]
に分解する．2種類のU(1) 1-form ゲー

ジ場 Atop
1 , Atop

2 を

V =
1

2
(Atop

1 +Atop
2 ) , W =

1

2
(Atop

1 −Atop
2 ) (6.7)

に書き換えると，(6.6)は

L2 = L1 + V ∧ i

2π
(da1 + da2) +W ∧ i

2π
(da1 − da2) (6.8)

となる．背景ゲージ場 V, W はそれぞれ，⋆ 1
2π (da1 + da2), ⋆

1
2π (da1 − da2) をカレントとする，U(1)Vtop,

U(1)Atop トポロジカル対称性と結合している．対応するモノポール演算子の位相変換は，(5.76) に ϑV =
1
2 (η1 + η2), ϑA = 1

2 (η1 − η2)を代入することで，Ö
M1

M2

M3

è
7→

Ö
1 0 0

0 e−iϑV 0

0 0 eiϑV

èÖ
e−2iϑA 0 0

0 eiϑA 0

0 0 eiϑA

èÖ
M1

M2

M3

è
(6.9)

と与えられる．

exp(−
∫

L2)は，次の U(1)η ×U(1)κ 0-form ゲージ変換で不変である：

V 7→ V − dη , W 7→W − dκ . (6.10)

しかし U(1)B ゲージ変換 (6.3)の下で，L2 は

L2 7→ L1 + V ∧ i

2π
(da1 + da2 − 2dξ) +W ∧ i

2π
(da1 − da2 + 0) (6.11)

と変換する．このことは，PSU(3)対称性と U(1)Atop 対称性を同時にゲージ化することは矛盾なくできる

が，PSU(3)対称性と U(1)Vtop 対称性を同時にゲージ化するとゲージアノマリーが生じることを示唆する．

もし相殺項を加えて L3 = L2 + V ∧ i
πB とすれば，L3 は U(1)B ゲージ変換 (6.3)で不変にすることが

できる．しかし B のフラックスは 2π 量子化されていないので，今度は exp(−
∫

L3)が U(1)Vtop ゲージ変

換 (6.10)で不変ではない．このように，ゲージアノマリーは相殺項で取り除くことはできない．Lcont は

PSU(3)×U(1)Vtop mixed ’t Hooft アノマリーを持つ．

6.1.2 モノポールを含む理論

5.5 節で述べたように，モノポールを含むラグランジアンLlat = Lcont +LMで記述される格子の有効理

論は，トポロジカル U(1)2対称性を破る．Berry位相の destructive inteferenceの結果，LMの形には，ス
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ピン表現 pに依存した違いが現れる．p mod 3 ̸= 0のときは，部分群 (Z3)
2
top ⊂ [U(1)]2top の対称性が残る．

一方 p mod 3 = 0のときは，[U(1)]2top は完全に破れる．

p mod 3 ̸= 0のとき，PSU(3)スピン回転対称性と (Z3)
2
topトポロジカル対称性の間に ’t Hooftアノマリー

を持つことを，以下で確認する．初めに，Llatが持つ PSU(3)グローバル対称性がゲージ化された理論は，

6.1.1 節と同様にして，

L ′
1 =

1

geff

3∑
α=1

∣∣∣(d + iaα + iA)ϕ⃗α

∣∣∣2 + LM (6.12)

である．次に，(Z3)
2
top =

(
ZV
3

)
top
×
(
ZA
3

)
top
がゲージ化された理論は，

L ′
2 = L ′

1 + V ∧ i

2π
(da1 + da2) +W ∧ i

2π
(da1 − da2) , (6.13)

3V = dG , 3W = dH (6.14)

と与えられる．ここで，U(1) 0-form 背景ゲージ場G,H を導入した． exp(−
∫

L ′
2)は，

(
ZV
3

)
top
×
(
ZA
3

)
top

0-form ゲージ変換 (6.10)の下で不変である．しかしながら，V = 0でない限り，L ′
2 は U(1)B ゲージ変

換 (6.3)で不変にはならない．ここでも，PSU(3)ゲージ対称性と
(
ZV
3

)
top
ゲージ対称性を両立させる相殺項

は存在しない．したがって，LlatはPSU(3)×
(
ZV
3

)
top

mixed ’t Hooftアノマリーを持ち，PSU(3)×
(
ZA
3

)
top

対称性にはアノマリーが存在しない．

このように p mod 3 ̸= 0のときには ’t Hooft アノマリーが存在するので，低エネルギーの振る舞いはア

ノマリーマッチングにより，以下のいずれかを最低 1つ含んでいなければならない [40, 42]：

� PSU(3)スピン回転対称性の自発的対称性の破れ，

�

(
ZV
3

)
top
トポロジカル対称性の自発的対称性の破れ，

� 共形的，

� トポロジカル秩序．

基底状態が縮退しておらず，スピン回転対称性とトポロジカル対称性の両方を保ち，励起がエネルギーギャッ

プを持つような trivially gapped相は禁止されている．

PSU(3)スピン回転対称性が自発的に破れた相は，Néel相として解釈される．3.3 節でも述べたように，

Néel秩序は一定値の秩序パラメータ ϕ⃗α で特徴付けられる．スピノン場の真空期待値は ⟨ϕ⃗α⟩ ̸= 0であり，

異なる真空へは PSU(3)グローバル変換 (4.3)で移り変わる．(
ZV
3

)
top
トポロジカル対称性が自発的に破れた相は，⟨Mα⟩ ̸= 0で特徴付けられる．縮退する別の基底状

態へは，
(
ZV
3

)
top
グローバル変換 (6.9)で移り変わる．モノポール演算子の特定の位相変換は，格子の対称

性変換と対応することを，5.4 節で確認した．(6.9)に ϑV = 0, 2π3 ,
4π
3 を代入すると，

(
ZV
3

)
top
変換はÖ

M1

M2

M3

è
←→

Ö
M1

ω2M2

ω M3

è
←→

Ö
M1

ω M2

ω2M3

è
(6.15)

を意味する．(5.55)を比較すると，
(
ZV
3

)
top
変換とは，(R3)±2変換，すなわち±2π/3 回転を表している *2．(

ZV
3

)
top
対称性が破れた相は 2π/3 回転対称性が自発的に破れた相であり，VBS相と対応するのではない

かと推測される．対応関係の推測がもっともらしいことを，7 章では，モノポールガスの解析に基づき説明

する．

共形的な理論とは，繰り込み群変換の固定点における理論であり，物理的には PSU(3)対称性に関する

2 次相転移点に対応する．トポロジカル秩序はスピン液体相と対応する．本論文では詳しく触れない．

*2ここでは，どの副格子まわりの回転であるかは重要でない．(6.13)で背景ゲージ場との結合の仕方を変更すれば，
(
ZV
3

)
top
変換

を，(R1)2 もしくは (R2)2 変換に対応させることができる．図 1.3(b) のような VBS 状態は，α = 1, 2, 3 まわりの回転対称性が，
すべて破れている．
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ところで，p mod 3 ̸= 0のときに存在する
(
ZA
3

)
top
トポロジカル対称性は，’t Hooftアノマリーを持た

ないため，自発的に破れていなくてもよい．
(
ZA
3

)
top
が意味するモノポール演算子の位相変換は，(6.9)に

ϑA = 0, 2π3 ,
4π
3 を代入することで，Ö

M1

M2

M3

è
←→ ω

Ö
M1

M2

M3

è
←→ ω2

Ö
M1

M2

M3

è
(6.16)

だと分かる．これは (5.68)に示した，三角格子の対角線方向の平行移動を行うD± 変換に他ならない．図 1.3

に示した Néel状態・VBS状態の例はともに，D± 対称性を保つ状態の例である．
(
ZA
3

)
top
対称性を破らず

に Néel相と VBS相が実現できることは，アノマリーマッチングと矛盾していない．

Néel相においては，3.3 節で述べたように，PSU(3)対称性の自発的破れに対応した NGモードとして，

ϕ⃗αには gapless励起モードが存在する．格子上の場 ϕ⃗αの滑らかな虚時間発展でトンネル過程が起こり得る

が，スキルミオン数が変化しない過程に比べて高エネルギーの過程であるため，低エネルギーの寄与は抑

制されている（6.2 節ではより詳細な評価を行う）．したがって，スピノン場 ϕ⃗α が凝縮している限り，モ

ノポール演算子 Mα も同時に凝縮することは起こりにくいと考えられる．

上述の理由で PSU(3)×
(
ZV
3

)
top
対称性が同時に破れることはないとすると，PSU(3)対称性の回復と同

時に
(
ZV
3

)
top
対称性が破れるか，中間に PSU(3)×

(
ZV
3

)
top
対称性を両方保つ相を経由するかのいずれかと

なる．前者の可能性がNéel-VBS相の直接相転移であり，アノマリーマッチング条件は 2種類の対称性の自

発的対称性の破れにより満たされる *3．後者の可能性について，中間に trivially gapped相が実現すること

は，アノマリーマッチングから禁止されている．よって，アノマリーを持たない部分群への自発的対称性の

破れでアノマリーマッチング条件を満足するシナリオを仮定すると，Néel-VBS相の直接相転移を，自然に

説明することができる．なお，アノマリーの議論はNéel-VBS相の直接相転移以外の可能性を排除するもの

ではない．トポロジカル秩序を持ったスピン液体相を経由するような相転移も許されている．

p mod 3 = 0のときは，Llat に ’t Hooft アノマリーが存在しないので，上記のアノマリーマッチングの

制約を受けず，trivially gapped相が許される．この結果は，7.1 節で後述するように，格子の 2π/3 回転対

称性を破らない VBS状態を構成できることを反映していると言える（図 7.1(b)(c)を参照）．p mod 3 ̸= 0

のときと同様に，スピノン場 ϕ⃗α の凝縮は Néel相，モノポール演算子 Mα の凝縮は VBS相として解釈さ

れる．Néel-VBS相の直接相転移が可能であると同時に，中間に別の相を経由する相転移も許されている．

6.2 Néel-VBS相転移の有効理論

Landau, Ginzburgによる古典的な相転移の理論 [1]では，有効ラグランジアンは各相を特徴付ける秩序

変数で記述される．しかし，SU(2)正方格子反強磁性体の Néel-VBS相転移は，スピノン場 ϕ⃗を秩序変数

とする abelian Higgs模型 [41,42]で説明されることを，2.3 節で述べた．SU(3)三角格子反強磁性体でも類

似の模型を適用し，Néel-VBS相の直接相転移がどのように説明されるかを述べる．

PSU(3)スピン回転対称性に注目し，スピノン場 ϕ⃗αを秩序変数とする相転移の模型を構成する．正規直

交条件 (3.23)を外して，ϕ⃗α ∈ C3とみなすことにより，SU(3)/U(1)2非線形シグマ模型 (3.29)を，線形シ

グマ模型に書き直す：

L =
∑
α

ï
|(d + iaα)ϕ⃗α|2 +

1

2e2
|daα|2

ò
+ V (ϕ⃗1,2,3) + LM . (6.17)

ここでは，U(1)ゲージ場 aαは ϕ⃗αとは独立な場として扱う．eはゲージ場とスピノン場の結合定数である．

*3正確には，Néel 相と VBS 相の相転移点上で，共形的な状態が実現してもよい．
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図 6.1: Higgs機構のポテンシャル V の概形．(a) m2 < 0のときには，PSU(3)対称性が自発的に破れた

⟨ϕ⃗α⟩ ̸= 0の状態が，基底状態として実現する．(b) m2 > 0のときには，PSU(3)対称性を保つ ⟨ϕ⃗α⟩ = 0の

状態が，基底状態として実現する．

4 章で述べた対称性をすべて満たすポテンシャル項 V (ϕ⃗1,2,3)を，次のように選ぶ：

V (ϕ⃗1,2,3) = m2
∑
α

|ϕ⃗α|2 + g1
∑
α

|ϕ⃗α|4 + g2
∑
α̸=β

|ϕ⃗α|2|ϕ⃗β |2 + g3
∑
α̸=β

|ϕ⃗∗α · ϕ⃗β |2

+ g4 Re
(
ϕ⃗1 · (ϕ⃗2 × ϕ⃗3)

)
+ g5

[
Im
(
ϕ⃗1 · (ϕ⃗2 × ϕ⃗3)

)]2
. (6.18)

この模型は，パラメータ m2を変化させることにより，PSU(3)対称性を保つ理論と自発的に破れる理論

の両方を記述することができる．V (ϕ⃗1,2,3)の概形を，図 6.1に模式的に示す．m2 < 0のとき，PSU(3)対

称な ϕ⃗α = 0は不安定な極大点である．安定な極小点は，図 6.1(a)の円周上に連続的に分布する．パラメー

タ g1,2,3,4,5 を適切に選ぶと，PSU(3)対称性が自発的に破れた Néel相が，基底状態として出現する．逆に

m2 > 0とすると，今度は図 6.1(b)のように，PSU(3)対称点 ϕ⃗α = 0がポテンシャルの安定な極小点とな

る．このときの有効理論が，VBS秩序を含む常磁性相に対応すると期待される．

3.3 節で見たように，Néel状態からの低エネルギー励起は，SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型 (3.29)で記

述される．PSU(3)対称性が破れた点で，それが再現されるためには，m2 < 0, g1 > 0, g2 = 0, g3 > 0,

g4 < 0, g5 > 0と選べばよい．m2, g1, g2 の項は，適切な場の規格化の後に |ϕ⃗α| = 1を保証する．g3 は，

直交性 ϕ⃗∗α · ϕ⃗β = 0 (α ̸= β)を課す．g4 と g5 は，行列式 ϕ⃗1 · (ϕ⃗2 × ϕ⃗3) > 0を課す．無限に縮退した V の

極小点のうち，⟨ϕ⃗α⟩ ̸= 0の 1点が真空として実現する．そこでは，U =
Ä
ϕ⃗1 ϕ⃗2 ϕ⃗3

äT
が SU(3)行列となる．

連続的対称性である PSU(3)対称性の破れに伴い，6個のmassless NGモードが存在することが分かるが，

これが場 U ∈ SU(3)/U(1)2が表す励起である．真空点からの低エネルギー励起を記述する有効理論は，格

子ハミルトニアンから導いた SU(3)/U(1)2非線形シグマ模型 (3.29)と一致する．Higgs機構により，U(1)

ゲージ場 aαはmassiveとなる．経路積分して消去すると，ゲージ場は (3.28)を満たす補助場として，有効

理論に含まれることとなる．

また，Néel相でスキルミオンを生成するためには，スキルミオンの質量に相当するエネルギーが必要であ

るため，モノポール項 L の寄与も抑制されている．スキルミオンの質量Mは，有効ラグランジアン (3.29)

の ϕ⃗α にスキルミオン配位を表す Φ⃗α を代入し，xy平面で積分することで評価できる：

M =
3∑

α=1

∫
dxdy

1

geff

∑
µ=x,y

∣∣∣(∂µ + iAα,µ)Φ⃗α

∣∣∣2 ≡ 1

geff

3∑
α=1

∫
R2

xy

∣∣∣DαΦ⃗α

∣∣∣2 . (6.19)

Aα,µ とは，Φ⃗α で定義された U(1) ゲージ場 (5.12) である．Φ⃗α ∈ CP2 に対して，Bogomol’nyi-Prasad-

Sommerfield (BPS) 下限 [98, 99]を適用する．今の場合，2次元 Euclid理論で成立する公式：

(⋆ω) ∧ χ = −ω ∧ (⋆χ) , ⋆ (⋆ω) = ω (ω, χ : 1-form) (6.20)
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を用いると，

|DαΦ⃗α|2 =
Ä
DαΦ⃗α

ä†
∧ ⋆DαΦ⃗α

=
1

2

Ä
DαΦ⃗α ± i ⋆ DαΦ⃗α

ä†
∧ ⋆
Ä
DαΦ⃗α ± i ⋆ DαΦ⃗α

ä
± i
Ä
DαΦ⃗α

ä†
∧DαΦ⃗α

=
∣∣∣DαΦ⃗α ± i ⋆ DαΦ⃗α

∣∣∣2 ± i
Ä
(d + iAα)Φ⃗α

ä†
∧ (d + iAα)Φ⃗α

=
∣∣∣DαΦ⃗α ± i ⋆ DαΦ⃗α

∣∣∣2 ± dAα (6.21)

を確かめることができる [100]．3行目から 4行目は，d(Φ⃗†
αΦ⃗α) = 0と (5.12)を用いた．したがって，(5.13)

により

M≥ 1

geff

3∑
α=1

∣∣∣∣∣
∫
R2

xy

dAα

∣∣∣∣∣ = 2π

geff

3∑
α=1

|Qxy
α | (6.22)

と求められる *4．強い Néel秩序が実現しているとき (p → ∞) ，(B.16)より geff ≃ 0なので，低エネル

ギー領域を考える限り，モノポールによるトンネル過程は無視してよい．

今度は PSU(3)対称性が回復した相を検討する．m2 > 0のとき，スピノン場 ϕ⃗はmassive，ゲージ場 aα

は masslessである．|m| ≫ e2 の領域では，ϕ⃗α を経路積分して消去する．これは ϕ⃗α = 0を代入する操作

と等価である．すると (6.17)の第 2項が主要となり，有効ラグランジアンは，モノポール項を伴う pure

Yang-Mills理論で記述される：

L =
3∑

α=1

1

2e2
|daα|2 + LM =

1

2e2

(
|da1|2 + |da2|2 + |da1 + da2|2

)
+ LM . (6.23)

第 3項は，ゲージ場 a3 = −(a1 + a2)の Yang-Mills項である．(6.23)の理論がどの相として解釈できるか

は，この表式からは自明でない．(5.71), (5.72)のようなモノポール項 LMが存在するとき，(6.23)が VBS

相を表すと考えられる．この主張は，7 章で行うモノポールガスの解析に基づく．VBS相はスピン回転対

称性を保つ一方で，格子の対称性が自発的に破れている．付録 Dで説明する abelian dualityを用いると，

(6.23)から出発して，VBS状態が持つ対称性に関する性質を導くことができる．

以上から，(6.17)の有効理論は，Néel-VBS相間の直接相転移を自然な形で表現する．直接相転移の次数

は，PSU(3)対称性に関する 2次相転移の臨界点（繰り込み群の固定点）において，モノポール項 LM が

relevantか irrelevantかに依存する．これについての定量的な結果は得られていない．s = 1/2 SU(2)正方

格子の場合と同じく dangerously irrelevantであることが示されれば，図 2.3がここでも成立し，deconfined

criticalityによる直接 2次相転移が実現すると思われる（2.3.3 節を参照）．relevantであれば，有限のモノ

ポール項を持つ理論は PSU(3)対称性の固定点が観測されないため，直接 1次相転移と考えられる．pが 3

の倍数か否かによって，モノポール項 LMが異なる点は，SU(2)正方格子と共通している．M の次数が大

きくなるほどスケーリング次元が増加し，irrelevantの強さが増すので，p mod 3 ̸= 0ならば 2次相転移，

p mod 3 = 0ならば 1次相転移と，スピン表現の依存性が現れる可能性がある．

*4この不等式は，下限値の質量を持ったスキルミオンが実在することを保証するものではない．(6.22)の等号が成立するためには，

Φ⃗1,2,3 のすべてに対して，αの和をとる前の等号成立条件を満たしていなければならない．Q
xy
α のうち 1つが 0であるスキルミオン

は，(5.14) のように CP1 スキルミオンの埋め込みとして実現できるので，M が下限値をとるスキルミオンを構成できる．しかし，
任意の Qxy

α ̸= 0 の場合に等号を成立させる方法は分かっていない．
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第7章 VBS相

7 章は相転移点近傍の振る舞いではなく，強い VBS秩序を持った状態の性質を調べる．SU(2)正方格子

反強磁性体のVBS相を，モノポールが凝縮した相として記述する研究は，文献 [8–10]に始まる．モノポー

ルの対称性に注目すると，VBS状態が持つ対称性に関する性質を，ある程度予言することができる．

SU(3)三角格子反強磁性体について，モノポールの凝縮 (⟨Mα⟩ ̸= 0) が格子の対称性の自発的破れを意味

しており，VBS相と対応することを 6 章で指摘した．以下では，モノポールガスの半古典的な解析を格子

の対称性変換と組み合わせることにより，モノポールと VBS秩序の関係を明らかにする．7.1 節では，三

角格子上で実現される VBS状態の秩序変数を定式化する．7.2 節では，abelian dualityを用いてモノポー

ルガスの分配関数を作り，有効ポテンシャルを求める．7.3 節では，モノポール演算子の変換則から，VBS

状態の縮退数の説明を試みる．

7.1 VBS秩序

SU(2)スピン系では，2個の格子点のスピンを反対称化することにより，スピン 1重項を作ることができ

る．完全対称な SU(3)スピン系の場合，2個ではなく 3個の格子点のスピンを完全反対称化して初めて，ス

ピン 1重項を作ることができる．

まずは，SU(3)基本表現 (p = 1)を考える．1個のスピンに対する状態空間の正規直交基底を，|R⟩, |G⟩, |B⟩
で表す．系が N 個の格子点から成るとき，すべての格子点を 1 回ずつ使用して N/3 個の格子点 3 個

組 (i1, j1, k1), · · · , (iN/3, jN/3, kN/3) を作り，それぞれがスピン 1 重項を形成した状態が，SU(3) スピ

ン系の VBS状態である：

|VBS⟩ =
N/3⊗
n=1

|(in, jn, kn)⟩

=

N/3⊗
n=1

1√
6

(
|R⟩in |G⟩jn |B⟩kn

+ |G⟩in |B⟩jn |R⟩kn
+ |B⟩in |R⟩jn |G⟩kn

− |R⟩in |B⟩jn |G⟩kn − |G⟩in |R⟩jn |B⟩kn − |B⟩in |G⟩jn |R⟩kn

)
. (7.1)

どの格子点が一重項を組むとエネルギーが小さくなるかは，ハミルトニアンの具体形に依存する．(7.1) で

表されるVBS状態は，三角格子が持つ回転・鏡映・並進対称性のうち，少なくともいずれかが破れる．ハミ

ルトニアンが格子の対称性を持つとき，対称性変換で互いに移り変わる VBS状態は縮退している．一辺 a

の三角形頂点がスピン 1重項を作る場合に限ると，最も縮退数が小さいのは図 7.1(a)に示す配位である．

黄色の影は，その頂点の格子点がスピン一重項を形成していることを意味する．図 7.2に示すように，この

配位は 6重縮退しており，互いに 2π/6 回転 (5.54)で移り変わる．同様に鏡映 (5.61)・並進 (5.67)対称性

も破れているが，D± 変換 (5.68)，すなわち格子の対角線方向の平行移動に対しては不変である．

SU(2) s = 1/2 スピン系の ψ(r⃗) (2.95)と類似の，縮退した各状態を特徴付ける VBS秩序変数を導入す

る．3種類の VBS秩序変数 ψα (α = 1, 2, 3)を，

ψα(r⃗α) = ei
π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α + x̂+

√
3ŷ

2 , r⃗α + x̂
ä
+ ei

3π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α + −x̂+

√
3ŷ

2 , r⃗α + x̂+
√
3ŷ

2

ä
+ ei

5π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α − x̂, r⃗α + −x̂+

√
3ŷ

2

ä
+ ei

7π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α + −x̂−

√
3ŷ

2 , r⃗α − x̂
ä

+ ei
9π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α + x̂−

√
3ŷ

2 , r⃗α + −x̂−
√
3ŷ

2

ä
+ ei

11π
6 P̂
Ä
r⃗α, r⃗α + x̂, r⃗α + x̂−

√
3ŷ

2

ä
(7.2)
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図 7.1: (a) p = 1，(b) p = 3，(c) p = 6 のときに自然なVBS状態の一例．順に 6, 2, 1 重縮退している．(c)

の状態は，格子の対称性を保つ．赤・緑・青色の格子点はそれぞれ，副格子 α = 1, 2, 3に属することを意

味する．

図 7.2: p = 1の 6重縮退した VBS状態が従う変換則．赤色は R1変換，橙色は P1変換，水色は Tx 変換

を表す．

と定義することを提案する．ただし，r⃗αは副格子 αに属する格子点のみを指す．x̂, ŷは，x, y軸方向の大

きさ aのベクトルとする．P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′)は，3個の格子点 r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′の合成スピンを，一重項に射影する演算

子である．P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′)がスピン演算子 Ŝvw を用いて記述できることを，付録 Eに示す．

SU(2)正方格子の場合と同様に，図 7.1(a)の VBS状態は演算子 ψα の固有状態ではない．それでも付

録 Eで説明するように，(7.2)で定義した ψαは，縮退した VBS状態を区別する秩序変数として機能する．

図 7.2の 6重縮退した VBS状態は，r⃗αに依らない一様な期待値 ⟨ψα⟩を持っている．各状態は，表 7.1に

示した異なる Arg⟨ψα⟩で特徴付けられる．つまり直感的には，Arg⟨ψα⟩は格子点 r⃗α から見て，一重項を

形成している正三角形が，どの角度に存在するかを表している．その意味で上記の ψαは，SU(2)正方格子

に対する VBS秩序変数 ψ (2.95)の自然な拡張となっている．また，Néel状態のように格子の対称性が破

れていない状態に対しては，⟨ψα(r⃗α)⟩ = 0となる．

p > 1についても，2.4.1 節で説明した valence bond (VB) の概念を適用することで，VBS状態を構成で

VBS状態 (a) (b) (c) (d) (e) (f)

Arg⟨ψ1⟩
π

6

3π

6

5π

6

7π

6

9π

6

11π

6

Arg⟨ψ2⟩
9π

6

7π

6

π

6

11π

6

5π

6

3π

6

Arg⟨ψ3⟩
5π

6

11π

6

9π

6

3π

6

π

6

7π

6

表 7.1: (7.2)から求めた，VBS秩序変数の期待値 ⟨ψα⟩．記号 (a)–(f)は，図 7.2の各VBS状態と対応する．
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きる．Young図が 1行 p列の表現は，p個の基本表現の完全対称な合成により得られる．1つの格子点上に

p個の基本表現のスピンが置かれているとみなして，隣接した基本表現のスピン 3個が一重項 (VB) を形成

する．1個の格子点が保有する p個の結合手を過不足なく使い，3個の格子点で作られる VBを三角格子に

配置する（これは (2.84) の |preVBS⟩状態に対応する）．その後，各格子点の合成スピンを完全対称な空間
に射影したものが，p > 1 スピン系の VBS状態である．最近接斥力相互作用のハミルトニアンに対して，

上記の方法で構成した VBS状態は，比較的小さなエネルギー期待値を持つ．しかし，どのようなハミルト

ニアンのときに VBS状態が基底状態として実現するかは，未だ不明である．

ここでは例として，p = 3, 6の VBS状態を，図 7.1(b), (c)に示す．その他の表現の VBS状態に関して

は，7.3.2 節で後述する．図の黄色の影は，VBの配置を意味する．縮退した VBS状態は，格子点どうし

のスピン相関によって区別される．図 7.1(b)の配位だと，2π/6 回転対称性が破れた 2重縮退をしている．

p > 1のVBS波動関数が複雑であるため，(7.2)のようなVBS秩序変数 ψの定義には至っていない．多くの

VBS状態は，三角格子の対称性（回転・鏡映・並進）を自発的に破る．しかし p = 6のときには，図 7.1(c)

のように VBをすべての格子に配置することによって，格子の対称性を保つ VBS状態を構成することが可

能である．p > 6の場合には，いくつかの p = 6 VB配位と，端数の 0 ≤ p ≤ 5 スピンによる VB配位の，

完全対称表現への合成として記述される．したがって，VBS状態の対称性に関する性質は，p mod 6で周

期的に変化すると思われる．

7.2 モノポールガス

Abelian dualityを用いると，U(1)ゲージ場 a1,2 を変数とするゲージ理論を，U(1)コンパクトスカラー

場 σ1,2 を変数とする等価な理論に書き換えることができる [79]．3次元 Euclid理論の abelian duallityの

詳細は，付録 Dに記述する．PSU(3)対称点の理論 (6.23)に適用すると，Yang-Mills理論の双対として

L dual =
e2

24π2

(
|dσ1|2 + |dσ2|2 + |dσ1 − dσ2|2

)
(7.3)

を得る．モノポールの効果を含まない分配関数は，

Z0 =

∫
Dσαe−

∫
L dual

=

∫
Dσα exp

ï
− e2

24π2

∫ (
|dσ1|2 + |dσ2|2 + |dσ1 − dσ2|2

)ò
(7.4)

で与えられる．

Néel相でモノポールの効果は抑制されていたが，VBS相ではモノポール項を無視することはできない

ので，モノポールを含む理論の分配関数を構成する必要がある．モノポール演算子 M
(†)
α の挿入によって，

ゲージ場 aα のスキルミオンが消滅（生成）する．表 D.1より，双対理論におけるモノポール演算子は，Ö
M1(x)

M2(x)

M3(x)

è
←→

Ö
e−iσ1(x)+iσ2(x)

e−iσ2(x)

eiσ1(x)

è
(7.5)

で表される．簡単のため，destructive inteferenceが起こらないスピン表現 p mod 3 = 0で説明する．あら

ゆる時空点にモノポールが存在する経路を足し上げることで，モノポールの大分配関数が得られる．一般

にモノポールのチャージが大きくなるほど生成に必要なエネルギーが増加するので，チャージ |Qα| ≤ 1を

持つモノポールのみを，最低次の摂動として追加する．これは，モノポール項 LMとして (5.75)を用いる

ことと対応している．希薄なモノポールガスの近似を仮定し，モノポールどうしの相互作用を無視すると，
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分配関数は次の形となる：

Z =
∞∑

nα,n̄α=0

1

n1! n̄1!n2! n̄2!n3! n̄3!

∫
Dσαe−

∫
L dual

·
Å∫

d3x1e
−S0(x1)−SB,1(x1)e−iσ1(x1)+iσ2(x̄1)

ãn1
Å∫

d3x̄1e
−S0(x̄1)+SB,1(x̄1)e+iσ1(x̄1)−iσ2(x̄1)

ãn̄1

·
Å∫

d3x2e
−S0(x2)−SB,2(x2)e−iσ2(x2)

ãn2
Å∫

d3x̄2e
−S0(x̄2)+SB,2(x̄2)e+iσ2(x̄2)

ãn̄2

·
Å∫

d3x3e
−S0(x3)−SB,3(x3)e+iσ1(x3)

ãn3
Å∫

d3x̄3e
−S0(x̄3)+SB,3(x̄3)e−iσ1(x̄3)

ãn̄3

=

∫
Dσα exp

ï
−
∫

d3x

ß
e2

24π2

Å(
∂µσ1(x)

)2
+
(
∂µσ2(x)

)2
+
(
∂µσ1(x)− ∂µσ2(x)

)2ã
−e−S0(x)

Å
e−SB,1(x)e−iσ1(x)+iσ2(x) + e−SB,2(x)e−iσ2(x) + e−SB,3(x)e+iσ1(x) + h.c.

ã™ò
. (7.6)

ここで，nα (n̄α)は，モノポール演算子 Mα (M†
α)を挿入する回数を意味する．e−S0(x) (≥ 0)はモノポー

ルをゲージ場に追加するために必要となる，運動項の余分な寄与を表す．非線形シグマ模型は α = 1, 2, 3

の入れ替えで対称なので，S0は αに依存しない．運動項は時間 (τ) 反転不変なので，同一種類のスキルミ

オンの生成と消滅に対して，共通の値を持つ．exp (−SB,α(x))は，Mαによってスキルミオンが時空点 xµ

で消滅するときの Berry位相の寄与を表し，絶対値 1の複素位相である．もしモノポールが格子の中心に

あれば，図 5.7の ξp にMα と対応するスキルミオンのチャージ (Q1, Q2) = (−∆Qxy
1 , −∆Qxy

2 )を代入し

たものが，exp (−SB,α(x))である．スキルミオン生成時の因子は，Berry位相の計算規則 (5.39)により，

[exp(−SB(x))]
∗ = exp(+SB(x))を用いた．

Berry位相の因子 exp (−SB,α(x))は，格子定数 aのスケールで激しく振動する．そのため，(7.6)におい

てモノポールの時空点を意味する xµ = (r⃗, τ)に関する積分を，慎重に評価する必要がある．

まずは，モノポールが格子の中心にのみ存在すると仮定する．Berry位相の最小繰り返し単位である図 5.7

の 18個の三角形に，s = 1, · · · , 18とラベルを付け，各格子の中心点の空間座標を X⃗c
s と表すことにする．ス

キルミオンがM†
α(r⃗1, τ1)で生成した後にM†

α(r⃗2, τ2)で消滅するトンネル過程の Berry位相を，SB,α(r⃗1; r⃗2)

と書く *1．生成地点を左下三角形中心に固定 (r⃗1 = X⃗c
1) したときに，Mα と対応するスキルミオン消滅過

程の因子 exp(−SB,α)の {Xc
s}s=1,··· ,18 に関する平均値を，

Wc,α =
1

18

18∑
s=1

exp
î
−SB,α(X⃗

c
1 ; X⃗

c
s)
ó

(7.7)

と定める．要するにWc は，図 5.7（で適切な Q1, Q2 を代入したもの）の平均値に等しい．ここで，隣接

する 18個の三角形を，連続極限で 1点 Xµ = (X⃗, τ)に写像する粗視化を行う．連続極限をとる前はどの

三角形だったかを，ラベル sで記述する．すなわち，格子中心の時空点は，xµ 7→ (Xµ ; s)で一意に指定さ

れる．(7.6)の xµ 積分は，∫
d3x −→

∫
dτ ⊗

∫
dX⃗ ⊗

18∑
s=1

=

∫
d3X ⊗

18∑
s=1

(7.8)

と分解できる．被積分関数 S0, SB,α, σα の引数を，(Xµ, s)に置き換える．連続極限 (a → 0) において，

O(a)のスケールで緩やかに変化する S0, σαの引数 xµを，代表点 Xµで近似することが許される．それに

対して SB,αは，Berry位相は 18個の三角形で繰り返すのでXµには依存せず，sのみを引数に取る．した

*1(5.39) より，exp[−SB,α(r⃗1; r⃗2)] = exp[−SB,α(r⃗2) + SB,α(r⃗1)] が成立する．
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がって，(7.6)のポテンシャル項は∫
d3xV (x) =

∫
d3x

[
−e−S0(x)

{
e−SB,1(x)e−iσ1(x)+iσ2(x) + e−SB,2(x)e−iσ2(x) + e−SB,3(x)e+iσ1(x) + h.c.

}]
≃
∫

d3X
18∑
s=1

[
−e−S0(X)

{
e−SB,1(s)e−iσ1(X)+iσ2(X) + e−SB,2(s)e−iσ2(X)

+e−SB,3(s)e+iσ1(X) + h.c.
}]

=

∫
d3X

[
−18e−S0(X)

{
Wc,1 e

−iσ1(X)+iσ2(X) +Wc,2 e
−iσ2(X) +Wc,3 e

+iσ1(X) + h.c.
}]

(7.9)

となる．

次に，モノポールが格子点上を除く一般の場所に存在する場合を考える．格子の中心に当たる 18個の空

間座標の離散和を，18個の三角形内部の積分に変更する．生成地点を左下三角形中心に固定したときに，

Mα に対応するスキルミオン消滅過程の因子 exp(−SB,α)の平均値を，

Wint,α =
4

18
√
3a2

∫
18△

dr⃗ exp
î
−SB,α(X⃗

c
1 ; r⃗)
ó

(7.10)

と定める．ここで 18△とは，Berry位相の繰り返し単位である，隣接する 18個の三角形内部の（格子点

を除く）領域を意味する．要するにWintは，図 5.8に例を示した exp(−SB)について，領域内の平均値を

とったものに等しい．(7.6)の xµ 積分は，∫
d3x −→

∫
dτ ⊗

∫
dX⃗ ⊗ 4

18
√
3a2

∫
18△

dr⃗ =

∫
d3X ⊗ 4

18
√
3a2

∫
18△

dr⃗ (7.11)

と分解できる．格子の中心の場合と同様の議論により，(7.9)の代わりに，∫
d3xV (x) ≃

∫
d3X

ñ
−4e−S0(X)

18
√
3a2

{
Wint,1 e

−iσ1(X)+iσ2(X) +Wint,2 e
−iσ2(X) +Wint,3 e

+iσ1(X) + h.c.
}ô

(7.12)

を得る．

(7.9), (7.12)より，p mod 3 = 0のときのポテンシャル項は，

V (X) ∝ −
{
W•,1 e

−iσ1(X)+iσ2(X) +W•,2 e
−iσ2(X) +W•,3 e

+iσ1(X) + h.c.
}

(7.13)

となる．比例記号 ∝は，正の係数を省いたことを意味する．因子 W•,αは，モノポールを格子の中心に限る

場合はWc,αを，中心以外も含める場合はWint,αを選ぶ．実際にW•,αは，α = 1, 2, 3に依存しないことが

分かったので，(7.13)において |W•,α|は比例係数として無視できる．よって，以降はW•,α の添字 αを略

す．また，destructive interferenceが起こる p mod 3 ̸= 0のときには，3の倍数のチャージを持つモノポー

ルだけが分配関数に寄与するので，M
(†)
α を (M

(†)
α )3 に置き換える必要がある．(7.13)を整理すると，希薄

なモノポールガスの双対理論におけるポテンシャル項は，

V (X) ∝ −
[
cos
(
−nσ1(X) + nσ2(X) + δ

)
+ cos

(
−nσ2(X) + δ

)
+ cos

(
nσ1(X) + δ

)]
, (7.14)

δ = Arg(W•) (7.15)

と表される．ただし，p mod 3 ̸= 0 のときは n = 3 を代入し，W• は M 3
α に対応するトンネル過程の

exp(−SB)の平均値を意味する．p mod 3 = 0のときは n = 1を代入し，W• はMα に対応するトンネル過

程の exp(−SB)の平均値を意味する．

Wc は図 5.7を用いて，(5.40)と同様に計算できる：

Wc =
1

18
(1 + z3pQ1 + z−3pQ1)(1 + z3pQ2 + z−3pQ2)(1 + z−pQ1−2pQ2) . (7.16)
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p mod 18 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Arg(Wc)
π
3

5π
3

π
3

π
3

5π
3

5π
3

π
3

5π
3 0

Arg(Wint)
π
3

2π
3

π
3

4π
3

5π
3

2π
3

π
3

2π
3 π

Arg(−λ) π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3 0, π

p mod 18 10 11 12 13 14 15 16 17 0

Arg(Wc)
π
3

5π
3

π
3

π
3

5π
3

5π
3

π
3

5π
3 0

Arg(Wint)
4π
3

5π
3

4π
3

π
3

2π
3

5π
3

4π
3

5π
3 0

Arg(−λ) π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3

2π
3 ,

5π
3

π
3 ,

4π
3

2π
3 ,

5π
3 0, π

表 7.2: Berry位相の平均値 Wc,α , Wint,αの偏角と，格子の対称性を満たすモノポール項の係数 λの偏角．

ここでは最低次のモノポールのみを考える．

この表式は，5.3.2 節で述べた Berry位相の図形的規則の帰結である．例えば，p = 1のM1 に対応する因

子は (p; Q1, Q2) = (1; 3,−3)を，p = 3のM2 に対応する因子は (p; Q1, Q2) = (3; 0, 1)を，(7.16)に代入

する．得られたWc の偏角を，表 7.2の 2行目に示す．

Wint に関しては，(7.10)の積分を数値計算で実行し，その結果から

arg (Wint) =


pπ

3
(p mod 3 ̸= 0)

pπ

9
(p mod 3 = 0)

(7.17)

が成立すると推測した．この妥当性は，付録 Fに記す図形的規則の議論によって補強される．(7.17)で求

めた Arg(Wint)を，表 7.2の 3行目に示す．Arg(Wc,α)と Arg(Wint,α)が常に一致する SU(2)正方格子と

は対照的に，SU(3)三角格子においては，両者は必ずしも一致しない．どちらを選ぶかによって，ポテン

シャル項 V (X)の形状が変わる．どちらを採用するのが適切であるかの議論は，7.3.2 節まで延期する．

(7.6)の式変形からは，(5.74), (5.75)のモノポール項 LM と

− e−S0W• ←→ λ =⇒ Arg(W•) ←→ Arg(−λ) = Arg(λ) + π (7.18)

で対応していることが読み取れる．λは，destructive interferenceで消えない最低次のモノポール演算子

の係数である．W• は Berry位相に由来した虚数成分を持つため，λは一般に複素数となる．(7.9)または

(7.12)を Taylor展開すると

V (X) ∝ −e−S0W• · 2
[
3− (−σ1 + σ2)

2 − (−σ2)2 − (σ1)
2 +O(σ 4

α)
]

(7.19)

となるので，|λ|はモノポールの“質量”を意味するパラメータと解釈できる．モノポール項は本来，(5.73)

のように，Mα の高次の項を追加することができるが，ここでは |e−S0 |の最低次を残す近似を行って，有
効ポテンシャル (7.14)を導出した．最低次のみの近似が許されるかどうかは，ハミルトニアンの具体形に

依存する．5.5 節では，LMが格子の対称性変換の下で不変という条件から，λの偏角が制限されることを

指摘した．表 5.2から求められる Arg(−λ)の値を，表 7.2の 4行目に示す．WcとWintはどちらも，格子

の対称性を満たしていることが分かる．

希薄なモノポールガスの近似からは有効ポテンシャル (7.14), (7.15)が導出されたが，以下では制限を緩

めて，格子の対称性を満たす λを持った有効理論を考えることにする．(7.14)のパラメータ δは，

δ = Arg(−λ) (7.20)

に修正される．Arg(−λ)は，表 7.2に示した 2通りの値を考慮する．上述の通り，この仮定は希薄なモノ

ポールガスの理論を内包する．より一般には，|e−S0 |が小さいとする近似が成立せずに，有効理論に高次の
モノポールを含めなければならない可能性もある．しかしこの場合には，各次数の係数 λnの絶対値もポテ
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δ p mod 3 ̸= 0 p mod 3 = 0

0

Å
2π

3
Z,

2π

3
Z
ã (

0 , 0
)

π

3

Å
2π

3
Z,

2π

3
Z
ã
,

Å
2π

3
Z+

4π

9
,
2π

3
Z+

2π

9

ã (
0 , 0

)
,

Å
4π

3
,
2π

3

ã
2π

3

Å
2π

3
Z+

4π

9
,
2π

3
Z+

2π

9

ã Å
4π

3
,
2π

3

ã
π

Å
2π

3
Z+

4π

9
,
2π

3
Z+

2π

9

ã
,

Å
2π

3
Z+

2π

9
,
2π

3
Z+

4π

9

ã Å
4π

3
,
2π

3

ã
,

Å
2π

3
,
4π

3

ã
4π

3

Å
2π

3
Z+

2π

9
,
2π

3
Z+

4π

9

ã Å
2π

3
,
4π

3

ã
5π

3

Å
2π

3
Z,

2π

3
Z
ã
,

Å
2π

3
Z+

2π

9
,
2π

3
Z+

4π

9

ã (
0 , 0

)
,

Å
2π

3
,
4π

3

ã
表 7.3: ポテンシャル V (7.14)を最小にする (σ1, σ2)の値．σαはコンパクトスカラー場なので，2π周期で

同一視する．p mod 3 ̸= 0のとき 9個または 18個，p mod 3 = 0のとき 1個または 2個の最小点が存在す

る．

ンシャルの形状を決める要因となり，かなりの任意性が発生するので，本論文では最低次のモノポールに

限定する．

(7.6)の { }内を最小にする配位が，基底状態（真空）として実現される．運動項の最小値は，σα(x)が時
空点 xµ に依らない一定値のときに 0を取る．基底状態を求めることは，有効ポテンシャル (7.14), (7.20)

を最小にする真空期待値 σα = ⟨σα(x)⟩を求める問題に帰着する．δに応じたポテンシャル V の最小点を，

表 7.3に示す．コンパクトスカラー場 σα が 2π周期で同一視されることに注意すると，p mod 3 = 0のと

き，δが π/3の奇数倍ならば 1個，偶数倍ならば 2個の最小点を持つ．p mod 3 ̸= 0のときは，その 9倍の

個数の最小点が存在している．SU(2)正方格子のモノポールガスによる解析（2.4 節）からは，ポテンシャ

ル最小点のそれぞれが，縮退した異なる VBS基底状態に対応することが予想される．その一方で，縮退数

が最大 18個と不自然に多いことに気付く．次節以降では，SU(3)三角格子に対して定義した VBS秩序変

数を通して，ポテンシャル V の最小点と VBS状態の対応付けを行い，縮退数の解釈を与える．

7.3 VBS状態との対応関係

格子の対称性を保ち，VBS状態を基底状態に持つハミルトニアンを考える．モノポールの位相変換には，

格子の対称性と密接な関係があることを，5.4 節で指摘した．7.1 節に述べたVBS状態が持つ対称性を，モ

ノポールガスの近似で説明できるか調べる．VBS秩序変数とモノポール演算子が同じ対称性を持つことが

示されれば，臨界理論で両者は等価な演算子として機能すると言える [36]．

7.3.1 p = 1の場合

(7.2)で定義した VBS秩序変数 ψα について，対称性を調べることから始める．VBS相は三角格子の対

称性を自発的に破っており，図 7.2に示した各状態は，格子の対称性変換で移り変わる．状態ではなく演算

子が変換する立場を採用すると，演算子としての ψα(r⃗α)は，格子の対称性変換 T によって

ψ′
α(r⃗α) = ei

π
6 P̂
Ä
T −1r⃗α, T −1(r⃗α + x̂+

√
3ŷ

2 ), T −1(r⃗α + x̂)
ä
+ ei

3π
6 · · · (7.21)

に変換する．5.4 節で説明したように，変換の独立な生成子である 2π/6 回転 (R1)，x軸鏡映 (P1) ，x軸

並進 (Tx) の 3つに注目すれば十分である．⟨ψα(r⃗α)⟩が一様となる規則正しい VBS状態に対して作用する
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ことを仮定すると，右辺の空間座標を等価な点に平行移動して，頂点に r⃗αが含まれる三角形に引数を揃え

ることが許される．その結果，ψ(r⃗α)は

R1 :

Ö
ψ′
1

ψ′
2

ψ′
3

è
= ei

π
3

Ö
ψ1

ψ3

ψ2

è
, (7.22)

P1 :

Ö
ψ′
1

ψ′
2

ψ′
3

è
= eiπ

Ö
ψ†
1

ψ†
3

ψ†
2

è
, (7.23)

Tx :

Ö
ψ′
1

ψ′
2

ψ′
3

è
=

Ö
ψ2

ψ3

ψ1

è
(7.24)

と変換する（引数はすべて r⃗α）．実際に，表 7.1の値を代入すると，期待値が (7.22)–(7.24)に従って変換

することが確かめられる．

一方で，モノポール演算子 Mαの変換則は，(5.54), (5.61), (5.67)と求められている．モノポールが凝縮

した相 (⟨Mα(r⃗)⟩ ̸= 0) においては，真空期待値は空間座標に依らないため，これらの式で両辺のMα の引

数を r⃗に置き換えることが許される．以上の仮定の下で，変換前後のMαと ψαの引数が，すべて r⃗に揃え

られる *2．

上記の ψα と同じ変換則を持つ演算子を，モノポール演算子で構成したい．だが今の場合，SU(2)正方

格子の (2.98)のように，ψα ∼ M
(†)
α の単純な関係は成立していない．図 7.2の VBS状態は，三角格子の

対角線方向の平行移動：r⃗ 7→ r⃗ + (x̂+
√
3ŷ)/2で不変である．よって，ψα をMα で記述する際も，D± 変

換 (5.68)で不変な組み合わせにしなければならない．演算子全体が D± 不変であること，そして R1変換

で閉じる（ (R1)6 で元に戻る）ことを課すと，ψα は

eixM y
1 M

z
2 where y, z ∈ Z , (y + z) mod 3 = 0 (7.25)

の線形結合でなければならない *3．正しい ψα の変換則が得られるモノポール演算子の組み合わせは，唯

一つに決まるわけではないが，例えばÖ
ψ1

ψ2

ψ3

è
=

Ö
M1M

−1
2 + ei

π
3M1M

2
2

ei
4π
3 M1M

2
2 + ei

5π
3 M −2

1 M −1
2

ei
2π
3 M −2

1 M −1
2 + eiπM1M

−1
2

è
=

Ö
M1M

†
2 + ei

π
3 M2M

†
3

ei
4π
3 M2M

†
3+ ei

5π
3 M3M
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1+ eiπ M1M

†
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è
(7.26)

と選ぶと，ψαの変換則 (7.22)–(7.24)と，Mαの変換則 (5.54), (5.61), (5.67)が矛盾しない．特に，D±変

換 (5.68)に対しては，ψα(r⃗α) 7→ ψα(r⃗α)と不変であることが実際に確かめられる．

(7.26)の関係が成立するならば，モノポールの凝縮 (⟨Mα⟩ ̸= 0) は，⟨ψα⟩ ̸= 0を持つ VBS状態と等価

である．この描像が適切であるかを見るために，モノポールガスで求めたポテンシャル V (σ)の最小点を，

図 7.2の VBS状態に関連付ける．

希薄なモノポールガスの近似を適用して得られるポテンシャルは，p = 1の場合，Arg(Wc) = Arg(Wint) =

π/3で偶然一致している（表 7.2を参照）ので，中心値か積分値かを気にしなくてよい．モノポールの期待

値 (σ1, σ2) = (⟨σ1(r⃗)⟩, ⟨σ2(r⃗)⟩)は，表 7.3の値に凝縮している．(7.15)より δ = π/3を代入すると，ポテ

ンシャルの最小点は

(σ1, σ2) ∈
{
( 2π3 Z, 2π

3 Z), ( 2π3 Z+ 4π
9 ,

2π
3 Z+ 2π

9 )
}

(7.27)

に 18重縮退している．(7.5)を用いると，Mαを σ1,2で表せる．最小点 (7.27)を代入して (7.26)の右辺の

真空期待値を計算する．例えば (σ1, σ2) = ( 4π9 ,
2π
9 )の場合，

⟨ψ1⟩ =
î
e−i 2π9 (e−i 2π9 )−1 + ei

π
3 e−i 2π9 (ei

4π
9 )−1

ó
=
[
1 + e−iπ3

]
=
√
3 ei

11π
6 (7.28)

*2引き続き 7.3.2 節でも，この仮定を用いる．
*3(5.43) より M3 =M†

1M
†
2 なので，ここではM1 とM2 を独立な演算子として扱う．
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表 7.4: p mod 6 = 1の場合に，ポテンシャル最小点の (σ1, σ2)から (7.26)に従って求めた，VBS秩序変

数 ⟨ψα⟩の期待値．絶対値はすべて |⟨ψα⟩| =
√
3となる．同一の ⟨ψα⟩を与える (σ1, σ2)どうしは，D± 変

換 (7.29)で移り変わる．

のように計算される．その結果，表 7.4に示す 6通りの期待値 (⟨ψ1⟩, ⟨ψ2⟩, ⟨ψ3⟩)が得られる．これらの偏
角は，(7.2)によってスピン配位から求めた値（表 7.1）と一致している．(7.26)の両辺の変換則が等しいの

で，回転・鏡映・並進の下で，表 7.4の ⟨ψα⟩もまた，図 7.2に従って移り変わる．同一の ⟨ψα⟩を与えるポ
テンシャル最小点は 3つ存在し，それらは D± 変換 (5.68)，すなわち(

σ′
1

σ′
2

)
=

(
σ1 ± 2π

3 p

σ2 ∓ 2π
3 p

)
(mod 2π) (7.29)

で繋がっている．これは図 7.2の VBS状態が D± 不変であることの帰結である．

以上から，モノポールガスで求めた有効ポテンシャルの 18個の最小点は，D± 変換で移り変わる 3点を

同一視することにより，6重縮退の VBS状態と対応していると言える．遡れば，モノポール演算子 Mαの

変換則は，トンネル過程で生じる Berry位相から求められたものである．三角格子のどこにスピン一重項

が形成されているか，という VBS状態の情報を使っていないにもかかわらず，(7.26)のように VBS秩序

変数 ψαと結びつけられることは，偶然の一致とは考え難い．モノポールの凝縮が Néel秩序を壊し，VBS

秩序を引き起こすという直接相転移の機構が，スピン表現 p = 1の SU(3)三角格子にも当てはまることの

根拠になると思われる．

ところで，対称性の議論からは，最低次のモノポール項として係数 Arg(−λ) = 4π/3の理論も許されて

いる．モノポールガスの有効ポテンシャルには，表 7.3で δ = 4π/3の欄に示されている通り，9個の最小

点が存在する．D± 不変性を仮定すると，上記の議論と同じ理由から，3重縮退している何らかの VBS状

態と対応することが期待される．しかし，(7.26)で定義した VBS秩序変数の真空期待値を (7.28)と同様に

計算すると，すべての最小点で ⟨ψα⟩ = 0となってしまう．適切な VBS秩序変数を選び直せば，縮退した

VBS状態と対応付けられるかもしれないが，詳細は分かっていない．

7.3.2 一般の pの場合

7.1 節でも述べたように，スピン表現 p > 1に対しても VBS状態を構成することができる．しかし，適

当な VBS秩序変数が見つかっておらず，(7.26)のようなモノポール演算子と結び付ける関係式を作ること

ができていない．そのため，ここでは縮退数に基づく大まかな議論に留まる．

(I) Wc とWint のどちらを用いるべきか

有効ポテンシャル (7.13)に現れる，Berry位相に由来した位相因子がW• であった．モノポールが存在

する位置を，三角格子の中心に限ればWc，格子の内部全体とすればWint が導かれる．SU(2)正方格子反

強磁性体では，両者は常に一致する．
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図 7.3: p = 3の 2重縮退した VBS状態が従う変換則．赤色は R1変換，橙色は P1変換，水色は Tx 変換

を表す．黒点と数値は，ポテンシャル最小点と (7.30)から求めた ⟨ψα⟩を意味する．α = 1, 2, 3で共通の結

果が得られた．

希薄なモノポールガスで導出した有効ポテンシャル (7.14), (7.15)の最小点が，VBS状態にそれぞれ対

応するならば，Wintを用いるのが妥当と考えられる．その理由は，VBS相の性質が p mod 6で周期的に変

化することである．三角格子上の VBS状態の構成法からは，p mod 6が等しければ，縮退数も一致してい

る（7.1 節の最終段落を参照）．表 7.2, 7.3からポテンシャル最小点の数を読み取ると，Wint に対しては，

p mod 6 = 3のとき 2個，p mod 6 = 0のとき 1個と固定されている．一方でWc に対しては，p = 3, 6の

とき 1個，p = 9のとき 2個となっており，pの周期が 6ではなく 9で変化している．よって，Wintが予想

される縮退数の周期と合致する．さらに，p mod 3 ̸= 0に対しては arg(Wint) = pπ/3が成立しており，pの

周期がちょうど 6であることも，Wint を用いるのが自然な理由である．

モノポール項の係数 λは，対称性から 2通りの偏角が許されているので，希薄なモノポールガスの近似

を外れた理論で VBS相を記述することも認められている．この場合は，Wc を用いても物理的状態と矛盾

していない．ただ，希薄なモノポールガスの近似から一貫性のある結論を導こうとすると，Wint を使うべ

きである，と主張する．

(II) p mod 6 = 3, 0のとき

p mod 6 = 3, 0のとき，図 7.1(b), (c)にそれぞれ示した VBS状態が構成できる．図 7.1(b)の状態は，
2π
6 回転対称性が自発的に破れており，2重縮退している．図 7.1(c)の状態は，格子の対称性を保っており，

縮退がない．

Wintを使用した希薄なモノポールガスの近似からは，表 7.2, 7.3より，p mod 6 = 3のとき 2個，p mod 6 = 0

のとき 1個のポテンシャル最小点が存在する．どちらも図 7.1(b), (c)の縮退数と一致しているので，1個

のポテンシャル最小点が 1個の VBS状態に対応することが予想される．ここで，p = 1のときには D± 対

称性のために，ポテンシャル最小点と VBS状態が 3対 1で対応していたが，p mod 3 = 0のときに D±変

換 (5.68)はモノポール演算子 Mα を変換しないので，1対 1対応であると解釈できる．

p mod 6 = 3のとき，縮退した VBS状態を区別する何らかの VBS秩序変数 ψα が存在して，

ψα(r⃗) =Mα(r⃗) (7.30)

が成立していると仮定する．有効ポテンシャルの最小点 (σ1, σ2)は，表 7.3の δ = Arg(Wint) = pπ/9に示

されている．それらを (7.30)に代入し，モノポール演算子のR1変換 (5.54)，P1変換 (5.61)，Tx変換 (5.67)

で ⟨ψα⟩がどのように変換するかを調べると，任意の p mod 6 = 3に対して，図 7.3の変換則に従うことが

明らかになった．P1, Tx変換では不変であり，R1変換によって入れ替わる性質は，図 7.1(b)の VBS状態

の性質と一致している．よって，ψαをスピン演算子 Ŝvw を用いて適切に定義することができれば，(7.30)

でモノポール演算子と関係付けられる可能性がある．

希薄なモノポールガスの近似に該当しない Arg(λ)を用いた場合，p mod 6 = 3, 0のとき，ポテンシャル

最小点は 1個，2個となって逆転する．これらが物理的な VBS状態と対応しているかは，現在のところ不

明である．
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表 7.5: p mod 6 = 5の場合に，ポテンシャル最小点の (σ1, σ2)から (7.26)に従って求めた，VBS秩序変

数 ⟨ψα⟩の期待値．絶対値はすべて |⟨ψα⟩| =
√
3であった．同一の ⟨ψα⟩を与える (σ1, σ2)どうしは，D±変

換 (7.29)で移り変わる．

(III) p mod 6 = 1, 5のとき

p = 1の 6重縮退した VBS状態は，図 7.2で表される．VBS秩序変数を通して，有効ポテンシャルの最

小点を縮退した VBS状態と対応させられることを，7.3.1 節で見た．p mod 6 = 1の VBS状態は，格子の

対称性を破らない p = 6 VB配位と，p = 1 VB配位の合成とみなすことより，p = 1と同じ対称性を持っ

ていると言える．さらに，VBの有無を反転させて考えることにより，p mod 6 = 1, 5の VBS相の縮退数

や対称性はそれぞれ，本質的に等しい．

VBS秩序変数 ψα のスピン演算子を用いた定義は，p = 1の場合にしか得られていない．それでも，縮

退した VBS状態を区別する何らかの VBS秩序変数 ψα が存在して，p mod 6 = 1に対しては (7.26)と同

じ関係式が，そして p mod 6 = 5に対してはÖ
ψ1

ψ2

ψ3

è
=

Ö
M†

1M2 + ei
π
3 M†

2M3

ei
4π
3 M†

2M3+ ei
5π
3 M†

3M1

ei
2π
3 M†

3M1+ eiπ M†
1M2

è
(7.31)

が成立していると仮定する．(7.31)は，(7.26)のモノポール演算子をすべてエルミート共役に置き換えた

ものである．Arg(Wint), Arg(Wc)のいずれを用いたとしても，有効ポテンシャルの形状は p mod 6 = 1の

とき δ = π/3，p mod 6 = 5のとき δ = 5π/3と決まる．最小点 (σ1, σ2)は表 7.3に与えられている．それ

らを (7.30)に代入すると，(7.26), (7.31)の期待値が，p mod 6 = 1のときは表 7.4，p mod 6 = 5のとき

は表 7.5の通りに得られる．どちらの場合でも，⟨ψα⟩は 6種類の共通した値をとることが分かる．さらに，

モノポール演算子の R1変換 (5.54)，P1変換 (5.61)，Tx変換 (5.67)で ⟨ψα⟩がどのように変換するかを調
べる．その結果，(7.26), (7.31)ともに，図 7.2に示した p = 1と同じ VBS状態の変換則が導かれる．よっ

て，任意の p mod 6 = 1, 5に対しても，ψα をスピン演算子 Ŝvw を用いて適切に定義することができれば，

(7.26), (7.31)でモノポール演算子と関係付けられる可能性がある．

希薄なモノポールガスの近似に該当しないArg(λ)を用いた場合の，VBS状態との対応関係は，未だ判明

していない．

(IV) p mod 6 = 2, 4のとき

p = 2のとき，図 7.4に示すように，それぞれ 6重・9重縮退の自然な VBS状態を構成することができ

る．黄色の影は，VBの配置を表す．p mod 6 = 2の VBS状態は，複数個の p = 6 VB配位との合成とみ

なすことにより，p = 2と同じ対称性を持っている．p mod 6 = 4については，図 7.4で VBの有無を反転

させることで得られるので，やはり p = 2 VBS状態と共通の性質を有する．

δ =Wintを採用した場合，表 7.2, 7.3より，モノポールガスの有効ポテンシャルには 9個の最小点が存在

する．図 7.4のVBS状態はD± 対称性を保つので，7.3.1 節と同様の理由で，3重縮退のVBS状態と対応し
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図 7.4: p = 2のときに自然なVBS状態．格子の対称性を自発的に破っており，(a)は 9重縮退，(b)は 6重

縮退している．

ていることが予想される．しかし，図 7.4とは縮退数が合わない．対称性から許されるもう一方の Arg(λ)

を使用すると，18個の最小点，つまり 6重縮退が導かれる．これが図 7.4(b)の 6重縮退の VBS状態と対

応している可能性はあるが，適切な VBS秩序変数が見つかっていないため，確証は得られていない．この

ように最低次のモノポール項のみを残す近似からは，有効ポテンシャルの最小点は 9個か 18個に限られる．

モノポール項 (5.73)として，(M
(†)
α )3 に加えて (M

(†)
α )6 の項も含めると，係数比 λ6/λ3 を調節することに

よって，27個の最小点を持つ有効ポテンシャルを作ることが可能ではある．この場合に 9重縮退のVBS状

態が予想されるものの，図 7.4(a)と対称性が一致しているかどうか，そしてモノポール項をMα の 6次ま

でで打ち切ることが適切かどうかは，未解明である．

76

Soryushiron Kenkyu



第8章 総括

本研究では，SU(2)正方格子反強磁性体の先行研究を拡張し，SU(3)三角格子反強磁性体について，Néel-

VBS相間の量子相転移を中心に議論した．系は絶対零度として，Young図が 1行 p列で表される完全対称

なスピン表現に限定する．

格子の連続極限をとることにより，スピン回転対称性を自発的に破るNéel相の低エネルギー有効理論が，

モノポール項を伴う SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型で与えられることを導出した (3.3 節, 5.5 節)．非線形

シグマ模型は，対称性の要求だけからも得られる (付録 C)．SU(3)スピン系のスピン配位には，2種類の独

立なトポロジカルチャージが存在する．SU(2)スピン系の staggered磁化ベクトルを SU(3)/U(1)2 変数に

拡張し，任意のトポロジカルチャージを持ったスキルミオンを構成する方法を考案した (5.2 節)．これによ

り，トンネル過程から生じる Berry位相を具体的に計算することに成功した．モノポールを格子の中心に

限定すると，Berry位相の値に図形的規則による直感的な解釈ができる (5.3 節)．

格子の対称性変換の下でのモノポール演算子 Mαの変換則を求めることにより，格子の対称性をモノポー

ル演算子の位相変換と関連付けた (5.4 節)．これにより，VBS相をトポロジカル対称性が自発的に破れた

相として，より明確に解釈できる．モノポールが凝縮した理論として，abelian dualityを利用したモノポー

ルガスの解析を適用し，p = 1のときに希薄なモノポールガスの有効ポテンシャルを，6重縮退の VBS状

態と対応付けた．p > 1の VBS波動関数が複雑であるため，p = 1の場合にしか VBS秩序変数 ψαのスピ

ン演算子を用いた定義は得られていない．それでも p mod 6 = 0, 1, 3, 5に対して，ψαとMαが満たすべき

変換則に関連性があることを指摘した (7 章)．

Néel-VBS相転移を記述する有効理論は，スピノン場 ϕ⃗αのゲージ理論で表される．Destructive interference

のために，モノポール項にスピン表現 pに依存した違いが現れる (5.3 節)．p mod 3 ̸= 0のとき，3の倍数

のチャージを持つモノポールのみが，理論に含むことを許される．その結果，PSU(3)スピン回転対称性と，

格子の 2π/3回転を意味する ZV
3 トポロジカル対称性との間に，mixed ’t Hooftアノマリーが存在する．ア

ノマリーマッチング条件から，両方の対称性を保つ trivially gapped相の出現が禁止される（6.1 節）．ス

ピン回転対称性が自発的に破れた Néel相では，スピノン場が gapless励起を担い，モノポールの効果は抑

制されている．トポロジカル対称性が自発的に破れた VBS相では，スピノン場は gapped励起となり，モ

ノポールを含んだ masslessゲージ場が主要となる．以上の考察からは，Néel-VBS相間の直接相転移が支

持される (6.2 節)．SU(2)正方格子反強磁性体と同様に，deconfined criticalityによる直接 2次相転移が起

きる可能性も考えられる．しかしながら，1次相転移やトポロジカル秩序相といった，他の可能性を除外す

るものではない．p mod 3 = 0のときには，任意のチャージを持つモノポールを理論に含むことができる．

この場合，有効理論に ’t Hooftアノマリーは存在せず，trivially gapped相の出現が許される．

三角格子の場合でdeconfined criticalityが成立することを示すには，モノポール項がdangerously irrelevant

であることを示す必要があるが，厳密な証明は難しいと思われる．そこで，SU(2)スピン系で既に行われ

ているような，量子モンテカルロ法による数値計算による検証が有効である．符号問題が生じないような

Néel秩序を壊す相互作用を，SU(3) Heisenberg模型に追加し，相互作用の強さを変えることで量子相転移

を調べられると期待する．

研究の発展の方向性としては，量子モンテカルロ法による deconfined criticalityの検証のほかに，スピン

液体，ドメインウォール等のトポロジカルな性質について研究すると，興味深い結果が得られるかもしれ

ない．
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付 録A SU(2)正方格子反強磁性体の補足

SU(2)正方格子反強磁性体に関して，先行研究には無い独自に得られた結果を報告する．付録 A.1では，

SU(2)行列を用いて格子ハミルトニアンから有効ラグランジアンを導出する．付録 A.2では，モノポール

の位置を格子の中心以外に一般化し，トンネル過程の Berry位相を考察する．これらの内容は，SU(3)三角

格子に拡張する準備段階として位置付けられる．

A.1 SU(2)/U(1) 非線形シグマ模型の導出

SU(2)正方格子反強磁性体について，Néel状態からの励起の記述は，一通りではない．2.1 節で説明した

ように，歴史的には，O(3) staggered磁化ベクトルが秩序変数に用いられてきた [3,7]．ここでは，SU(N)

スピン系への一般化が容易な，SU(2)行列を秩序変数に用いる方法を紹介する．SU(N)スピン鎖 [66,68]の

文脈で，近年導入されたものを，SU(2)正方格子に対して適用したものである．いずれの方法を選んでも，

等価な結果が得られる．

SU(2) Heisenberg模型 (2.1)は，SU(N) Heisenberg模型 (3.1)において，N = 2を代入することで得ら

れる．完全な説明は 3.1 節に与えてあるので，詳細を省く．ハミルトニアン (2.1)を Schwingerボソン (3.4)

で表し，スピンコヒーレント状態 (3.8)を用いて，分配関数Zを虚時間経路積分で表す．結果として，(3.18)

が得られる．ただし，今はN = 2なので，Schwingerボソンは a1, a2 の 2種類，スピンコヒーレントベク

トルは Φ⃗ ∈ CP1 である．スピン表現は，p = 2sを代入する．

この際に，SU(2)スピンコヒーレント状態として (3.8)を用いたが，2.1.1 節で用いたスピンコヒーレン

ト状態の定義 (2.4)と矛盾していないかが問題となる．両者の定義が実は同値であることを，以下で確認す

る [62]．

(2.4)を変形して，(3.8)と一致していることを示す *1．スピン回転のユニタリ演算子を

Û = eiθ(Ŝ1 sinφ−Ŝ2 cosφ) (A.1)

で定義すると，各格子点ごとのスピンコヒーレント状態 (2.4)は，Schwingerボソン (3.6)を用いて

|n⟩ = Û |s, s⟩ = Û
1√
p!

Ä
â†1
äp
|0⟩ = 1√

p!

Ä
Û â†1Û

†
äp
|0⟩ , (A.2)

Û = exp

ï
−θ
2

Ä
â†1â2e

−iφ − â†2â1eiφ
äò

(A.3)

と表される．Schwingerボソンの交換関係 (3.3)と公式：

etÂB̂ e−tÂ = B̂ + t[Â, B̂] +
t2

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+
t3

3!

[
Â,
[
Â, [Â, B̂]

]]
+ · · · (A.4)

を適用すると，

Û â†1Û
† = â†1 cos

θ

2
+ â†2 e

iφ sin
θ

2
(A.5)

を近似なしで示すことができる．よって，

|n⟩ = 1√
p!

Ä
Φ1â

†
1 +Φ2â

†
2

äp
|0⟩ , (A.6)

*11 個のスピンに関する性質なので，しばらく引数 i を省略する．
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α = 1 α = 2

図 A.1: 正方格子の座標の取り方．赤，青色で示した格子点はそれぞれ，副格子 α = 1, 2に属する．黄色で

囲んだ辺の両端 2点が unit cellを組み，その位置を (j, k) ∈ Z2で指定する．スピン変数 Φ⃗(i)は，Φ⃗α(j, k)

と記述される．各副格子に 2つの直交する状態 Φ⃗1, Φ⃗2 を割り当てることで，Néel状態が実現される．

Φ⃗ =

(
Φ1

Φ2

)
=

(
cos θ

2

eiφ sin θ
2

)
(A.7)

となり，(3.8)と同じ形に書ける．このとき，(2.5)で定義した n ∈ S2 のパラメータ (θ, φ)とは，

n = Φ⃗ † σ Φ⃗ (A.8)

の関係がある *2．すなわち，非物理的な U(1)位相を同一視した，2成分複素ベクトル Φ⃗ ∈ CP1 は，nと

一対一対応する．このように，両者のスピンコヒーレント状態の定義は同値であり，矛盾していない．

作用 (3.18)に話を戻す．古典的なエネルギー Sexchを最小にする配位は，隣接する格子点 ⟨i, i′⟩について
Φ⃗∗(i) · Φ⃗(i′) = 0を満たす．正方格子は図 A.1のように，2種類の副格子 α = 1, 2から成る (bipartite)．隣

接する格子点に対し，直交するコヒーレント状態 Φ⃗1, Φ⃗2を割り当てることにより，Néel状態を作ることが

できる．3.3 節と同様に，sが十分大きいと仮定して，Néel状態付近の揺らぎを，場の理論で定式化する．

図 A.1 に黄色で囲んだ辺の両端の格子点で unit cell を構成すると，1 個の格子点は，unit cell のラベ

ル (j, k)と副格子のラベル α = 1, 2で指定される．励起の高エネルギー成分をエルミート行列 L，低エネ

ルギー成分をユニタリ行列 U ∈ U(2)によって取り入れると，Néel状態からの励起は(
Φ⃗(j, k, 1)T

Φ⃗(j, k, 2)T

)
= L(j, k) · U(j, k) , (A.9)

L(j, k) =

( »
1− a2

s2 |L12(j, k)|2 a
sL12(j, k)

a
sL

∗
12(j, k)

»
1− a2

s2 |L12(j, k)|2

)
, (A.10)

U(j, k) =

(
ϕ⃗1(j, k)

T

ϕ⃗2(j, k)
T

)
(A.11)

と記述される．ϕ⃗α(j, k)は，正規直交条件 (3.23)を満たす．Φ⃗α(j, k)の位相は非物理的であるため，物理的

に意味があるのは U ∈ U(2)/U(1)2 = SU(2)/U(1)である．以降は detU(j, k) = 1を課すことにして，U を

（余分な U(1)自由度を 1つ含んだ）SU(2)行列として扱う．

*22.1.3 節とは異なり，staggered 磁化ベクトル m ではなく，スピンコヒーレントベクトル n そのものを変換する．
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正方格子の最近接相互作用を具体的に書くと，(3.18)は

S =

∫ β

0

dτ

p∑
j,k,α

Φ⃗∗(j, k, α) · ∂τ Φ⃗(j, k, α)

+ Jp2
∑
j,k

ß∣∣∣Φ⃗∗(j, k, 1) · Φ⃗(j, k, 2)
∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗(j, k, 2) · Φ⃗(j + 1, k, 1)

∣∣∣2
+
∣∣∣Φ⃗∗(j, k, 1) · Φ⃗(j − 1, k + 1, 2)

∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗(j, k, 2) · Φ⃗(j, k + 1, 1)
∣∣∣2™ò (A.12)

となる．(A.9)を代入して Φ⃗αを U,Lに書き換えると，(A.12)の各項は (B.9)と同様に，場 U, Lと定数行

列 Λα の形に書ける．ただし，

Λ1 =

(
1 0

0 0

)
, Λ2 =

(
0 0

0 1

)
(A.13)

を用いる．次に，格子定数 a→ 0の連続極限をとる：

(j, k, α) 7−→ (x, y) ≃ (2aj + ak, ak),
∑
j,k

7−→ 1

2a2

∫
dxdy . (A.14)

S を aについて Taylor展開を行うと，以下のようになる：

S =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

ï
32J |L12|2 +

2

a

{
(∂τUU

†)21L12 + (∂τUU
†)12L

∗
12

}
− 8Jp(∂xUU

†)21L12

+8Jp(∂xUU
†)12L

∗
12 − 3Jp2(∂xUU

†)12(∂xUU
†)21 − Jp2(∂yUU†)12(∂yUU

†)21
]
. (A.15)

(A.15)からは，場 L12には質量項 |L12|2が存在するので，行列 Lは高エネルギー成分の gapped励起を表

すことが読み取れる．最後に，経路積分を実行して L12を消去する．Gauss積分の公式 (B.14)を用いると，

U のみを変数に持つ有効理論が得られる：

Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

ï
1

geff

ß
1

v

∣∣∣(∂τUU†)12

∣∣∣2 + v

Å∣∣∣(∂xUU†)12

∣∣∣2 + ∣∣∣(∂yUU†)12

∣∣∣2ã™
+
s

a

{
(∂xUU

†)12(∂τUU
†)12

∗ − (∂τUU
†)12(∂xUU

†)12
∗ }]

. (A.16)

ここで，(2.35)と同様に，結合定数 geff と励起の速さ vを

geff =
2
√
2a

s
, v = 4

√
2Jsa (A.17)

とおいた．虚時間 τ のスケール変換 (B.17)で vを取り除くことができ，結果的に (A.16)で v = 1を代入

したものとなる．すると，(A.16)の 1行目は

Z =

∫
Dϕ e−Seff , (A.18)

Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

geff

∑
µ=τ,x,y

2∑
α=1

Å∣∣∣∂µϕ⃗α∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α∣∣∣2ã (A.19)

となる．これは，Lorentz対称性を持った SU(2)/U(1)非線形シグマ模型である．U(1)ゲージ場 aα,µ を，

aα,µ = iϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α (A.20)

により導入する．ϕ⃗α の定義 (A.11)から，
∑

α aα,µ = 0が分かる．さらに (B.18)と類似の式変形により，

変数を U から ϕ⃗に書き直すと，(A.19)は

Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

geff

∑
µ=τ,x,y

2∑
α=1

∣∣∣(∂µ + iaα,µ)ϕ⃗α

∣∣∣2 (A.21)
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となり，U(1)ゲージ理論の形で表すこともできる．

SU(2)行列 (A.11)の ϕ⃗1と ϕ⃗2は，ϕ⃗2 = −iσ2ϕ⃗∗1で関係付けられており，独立な自由度でない．(A.21)の

α = 1, 2の各項は一致しており，ϕ⃗ = ϕ⃗1 に揃えると，CP1 非線形シグマ模型 (2.44)が得られる．(A.19)

と，mを秩序変数とする O(3)非線形シグマ模型 (2.37)は，どちらも等価である．両者は，

m(j, k) = ϕ⃗ †
1 (j, k)σ ϕ⃗1(j, k) +O(a2) (A.22)

で関係している [66]．3 章の SU(3)/U(1)2 行列の場合とは異なり，SU(2)/U(1) 行列では ϕ⃗1(j, k)が与えら

れれば，ϕ⃗2(j, k)は（非物理的なU(1)位相を除いて）一意に決まるので，(A.22)のようにm(j, k)は ϕ⃗1(j, k)

だけで表される．

SU(3)三角格子の場合と同様に，単純な連続極限からは，非線形シグマ模型 (A.19)のほかに，(A.16)の

2行目の追加項 Sadd が現れる．(4.11)で定義される Pontryagin index Qµν
α を用いると，Sadd は

Sadd =
s

a

∫
d3x

{
(∂xUU

†)12(∂τUU
†)12

∗ − (∂τUU
†)12(∂xUU

†)12
∗ }

=
pπi

a

∫
dy Qxτ

1 (y) (A.23)

と表される．Qxτ
1 ∈ Zは，xτ 平面で定義された 2次元理論のトポロジカルチャージである．Qxτ

1 が離散的

な値をとる性質を利用すると，B.3と同様の議論により，Saddが分配関数に寄与を持たないことが言える．

以下でこれを確認する．

図 A.1の j, k軸と同じ向きに，x′, y′ 軸を定義する：

(x′, y′) = (x− y,
√
2y) . (A.24)

これにより，(A.23)は

Sadd =
πi p

a

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

2πi

Ä
∂xϕ⃗1 · ∂τ ϕ⃗∗1 − ∂τ ϕ⃗1 · ∂xϕ⃗∗1

ä
=
πi p

a

∫ β

0

dτ

∫
1√
2
dx′dy′

1

2πi

Ä
∂x′ ϕ⃗1 · ∂τ ϕ⃗∗1 − ∂τ ϕ⃗1 · ∂x′ ϕ⃗∗1

ä
=

πi p√
2a

∫
dy′ Qx′τ

1 (y′) (A.25)

と書ける．Qx′τ
1 は x′τ 平面上のトポロジカルチャージであるから，整数値である．ここで，積分を格子点

の和に戻す：
1√
2a

∫
dy′ 7−→

∑
k

. (A.26)

連続極限 a→ 0において，ϕ⃗αは連続的に変化できるが，Q
x′τ
1 は整数値しかとることができないので，Qx′τ

1

は x′y′平面上で一定である．十分大きなトーラス T 2に乗った正方格子の系を考え，周期境界条件を課す．

フラストレーションを生じることなくNéel状態が実現するという仮定から，j, k軸方向の格子点の数は，ど

ちらも 2の倍数でなければならない．したがって，パラメータ kは 1から 2M (M ∈ N)の値をとる．以上
から，

Sadd = πi p
2M∑
k=1

Qx′τ
1

= πi p ·Qx′τ
1 · 2M ∈ 2πiZ . (A.27)

exp(−Sadd) = 1なので，追加項は無視してよい．よって，連続場によるモノポールを含まない有効理論は，

トポロジカルな追加項を持たない SU(2)/U(1)非線形シグマ模型 (A.21)で記述される．
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図 A.2: 左下正方形中心でスキルミオンが生成し，任意の場所で消滅する過程の Berry 位相の偏

角 Arg[exp(−SB)]．左から順に 2sQ = 1, 2, 4, 5を示す．グラフの領域は，図 2.2と同じ．隣接する 4個の

正方形で周期的な値をとる．

トンネル過程がもたらす Berry位相の計算も，Φ⃗1 を角度変数 (θ, φ)で表すことで実行できる．5.3.1 節

の記法に従うと，Berry位相は

SB = i 2s
∑
j,k

2∑
α=1

Ω(j, k, α) = i 2s
∑
j,k

2∑
α=1

∫ β

0

(−Aα,τ (j, k)) dτ , (A.28)

(
A1

A2

)
= −

(
+

−

)
dφ (1− cos θ) (A.29)

と表される．トンネル過程の具体例で計算すると，

SB = i 2s
∑
j,k

2∑
α=1

(−1)α−1Q

Åï
arctan

y − y2
x− x2

− arctan
y − y1
x− x1

ò
+ (reg.)

ã
(A.30)

となり，これは (2.51) と一致している．

A.2 モノポールが格子中心以外の場合のBerry位相

2.2.2節で述べたように，先行研究ではモノポールの位置を格子の中心に限定して議論されているが，(2.52)

を数値計算することで，モノポールが格子点上を除く任意の位置に存在する場合にも拡張することができ

る．2sQ = 1, 2, 4, 5の場合に，Berry位相 exp(−SB)を数値計算した結果を，図 A.2に示す．正方形の中

心における exp(−SB)は，図 2.2から求めた ξ(r⃗)2sQ と一致している．

まずは，モノポールが格子の中心以外に存在する場合に，destructive interferenceを調べる．Berry位

相の最小繰り返し単位は，図 A.2の一辺 aの正方形 4個である．図 A.3に示すように，この領域内には，

π/2 回転と鏡映で互いに移り変わる等価な点が 8個存在する *3．この等価な点 8個を組にして {X⃗s}s=1,··· ,8

と表すことにする．Seff は並進・回転・鏡映変換で不変なので，等価な点どうしでは運動項 Seff は共通で

ある．数値計算で得られた exp(−SB)を，スキルミオン消滅の位置を変化させて，等価な点で足し上げる：

8∑
s=1

exp
î
−SB(X⃗

c
1 ; X⃗s)

ó
. (A.31)

その結果，2sQ mod 4 ̸= 0のとき，(A.31)は 0となるので，トンネル過程は分配関数 Z に寄与しない．一

方で 2sQ mod 4 = 0を満たすときは，Z への有限の寄与が出現する．よって，格子の中心以外のモノポー

ルでも，2.2.3 節で述べた中心と同じ destructive interferenceの有無が成立している．

*3モノポールは格子点以外の任意の位置に存在する．鏡映軸上の点については，同一点を重複して数えることにする．
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図 A.3: 正方格子の対称性変換で互いに移り変わる，等価な点の組．Berry位相の最小繰り返し単位である，

隣接する 4個の正方形の内部には，等価な点が一般には 8個存在する．

次に，格子の対称性変換に対するモノポール演算子の変換則について述べる．2.2.4 節と同様に変換前後

の Berry位相を比較して，位相変換の因子を決定する．その結果，任意の位置のモノポール演算子に対し

て，格子の中心で導いた (2.64), (2.66), (2.68)と全く同じ変換則が得られる．

最後に，モノポールガスのポテンシャル項に現れる複素位相を議論する．Destructive interferenceが起き

ないトンネル過程に対して，スキルミオンの生成地点を左下三角形中心に固定 (r⃗1 = X⃗c
1)し，消滅地点 r⃗2を

あらゆる位置に変化させたときの，因子 exp[−SB(X⃗
c
1 , r⃗2)]の平均値を求めればよい．r⃗2を格子の中心に限

定した場合は，(2.55)より，平均値はWc = 1である．格子の中心に限定しない場合には，(7.10)と同様に，

Berry位相の最小繰り返し単位である 4個の正方形 (4□) の内部で r⃗2を積分する．すると，2sQ mod 4 = 0

であれば，平均値は

Wint =
1

4a2

∫
4□

dr⃗2 exp
î
−SB(X⃗

c
1 , r⃗2)

ó
> 0 (A.32)

であることが分かった．よって，SU(2)正方格子に対しては，モノポールを格子の中心に限定してもしなく

ても，同じ結論が得られる．
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付 録B 非線形シグマ模型の導出

3 章で省略した計算の詳細を記す．付録 B.1では，SU(N)スピンコヒーレント状態の公式 (3.9)–(3.12)

の証明を行う．付録 B.2では，格子ハミルトニアンの連続極限をとり，有効ラグランジアンを導出する．付

録 B.3では，素朴な連続極限から現れるトポロジカル的な追加項が消えることを示す．これらの内容は，投

稿論文 [60]に基づく．

B.1 スピンコヒーレント状態に関する公式の証明

3章では，(3.8)で定義したスピンコヒーレント状態 |Φ⃗⟩について成り立つ性質 (3.9)–(3.12)を用いて，非線

形シグマ模型を導出した．この節では，(3.9)–(3.12)の証明を述べる．これらの証明は本質的に，Schwinger

ボソンの交換関係 (3.3)に基づく．

重なり積分 (3.11)を最初に示す：

⟨Φ⃗′|Φ⃗⟩ = 1

p!
⟨0|
Ç∑

v

Φ′∗
v âv

åpÇ∑
w

Φwâ
†
w

åp

|0⟩

=
1

p!
⟨0|

∑
k1+···+kN=p

Å
p!

k1! · · · kN !

ã2
(Φ′∗

1 â1)
k1(Φ1â

†
1)

k1 · · · (Φ′∗
N âN )kN (ΦN â

†
N )kN |0⟩

=
∑

k1+···+kN=p

p!

k1! · · · kN !
(Φ′∗

1 Φ1)
k1 · · · (Φ′∗

NΦN )kN

= (Φ⃗′∗ · Φ⃗)p . (B.1)

1 行目から 2 行目へは，真空期待値の中では âv と â†v が同数の項しか残らないことを用いた．2 行目から

3 行目へは，(âv)
k(â†v)

k|0⟩ = k!|0⟩を用いた．(B.1)の導出では |Φ⃗| = 1を利用していないので，これは任

意の Φ⃗, Φ⃗′ ∈ CN に対して成立する．そこで，Φ⃗′ = Φ⃗を代入して |Φ⃗| = 1を適用すれば，規格化 (3.9)が示

される．

続いて，スピン演算子の公式 (3.12)を示す．(3.4)より，スピン演算子 Ŝvw は Schwingerボソンを用いて

Ŝvw = â†vâw = −δvw + âwâ
†
v (B.2)

と表されるので，

⟨Φ⃗|Ŝvw|Φ⃗⟩ = −δvw + ⟨Φ⃗|âwâ†v|Φ⃗⟩

= −δvw +
1

p!

∑
u,u′

⟨0|(Φ∗
uâu)

pâwâ
†
v(Φu′ â†u′)

p|0⟩

= −δvw +
1

p!(p+ 1)2

∑
u,u′

∂

∂Φ∗
w

∂

∂Φv
⟨0|(Φ∗

uâu)
p+1(Φu′ â†u′)

p+1|0⟩
∣∣∣
|Φ⃗|=1

. (B.3)

最終行では，Φ⃗を一般の Φ⃗ ∈ CN とみなし，制約 |Φ⃗| = 1を微分操作の後で課す．(3.11)により，

⟨Φ⃗|Ŝvw|Φ⃗⟩ = −δvw +
1

(p+ 1)

∂

∂Φ∗
w

∂

∂Φv
(Φ⃗∗ · Φ⃗)p+1

∣∣∣
|Φ⃗|=1

= pΦ∗
vΦw (B.4)
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となり，(3.12)が示される．

最後に，完全性 (3.10)を示す．SU(N) 不変測度を dΩΦ として，

Î =

∫
dΩΦ|Φ⃗⟩⟨Φ⃗| (B.5)

を導入する．演算子 Î は，スピン表現 pの状態空間からそれ自身への線形写像を記述する．U ∈ SU(N)に

対して，Û を Û · |Φ⃗⟩ = |U Φ⃗⟩と作用するユニタリ演算子として定義する．このとき

Û ÎÛ† =

∫
dΩΦ|U Φ⃗⟩⟨U Φ⃗| = Î (B.6)

となるから，Î は任意の Û と交換する．よって，Schurの補題により，Î は恒等演算子に比例する．適当な

dΩΦ の規格化を行うことで，(3.10)が得られる．

B.2 格子理論の連続極限の計算

格子理論のハミルトニアンの連続極限をとることにより，有効ラグランジアン (3.26)を導出する．

経路積分で表した有効作用 (3.26)を出発点とする．(3.20)と同様に格子点のラベル iを (j, k, α)に読み

替えて，最近接相互作用を陽に書くと，(3.26)は

S =

∫ β

0

dτ

[
p
∑
j,k,α

Φ⃗∗
α(j, k) · ∂τ Φ⃗α(j, k) + Jp2

∑
j,k

ß∣∣∣Φ⃗∗
1(j, k) · Φ⃗2(j, k)

∣∣∣2
+
∣∣∣Φ⃗∗

2(j, k) · Φ⃗3(j, k)
∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗

3(j, k) · Φ⃗1(j, k)
∣∣∣2

+
∣∣∣Φ⃗∗

1(j, k) · Φ⃗2(j + 1, k − 2)
∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗

3(j, k) · Φ⃗2(j + 1, k − 2)
∣∣∣2

+
∣∣∣Φ⃗∗

1(j, k) · Φ⃗3(j − 1, k + 1)
∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗

2(j, k) · Φ⃗3(j − 1, k + 1)
∣∣∣2

+
∣∣∣Φ⃗∗

2(j, k) · Φ⃗1(j, k + 1)
∣∣∣2 + ∣∣∣Φ⃗∗

3(j, k) · Φ⃗1(j, k + 1)
∣∣∣2™] (B.7)

となる．定数行列の Λα (α = 1, 2, 3)を

Λ1 =

Ö
1 0 0

0 0 0

0 0 0

è
, Λ2 =

Ö
0 0 0

0 1 0

0 0 0

è
, Λ3 =

Ö
0 0 0

0 0 0

0 0 1

è
(B.8)

で導入すると，(B.7)の各項が∣∣∣Φ⃗∗
α(j, k) · Φ⃗β(j

′, k′)
∣∣∣2 = tr

[
Λβ (LU)(j′, k′) · (U†L†)(j, k) Λα (LU)(j, k) · (U†L†)(j′, k′)

]
(B.9)

と書き直される．ここで，L(j, k)と U(j, k)は (3.21)で定義されている．

次に，格子定数 a→ 0の連続極限をとる．格子点のラベルは，連続的な空間座標 (x, y)に置き換えられる：

(j, k, α) 7−→ (x, y) ≃
Ç
3aj +

3

2
ak,

√
3

2
ak

å
,
∑
j,k

7−→ 2

3
√
3a2

∫
dxdy . (B.10)

(B.7)の各項を，aについて O(a2)までの Taylor展開を行う．例えば

U(j − 1, k + 1) = U

Ç
x− 3a

2
, y +

√
3a

2

å
≃

[
U − 3a

2
∂xU +

√
3a

2
∂yU +

1

2

Å
3a

2

ã2
∂2xU −

3
√
3a2

4
∂x∂yU +

1

2

Ç√
3a

2

å2
∂2yU

]
(x, y) .

(B.11)
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一方で，L12(j ± 1, k± 1, α)のような部分は既に aの高次なので，展開の初項 L12(j, k) = L12(x, y)のみが

近似で残る．すべての項を展開すると，(B.7)は以下となる：

S =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

2

3
√
3

[
12J

(
|L12|2 + |L13|2 + |L23|2

)
+

2

a

{
L12(∂τUU

†)21 + L13(∂τUU
†)31 + L23(∂τUU

†)32

+L∗
12(∂τUU

†)12 + L∗
13(∂τUU

†)13 + L∗
23(∂τUU

†)23
}

+ Jp
{
−L12

(
3(∂xUU

†)21 + 3
√
3(∂yUU

†)21

)
+ L∗

12

(
3(∂xUU

†)12 + 3
√
3(∂yUU

†)12

)
− L13 · 6(∂xUU†)31 + L∗

13 · 6(∂xUU†)13

−L23

(
3(∂xUU

†)32 − 3
√
3(∂yUU

†)32

)
+ L∗

23

(
3(∂xUU

†)23 − 3
√
3(∂yUU

†)23

)}
+

9Jp2

4

{
|(∂xUU†)12|2 + 2|(∂xUU†)13|2 + |(∂xUU†)23|2

}
+

3
√
3Jp2

4

{
(∂xUU

†)32(∂yUU
†)23 + (∂xUU

†)23(∂yUU
†)32

−(∂xUU†)12(∂yUU
†)21 − (∂xUU

†)21(∂yUU
†)12

}
+
15Jp2

4

ß
|(∂yUU†)12|2 +

2

5
|(∂yUU†)13|2 + |(∂yUU†)23|2

™ ò
. (B.12)

ここでは，3×3行列 ∂µUU
†の (α, β)成分を (∂µUU

†)αβ と表記した．また，ユニタリ行列の性質UU† = I3

から従う，

∂µUU
† + U∂µU

† = 0 (B.13)

を用いて式変形を行った．

経路積分の観点から，有効作用 (B.12)を場の汎関数と捉えると，(B.12)の初項は場 L12, L23, L31 ∈ Cの
質量項である．それに対し，場 U ∈ SU(3)の質量項は存在しない．このことから，L12, L23, L31 がエネル

ギーギャップを持つ高エネルギー励起を表す一方で，U はエネルギーギャップのない低エネルギーの摂動

を担うことが，具体的に明らかである．低エネルギー有効理論を得るために，L12, L23, L31を先に経路積分

する．Gauss積分の公式 ∫
dzdz∗e−(z∗wz−u∗z−vz∗) ∝ eu

∗v/w (B.14)

を用いて積分すると，U のみを変数に持つ有効理論が，以下のように得られる：

Seff =

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

geff

3∑
α=1

ß
1

v

∣∣∣(∂τUU†)α,α+1

∣∣∣2 + v

Å∣∣∣(∂xUU†)α,α+1

∣∣∣2 + ∣∣∣(∂yUU†)α,α+1

∣∣∣2ã™+ Sadd .

(B.15)

ここで，結合定数 geff と励起の速さ vを

geff =
3
√
3√

2p
a , v =

3√
2
Jap (B.16)

とおいた．p = 1を代入したものは，文献 [43]の結果と一致している．

τ 7→ τ

v
, β 7→ vβ (B.17)

という虚時間のスケール変換で，(B.15)から vを取り除くことができる．結果は (B.15)で v = 1とおいた
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ものとなり，(B.15) の第 1項は形式的に Lorentz対称性を持つ．さらにこの部分は

2
3∑

α=1

∣∣∣(∂µUU†)α,α+1

∣∣∣2 = −2
3∑

α=1

tr
[
Λα+1U∂µU

†ΛαU∂µU
†]

= −
3∑

α=1

∑
α′( ̸=α)

tr
[
ΛαU∂µU

†Λα′U∂µU
†]

= −
3∑

α=1

tr
[
ΛαU∂µU

†(I3 − Λα)U∂µU
†]

=
3∑

α=1

Å∣∣∣∂µϕ⃗α∣∣∣2 − ∣∣∣ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α∣∣∣2ã (B.18)

と書き換えることができて，(3.26)と一致する．

(B.15) の第 2項は，以下で与えられる追加項である：

Sadd =

∫
d3x

p

3
√
3a

Å{
(∂xUU

†)12(∂τUU
†)12

∗ − (∂τUU
†)12(∂xUU

†)12
∗ }

+
√
3
{
(∂yUU

†)12(∂τUU
†)12

∗ − (∂τUU
†)12(∂yUU

†)12
∗ }

+ 2
{
(∂xUU

†)13(∂τUU
†)13

∗ − (∂τUU
†)13(∂xUU

†)13
∗ }

+
{
(∂xUU

†)23(∂τUU
†)23

∗ − (∂τUU
†)23(∂xUU

†)23
∗ }

−
√
3
{
(∂yUU

†)23(∂τUU
†)23

∗ − (∂τUU
†)23(∂yUU

†)23
∗ }ã

. (B.19)

Sadd は，トポロジカル量を用いて表すことができる．(4.11)で定義されたトポロジカルチャ－ジ Qµν
α は，

次のように分解される：

Qµν
α =

∑
α′ ( ̸=α)

qµναα′ , (B.20)

qµναα′ =
−1
2πi

∫
dxµdxν

{
tr
[
Λα∂µUU

†Λα′∂νUU
†]− tr

[
Λα′∂νUU

†Λα∂µUU
†]} . (B.21)

ここでは添字 µ, ν の和は取らない．定義 (B.21)より，qµναα′ は α, α′ について反対称と分かる．これを用い

ると (B.19)は

Sadd = 2πi
p

3
√
3a

ï ∫
dy qxτ12 +

√
3

∫
dx qyτ12 + 2

∫
dy qxτ13 +

∫
dy qxτ23 −

√
3

∫
dx qyτ23

ò
= 2πi

p

3
√
3a

ï∫
dy
(
qxτ12 + qxτ13

)
−
√
3

∫
dx
(
qxτ21 + qxτ23

)
−
∫

dy
(
qxτ31 + qxτ32

)ò
=

2πi p

3a

ï
1√
3

∫
dy Qxτ

1 (y)−
∫

dxQyτ
2 (x)− 1√

3

∫
dy Qxτ

3 (y)

ò
(B.22)

となり，(3.27)と一致する．

B.3 追加項が消えることの証明

付録 B.2で，素朴な連続極限からは，非線形シグマ模型のほかに，(3.27)の追加項 Saddが現れることを

見た．ここでは Saddが，トポロジカルな性質と，フラストレーションを持たないという仮定のために，分

配関数に寄与しないことを示す．

まず，図 3.1に示した j, k軸に沿って，連続変数 x′, y′ を

(x′, y′) = (x−
√
3y, 2y) (B.23)

88

Soryushiron Kenkyu



と定義する．すると追加項 (3.27)は，積分変数の変換により，

Sadd =
2πi p

3a

∫ β

0

dτ

∫
dxdy

1

2πi

ï
1√
3

¶
∂xϕ⃗1 · ∂τ ϕ⃗∗1 − ∂τ ϕ⃗1 · ∂xϕ⃗∗1

©
−
¶
∂yϕ⃗2 · ∂τ ϕ⃗∗2 − ∂τ ϕ⃗2 · ∂yϕ⃗∗2

©
− 1√

3

¶
∂xϕ⃗3 · ∂τ ϕ⃗∗3 − ∂τ ϕ⃗3 · ∂xϕ⃗∗3

©ò
=

2πi p

3a

∫ β

0

dτ

∫
1

2
dx′dy′

1

2πi

ï
1√
3

¶
∂x′ ϕ⃗1 · ∂τ ϕ⃗∗1 − ∂τ ϕ⃗1 · ∂x′ ϕ⃗∗1

©
−
¶
∂y′ ϕ⃗2 · ∂τ ϕ⃗∗2 − ∂τ ϕ⃗2 · ∂y′ ϕ⃗∗2

©
− 1√

3

¶
(−
√
3∂x′ + 2∂y′)ϕ⃗3 · ∂τ ϕ⃗∗3 − ∂τ ϕ⃗3 ·(−

√
3∂x′ + 2∂y′)ϕ⃗∗3

©ò
=

2πi p

3a

ñ
1

2
√
3

∫
dy′Qx′τ

1 (y′)− 1

2
√
3

∫
dy′Qx′τ

3 (y′) +

√
3

2

∫
dy′Qx′τ

2 (y′)−
∫

dx′Qy′τ
2 (x′)

ô
= −2πi p

3a

ï
1√
3

∫
dy′Qx′τ

1 (y′) +
2√
3

∫
dy′Qx′τ

3 (y′) +

∫
dx′Qy′τ

2 (x′)

ò
(B.24)

となる．Qx′τ
α , Qy′τ

α はそれぞれ，x′τ 平面，y′τ 平面上のトポロジカルチャージであるから，どちらも整数

値である．

次に，積分を格子点の和に戻す：

1√
3a

∫
dy′ 7−→

∑
k

,
1

3a

∫
dx′ 7−→

∑
j

. (B.25)

連続極限 a→ 0において，ϕ⃗αは連続的に変化できるが，Q
µ′τ
α (µ′ = x′ or y′)は整数値しかとることができ

ないので，Qµ′τ
α は x′y′ 平面上で一定である．

十分大きなトーラス T 2に乗った三角格子の系を考え，周期境界条件を課す．フラストレーションを生じ

ることなく Néel状態が実現するという仮定から，j, k軸方向の格子点の数は，どちらも 3の倍数でなけれ

ばならない．したがって，パラメータ j, kに直すと，kは 1から 3M (M ∈ N)の値をとり，jは 1から任意

の自然数M ′ までの値をとる．以上から，

Sadd = −2πi p

1
3

3M∑
k=1

Qx′τ
1 +

2

3

3M∑
k=1

Qx′τ
3 +

M ′∑
j=1

Qy′τ
2


= −2πi p

ï
1

3
·Qx′τ

1 · 3M +
2

3
·Qx′τ

3 · 3M +Qy′τ
2 ·M ′

ò
= −2πi p

î
(Qx′τ

1 + 2Qx′τ
3 ) ·M +Qy′τ

2 ·M ′
ó

∈ 2πiZ . (B.26)

よって，exp(−Sadd) = 1なので，追加項は無視してよい．
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付 録C 有効ラグランジアンの一意性

3.3 節では，格子理論の連続極限をとることにより，SU(3) 三角格子反強磁性体の有効理論として，

SU(3)/U(1)2 非線形シグマ模型 (3.26) を導いた．実は理論が持つべき対称性を要求すると，有効ラグラ

ンジアンに含まれる可能な項が大きく制限される．

付録 Cでは，4.1 節に挙げたU(1)2ゲージ対称性・PSU(3)スピン回転対称性・p6m格子対称性・時間反

転対称性を満たすように，ラグランジアンを場 U(x, y, τ) = (ϕ⃗1 ϕ⃗2 ϕ⃗3)
T ∈ SU(3)で構成する．微分が 2 次

以下の非トポロジカルな項を仮定すると，非線形シグマ模型が唯一の許される項であることを証明する．こ

の内容は，投稿論文 [60]に基づく．ここでは和記号
∑
が無い限り，添字は和を取らない．時空の添字は

µ, ν, ρ ∈ {x, y, τ}，副格子の添字は α, β, γ, δ ∈ {1, 2, 3}の値をとる．
始めに，微分が 1次の項の可能性を検討する*1．PSU(3)不変性のために，⃗ϕ∗α ·∂µϕ⃗βという形でなければな
らない．α ̸= βの場合は，U(1)2ゲージ対称性を満たさないので除外する．一方で α = βの場合，ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α
の変化分は全微分項なので，U(1)2 ゲージ対称性を満たしている．(Z3)cyc 不変にするためには，αの和を

とる必要がある．しかし U ∈ SU(3)であることから，これは自動的に 0となる：∑
α

ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α = tr
[
U†∂µU

]
= 0 . (C.1)

ここで，U†∂µU は Lie代数 su(3)の元なので，トレースが 0であることを用いた．以上から，微分が 1次

の項はラグランジアンに含まれない．以降は，微分が 2次の項を考える．

PSU(3)対称性を課す．PSU(3)変換 (4.3)の不変量を得るには，ベクトル ϕ⃗αからスカラーを構成すれば

よい．その方法には，次の 2通りがある．第 1に，ϕ⃗α とその共役 ϕ⃗∗β で内積をとる：

∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗β , (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗β)(∂ν ϕ⃗γ · ϕ⃗∗δ) . (C.2)

第 2に，SU(3)行列 U の行列式が 1であることを利用して，スカラー三重積を作る：

ϕ⃗α · (∂µϕ⃗β × ∂ν ϕ⃗γ) . (C.3)

PSU(3)不変な微分 0次の項は，ϕ⃗αの正規直交性 (3.23)のため，定数 0か 1となるので意味が無い．同じ

理由で，(C.2), (C.3)に微分が 0次の量を掛けても，新たな項は生まれない．

U(1)2ゲージ対称性 (4.2)を考慮すると，(C.3)は (C.2)に帰着する．U(1)2ゲージ変換の位相 eiϑα が変換

後に残らないためには，eiϑ1eiϑ2eiϑ3 = 1を利用するよりほかない．すると可能な項は，ϕ⃗1 · (∂µϕ⃗2 × ∂ν ϕ⃗3)
のように，α, β, γ が 1, 2, 3の置換でなければならないと分かる．U ∈ SU(3)より，ϕ⃗3 = ϕ⃗∗1 × ϕ⃗∗2 と表示で
きる．ϕ⃗1 · (∂µϕ⃗2 × ∂ν ϕ⃗3) = ϕ⃗1 · (∂µϕ⃗2 × ∂ν(ϕ⃗∗1 × ϕ⃗∗2))を展開すると，各項は (C.2)に含まれる．よって，

(C.2)だけを調べれば十分である．

(C.2)に対して，U(1)2ゲージ対称性を課す．この場合，ϕ⃗αから生じる位相 eiϑα は，ϕ⃗∗αから生じる位相

e−iϑα と打ち消す必要がある．そのために，(C.2)の添字は，以下の形のいずれかと決まる：

(∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α) , (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂ν ϕ⃗β · ϕ⃗∗β) , (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗β)(∂ν ϕ⃗β · ϕ⃗∗α) . (C.4)

ここまではグローバルな U(1)2 位相変換を考えてきたが，パラメータ ϑα が時空点に依存する局所的な

U(1)2 ゲージ対称性を課すと，可能な項がさらに絞り込まれる．(C.4)に対して，U(1)2 ゲージ変換を具体

*1空間微分 ∂x,y を 1つだけ含む項は，x軸または y 軸鏡映で符号が変わるので，容易に排除できる．しかし ∂τ を 1つだけ含む項

は，時間反転対称性から除くことができない．なぜなら， ϕ⃗∗α · ∂τ ϕ⃗α は i ϕ⃗∗α · ∂tϕ⃗α をWick回転したものだが，tの符号の反転とと
もに係数 i 7→ −i と変わるので，これは時間反転不変だからである．そのため，本文中の証明を採用した．
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的に行うと，以下のようになる：

∂µϕ⃗
′
α · ∂ν ϕ⃗′∗α = ∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α + i (∂µϑα)ϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α + i (∂νϑα)ϕ⃗α · ∂µϕ⃗∗α + (∂µϑα)(∂νϑα) , (C.5)

(∂µϕ⃗
′
α · ϕ⃗′∗α )(∂ν ϕ⃗′β · ϕ⃗′∗β ) = (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂ν ϕ⃗β · ϕ⃗∗β)− i (∂µϑα)ϕ⃗β · ∂ν ϕ⃗∗β

− i (∂νϑβ)ϕ⃗α · ∂µϕ⃗∗α − (∂µϑα)(∂νϑβ) (α = β or α ̸= β) , (C.6)

(∂µϕ⃗
′
α · ϕ⃗′∗β )(∂ν ϕ⃗′β · ϕ⃗′∗α ) = (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗β)(∂ν ϕ⃗β · ϕ⃗∗α) (α ̸= β) . (C.7)

(C.7)は明らかに U(1)2ゲージ不変である．残りの (C.5), (C.6)は，それ自体ゲージ不変ではないが，これ

らを組み合わせるとゲージ不変量を作ることができる．その方法には，次の 3通りがある．

(i) (C.6)で α = β とおくと，(C.5)と共通の項が逆符号で現れることに着目する．両者を足し合わせた

(∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α) + (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂ν ϕ⃗α · ϕ⃗∗α) (C.8)

はゲージ不変である．

(ii) (C.5)右辺の余分な項は，µ, ν について対称であるから，反対称化した

(∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α)− (∂ν ϕ⃗α · ∂µϕ⃗∗α) (µ ̸= ν) (C.9)

はゲージ不変である．ちなみに，(C.6)で α = βとしても余分な項は µ, ν について対称だが，同じよ

うに反対称化を行うと，式全体が 0になり不適切である．

(iii) ゲージ変換のパラメータの性質
∑

α ϑα = 0を利用して，(
∑

β ϑβ)ϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α = 0という組み合わせを

作る．そのためには，(C.6)で α, β の和をとることとなるが，恒等式 (C.1)によってÇ∑
α

ϕ⃗∗α · ∂µϕ⃗α

åÑ∑
β

ϕ⃗∗β · ∂ν ϕ⃗β

é
= 0 (C.10)

と消える．新しいゲージ不変な項は得られない．

結局，(C.7)–(C.9)の 3種類の U(1)2ゲージ不変量が存在する．ここで，(C.7)の添字 µ, ν を対称化したも

のは，(B.18)と同様の式変形によって (C.8)と一致することに注意する．そのため，(C.7)の添字を反対称

化したものだけが，(C.8)とは独立な項を与える．

ここまでで，U(1)2 ゲージ不変性と PSU(3)スピン回転対称性を課すことにより，可能な項を 3種類に

制限した．SU(3)反強磁性スピン鎖の有効理論 [66]と比較すると，各項の物理的意味が明確になる．(C.8)

は，U(1)ゲージ場と結合した SU(3)/U(1)
2
非線形シグマ模型の運動項に対応する．(C.9)は 2次元理論の

トポロジカルチャージ Qµν
α の密度であり，作用の θ項に対応する．そして，(C.7)の反対称化は，λ項と

して言及される捩項に対応する．

格子が持つ対称性を制限に加える．1格子並進の連続極限である (Z3)cyc 置換対称性 (4.4)をトポロジカ

ルな性質を使わずに満たすためは，副格子の添字 α = 1, 2, 3が平等にラグランジアンに含まれている必要

がある．(C.7)と (C.8)から得られる条件を満たす項は，それぞれ∑
α

∑
ν,ρ

εµνρ(∂ν ϕ⃗α · ϕ⃗∗α+1)(∂ρϕ⃗α+1 · ϕ⃗∗α) , (C.11)

∑
α

î
(∂µϕ⃗α · ∂ν ϕ⃗∗α) + (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂ν ϕ⃗α · ϕ⃗∗α)

ó
(C.12)

である．一方で，(C.9)の αの和をとると，(C.1)の結果である tr[dU ∧ dU†] = d{tr[UdU†]} = 0により消

える．

次に，空間回転対称性 (4.6)を課す．2π/6回転は α = 2↔ 3の入れ替えを伴う (Z6)rot 変換だが，その部

分群である 2π/3 回転では，添字 αが不変に保たれる．少なくとも 2π/3 回転で不変であるためには，xy 平
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面内の SO(2)回転のスカラー量でなければならない．条件を満たす項は，(C.8)からは∑
α

î
(∂τ ϕ⃗α · ∂τ ϕ⃗∗α) + (∂τ ϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂τ ϕ⃗α · ϕ⃗∗α)

ó
, (C.13)∑

α

∑
µ=x,y

î
(∂µϕ⃗α · ∂µϕ⃗∗α) + (∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)(∂µϕ⃗α · ϕ⃗∗α)

ó
, (C.14)

そして (C.7)からは ∑
α

ετνρ(∂ν ϕ⃗α · ϕ⃗∗α+1)(∂ρϕ⃗α+1 · ϕ⃗∗α) (C.15)

に限られる．(C.13)–(C.15)は，αの変換を伴う (Z6)rot 全体で不変になっている．しかしながら，(C.15)

は ∂xを 1個しか含んでいないため，x軸鏡映 (4.5) によって符号が反転するので除外される．それに対し，

(C.13), (C.14)は x軸鏡映と時間反転対称性を満たす．虚時間 τ のスケール変換を行うと，(3.26)が対称性

から許される唯一つの項であると言える．（証明終）

終わりに，証明では非トポロジカルな項に限定したことについて補足する．トポロジカル不変量を含む

項が存在する場合には，離散的な値を持つという性質の結果，対称性変換の下で不変となることがある．

例えば Pontryagin indexに対応する (C.9)を用いて，作用を 2πi
3 (Qµν

2 − Q
µν
3 )と構成すると，αについて

和を取っていないにもかかわらず (Z3)cyc 不変である．なぜなら，Q1 + Q2 + Q3 = 0 より，この項は
2πi
3 (Qµν

2 −Q
µν
3 ) 7→ 2πi

3 (Qµν
3 −Q

µν
1 ) = 2πi

3 (Qµν
2 −Q

µν
3 )+ 2πiQµν

3 と変換するからである．上記の議論では，

こうした可能性を排除することができない．
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付 録D 双対理論の等価性

Abelian dualityを用いると，U(1)ゲージ理論が，周期的なスカラー場の理論の双対として記述される．

双対理論では U(1)ゲージ場のモノポール演算子が簡潔に書き表せるので，モノポールが凝縮した理論を半

古典的に解析することが可能となる．Abelian dualityは元々，Polyakov [79]によって，コンパクト QED

の解析として導入された．SU(2)正方格子反強磁性体との関連を述べた先行研究には，[41, 42, 80, 81]があ

る．付録 Dでは 3次元 Euclid時空に限定して，(7.3)の導出を行い，7 章のモノポールガスによる解析に

ついて補足する．この内容は，投稿論文 [60]に基づく．

以下では，2種類の U(1) 1-form ゲージ場 a1, a2 を含む理論：

Z =

∫
Da exp

ï
−
∫

Lkin

ò
, (D.1)

Lkin =
1

2e2

(
|da1|2 + |da2|2 + |da1 + da2|2

)
(D.2)

の双対理論を導出する．このラグランジアンは，(6.23)の再掲である．

σ1, σ2を 2π周期で同一視されたコンパクトスカラー場とする．補助場として 2-form場 b1, b2を導入し，

次のラグランジアン

Z =

∫
DaDbDσ exp

ï
−
∫

L ′
kin

ò
, (D.3)

L ′
kin =

1

2e2

(
|da1 − b1|2 + |da2 − b2|2 + |(da1 − b1) + (da2 − b2)|2

)
+

i

2π
(b1 ∧ dσ1 + b2 ∧ dσ2) (D.4)

が (D.2)と等価な理論であることを示す．(D.3)で σαの経路積分を実行すると，σαについての運動方程式

として

dbα = 0 (D.5)

を得る．したがって，局所的には bα を，ある 1-form場 cα を用いて

bα = dcα (D.6)

と表すことができる．ところで，(D.4) 第 2行を，3次元多様体M3 =M2 × S1 上で積分すると

i

2π

2∑
α=1

∫
M3

bα ∧ dσα =
i

2π

2∑
α=1

∫
M2

bα ·
∫
S1

dσα

= i
2∑

α=1

∫
M2

dcα · Nα (Nα ∈ Z) (D.7)

となるが，仮定より σα と σα + 2πを同一視するので，Nα が残ってはいけない．そのためには，∫
M2

dcα ∈ 2πZ (D.8)

であればよい．これにより，cαをU(1)ゲージ場，bαをその field strengthとみなすことができる．(D.4) 第

2行は，exp
(
−
∫

i
2π bα ∧ dσα

)
= exp (2πiZ) = 1となり，分配関数 Z に寄与しないことが分かる．(D.4)の

1行目に (D.6)を代入すると，

　　L ′
kin =

1

2e2

(
|d(a1 − c1)|2 + |d(a2 − c2)|2 + |d(a1 − c1) + d(a2 − c2)|2

)
(D.9)
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L ′
kin (D.4)は 1-form ゲージ変換 aα 7→ aα + λα , bα 7→ bα + dλα の不変性を持つ．ゲージ変換で aα と一

致する U(1)ゲージ場を a′α = aα − cα とおくと，(D.9)は

　　L ′
kin =

1

2e2

(
|da′1|2 + |da′2|2 + |da′1 + da′2|2

)
(D.10)

となる．a′α を改めて aα と読み替えれば，元のラグランジアン (D.2)に帰着する．

(D.2)と双対な，σ1,2 を変数に持つ理論を得るために，今度は (D.3)で aα と bα の経路積分を実行する．

b1, b2 についての運動方程式は，それぞれ

2b1 + b2 = 2da1 + da2 − ⋆
Å
i
e2

2π
dσ1

ã
, (D.11)

b1 + 2b2 = da1 + 2da2 − ⋆
Å
i
e2

2π
dσ2

ã
(D.12)

となる．整理すると，

b1 = da1 − ⋆ i
e2

2π

Å
2

3
dσ1 −

1

3
dσ2

ã
, (D.13)

b2 = da2 − ⋆ i
e2

2π

Å
2

3
dσ2 −

1

3
dσ1

ã
. (D.14)

これらを (D.4)に代入して展開すると，双対理論として

Z =

∫
Dσ exp

ï
−
∫

L dual
kin

ò
, (D.15)

L dual
kin =

e2

24π2

(
|dσ1|2 + |dσ2|2 + |dσ1 − dσ2|2

)
(D.16)

を得る．ただし，導出途中に i
2πdaα ∧ dσαが余分に現れるが，この項は無視できる．M3上で積分すると，∫

M2
daα ∈ 2πZより，(D.7)と同様の理由で 2πiZに値をとるからである．(D.16)は，本文中の (7.3)と一

致している．

σαは 2π周期的なコンパクトスカラー場であるから，双対理論 (D.15)で物理的に意味のある局所演算子

は，e±iσα の形で表される．この種の演算子は，ゲージ場 aαで記述されたU(1)ゲージ理論における，モノ

ポール演算子の双対となっている．例として，演算子 exp (−iσ1(X)) （Xµ：ある固定した時空点）を挿入

することによる効果を調べる．これは，双対理論で運動項 (D.16)のほかに，次のモノポール項

L dual
M = iσ1(x)δ

(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy (D.17)

を追加することと等しい．(D.4)で与えられるL ′
kinにL dual

M を加えたラグランジアンについて，σ1につい

ての運動方程式を求めると，(D.5)は

1

2π
db1(x) = δ(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy (D.18)

に修正される．xµ ̸= Xµ では (D.18)の右辺は 0なので，以前と同じく b1 = dc1 が成立するが，時空点

xµ = Xµにおいて b1は特異点を持っている．3次元時空内のXµを取り囲む小球D3内で (D.18)を積分す

ると，Stokesの定理より，

1

2π

∫
∂D3

b1 =
1

2π

∫
D3

db1 =

∫
D3

δ(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy = 1 . (D.19)

よって，U(1)ゲージ場 c1 は，x
µ = Xµ にチャージ 1の Diracモノポールを持っている．L dual

M も含めた

理論

Z =

∫
DaDbDσ exp

ï
−
∫

(L ′
kin + L dual

M )

ò
(D.20)
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Mα e
−
∫

L dual
M L dual

M

M1(X) e−iσ1(X)+iσ2(X) i(σ1 − σ2)(x)δ(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy

M2(X) e−iσ2(X) iσ2(x)δ
(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy

M3(X) eiσ1(X) −iσ1(x)δ(3)(x−X)dτ ∧ dx ∧ dy

表 D.1: 双対理論におけるモノポール演算子の対応．U(1)ゲージ理論のモノポール演算子 Mα は，Q
xy
α を

1減らし，Qxy
α+1 を 1増やす演算子として定義されている．

に対して，場 aα, bαの経路積分を実行する．x
µ ̸= Xµでは (D.5)以降の議論を繰り返すことにより，(D.10)

が導かれる．ゲージ場 a1, a2, c2 は，以前と同様に特異点を持たない．しかし c1 は，特異点 Xµ を取り囲

む球面 ∂D3上で，Xµにモノポールがあるときの境界条件を満たしている．すなわち，a′1 = a1 − c1には，
xµ = Xµにチャージ−1のモノポールが存在している．a3 = −(a1 + a2)を思い出すと，L dual

kin +L dual
M に

双対な U(1)ゲージ理論のゲージ場 (a′1, a
′
2, a

′
3)には，x

µ = Xµにチャージ (−1, 0, 1)のモノポールが存在
していると分かる．時間 (τ) 発展に伴うスキルミオン数 Qxy

α の変化を見ると，∆Qxy = (−1, 0, 1)と対応
している．つまり，双対理論における exp (−iσ1(X))は，ゲージ理論における 5.3.3 節で定義したモノポー

ル演算子 M−1
3 (X)の挿入と等価である．

σ2 についても同様に，exp (−iσ2(X))はスキルミオン数の変化 ∆Qxy = (0, −1, 1)に対応し，モノポー
ル M2(X)の挿入と等価である．σ1と σ2を組み合わせることで，∆Qxy = (−1, 1, 0)の変化をもたらす演
算子 M1 は，exp (−iσ1(X) + iσ2(X))で与えられる．以上の結果を，表 D.1にまとめる．ここでは Berry

位相が含まれていないので，Berry位相が生じる場合は，トンネル過程に対応する因子を別途掛ける必要が

ある．
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付 録E スピン演算子による射影演算子の構成

付録 Eの前半では，3個の p = 1 スピンを一重項に射影する演算子 P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′)を，スピン演算子で記

述する方法を示す．後半では，7.1 節で定義した VBS秩序変数 ψα の考察から，期待値 Arg⟨ψα⟩が表 7.1

に示した値であることを証明する．

任意の Lie群 SU(3)の表現は，図 E.1のように 1行目に (p + q) 個，2行目に q 個の箱が並んだ Young

図で既約分解される．生成子の基底 T̂b ∈ su(3) (b = 1, · · · , 8)を用いて

Ĉ =
8∑

b=1

Ä
T̂b
ä2

(E.1)

を定義すると，Ĉ はすべての生成子と可換な Casimir演算子である．Freudenthalの公式によると，(p, q)

で指定される表現に Ĉ が作用すると，

Ĉ =
1

3
(p2 + q2 + 3p+ 3q + pq) (E.2)

が固有値として出る．Schwingerボソン âv と Gell-Mann行列 (λb)vw を用いれば，生成子は

T̂b =
1

2

3∑
v,w=1

â†v (λb)vw âu (E.3)

と書ける．格子点 r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′にそれぞれ，Young図が 1行 p列の SU(3)スピンが置かれているとする．各ス

ピンに対する生成子を t̂, t̂′, t̂′′，Schwingerボソンを âv, â
′
v, â

′′
v で表す．すると，3個の合成スピンに対する

Casimir演算子は，(E.3)より

Ĉ =
8∑

b=1

(
t̂b + t̂′b + t̂′′b

)2
=

3∑
v,w=1

(
â†vâ

′†
wawa

′
v + â†vâ

′′†
w awa

′′
v + â′†v â

′′†
w a

′
wa

′′
v

)
+ 3p

=
3∑

v,w=1

(
ŜvwŜ

′
wv + ŜvwŜ

′′
wv + Ŝ′

vwŜ
′′
wv

)
+ 3p (E.4)

で与えられる．Ŝvw, Ŝ
′
vw, Ŝ

′′
vw は，各格子点に対するスピン演算子 (3.2)である．再び格子点上の SU(3)ス

ピンが基本表現 (p = 1) とすると，3個のスピンの合成で作られる表現は，図 E.2に示す 3通りが可能で

ある．これらの表現に対する Casimir演算子の固有値は，(E.2)より，左から順に Ĉ = 6, 3, 0である．した

がって，スピン 1重項に作用すると 1，その他の表現に作用すると 0を固有値に持つ演算子は，

P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′) =
1

18

Ä
Ĉ − 6

ä Ä
Ĉ − 3

ä
(E.5)

で構成される．(E.5)は，3個の基本表現 (p = 1) のスピン合成に対してのみ正しい．Ĉ は (E.4)で p = 1

を代入して得られる，スピン演算子の多項式である．

VBS秩序変数 ψα(r⃗α)は，上記の射影演算子 P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′)を用いて，(7.2)で定義された．以下では，αと

r⃗αを 1つ固定して考える．図 7.2に示したVBS状態に対して，ψαの各項に含まれる P̂ (r⃗, r⃗ ′, r⃗ ′′)は，スピ
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図 E.1: 一般的な SU(3)表現の Young図．箱の数 p, qを図のように定める．

図 E.2: 3個の SU(3)基本表現の合成．太数字は表現の次元を表す．

ン一重項との位置関係に応じて，図 E.3の 3パターンの方法で作用する．p = 1の VBS波動関数は，(7.1)

のようにスピン 1重項の直積で与えられるため，P̂ の引数である 3格子点が含まれるスピン一重項だけを

取り出して，期待値を計算することが許される．

状態 |A⟩に P̂ (1, 2, 3)が作用すると，射影演算子の定義より，P̂ |A⟩ = |A⟩の固有状態である．したがっ
て，期待値は 1である．残りの |B⟩, |C⟩については，P̂ (1, 2, 3)の固有状態ではない．(E.4)の Schwingerボ

ソンを用いて ⟨B|P̂ |B⟩, ⟨C|P̂ |C⟩を求めることも可能だが，ここでは期待値そのものは重要ではない *1．r⃗α

から見て角度 θの方向に，スピン一重項が存在していたとする (θ = π
6 ,

3π
6 , · · · ,

11π
6 ) ．この VBS状態で

挟んだ ψα の期待値は，定義 (7.2)より

⟨ψα⟩ = eiθ⟨A|P̂ |A⟩+
®
ei(θ+

π
3 )+ e

i

Ä
θ+

3π
3

ä
+ e

i

Ä
θ+

5π
3

ä´
⟨B|P̂ |B⟩+

®
e
i

Ä
θ+

2π
3

ä
+ e

i

Ä
θ+

4π
3

ä´
⟨C|P̂ |C⟩

= eiθ⟨A|P̂ |A⟩+ ei(θ+
π
3 )
ß
1 + ei

2π
3 + ei

4π
3

™
⟨B|P̂ |B⟩+ eiθ

ßÅ
1 + ei

2π
3 + ei

4π
3

ã
− 1

™
⟨C|P̂ |C⟩

= eiθ
Ä
⟨A|P̂ |A⟩ − ⟨C|P̂ |C⟩

ä
(E.6)

と書ける．射影演算子 P̂ の定義 (E.5)からは，任意の状態に対して P̂ の期待値は 0以上 1以下であり，期

待値が 1となるのは，3個のスピンが一重項を形成した状態に限られることが分かる．今は ⟨A|P̂ |A⟩ = 1

であるため，

⟨A|P̂ |A⟩ > ⟨C|P̂ |C⟩ (E.7)

が保証されている．よってArg⟨ψα⟩ = θとなるので，表 7.1の通り，スピン一重項が存在する角度に等しい．

VBS秩序変数の定義の仕方は，唯一つではない．(7.2)において，必ずしも P̂ がスピン一重項への射影

演算子でなくとも，(E.7)を満たしていれば，以上の議論が成立する．

図 E.3: p = 1 VBS状態に対する射影演算子の作用．黄色の影は，スピン一重項の位置を表す．隣接する

3 個の格子点に注目すると，スピン状態は |A⟩, |B⟩, |C⟩の 3通りに分類される．

*1実際に計算すると，⟨B|P̂ |B⟩ = 1/9，⟨C|P̂ |C⟩ = 1/27 を得る．
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付 録F 六角形中心のBerry位相の規則

付録 Fでは，格子点上にモノポールが存在する特殊なトンネル過程に対して，5.3.2 節と類似の Berry位

相の図形的規則を導出する．その結果から，Berry位相の平均値の偏角 Arg(Wint)を求める公式 (7.17)に

直感的な説明を与える．

モノポールが格子点上に存在すると，一般にはその格子点のスピン Φ⃗(i)が不連続になるため，本文中では

モノポールが格子点上に存在しないと仮定した．しかしながら，α = ∃α′に対して∆Qα′ = 0を満たすトン

ネル過程においては，副格子 α′の格子点上にモノポールが存在していても，上記の特異性が現れないことが

ある．例えば，(5.14)で記述される (Qxy
1 , Qxy

2 , Qxy
3 ) = (−m,m, 0)のスキルミオンは，副格子 α = 3の格子

点に定ベクトルが割り当てられている．このスキルミオン配位と Néel状態間のトンネル過程を，Φ⃗(α = 3)

が常に一定となるように構成すれば，モノポールの位置を α = 3 格子点上に選んでも差し支えない．こう

したトンネル過程は，α = 1, 2に属する格子点で作られる六角格子上の SU(2)スピン配位を，三角格子上

の SU(3)スピンに埋め込んだものと捉えることもできる．

トンネル過程の Berry位相は，(5.20), (5.30)により求められる．Discontinuity lineが横断する格子から

の寄与は，一般のトンネル過程に対して導いた，5.3.2 節の規則 (I), (II), (IV) をそのまま用いることがで

きる．Discontinuity lineの両端，すなわちモノポールを含む格子からの寄与が，修正を必要とする．

α = 3 格子点上に存在するモノポール M Q
1 によって，(Qxy

1 , Qxy
2 , Qxy

3 ) = (Q,−Q, 0)のスキルミオン
が消滅した場合を考える．モノポールと接する 6個の三角形で形成された，一辺 aの六角形に注目する．

(5.36)と同じ理由により，図 F.1左上の六角形と対応する Berry位相の寄与は

∆SB = i p
2

6

Å
5π

6
Q +

π

2
(−Q) +

π

6
Q +

(
−π
6

)
(−Q) +

(
−π
2

)
Q +

(
−5π

6

)
(−Q)

ã
= i p

π

3
Q (F.1)

と求められる．六角形の各頂点は一辺 aの正三角形 6個に共有されるが，そのうち 2個が注目する六角形

に含まれているので，先頭に 2/6が掛かっている．他の六角形についても同様に計算すると，図 F.1の因

子となる．

トンネル過程全体のBerry位相は，各格子からの寄与を足し上げることで求められる．Discontinuity line

の始点と終点が，ともに同一種類の六角格子の中心にある場合は，図 F.1を繰り返し使用すると計算でき

る．その結果は，図 F.2に示す因子 ξ(r⃗)を用いて

e−SB =

ï
ξ(r⃗2)

ξ(r⃗1)

òpQ
(F.2)

にまとめられる．SB は discontinuity line の経路に依存せず，両端のモノポールの位置のみで決まる．

pQ mod 3 ̸= 0 のとき，1 + ω + ω2 = 0 なので destructive interference が起きる．得られた結果は，

文献 [16]に示されている SU(2)六角格子反強磁性体の図形的規則と，本質的に一致している．

より興味深いのは，始点が三角格子の中心，終点が六角格子の中心という場合である．図 5.7と揃えて，

スキルミオン生成地点（始点）を図 F.3の左下三角形中心に固定する．始点からモノポールを含む六角形に

隣接する正三角形中心までは図 5.6を適用し，そこから図 5.5を 1回使い六角形の辺まで移動した後，図 F.1

によって終点のモノポールへ到達できる．図 F.3のように，終点の α = 3 格子点をどこに選ぶか，そして

discontinuity lineをどのように結ぶかという任意性があるが，トンネル過程全体の exp(−SB)は，これら

に依存せず

e−SB = exp
(
i
π

9
pQ
)

(F.3)

で与えられる．図 F.2に示した，他のモノポール演算子 M Q
α に対応する過程に対しても計算すると，Berry

位相はすべて (F.3)となった．
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12 23 31

12 23 31

図 F.1: 六角形中心の副格子 αの格子点上で，トポロジカルチャージが (Qxy
α , Qxy

α+1, Q
xy
α+2) = (0, Q,−Q)

のスキルミオンが消滅する場合の，六角形からの Berry位相 SB への寄与．Discontinuity lineや六角形の

向きが異なる場合にも，上記の図形を回転させて適用できる．スキルミオンが生成する場合は，すべての符

号を反転させる．

図 F.2: Qxy
3 = 0のスキルミオンが，α = 3 格子点上で生成・消滅する場合に，(F.2)で Berry位相を計算

するときの因子 ξ(r⃗)．隣接する 3個の六角形で周期的な値となる．ω = exp(2πi/3)は 1の 3乗根である．

α = 1, 2, 3を巡回させたものも，同じ規則が成立する．

図 F.3: Qxy
3 = 0のスキルミオンが，左下三角形の中心で生成し，右下六角形の中心で消滅する，様々なト

ンネル過程の discontinuity line．Berry位相は途中経路に依らず，すべて (F.3)が得られる．
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上記の導出について補足する．寄与を足し上げる段階で，スキルミオンのチャージを (Qxy
1 , Qxy

2 ) = (Q1, Q2)

とおき，Q1, Q2が独立なまま計算すると，Berry位相は discontinuity lineの経路に依存して異なる表式が

出る．一見矛盾しているように思われるが，Q2 = −Q1等を代入することで，Qαのうち 1つが 0という条

件を取り入れると，一貫した SBが得られる．また，上述の図形的規則は，正方格子・三角格子と同様に厳

密な証明ではないが，(5.30)の数値計算によって正確なものであると推定される．

以上を踏まえて，Arg(Wint)が公式 (7.17)で与えられることを説明する．Wint とは (7.10)で定義され

た，18 個の隣接する三角形内部の exp(−SB) の平均値である．モノポールガスの解析では，destructive

interferenceが起きないトンネル過程のみを考えればよい．p = 1のM 3
α に対応するトンネル過程について，

数値計算から求めた exp(−SB)は，図 5.8(a)–(c)に示されている．ここでもスキルミオン生成地点は，左下

三角形中心に固定されている．これらの例のように，∆Qα′ = 0のトンネル過程の Berry位相は，副格子 α′

を除いた六角格子が最小繰り返し単位であるから，Wint は六角形内部の exp(−SB)の平均値と等しい．

(7.10)の積分を数値的に実行した結果，p ≤ 9の最低次のモノポール項に対して，一辺 aの六角形内部に

おける exp(−SB)の平均値 Wintの偏角が，六角形中心で求めた exp(−SB)の偏角と一致することが確かめ

られた *1．この主張は SU(2)正方格子だと（A.2 節），一辺 aの正方形内部における exp(−SB)の平均値

の偏角が，正方形中心で求めた exp(−SB)の偏角と一致することと対をなしており，自然な拡張だと考え

られる．任意の pに対しても，Wint の偏角は六角形中心の exp(−SB)の偏角と等しいと推測する．六角格

子の中心における exp(−SB)は，図形的規則に基づいて (F.3)と導出された．p mod 3 ̸= 0のときはQ = 3

を，p mod 3 = 0のときは Q = 1を代入したものが，(7.17)である．

つまり，Berry位相を求める図形的規則と，Wint の偏角が Berry位相の最小繰り返し単位である六角形

中心の exp(−SB)の偏角と等しいことを認めれば，(7.17)は厳密な結果だと言える．

*1p を大きくするほど exp(−SB) の空間的な変化が激しくなるので，信頼できる数値を得るには六角形を細かく分割する必要があ
り，積分の計算コストが増加する．その理由により，数値計算を p = 9 で打ち切った．1 点 r⃗ における Berry 位相を (5.30) から求
める数値計算は，p が大きくても計算コストがほぼ変わらない．
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