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N ×N 行列模型の large-N 極限の新しい解析法として、非可換幾何を用いて行列成分にエネ
ルギーの概念を付与し、それに基づき高エネルギー成分を積分して (N − 1)× (N − 1)行列模
型を得る手続きを繰り込み群と見なし、その固定点の解析によって large-N 極限での臨界指数
等を得る手法を提案する。この手法により、fuzzy sphere上、あるいは非可換平面上の場の理
論に対し、ガウス固定点の他に非自明な固定点の存在、およびそこでの非自明な臨界次元が予
言されることを示す。

量子重力理論は large-N ゲージ理論ないし large-N 行列模型によって非摂動的に定式化されると
広く信じられており、実際いくつかの提案がなされている [2]-[5]。しかしこれらの模型は厳密な
意味ではまだ定義されていない。N →∞極限を取る際、理論の結合定数 gをN とともにどのよ
うに臨界点 gc に近づけたら良いか、いわゆる double scaling limitの取り方が分かっていないか
らである。特に弦理論の結合定数 gsに関し非摂動的に理論を定義する極限の取り方が判明してい
ない。この理由の一つに、複数個のN ×N 行列を持つ理論の large-N 極限の解析法の乏しさがあ
る。しかし例えば double scaling limitの取り方を知るには、2次元重力などの経験によれば string
susceptibilityのような、ある種の臨界指数が分かればよいと期待される。このような臨界指数を
知るには模型を完全に解く必要はなく、何らかの繰り込み群的なアプローチによって情報が得ら
れることが期待される。そのような新しい手法を開発することがこの研究の目的である。
このような手法として、N ×N 行列模型に対し、1行 1列を積分し、その結果を改めて (N −

1)× (N −1)行列模型として表す変換を繰り込み群と見なし、その変換の固定点の解析によって、2
次元重力の臨界指数などが求まることが知られている [6] 。このようなアプローチは large-N 繰り
込み群と呼ばれている。しかし臨界弦理論の非摂動的定式化として近年提唱された行列模型 [2]-[5]
においては、行列は明確な時空解釈を持っている。例えば行列の対角成分は時空の点、非対角成
分はそれをつなく open stringの自由度を表している。そこで単に 1行 1列でなく、行列成分の時
空解釈に基づきエネルギーの概念を付与し、それに従って高エネルギー成分から積分して繰り込
み群を構成するアプローチの方が、このような行列模型の large-N 極限の解析には適していると
考えられる。一旦このような定式化ができれば、構成から繰り込み変換がある意味で局所的であ
り、性質のよいものになっていることが期待される。
この動機に基づき、fuzzy sphereの構造を用いてN ×N 行列成分に対しエネルギーの概念を

付与し、高エネルギー成分から積分する新しい large-N 繰り込み群を提唱する。具体例として、
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1河本祥一氏、富野弾氏との共同研究 [1].
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を考える。ここで Li (i = 1 ∼ 3)は SU(2)の spin L = N−1
2 表現であり、SN は S2上の φ4理論の

行列正則化と見なせる。ρN は S2の半径に相当する。我々の新しい large-N 繰り込み群のポイン
トは、N ×N 行列の空間に、正規直交基底 Tlm (0 ≤ l ≤ 2L = N − 1,−l ≤ m ≤ l)が存在し、

φ =
N−1∑

l=0

l∑

m=−l
φlmTlm, (2)

と展開できることである。これは S2上の関数を球面調和関数によって展開できる事実の行列版で
あり、実際N ×N 行列 Tlmは球面調和関数を xi (i = 1 ∼ 3)で展開し、各 xiをそれぞれ (1)に現
れた spin L表現の角運動量演算子 Liに置き換えることによって得られる。この空間は座標 xiが
Liに置き換わっており非可換空間であり、N →∞極限で通常の S2上の関数の空間を再現するた
め、fuzzy sphereと呼ばれている。半径 ρの fuzzy sphereは xi = αLi、ただし α = ρ

√
4

N2−1
とす

れば xi
2

= ρ2として実現され、このとき [xi, xj ] = iαεijkx
k より αが fuzzy sphereの持つ非可換

性と解釈される。すると上に述べた展開 (2)により、行列成分に対し角運動量 l, 磁気量子数mの
概念が自然に付与されることが分かる。従って高エネルギーモード、すなわち運動項 [Li, φ]2に関
し最大値を持つ φ2Lm (−2L ≤ m ≤ 2L)のみ積分し、得られた結果を (N − 1) × (N − 1)行列と
して書き直す、という新しい large-N 繰り込み群が構成できる:

SN−1(m2
N−1, gN−1) = − log

∫ 2L∏

m=−2L

dφ2Lm e
−SN (m2

N ,gN ), (3)

この結果得られた変換 (m2
N , gN )→ (m2

N−1, gN−1)は局所的で性質が良く、その固定点の情報によ
り、(1)の large-N 極限での臨界指数など普遍的な量が得られると期待される。これが我々の提唱
する新しい large-N 繰り込み群である。
この変換 (3)を具体的に実行すると、以下のような著しい性質を持つことが分かった:

1. 非可換性は繰り込まれる。(3)右辺を実行した結果が、改めて (N − 1)× (N − 1)行列の自然
な積や traceで表されることは必ずしも自明ではない。非可換性 α ∼ 2ρ

N は vertexに入って
いる。実際 trNφ4 vertexを成分で表すと、entryに 2L = N − 1を持つ 6j-symbolが現れる。
しかし少なくとも低エネルギー成分 l � 2Lに関する限り、6j-symbolにおける L依存性を
すべて 2(L− 1

2) = N − 2で表すことができる。すなわち trN−1φ̃
4の形に表すことができる。

ここで φ̃はもとの φのうち積分されずに残った l < 2Lの成分を改めて (N − 1)× (N − 1)行
列にまとめ直したもの: φ̃ =

∑N−2
l=0

∑l
m=−l φlmT̃lmである。ここで T̃lmは spin L − 1

2 表現
での fuzzy sphereの generatorである。

2. 一般には double trace operatorが生成される。例えば (3)のO(g2
N )の寄与から double trace

operatorが出ることが容易に分かる。場の理論の繰り込み群でもこのオーダーで一般には
bilocal interaction g2

∫
dx
∫
dyφ2(x)φ2(y)∆(x − y)2が生じる。しかし我々が知っているこ

とは、もし∆(x− y)が十分高エネルギーの propagatorならば、x− yが大きくなるとすみや
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かに減衰するため、yを xの周りで展開できることが正当化され、この項は local interaction
およびその微分展開として表されることである。実は我々の large-N 繰り込み群において
も、低エネルギー l� 2Lでは 6j-symbolの漸近展開から同様のことが成立する。すなわち
double trace operatorは single trace operatorおよびその「微分展開」の和で書けることが
示される。ここで微分展開は fuzzy sphereが回転対称性を保っていることを反映してすべて
[Li, [Li, ·]]の形で現れる。すなわち行列の空間においても微分展開のような展開を持つ。

3. nonplanar diagramは行列の空間における”nonlocal” operationを含む項を生成する。O(g2
N )

までに現れるすべての nonplanar diagramを (N − 1)× (N − 1)行列模型として表すと、行
列 φに対する”antipode”変換

φ =
∑

l,m

φlmTlm 7→ φA ≡
∑

l,m

(−1)lφlmTlm, (4)

によって得られる”antipode”行列 φAを用いないと表せない項が生じる。これは球面調和関
数では対蹠点に移る変換 Ylm(θ, ϕ) 7→ (−1)lYlm(θ, ϕ) = Ylm(π − θ, ϕ+ π)に相当しており、
nonlocalな変換である。このことは高エネルギー成分の積分によって nonlocalな項が生成
されることを意味しており、UV/IR mixingの一つの表れと見なせる.。

さらに large-N 繰り込み群の固定点における operatorの scaling次元を同定した。通常の繰り込み
群では block spin変換後、元の lattice spacingを回復させるために b =

√
2倍のエネルギースケー

ル変換を行う。また、固定点の周りの operatorの scaling次元は、繰り込み変換を固定点近傍で線
形化したときの固有値が bの何乗になるかで決まる。これと同様に、(3)によって fuzzy sphereの
非可換性 αN ' 2ρN

N が N
N−1 倍されるので、元の非可換性が回復するよう、ρN−1 = (1− 1

N )ρN と
する。すなわち b = 1 + 1

N となる。b
d ' 1 + d

N だから、large-N 繰り込み群の固定点近傍での固
有値の 1からの O(1/N)のずれを見ることにより、その固定点で存在する operatorの scaling次
元が読み取れると思われる。これが我々が提唱する新しい large-N 繰り込み群における scaling次
元の読み取り方である。また、非可換平面上の場の理論は θ = 2ρ2

N を固定してN → ∞極限を取
ることにより得られることが知られているので [7]、

ρ2
N−1

N−1 = ρ2
N
N 、すなわち b = 1 + 1

2N となる。
我々が得た繰り込み群方程式は

m2
N−1 = b2N

(
m2
N + gNB1(N,m2

N )− ρ2
Ng

2
NB1(N,m2

N )B2(N,m2
N )
)
,

gN−1 = b2N (gN − ρ2
Ng

2
NB2(N,m2

N )),

B1(N,m2
N ) = 2(2N − 1)PN , B2(N,m2

N ) = 2(2N − 1)P 2
N , PN =

1
N(N − 1) + ρ2

Nm
2
N

, (5)

である。ただし nonplanar diagramの寄与は必ず元の actionになかった antipode行列を含むため、
これらの寄与はすべて無視した。Gaussian fixed point m∗ = g∗ = 0は当然存在し、その周りの繰
り込み変換 (5)の固有値はともに b2となって、我々の proposalによるとm2, gの scaling次元は 2
となって、2次元場の理論の canonical dimensionが得られる。これはGaussian fixed pointでは
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Laudau理論、ないし平均場近似の結果が厳密であることを実現している。また、Wilson-Fisher
的な nontrivial fixed pointも存在することが分かる:

m2
∗ = −N(N − 1)

ρ2
N

b2N ( c(N)
c(N−1)b

2
N − 1)

c(N)
c(N−1)b

4
N − 1

, g∗ =
N2(N − 1)2

2(2N − 1)

c(N)
c(N−1)b

2
N − 1

c(N)ρ2
N


 b2N − 1

c(N)
c(N−1)b

4
N − 1




2

,

(6)

ここで nontrivial fixed pointではもとの行列 φが非自明な scaling dimensionを持ちうるため、そ
の kinetric termが canonicalになるように (3)の large-N 繰り込み群を行ったとする:

SN−1 =
ρ2
N−1

N trN−1

(
− 1

2ρ2
N−1

[L̃i, φ̃]2 + · · ·
)

, その代わり gN が nontrivialなN 依存性を持ちうる

ことを考慮に入れ、gN → c(N)gN ∼ cNagN とした。この時 aは有限の固定点が得られるよう
に定める。そうすると fuzzy sphere上の場の理論極限 ρ2

N ' N2α2/4では a = 0として固定点が
(m2∗, g∗) = (− 2

α2 ,
1

2cα2 )となり、その周りの scaling次元は δm2 : 0, δg : −2となる。一方非可換平
面上の場の理論極限 ρ2

N = Nθ/2では a = 1として固定点が (m2∗, g∗) = (−4N
3θ ,

1
9cθ )となり、m2∗は

N →∞で発散するものの、g∗は有限にとどまる。また、scaling次元は δm2 : −2, δg : −4となる
ことが分かり、非常に非自明な結果が得られた。しかしこれらは antipode matrixを含む寄与、す
なわち nonplanar diagramの寄与をすべて落とした下での結果であることに注意する。また、特
に large-ρ2

N limitでは (6)から

m4
∗ =

2(2N − 1)
b2N − 1

g∗
ρ2
N

, (7)

の関係があることが分かり、これらは fixed pointがなす関係式であり、何らかの phase transition
lineを表していることが予想されるが、実際 disordered-matrix phase transition line [8]に非常に
良く一致しており、我々の large-N 繰り込み群の正しさを支持している。
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