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よく知られているように、 3 次元球面（S3）上の SU(2) pure Chern-Simons ゲージ理論で
基本表現のWilson loopの期待値を計算すると、Wilson loopの軌道の作る結び目の Jones多
項式とみなせる [1]。一方で、近年発展した経路積分の局所化の方法を用いて、N = 2 SUSY
Chern-Simonsゲージ理論のWilson loopの期待値を、厳密に経路積分を実行し計算することが
可能である。この超対称性理論では、ゲージ場以外の場を積分するともとの pure Chern-Simons
ゲージ理論に戻るという性質がある。そのため、局所化の方法で計算した期待値は結び目の
Jones多項式を再現すると期待される。

1 1/2 BPS condition

Squashed S3 上の超対称性理論を用いる [2]。Squashed S3 とは以下の計量を入れた S3のことを
指す：

ds2 = f(θ)2dθ2 + l2 cos2 θdφ2 + l̃2 sin2 θdχ2, f(θ) =
√

l2 sin2 θ + l̃2 cos2 θ (1)

この空間の上のWilson loop
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の期待値を exp (ikSSCS) の重みで計算する。ここで kは整数（level）であり、
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である。この理論はN = 2超対称性を持つ [2]。
局所化の方法において期待値を厳密に計算できるのは、局所化に用いた超対称性を保つ演算子

のみである。そのため、Wilson loopの経路 xµ(t) = (θ(t), φ(t), χ(t))は、次の条件を満たさねば
ならないことがわかる [3]：
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2 局所化の方法による計算結果 U(2)ゲージ理論の場合

θ = 0 θ 6= 0, π/2 θ = π/2 θ = 0, θ = π/2

(4)を満たす曲線

T 2 ⊂ S3で見た絵 なし

ループの型 unknot (l, l̃)-torus knot unknot Hopf link

〈WS〉/〈1〉 e−
l
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2πi
k J◦(q) e−ll̃ 2πi

k Jl,l̃(q) e−
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k JHopf(q)

〈WS〉/〈1〉の計算結果にあらわれる qは q = exp 2πi
k であり、J(q)はそれぞれ

J◦(q) =
q − q−1

q1/2 − q−1/2
, Jl,l̃(q) =

q
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q − q−1
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(5)

となる。これは unknotの Jones多項式と、(l, l̃)-torus knotの Jones多項式である。
θ = 0と θ = π/2のループを同時に挿入したWilson loopの期待値も計算できる。これはHopf

linkと呼ばれる絡み目となり、期待値はやはりHopf linkの Jones多項式

JHopf(q) = (q3 + q2 + q + 1) (6)

に phaseを除き一致した。
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