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弦理論の可積分性と双対関係にある広田三輪方程式の三角圏構造について紹介する。本論文は
主に共同研究者の齋藤暁氏（首都大）の論文 [1]のレビューである。

1 弦理論/可積分系対応

弦理論における弦の遷移振幅はCFTにより記述され、摂動論的には任意の種数のリーマン面に対
応付けられる。任意の種数のリーマン面は、ショットキー問題の解決により τ 関数により特徴付け
られることが知られている。従って、弦の遷移振幅も τ 関数を用いて表される事が判る。
また、τ関数は可積分系の親玉とも言われるKP階層を記述する広田三輪方程式 [3]、a12a34f(p1+

1, p2 + 1, p3, p4)f(p1, p2, p3 + 1, p4 + 1) − a13a24f(p1 + 1, p2, p3 + 1, p4)f(p1, p2 + 1, p3, p4 + 1) +

a23a14f(p1 + 1, p2, p3, p4 + 1)f(p1, p2 + 1, p3 + 1, p4) = 0を満たす [2]。
つまり以上の関係から、我々は弦理論の研究を τ 関数を通すことで可積分系の研究に置き換え

ることができる。この対応を弦理論/可積分系対応と呼ぶことにしよう。

2 広田三輪方程式と八面体

広田三輪方程式は四次元格子空間Z4上で定義される。一つの広田三輪方程式の６つの引数、(p1+

1, p2+1, p3, p4), (p1+1, p2, p3+1, p4), (p1+1, p2, p3, p4+1), (p1, p2+1, p3+1, p4), (p1, p2+1, p3, p4+

1), (p1, p2, p3 + 1, p4 + 1)を結ぶと正八面体ができる。
この正八面体を新しい変数 t := p1+p2+p3+p4+2、ka := ϵabc pa−pb−pc+p4

2 , (a, b, c = 1, 2, 3)

に書き換え、t = constの三次元超平面を考える。これにより、先ほど定義した正八面体を基本構
造とする三次元空間内の八面体の埋め尽くしを表現することができる。
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3 外差分作用素とBäcklund変換

差分作用素Dj をDjf(p) = f(p+ δj)で定義する。また、外差分作用素 dBを通常の外微分と同様
に定義する。
広田三輪方程式は２階の外差分形式の成分の行列式を用いて表現できる。また、広田三輪方程

式の一つの解が得られたとき、外微分形式による条件を解くことで新しい解を無限に構成できる。
この構成を Bäcklund変換という [4]。

4 三角系列と八面体公理

広田三輪方程式に三角圏を定義するには、具体的にいわゆる三角公理、八面体公理を満たす射の
構成が必要である。しかし広田三輪方程式は既に見たように八面体構造を持つ。従って、八面体
上の頂点移動作用素 Tij := DiD

−1
j , i ̸= jが射となる。

この射により、八面体の各面を構成する三角形、
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を構成する。これが三角系列を成す。
また、この射は八面体の移動、
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も構成する。これが加法的自己同型関手、

O := (S̃j , Sj)
Tja−−→ O[1] := (S̃j [1], Sj [1])

を作る。
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5 写像化

以上の議論の見通しを良くする為に移動の方向を T43方向に制限する。つまり、新しい変数 q :=

k1 − k2 = p1 − p2を定義し、これの発展を見る。
また、この移動と垂直方向の移動も見る。これは、k1 + k2 ∝ p4 より、p4 の発展を追えば良

い。そこで、n := p4 =
3
2(k1 + k2 + k3)と置く。

また、三角系列を表現すべく、条件 τ
(n)
q+3 = τ

(n)
q , q = 1, 2, 3を置く。このNotationの下で、

S̃4 = (X,Y, Z) := (τ
(n−1)
1 , τ

(n−1)
2 , τ

(n−1)
3 ) (1)

S4 = (X ′, Y ′, Z ′) := (τ
(n)
3 , τ

(n)
1 , τ

(n)
2 ) (2)

と書くことが出来る。但し、τ (n)q := f4(p)と置いた。こうする事により、八面体の移動 T43は写像、

(τ
(n−1)
1 , τ

(n−1)
2 , τ

(n−1)
3 ) → (τ

(n)
1 , τ

(n)
2 , τ

(n)
3 ) (3)

と解釈する事が出来る。この条件は KP階層の Lotka-Volterra方程式への reductionに対応する
[5]。
つまり我々は広田三輪方程式の成す三角圏を写像を用いて調べる事が出来る。
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