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導入

・動機

1 4D/2D 双対性

ゲージ理論 on S4 ⇔ Liouville on Σ
[Alday,Gaiotto,Tachikawa]

ゲージ理論 on S3 × S1 ⇔ q-deformed YM on Σ
[Gadde,Rastelli,Razamat,Yan]

2 6次元 N = (2, 0) 理論 (M5ブレーン)

双対性の背後にはこの理論がある？
ラグランジアンは知られていない
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導入

6D N = (2, 0) on S1 × S3 × Σ (l, R: S3, S1 の半径)

4D N = 2 on S1 × S3 2D q-YM on Σ

How ? 5D N = 2 SYM on S3 × Σ

R = g2

4π2

[Gaiotto]

[Gadde,Rastelli,Razamat,Yan]

[Douglas]
[Lambert,Papageorgakis,
Schmidt-Sommerfelt]

Our calculation

q = exp(− g2

2πl
)

Dual

q = exp(− 2πR
l

)
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4次元理論はリーマン面によって決まる。
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予想：この 4次元理論は 2次元 q-YMと双対？
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双対な 2次元理論は 6次元理論からどのように導出するか？
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6次元 N = (2, 0) を S1 コンパクト化すると 5次元 N = 2SYM
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5D N = 2 SYM を局所化 (localization)によって調べた。

[Gaiotto]

[Gadde,Rastelli,Razamat,Yan]

[Douglas]
[Lambert,Papageorgakis,
Schmidt-Sommerfelt]

Our calculation

q = exp(− g2

2πl
)

Dual

q = exp(− 2πR
l

)

3 / 16



導入

6D N = (2, 0) on S1 × S3 × Σ (l, R: S3, S1 の半径)

4D N = 2 on S1 × S3 2D q-YM on Σ

How ?

5D N = 2 SYM on S3 × Σ

R = g2

4π2

今回の結果はこれらの予想と合致。

[Gaiotto]

[Gadde,Rastelli,Razamat,Yan]
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Schmidt-Sommerfelt]
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結論

5次元N = 2 SYM on S3 ×Σ の分配関数（相関関数）は
2次元 q-YM on Σの分配関数（相関関数）と一致。

パラメータ qは、今回導いたものと、双対性から予想さ
れたもので一致。→今回の結果と予想が合致。
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1 導入

2 結論
3 5次元N = 2 SYM on S3 × Σ

Killing spinor
SUSY変換とラグランジアン

4 分配関数の計算
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5D N = 2 SYM

1 ベクトル多重項 (σ,AM ,Ψα̇, Dα̇
β̇) :adjoint (gauge群 G)

σ · · · 実 scalar
AM · · · gauge場 (M = 1, 2, · · · , 5)
Ψα̇ · · · symplectic Majorana

Ψ̄α̇ = (Ψα̇)
† = (Ψβ̇)TC5ϵβ̇α̇

Dα̇
β̇ · · · 補助場

Dα̇
β̇ = −(Dα̇

β̇)
†, Dα̇

γ̇ϵ
γ̇β̇ = Dβ̇

γ̇ϵ
γ̇α̇, Dα̇

α̇ = 0

2 ハイパー多重項 (Hα̇,Ξ, FHα):adjoint
Hα̇ · · · 複素 scalar
Ξ · · · spinor
FHα · · · 補助場

α̇, β̇ = 1, 2 :SU(2)R

α, β = 1, 2 :SU(2)′
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5D N = 2 SYM

・Killing spinor
まず、S3 × R2 上で考える。Killing spinorは以下のように選ぶ。

Σα̇=1 = ϵ⊗ ζ+

Σα̇=2 = C−1
3 ϵ∗ ⊗ ζ−

⇒
∇mΣ

α̇ = i
l
N α̇

β̇ΓmΣ
β̇

∇zΣ
α̇ = 0

N α̇
β̇ = 1

2(σ3)
α̇
β̇

Σα̇: symplectic Majorana

ϵ :半径 lの S3 の Killing spinor. (∇mϵ = i
2lγmϵ)

ζ±:2次元カイラリティ ±の R2 上の constant spinor
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5D N = 2 SYM

・Killing spinor
次に、S3 × Σ上で考える。background ゲージ場 Aα̇

z β̇ を導入
する。

∇̃zΣ
α̇ = ∂zΣ

α̇ +
1

2
ωzΓ

45Σα̇ + iAα̇
z β̇Σ

β̇

:::::::::::::::::::::

→ 0 (ωz = ω45
z )

:::::::::::::::::::

∇zΣ
α̇�

�
�
�この項が 0になるように、Aα̇

z β̇ = ωzN
α̇
β̇ とする。

この backgroundを含む共変微分 ∇̃z を使って、SUSY変換や
ラグランジアンを定義する。
この Killing spinorは S3 方向には covariantly constantではな
い。⇒SUSY不変なラグランジアンを得るには、SUSY変換と
ラグランジアンに補正が必要。
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5D N = 2 SYM

・ベクトル多重項の SUSY変換。赤字 は補正項。
(ハイパー多重項の変換は略)

δΣAM =− iΣ̄α̇ΓMΨα̇

δΣσ =iΣ̄α̇Ψ
α̇

δΣΨ
α̇ =− 1

2

(
1

2
FMNΓMNΣα̇ + ΓMDMσΣα̇ +Dα̇

β̇Σ
β̇

)
δΣD

α̇
β̇ =i

(
DM Ψ̄β̇Γ

MΣα̇ + Σ̄β̇Γ
MDMΨα̇ + ig[σ, Ψ̄β̇]Σ

α̇ + igΣ̄β̇[σ,Ψ
α̇]
)

− 2

l

(
Σ̄γ̇N

γ̇
β̇Ψ

α̇ − Ψ̄β̇N
α̇
γ̇Σ

γ̇
)

・代数は閉じる

[δΣ, δΘ] = diffeo+ゲージ変換+ U(1)R
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5D N = 2 SYM

・ベクトル多重項のラグランジアン。赤字 は補正項。

LV =tr
[
− 1

4
FMNFMN +

1

2
DMσDMσ

+ iΨ̄α̇Γ
MDMΨα̇ − gΨ̄α̇[σ,Ψ

α̇]− 1

4
Dα̇

β̇D
β̇
α̇

]
+ tr

[
1

l
N α̇

β̇Ψ̄α̇Ψ
β̇ +

1

l
(N α̇

β̇D
β̇
α̇ − 1

2
ϵijFij)σ +

1

l2
σσ

]
+

1

2l
ϵmnltr

[
Am∂nAl + i

g

3
Am[An, Al]

]
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局所化による分配関数の計算

step1 SUSYを用いて、BRST変換 δQ (δ2Q = 0)を構成
step2 ラグランジアンに次の項 LQ を追加。

Lt = L+ tLQ

LQ = δQtr[(δQΨ
α̇)†Ψα̇]

このとき、分配関数 Zt はパラメータ tの値に依らない。

Zt =

∫
DΦexp

(
−
∫

d5xL+ tLQ

)
場を固定点周りで展開

Φ = Φ0 +
1√
t
Φ̃

これを分配関数の式に代入し、t → ∞を考えると、Φ̃のガウス積分
になる。（1-loop det）
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局所化による分配関数の計算

step3 固定点 (δQΨ
α̇ = 0)周りの fluctuationの積分。固定点は、

σ0 =

r∑
i=1

σi
0Hi

A0 z(z, z̄) =

r∑
i=1

Ai
0 z(z, z̄)Hi

σi
0 は定数。Hi はカルタン部分代数の生成子。
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局所化による分配関数の計算

1-loop determinant

・S3 の球面調和関数は (j,m, m̃)でラベルされる。
(j = 0, 1/2, 1, · · · . − j ≤ m, m̃ ≤ j)

・fluctuationをこの球面調和関数で展開すれば、1-loop
determinantの計算ができる。

∏
α∈∆+

1

Det(1,0) [g2l2(α · σ0)2]
∏

j≥1/2

(
Det(0,0)

[
4j2 + g2l2(α · σ0)2

]
Det(1,0) [4j2 + g2l2(α · σ0)2]

)2

Det(p,q) は Σ上の (p, q)形式の determinant.

αはゲージ群のルート∏
j≥1/2(· · · ) → sin(· · · ) 　無限積は sin関数になる。
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局所化による分配関数の計算

結果

ZN=2
5D SYM onS3×Σ

= N
r∏

i=1

∫
dAi

0zdA
i
0z̄dσ

i
0

∏
α∈∆+

[
sin(iπglα · σ0)

]χ(Σ)
exp

(∫
Σ
LYMdvol

)

LYM = −
r∑

i=1

[(σi
0)

2 + 2σi
0g

zz̄F i
0 zz̄]

N · · · normalization

これは 2次元 q-YMと呼ばれる

sin(iπglα · σ0) → iπgα · σ0 (l → 0)　のとき普通の YM
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SU(2)の場合

簡単のため、G=SU(2)の場合にもう少し詳しく見る。∏
α∈∆+

[
sin(iπglα · σ0)

]
= sin(

√
2iπglα · σ0)

モノポール：
∫
Σ F0 z̄zdzdz̄ = 2

√
2π
g m (m ∈ Z)

→
∫
dA0 zdA0 z̄(· · · ) =

∑
m∈Z(· · · )

最後に σ0 の積分を実行

ZN=2
5D SYM onS3×Σ ∝

∑
n∈Z

[n]χq exp

(
− n2g2

16π2l3
Area(Σ)

)

q = exp(− g2

2πl ) [n]q = q
n
2 − q−

n
2
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結論

5次元N = 2 SYM on S3 ×Σ の分配関数（相関関数）は
2次元 q-YM on Σの分配関数（相関関数）と一致。

パラメータ qは、今回導いたものと、双対性から予想さ
れたもので一致。→今回の結果と予想が合致。
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