
熱場ダイナミックスにおける拡張された量子距離
について

中川　弘一

星薬科大学　物理学研究室

概 要

熱場ダイナミックス（TFD）を用いて，任意の 2つの熱力学的量子状態間の差分
が如何にして記述可能であるかということについての研究がおこなわれた [1]．TFD

は，熱力学的量子状態自体に焦点を合わせることにより，統計系を議論するための定
式化をおこなう役割をする．この体系において，熱力学的量子状態は熱力学的量子状
態ベクトルによって表される．したがって，2つの熱力学的量子状態の差分は，関連
する熱力学的量子状態ベクトルの内積を用いて明確に定義される．文献 [1]では，関
連する 2つの熱力学的量子状態の差を定量的に測定するための熱力学的量子距離Dtq

が導入され，典型的な応用例が示された．その結果，熱力学的量子距離の概念には統
計システムに関する多くの情報が含まれていることを明らかされ，臨界指数や量子-

古典クロスオーバーポイントなどのいくつかの特性パラメーターを取得することに役
立つことが知られている [1]． 本稿では，Dtqの性質を再考し，文献 [1]における量
子-古典クロスオーバーに関する結果を再検討する．
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1 序論
熱力学（TFD）形式 [2–6]では，熱力学的量子状態は状態ベクトル |Ψ⟩によって記述され

る．この熱力学的量子状態ベクトル |Ψ⟩は，元のHilbert空間とその同型空間（チルダ空間）
の直積によって定義される二重Hilbert空間に導入される．特に，元のHilbert空間がハミル
トニアンHの固有状態の完全系 {|n⟩} (n = 1, 2, · · · )によって定義される場合，チルダ空
間は，その空間が元の空間と同型である基底 {|ñ⟩} (n = 1, 2, · · · )によっても定義される．
したがって，二重Hilbert空間の基底は {|n⟩ ⊗ |ñ⟩} ≡ {|n, ñ⟩} = {|n̂⟩} (n = 1, 2, · · · )

と示される．上記の二重Hilbert空間では，熱力学状態ベクトルは

|Ψ⟩ = ρ1/2|I⟩ (1)

と定義され，ここで，ρは密度行列を表し，

|I⟩ :=
∑
n

|n, ñ⟩ (2)

である．
例えば，密度行列 ρがGibbs因子の場合，Zを分配関数として，平衡系において，ρ =

e−βH/Zとなる．ここから後，パラメータ βは，温度 T，Boltzmann定数 kBを用いた，逆
温度 β = 1/(kBT )とする．一方，非平衡状態を考えると，密度行列は von Neumann 方程
式 [16]

iℏ
∂

∂t
ρ(t) = [H, ρ(t)], (3)

または，散逸的 von Neumann 方程式 [17–20]

iℏ
∂

∂t
ρ(t) = [H, ρ(t)]− ϵ (ρ(t)− ρeq) (4)

によって得られる．ここで，ϵは散逸パラメータを表し，ρeqは平衡系の密度行列を表して
いる．上記の非平衡密度行列 ρ(t)に基づき，TFDにより非平衡系を取り扱うことが可能
である [21–27]．（元のハミルトニアンHと同様に）密度行列 ρは元のHilbert空間上のベ
クトル要素に作用することに注すべきである．
(1)と (2)式において，ハミルトニアンHの固有状態 {|n⟩} (n = 1, 2, · · · )の完全系
を用いたが，一般表現定理 [28–30]により，元のHilbert空間の完全系としては任意の完
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全系を選ぶことができるため，熱力学的量子状態ベクトル |Ψ⟩自体は基底の取り方によら
ない．したがって，熱力学的量子状態ベクトル |Ψ⟩は，元のHilbert空間の任意の完全系
{|α⟩}を使用して，

|Ψ⟩ = ρ1/2
∑
α

|α, α̃⟩ (5)

と定義される [28]．
物理量Qの熱力学的期待値（熱平均）⟨Q⟩ = Tr(ρQ)は

⟨Q⟩ = ⟨Ψ|Q|Ψ⟩ (6)

で得られる．関係式 (6)の証明は次の通りである．(6)式の右辺は

⟨Ψ|Q|Ψ⟩ =
∑
α,α′

⟨α̃|⟨α|ρ1/2Qρ1/2|α′⟩|α̃′⟩ =
∑
α,α′

⟨α|ρ1/2Qρ1/2|α′⟩⟨α̃|α̃′⟩

=
∑
α,α′

⟨α|ρ1/2Qρ1/2|α′⟩δα,α′ =
∑
α

⟨α|ρ1/2Qρ1/2|α⟩

= Tr(ρ1/2Qρ1/2) = Tr(ρQ) (7)

となり，関係式 (6)が証明された．自明なことではあるが，Q = 1の場合には，⟨Ψ|Ψ⟩ = Trρ

となる．上記の導出でも使われたように，元のHilbert空間上で定義された作用素はチル
ダHilbert空間上の要素には作用しない．この様な状況は，チルダ空間上の単位作用素を
1̃として，作用素QとHを数学的な記述Q⊗ 1̃とH⊗ 1̃で表すとより明確に見て取るこ
とができる．
実際，これらの TFDの機能は，密度行列繰り込み群法（density matrix renormaliza-

tion group method ，DMRG）[7–9]やマルチスケールエンタングルメントくりこみ群法
（multiscale entanglement renormalization ansatz，MERA）[10]などの基底状態の探索ア
ルゴリズムを有限温度に拡張する際に役立つことが知られている．別の例として，TFD

を用いて量子エンタングルメントの熱力学的特性が明らかにされた [11, 12]．特に，1986

年にM. Suzukiが示したように [13]，TFDの上記の利点（熱力学的量子状態自体に直接
焦点を当てる）が，共鳴原子価結合（resonating valence bond，RVB）状態の研究に利用
され，実験結果 [14, 15]を説明する際にも役立ったことが報告されている．
上記の説明で示したように，TFDは有限温度での熱力学的量子状態を記述するのに適

している．一方，TFDの概念では，状態遷移の議論はまだ十分に研究されていない．し
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かし，最近，非平衡統計物理学を明らかにするために，状態遷移を理解することが益々重
要になっている．したがって，次節以降では，2つの任意の熱力学的量子状態ベクトル間
の差を測定するために，より単純な指標として，熱力学的量子距離を導入する． このと
き，ゼロ温度で 2つの量子状態を比較するためのよく知られた尺度である量子距離と忠実
度を参考にする．ここでは，TFDを使用して有限温度システムへ量子距離を拡張し，そ
れを「熱力学的量子距離」と呼ぶ．さらに，典型的な現象の例に熱力学的量子距離を適用
する．
次の節では，この研究の基本概念になる，ゼロ温度における量子距離の概念について説
明する． 第 3節では，TFDの一般的な形式での熱力学的量子距離を紹介する．第 4節で
は，準平衡熱力学的プロセスに沿った状態遷移に関する多くの情報が熱力学的量子距離に
含まれることを示すために，熱力学的量子距離を量子-古典クロスオーバー現象に適用し，
その結果について考察する．第 5節はまとめと議論に当てる．

2 量子距離
ここでは，任意の 2つの熱力学的量子状態の違いを説明するための有用なパラメーター，
つまり「量子距離」をTFDの定式化の中に導入する．
ゼロ温度での2つの量子状態の違いを明らかにするために量子距離が導入された [31]．量
子力学の体系において，量子状態は状態ベクトル |ψ⟩で記述される．この状態ベクトルは系
のサイズ，ポテンシャル・スケール，外場などのような力学パラメータxの関数になってい
る．その力学パラメータをx −→ x+dxと変化させると，状態ベクトル |ψ(x)⟩は |ψ(x+dx)⟩

に変化する．2つの量子状態 |ψ(x)⟩と |ψ(x+ dx)⟩との差分は内積F ≡ |⟨ψ(x)|ψ(x+ dx)⟩|

により特徴づけられ，このパラメータ F は「忠実度」とよばれている [32,33]．多くの場
合，量子距離Dqは，この忠実度 F を用いて，

Dq = 1− F 2 (8)

と定義される．この定義からわかるように，状態が変化しなければ（F = 1），量子距離
Dqは最小値 0をとる．一方，F = 0を満たす位に 2つの状態が異なる場合には，量子距
離Dqは最大値 1をとる．この量子距離は 2つの量子状態を比較するときに，便利なツー
ルとなる．この研究において，この量子距離の定義を 2つの熱力学的量子状態の間の距離
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に拡張する．この拡張された距離は，第 3節で説明されるように，2つの熱力学的量子状
態を比較することを可能にする．
同様の距離がBures, Helstrom および Woottersによって与えられた（それは，量子情
報幾何学の分野で「Bures距離」または「Helstrom距離」と呼ばれる）[34–36]．それは，
量子密度行列 ρを用いて，

DBures = 2

(
1−

√
Tr [ρ1/2(x)ρ(x+ dx)ρ1/2(x)]

)
(9)

と定義された．後の節で示される方法と同様の方法で，Bures距離を有限温度系に拡張す
ることも可能であるが，その定義から典型的な統計系を扱うと非常に複雑になるため，こ
こでは，量子距離としてDqの定義式 (8)を主に考える．

3 一般化された２つの熱力学的量子状態間の差分
前節で示したように，熱力学的量子状態ベクトル |Ψ⟩は，有限温度状態でも熱力学的量
子状態を直接記述する．この機能に基づき，TFDのスキーム内で有限温度での状態の差
分を説明しようとする． この目的のために、拡張された量子距離に対応する「熱力学的
量子距離」

Dtq = 1− |⟨Ψ(x)|Ψ(x+ dx)⟩|2 (10)

を導入する．ここで，パラメータ xは，ハミルトニアンに含まれている（外場のような）
力学的パラメータだけではなく，温度のような熱力学的パラメータも表している．熱力学
的量子距離Dtqをゼロ温度の場合に適用すると，それは量子距離Dqと等しくなり，つま
り，Dtq(T = 0) = Dqである．
熱力学的量子状態ベクトル |Ψ(x)⟩は，(5)式を用いて，

|Ψ(x)⟩ =
∑
α

ρ1/2(x)|α, α̃⟩ (11)

と得られる．パラメータ xは密度行列 ρ(x)に含まれているが，基底 {|α, α̃⟩}には含まれ
ていない．パラメータ xが x+dxに変化すると，熱力学的量子状態ベクトルは |Ψ(x)⟩ −→

|Ψ(x+ dx)⟩と変化する．したがって，|Ψ(x+ dx)⟩は dxの 2次のオーダーまでで

|Ψ(x+ dx)⟩ = |Ψ(x)⟩+ ∂|Ψ(x)⟩
∂x

dx+
1

2

∂2|Ψ(x)⟩
∂x2

dx2 (12)
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と展開できる．したがって，(5)式を用いを用いると，熱力学的量子距離は

Dtq = −2Re[⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩]dx−
(
|⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩|2 +Re[⟨Ψ(x)|Ψ′′(x)⟩]

)
dx2 (13)

と得られ，このとき，|Ψ′(x)⟩ = ∂|Ψ(x)⟩
∂x

および |Ψ′′(x)⟩ = ∂2|Ψ(x)⟩
∂x2

である．またここで，
Re[. . .]は (. . .)の実部を表している．この一般的な熱力学的量子距離は熱力学的量子状態
|Ψ(x)⟩と |Ψ(x＋ dx)⟩の間の差分を表している．
準平衡過程を扱う場合，密度行列は規格化条件 ⟨Ψ(x)|Ψ(x)⟩ = Trρ(x) = 1を満たす．そ

のとき，この規格化条件の微分から条件

Re[⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩] = 0 (14)

が導かれる．一方，⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩ がエントロピーの微分の期待値で表されることより，
⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩の項は準平衡条件の下である実数であることが分かる．したがって，(14)

式とこの事実により，⟨Ψ(x)|Ψ′(x)⟩ = 0であることが断定され，つまり，熱力学的量子距
離は

D
(eq)
tq = ⟨Ψ′(x)|Ψ′(x)⟩dx2 (15)

として得られる．このとき，(14)式の 2階微分から

Re[⟨Ψ(x)|Ψ′′(x)⟩] = −⟨Ψ′(x)|Ψ′(x)⟩ (16)

となることを用いた．
(15)式におけるこれらの熱力学的量子距離の表現はいくつかの典型的な系に応用可能

であり，状態遷移 |Ψ(x)⟩ −→ |Ψ(x+ dx)⟩に関する多くの情報を包摂している．次の節に，
上記の定式化の応用例を示した．

4 量子-古典クロスオーバーの例
この節では，熱力学的量子距離Dtqの量子-古典クロスオーバーへの典型的な応用例を示

す．1986年，有限サイズのフラストレートした系におけるRVB状態がM. Suzukiによっ
て研究された [13]．そのハミルトニアンは，スピン 1/2のHeisenbergスピンσ1, σ2およ
びσ3を用いて，

H = −J(σ1 · σ2 + σ2 · σ3 + σ3 · σ1) (17)
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と仮定される．ここでは，σjのスピン状態（アップ／ダウン）は |σj⟩ = {|+⟩j または |−⟩j}

(j = 1, 2, 3)で表す．相互作用Jは反強磁性体模型に対して負であるとする．先行研究 [13]

から，温度 T における熱力学的量子状態ベクトルはTFDにより，

|Ψ(T )⟩ = 1

2
√

2 (3 cosh 3K − sinh 3K − 2)

[
e−3|K|/2|I⟩+ 4 sinh

(
3|K|
2

)
|RVB⟩

]
(18)

と考えられ1，ここで，K, |I⟩および |RVB⟩はそれぞれ，K = −β|J |，

|I⟩ = |+, +̃⟩1|+, +̃⟩2|+, +̃⟩3 + |−, −̃⟩1|+, +̃⟩2|+, +̃⟩3 + · · ·

=
∑

σ1=±1

∑
σ2=±1

∑
σ3=±1

|σ1, σ̃1⟩|σ2, σ̃2⟩|σ3, σ̃3⟩ (19)

および

|RVB⟩ = 1

3
(|ŝ⟩12|I⟩3 + |ŝ⟩23|I⟩1 + |ŝ⟩31|I⟩2) (20)

と定義されている．(20)において，|ŝ⟩ijは，

|ŝ⟩ij ≡ |s⟩ij|s̃⟩ij および |s⟩ij =
1√
2
(|+,−⟩ij − |−,+⟩ij) (21)

のような二重Hilbert空間における σiと σjの間の一重項対を示し，一方 |I⟩k (k ̸= i, j)は，

|I⟩k = |+, +̃⟩k + |−, −̃⟩k (22)

のようなエンタングルしていないスピン状態を示す．これ等の定義から，明らかに ⟨Ψ(T )|Ψ(T )⟩ =

1であることが確認できる．
状態 |RVB⟩は，一重項対が基底状態において共鳴していることを示していて，つまり
低温極限で状態ベクトルが

|Ψ(T )⟩ T→0−−−→ 1√
2
|RVB⟩ (23)

となることである．この |RVB⟩はエンタングルした状態から構成されているので，本質
的に量子状態である．一方，高温極限において状態ベクトルは

|Ψ(T )⟩ T→∞−−−→ 1

2
√
2
|I⟩ (24)

1 [1]において採用している熱力学的量子状態ベクトル

|Ψ(T )⟩ = 1

2
√
2 cosh 3K

[
e−3|K|/2|I⟩+ 4 sinh

(
3|K|
2

)
|RVB⟩

]
は規格化されてないため，以下の議論を進めるためには不適当である．また，[1]で結果として得られた量
子-古典クロスオーバー・ポイントの値 T ≡ Tq/c ≃ 1.5|J |/kB も正確ではない．
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となり，スピンはランダムな状態をとる．この高温の状態は古典的状態と分類することが
できる．そのため，有限温度の点として量子-古典クロスオーバー・ポイントが存在する
ことが確認できる．上の議論から容易に予想できる通り，高温領域では古典的状態 |I⟩が
支配的になる一方，低温領域では |RVB⟩の性質が支配的になるため，状態の振舞はクロ
スオーバー・ポイントの周りで激烈に変化する．したがって，|Ψ(T )⟩と |Ψ(T +∆T )⟩の
差分は微小定数∆T に対しクロスオーバー・ポイント近傍で最大値をとる．これらの動機
をもって，状態ベクトル (18)に対し (15)によって記述される熱力学的量子距離について
考察し，それを用いてクロスオーバー・ポイントを導出する．結果として，熱力学的量子
距離

Dtq(T,∆T ) = ⟨Ψ′(T )|Ψ′(T )⟩∆T 2 =
9k2B
J2

K4

(2− 3 cosh 3K + sinh 3K)2
∆T 2 (25)

が得られる．したがって，微小定数∆T に対し対する熱力学的量子状態の差分Dtq(T,∆T )

は量子-古典クロスオーバー・ポイントとなるべき点 T ≡ Tq/c ≃ 2.1|J |/kBにおいて最大
値をとる（図 1参照）．この見積もられた量子-古典クロスオーバー・ポイント T ≡ Tq/c

は以前の研究 [1, 13–15]と関係があることが知られている．

図 1: |J | = kBの場合の量子-古典クロスオーバー・ポイント T ≡ Tq/c近傍における，微小
定数∆T に対し対する熱力学的量子状態の差分Dtq(T,∆T )の係数 ⟨Ψ′(T )|Ψ′(T )⟩の振舞．

上記の例から分かるように，熱力学的量子距離は熱力学的量子状態に関する多くの情報
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をもたらし，有限温度の場合においてもパラメータに沿った状態の比較をする上で便利な
量である．さらに，その性質から，臨界指数やクロスオーバー・ポイントのような平衡系
の特徴的な条件やパラメータを検出することができる．

5 まとめと議論
本研究では，熱場ダイナミクスに基づいて有限温度状態に適用するために，量子距離を
拡張した．「熱力学的量子距離」と呼ばれる拡張量子距離は，いくつかの典型的な系に適用
されている．このように，有限温度でのそのような系の特性パラメータは，熱力学的量子
距離を使用して取得できることが明らかになった．特に，熱力学的量子距離が臨界指数や
平衡系の量子-古典クロスオーバー・ポイントの典型的な特性を与えることを再確認した．
熱力学的量子距離Dtqを使用して状態の違いを研究する現在の方法は，多くの種類の
非平衡システムに適用できると推察される． もちろん，内部エネルギー，エントロピー
などのパラメータQの熱力学的観測量 ⟨Q⟩によって，2つの異なる状態を比較すること
もできるであろう．しかし，そのような観測可能量を状態の測定に適用すると，観測可能
量Qの必然的な特徴に依存するであろう．例えば，平衡近傍ではエントロピーが大きく
ると，自由エネルギーが小さくなる．TFD状態ベクトル自体に焦点を当てた現在の方法
では，熱力学的量子距離を体系的に扱うことができるので，この観点からは，非平衡シス
テムまたはより複雑な平衡システムを研究するためのさらなる議論に役立つ可能性があ
ることが [1]において示唆された．
また，ここで紹介した手法と熱力学的情報幾何学との関係についても論じられている

[39–43]．それによると，ここで紹介した熱力学的量子距離は、より高次元のパラメータ空
間に拡張できる可能性がある．高次元のパラメーター空間では、関連するパラメーターを
x = (x1, x2, x3, · · · )として設定し，対応する熱力学的量子状態を |Ψ(x)⟩ように設定するこ
とができる．拡張された熱力学的量子状態を x1, x2, x3, · · · に関して 2次まで拡張し，熱力
学的量子距離をDtq = 1−|⟨Ψ(x)|Ψ(x+dx)⟩|2と定義すると，条件 ⟨Ψ(x)|∂µΨ(x+dx)⟩ =

0, (µ = 1, 2, 3, · · · )によって記述される準平衡過程に対し，Einsteinの和規則を用いて，

Dtq = ⟨∂µΨ(x)|∂νΨ(x)⟩dxµdxν (26)
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と表される．Zubarevのエントロピー演算子を γ(x) := −kB log ρ(x)と定義すると，

|∂νΨ(x)⟩ = − 1

2kB

∑
α

∫ 1

0

dλe(λ−1)γ(x)/(2kB)
∂γ(x)

∂xν
e−λγ(x)/(2kB)|α, α̃⟩ (27)

により，熱力学的量子距離は

Dtq =
1

4kB
Tr

[
1

β

∫ β

0

dλρ(x)eλH
∂γ(x)

∂xµ
e−λH∂γ(x)

∂xν

]
dxµdxν ≡ 1

4kB
⟨∂µγ(x); ∂νγ(x)⟩dxµdxν

(28)

と表される。このとき， 1
kB
⟨∂µγ(x); ∂νγ(x)⟩は量子統計力学においてカノニカル相関とよ

ばれる量であり，明らかに，⟨∂µγ(x); ∂νγ(x)⟩ = ⟨∂νγ(x); ∂µγ(x)⟩が成り立つ。一方，この
量は，甘利らによって導入された情報幾何学 [39]における，Bogolivbov-Kudo-Mori(BKM)

計量テンソル gµν = 1
kB
⟨∂ν∂µγ(x)⟩ = 1

kB
⟨∂µγ(x); ∂νγ(x)⟩としても知られている。したがっ

て，この研究は，TFDの概念が平衡熱力学に適用される情報幾何学を導き出すことも示
唆している．さらに，TFD法は第１節で説明したように非平衡系にも適用できるため，熱
力学的量子状態に基づく熱力学的量子距離を非平衡系に対してもより広く使用できるこ
とが示唆されているが，詳しい理解は今後の課題となるであろう．
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