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⑤ AdSICFT 対応

(5-1) ホログラフィー 原理

BH の エントロピー 象-.-
べ組

BeKatein -Hawkins 、 4G
N

動崩壊

○暴 i3ヶ○
ヒヒが 地平面

~

隠れた情報量 に 51弸

もっと 一般的に 4%、○ の 内部の情報量 E だ
北)

エントロピー バウンド (Basso )



飂 動理論 の 自由度 ~ t → 面積に 比例 !

"
" ct

、 熱力学
ブラックホール熱力学
は 1 次元低い物質の熱力学 l

( 5 の 体稜)
l 。

六ログライー原理 ( t Hook , SussKind )
TEE (1 11

( dt 2) 次元 の 重力理論 」 (dtl )次元の物質の理論
nnnnr

dtl次元物質 と

p
動相互作用なし

驟 !
「う? 例嚆鱟

ホログラフィー -_-



(5-2) AdSICFT 対応
ホログラフィー の 代表例が Ads1した対応
A以籅 ( Anti de Sitter Space 、

反バシッに時空)

がが 、 as
E -1嘰に幽が州が 一 t豳川

と

は、が、
娌) の 内部 の超 曲面 (これが、

AdSde)

比でai 醎+ 一 城が七が
.

Global 座標 Po inare 座標 の

だ
。
これには ist = E ( 1tyi) が半径
Xae R cosh RSint = が昔 ( En)2 - 1 )
Xi = R Sinh Phi = R .姿 in

init と Sd が次に述 )Xai RSinhPratt = も ( 1 - -_-



Globalhdseedらが意 峭

dttditsinhfa_DO.it?i
EE



Poiucare Ads
-

が こ が (dttd_idxe.ee ) 2
スケール不変性

麨i孼
鬱

Hte に 長きだがヶを

1/
' IT

Metric が Zw で 発散

⇒ と こ た慧
↳ CFTの 紫外カットオフ と同じ



Ad51した 対応 (Matra "か なだが理論
rse 㩮+
TAdSan の 重力理論 = 2 (Adh) 上 のCFT

→
u o

幾何学対称性 50に、M ) -_- た形対称性 Sosa)
一致する

、

※超弦理論 から の AdSKET
.

がいたが翯ヶ之一理論Back reaction 。
閉弦

「 船を ch
趯 爽

. . 1 4日 に40(N) SuperYangMD
N枚の 1)3-brane Ad55× 8

5



D3 -brane解 (ブラック ブレーン解 )
Terence t.li

3

d5 = de t THE (drtrdrj )
tい

ル) = 1 + 書 、
1阼 4たが心 がしっとり
一

→ d5 - I (どを) t が 笇 + ではが
い) o い
Near honizonl.me thine

Laser

Ass × S S

パラメータ の 対応
_.si g.si , f -彧はせた)

t Hot結合定数

古典動近似で強かっ た燧の 1 強結合
を適用できる 。 RG n → Nが ラジN

"嵆して揫た



Ad51した の対応関係 ( Bulk -Boundary Relation)
TT GkPW

(u) (0) 10) 10) (01

1032動くが、

_

か = 2
に、
(和興

Bdy での億 外場

は自爾が で 無名にいい = h
かが)

べでい

た 典動近似で
、 2動き で

燄筠が
、
べが)

で竹鯉燻煥迦
S.は)+仏州が訓

TE L _ 、 「



6○ ホログラフィック エンタングルメ シド エントロピー (HEE)

(6-1) Motivation

Question : CFTの 部分領域 A内
の情報は 、

Ads の どの領域の情報に対応するか?

、
/

こんな 感じ ? も 最近
では

、

エンタングルメ人

(面] 定量高には
、

物𡑭がで漿で、

必要

t.tn/nft 作-焰

漸近的 Ad5時空
EE を 考えよ う !
(量子情報量 )



(6-2) HEE 公式 Ver 1
.

笠 ・高柳 2006

時間一定面 をとって

☆鼺箚た時室 やお が [闘2Tの 場合 「A

/ 1
極 曲面っ直が ここで 時は

、
d次元曲面で、

余次元2国健爾へ一
安
咖 然でしたが膸)

Bf
'Z を 満たす

、

t.io



(63) HEEの 基本的性質

(a) 面積則
この bdy

今 澔がら
では"一判

dominant AM こ が! 長 らが
た

B 、一つ で
A (か

な

a SA こ 紫T.TT?iEaw!
同時

、 SA = 5 , ( 全体 が Pure State
の場合)

も 明らか



(b) CFた の場合
X
へ 小 曲面

ii.※ 鬱鬱鸝、

Z2

d51
た =
Ris dで

では4で)

AN) = 2Rx と気点 次能)
が

' Sn = f logt) ことで Brown-He

meant関係式
2日 CFT の結果と 一致 にも見 を用いた

。



(C) 強劣加法性の証明 [Hendrick -高柳 20的 ]

剛鷚
臼 +血 に 臼垣



(d) 木目車を移 [Hendrick 20 1 0 ]

A = A.UA、 ( discovered Sum ) の場合

痱) で劇 → 面積の 小さい 方 をとる 。

IIA、况に的なが、Az

この相転移 は
一 期では岫膈disc.mectedホログラスの CET
\

ラ ・ジル ・ 強結合 ftp.T?
に 特有である ! 相転移



Monogo.my of Mutual Information
egg

[Hayden -Hendrik
-Mahoney 20 い J

た (べがく ) - IIA :B ) +I (Aire) - I (ABC)
= SA +多 +5c -5叨 -SBc - 5a t SAB(
1, ll

Monogo.my
: I (AID と IIA :B) t I(べり

理想的な エンタングルメント測度が満たすべき性質
しかし 、MI は一般に Monogo.my を破る (古典相関
例、 GHZ 1 4) こ だ(100 00)+1いい)

も入るかろ)

しかし 、 HEE (古典動 の ANAEt ) では 、
Mono gain※成立

。

TTT

眇間 がながや興
ESが多い名 い



(e) Pure State VS
.

Mixed State

豳 ・

名も SB
(Mixer State である ことと適合 )

|から息蝱留だた。、

M.なS批弘に

の拡張

軔|まい、

広を伝を所 (Singles

→ 5が多 |選はい た滃



(f) ThermoField Double状態 ( TED状態 )

ITFD) - EEE鄖川のに

導い
た | ?※に「 おたけ破城

極が曲面 = 玹はない
Horizonどどだいけが $ = 518D = 5BHf = I TED '

} torrentz.cn
(Realtime

euduti.nl#yEndid→ぼげ州syyJio が初



(6-4) HEE の 導出 にewkowycz-Maldaer.cn 20門

自らば 地が溶い てい たで

/
「A 埤 = 一彧は(R -21)と

し d

か洗いなしで 銭 斌響
tnx

がい た = 一言 は島hi 忒5時だが、

Smoothに

し

、𧄹 Einstein eb.ES IG。 → 85ぺ (極小曲面)



(6-5) HEE公式 Ver? [HabenTaman i -高柳、oon]

一般に 時間 に 依存する 漸近的 Ad 5時 空 の HEE

を 計算 する公式 ( Co variant HEE) :
非平衡

らが蕑智選の饜:靄
terrae unsere

と ↳ Lorentz ian Ads の 中 での七 同 Extend

「印 纃き爕 極値曲面になさない
rnsz その 中 で面積が最小
nx

のもの を 選ぶ



HEEIiver2.net → Ver 2 と等価
[ Wall 2012]

少 戀!鸚
す

たつと※ :難で
一 を 含む任意の璪に!!

Adam



強劣加法性 の証明
一一

Ver 2
'

を 用いる
。

ike
な 曲面

𩻛艦
な絵

。 巒
璐で SABct 名 E SAB +513 c

a



(6-6) HEE 公式 Ver3 [魏瀧綱・中田高柳
2020

た it

Static など期近的 Ad5時空 → ユークリッド化は自明
(M) 次元の 「熊糺 上の極小曲面 戦に)次元全体 の極小曲面

では
、 より 一般に

「

ユークリッド時間 にノエ
で

漸近的 ユークリッド Ads空間| の 極小 曲面 は
、
何は𥫣

実は
、
この答え は

、
EE の 定義を拡張 した もの

( Pseudo Entropy と 呼ぶ j



t.me/Fi.iyi::::さ𨫍大神

Transition Matrix TA = たけき漼)
Pseudo Entropy SE -Tlnlogな )
を 導入 する と

si = 慆や、楽」



1 6 - 7) 高次元 (FT の HEE

/ 例
:か が in Citationが

'

PPT が給 が

dttdxit-t_i_szeaitxit-txisia.ieが姿 に鬱嵐𣜌
こ で生性の間で

、 魋に奇 t.ttだ
wnn dtに偶 tq.bgせ) + const、
面積則 で形でマリー



(6-8) HEE へ の 補正

si 灬興 1 Yで
は 笑っ Einstein動 蝥が古典作用の

運動方程式の解 での近似 !
補正を 入れる と 。 一般に 、

名将雌嶒掀州 でい +0(anJoint
量子動補正

弦理論の 補正
(非局所的Quantum

External Surface



(i) 高階微分項 の補正 (弦理論効果の 補正)

た、 -.-忒」 は [R - 2 1坡を 一 ]
特に 、

ガウス様型山入( Thea - 4が無いが)
の時 は

.

劂べ 武 は源は 1 1 + 2図
は上の

intrinsicな曲率



(ii) 量子動 の補正
One to op 0(1) まで の 補正は

、

SA =

A (ぼ)
でい

た。

+5啓 と翲
ーー

[Faulkner - Lewkowycz

0 (Gil) Bulk 重力 を RFT - Mddaana 20町

と見た時 の EE

儞が た絮:環した袋袋ででき



(6-9) Entanglemene Wedge ( EN)

CFT の領域A やAI対応 I

Ad S の 領域MF がいれ

MAMA内 の 動理論 の 低エネルギー情報は
、
PA に記録されている

。

これを
、

Entanglemene Reconstruction と 呼ぶ
。

※ 但し
、
時間に 依存 する 背景では 、

STR

Covariant に 、 右 図の ように 、

A穪)間EW を 定義する
。 sgs



SE = 撮 + 呟き た どで
「

→ HF -.-
べ

+ H
砒

4G MA

動などもド→ AEEEEE 可E動のModular Hamiltonian

後て .SI?nlTPi)S)が成り立つ、

PA と PMA の 言誠別は同じ日 [Jafteristewkowya
"○ S ( PAI A ) = △HF_ △5が「

-Madonna -Sun 2015]

1 :攣、鼷:攣ばり



1 6 - 1 0) EW の 相転移

PAB に 対応 する EW を 考える
.

A (開〗シ(罇・ A
/

。爽! "蘞
i.
Disonnetted EW

Connected

EWI(A , 13 ) w
ILA

,
13 ) > o



(6-11) EW と Q.EC

PAB c の EW を 考える

鱲藏ら鑼誠/1 1がnte
P の 情報は

、 AB から再構成 できるが
、
た

から は 、再構成 不可 !
→ 量子誤り 訂正 符号 (Quantum Error Connecting Code) と類似!



(6-12) Hd 。graph ic Eutangkmem of Purification

EW の最小断面積

蘞たで.in?::.!....C0njI
[梅本 高柳

、

Swingleet.nl 、 、
20 17 ]

Eパ啡第
Entangkmem of Purification



EntangkmeneotPurificatio.ee (ER )

HRHB → Ha 制の Hi Hが

PAB 14た昭が i Purification

E. いが 三 篦鼠点 8門の
質で、 Ep Vn ) Z II (AB) が知られているが 、

山 "
ANNE Alan A (い t A KAB)

A匪が魳)B AND EA(かな (d) t A (幼 )

の

両辺足して
、
SA十分 ESAist 2 Ep か

c た と Hdogmphicに 示せる 、



(6-13) Einstein 方程式と EE の 第 一法則
例 として

、
Ad541にら を考える

.

d5 = 登 ( dで 紙は心 dがが ) が0
.に

漸近的 Ads 計量

の 1次 摂動 生に しけんし い
_

いる ) を 考える
.

1微小

※]がる
無して新築 し摂動 の 1 次 )

鬭えー誌だ薪劇05地

・ Hot Energy Stress Tensor

• CISA が 大望たいちがた)



これらは
、
EE の 第 一 法則

△SAE △ HA

Hnに心が) = 2大 ft州に必ずとり たいちまた)
は一唯l
T

から 従う !
Aの中心点

Einstein 方程式 の摂動 = EE の 第一法則



⑦ Entanglement Wedges from CFTs

梅本-鈴木-高柳 arXiv: 1908.09939 [PRL 123(2019)22, 221601] 
梅本-楠亀-鈴木-高柳 arXiv: 1912.08423 [To appear in PTEP]

内容

[7-1] Introduction
[7-2] Bures Information Metric
[7-3] Single Interval Case
[7-4] Double Intervals Case
[7-5] AdS/BCFT Case
[7-6] HKLL States
[7-7] Conclusions

AMFT を仮定 せずに
CFT から

、
EW の存在

を 導出 したい !



Main claim

CFT Wedges = Shadows of Entanglement Wedges

Purely defined in CFTs from the information metric.
Exists only in holographic CFTs.

We also suggest

Bures Information Metric in CFT ~ Time Slice Metric of AdS



[7-1] Introduction

One of the basic mechanisms on how AdS/CFT works,  is  
Entanglement Wedges (or Subregion-Subregion duality).

gravity AdSin       
  CFTin    

MA

A

ρ
ρ
⇔ A ΓA

MA Minimal 
Surface

Time slice of AdS

[Czech-Karczmarek-Nogueira-Raamsdonk 2012, 
Wall 2012, Headrick-Hubeny-Lawrence-
Rangamani 2014]

Which bulk region is dual to a given region A in CFT ?
⇒ Entanglement Wedge (EW):  MA



EW for Disconnected Subregions

A BA BΓA

ΓB

ΓAB
0):(I =−+= ABBA SSSBA

0):(I >BA

MB

MAB

MA

MAB=MA∪MB, ΓAB= ΓA∪ΓB



In this talk, we would like to start from (holographic) CFTs
and derive the entanglement wedge geometry in the CFT
language.  (i.e. postpone the use of AdS/CFT to the end.)

Our argument will clarify how entanglement wedges
emerge from reduced density matrices in CFTs. 

For this purpose we study locally excited states in 2d CFTs:

𝝆𝝆𝑨𝑨 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 =Tr𝑩𝑩 𝑶𝑶 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 | ⟩𝟎𝟎 ⟨𝟎𝟎|𝑶𝑶†(�𝒘𝒘,𝒘𝒘)

w=𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝜏𝜏 is the coordinate of complex plane 𝑅𝑅2.

𝑶𝑶(𝒘𝒘, �𝒘𝒘):  A primary in 2d CFT with (chiral) conformal dim. h



A

ΓA

O(w)

O(w)

O(w’)

O(w’)

Boundary

Bulk AdS

P P

τ=0 time slice

𝝆𝝆𝑨𝑨 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 =Tr𝑩𝑩 𝑶𝑶 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 | ⟩𝟎𝟎 ⟨𝟎𝟎|𝑶𝑶†(�𝒘𝒘,𝒘𝒘) and its Dual

ρA may include the information of O(w) but not of O(w’). 

In this talk we always assume

1 << h << c   .             

Geodesic Approximation
(enough localization) Negligible 

Back-reactions



[7-2] Bures Information Metric

To study distinguishability of quantum states, consider 
a distance measure between density matrices ρ and ρ’.

Especially we focus on the Bures distance:

𝐷𝐷𝐵𝐵(𝜌𝜌,𝜌𝜌′) 2 = 2 − 2Tr 𝜌𝜌𝜌𝜌′ 𝜌𝜌

When the states are pure, we have 

𝐷𝐷𝐵𝐵(| ⟩Ψ ⟨Ψ|, | ⟩Ψ′ ⟨Ψ′|) 2 = 2(1 − | Ψ Ψ’ |).



Assume density matrices depend on parameters λi, 
denoted by ρ(λ). The Bures metric is defined as follows:

Quantum Cramer-Rao Theorem

𝑑𝑑𝑑𝑑2 ≡ 𝐷𝐷𝐵𝐵(𝜌𝜌(λ),𝜌𝜌(λ + 𝑑𝑑λ)) 2 ≅ 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑λ𝑖𝑖𝑑𝑑λ𝑖𝑖

δλ𝑖𝑖δλ𝑖𝑖 ≥ 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖−1

Errors in estimation of values of λi
based on quantum (POVM) measurements of ρ(λ)

[Heldstrom 1976]



Warmup example: Pure States in CFTs

Consider  the locally excited state

The Bures distance is computed as  

The Bures metric reads (w=x+iτ)    
Coincides with 
the metric on the
time slice of AdS

up to normalization

⟩|Ψ(𝒘𝒘) = 𝑶𝑶 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 | ⟩𝟎𝟎 .

𝐷𝐷𝐵𝐵(| ⟩Ψ(𝑤𝑤) ⟨Ψ(𝑤𝑤)|, | ⟩Ψ(𝑤𝑤′) ⟨Ψ(𝑤𝑤′)|) 2

= 2(1 − | Ψ(𝑤𝑤) Ψ(𝑤𝑤′) |).

| Ψ(𝑤𝑤) Ψ(𝑤𝑤′) |=|𝑤𝑤 − �𝑤𝑤|2ℎ|𝑤𝑤′ − 𝑤𝑤′|2ℎ|𝑤𝑤 − 𝑤𝑤′|−4ℎ .

𝒅𝒅𝒔𝒔𝑩𝑩𝟐𝟐 =
𝒉𝒉
𝝉𝝉𝟐𝟐

(𝐝𝐝𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝝉𝝉𝟐𝟐)

Primary with 
conformal dim. h



O(w)

O(w)

O(w+dw)

O(w+dw)

Boundary
Bulk AdSP P’

τ=0 time slice

Information Metric ∝ Geometric Metric in Gravity Dual

However, the info. metric is universal for any CFTs.
⇒ The situation largely changes for ρA as we will see.  

D(P,P’) = larger 
⇒ Easier to distinguish 

P and P’



[7-3] Single Interval Case

Consider the reduced density matrix 

We choose A to be an interval A=[0,L] on      .

We would like to calculate its Bures metric.

As a first step, let us start with the computation 
of `Renyi version’ of Bures distance:  

𝝆𝝆𝑨𝑨 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 =Tr𝑩𝑩 𝑶𝑶 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 | ⟩𝟎𝟎 ⟨𝟎𝟎|𝑶𝑶†(�𝒘𝒘,𝒘𝒘) .

𝑅𝑅2

Tr 𝝆𝝆𝝆𝝆′

Tr 𝝆𝝆𝟐𝟐 Tr 𝝆𝝆′𝟐𝟐
≤ 𝟏𝟏.𝑰𝑰 𝝆𝝆,𝝆𝝆′ =

𝑰𝑰 𝝆𝝆,𝝆𝝆′ = 𝟏𝟏 ↔ 𝝆𝝆 = 𝝆𝝆′ .

Cf.  2 − 𝐷𝐷𝐵𝐵(𝜌𝜌,𝜌𝜌′) 2

= 2Tr 𝜌𝜌𝜌𝜌′ 𝜌𝜌

Primary with 
conformal dim. h

[Introduced by Cardy 2014]



We can calculate               by pasting the w-plane for ρ
and that for ρ’  via the conformal map:                         .

Tr[ρρ’]

𝒛𝒛𝟐𝟐 =
𝒘𝒘

𝒘𝒘− 𝑳𝑳



ρ= ρ'=
AA

w1

w4

w3

w2

w1

w2

w3

w4

z2

z1

z3

z4

z2z3

z4 z1

Tr[ρρ’]=

w-plane

z-plane

w-plane

z=z(w)

0 L 0 L

|w-L/2|=L/2 𝒛𝒛𝟐𝟐 =
𝒘𝒘

𝒘𝒘− 𝑳𝑳



I(ρ,ρ’) in 2d Holographic CFTs

The 4-pt function 𝐹𝐹 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3, 𝑧𝑧4 = 𝑂𝑂†𝑂𝑂𝑂𝑂†𝑂𝑂 is given 
by applying the generalized free field prescription: 
𝐹𝐹 ≈ |𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2|−4ℎ|𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧4|−4ℎ + |𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧3|−4ℎ|𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧4|−4ℎ.

Trivial Wick Contraction Non-Trivial Wick Contraction

⇒ Always 𝑰𝑰 𝝆𝝆,𝝆𝝆′ = 𝟏𝟏
⇒ 𝝆𝝆 = 𝝆𝝆′ .
(i.e. Indistinguishable)

⇒ In general, 𝑰𝑰 𝝆𝝆,𝝆𝝆′ < 𝟏𝟏
(i.e. distinguishable)



Having in mind the information metric, we take w ≈ w’.

[i] Case 1: the trivial Wick contraction is dominant: 

w ∉ Entanglement Wedge 

[ii] Case 2: the non-trivial Wick contraction is domiant:

w∈ Entanglement Wedge

|𝒛𝒛𝟐𝟐 − 𝒛𝒛𝟑𝟑| < |𝒛𝒛𝟏𝟏 − 𝒛𝒛𝟒𝟒| ⇒ 𝒘𝒘− 𝑳𝑳/𝟐𝟐 > 𝑳𝑳/𝟐𝟐

|𝒛𝒛𝟐𝟐 − 𝒛𝒛𝟑𝟑| > |𝒛𝒛𝟏𝟏 − 𝒛𝒛𝟒𝟒| ⇒ 𝒘𝒘− 𝑳𝑳/𝟐𝟐 < 𝑳𝑳/𝟐𝟐

𝝆𝝆𝑨𝑨 𝒘𝒘 and  𝝆𝝆𝑨𝑨(𝒘𝒘′) are indistinguishable !
Always we find I(ρ,ρ’)=1.

𝝆𝝆𝑨𝑨 𝒘𝒘 and  𝝆𝝆𝑨𝑨(𝒘𝒘′) are distinguishable !
I(ρ,ρ’)=1  only when w=w’.



AΓA
O(w)

O(w’)

O(w’)

Boundary
Bulk AdS

P P

τ=0 time slice

O(w)

𝒘𝒘− 𝑳𝑳/𝟐𝟐 < 𝑳𝑳/𝟐𝟐

CFT counterpart of 
Entanglement Wedge

A Sketch of Entanglement Wedge from CFTs



I(ρ,ρ’) in 2d Free Scalar CFTs

As a comparison, consider the massless free scalar CFT 
in two dimensions. We simply choose O to be

In this case we find (z1=z, z’3=-z’)

𝑶𝑶 𝒘𝒘, �𝒘𝒘 = 𝒆𝒆𝒊𝒊𝜶𝜶𝝋𝝋 𝒘𝒘,�𝒘𝒘 . 𝒉𝒉 = 𝜶𝜶𝟐𝟐/𝟐𝟐

𝑰𝑰 𝝆𝝆,𝝆𝝆′ =
|𝒛𝒛 + 𝒛𝒛′|𝟐𝟐|𝒛𝒛 + �𝒛𝒛||𝒛𝒛′ + �𝒛𝒛′|

𝟒𝟒 𝒛𝒛 𝒛𝒛′ |𝒛𝒛 + �𝒛𝒛′|𝟐𝟐

𝟒𝟒𝒉𝒉



Holographic CFT Free Scalar CFT

A
w=1+0.1i

0 2

A
w=-1+0.1i

0 2

A
w=1+2i

0 2

Plot of I(ρ,ρ’)



Bures Metric in Holographic CFTs
To be exact, we need to calculate the Bures metric.

We introduce

We compute the Bures metric via an analytical continuation:

To evaluate Anm, consider the map:

𝑨𝑨𝒏𝒏,𝒎𝒎 = Tr 𝝆𝝆𝒎𝒎𝝆𝝆′𝝆𝝆𝒎𝒎 𝒏𝒏 .

𝑨𝑨𝒏𝒏=𝟏𝟏𝟐𝟐,𝒎𝒎=𝟏𝟏𝟐𝟐
= Tr 𝝆𝝆𝝆𝝆′ 𝝆𝝆 .

𝒛𝒛𝒌𝒌 = 𝒘𝒘
𝒘𝒘−𝑳𝑳

, k=(2m+1)n

𝑨𝑨𝒏𝒏=𝟑𝟑,𝒎𝒎=𝟏𝟏 =
[See also Lashkari 2014-15, Sarosi-Ugajin 2016-18 for relative entropy]



Trivial Wick Contraction (Outside EW:  |w-L/2|>L/2)

Non-Trivial Wick Contraction (Inside EW:  |w-L/2|<L/2)

A1/2,1/2=1, 
DB(ρ,ρ’)=0
Trivial metric

Reproduce 
the time slice of AdS



Other examples of Bure Metrics in Hol. CFTs

[1]  Hol. CFT on Cylinder

[2] Hol. CFT at Finite temp.

𝒅𝒅𝒔𝒔𝑩𝑩𝟐𝟐 =
𝒉𝒉

sinh𝝉𝝉 𝟐𝟐 𝒅𝒅𝝉𝝉𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒔𝒔𝑩𝑩𝟐𝟐 =
𝒉𝒉 𝟐𝟐𝝅𝝅/𝜷𝜷 𝟐𝟐

sin𝟐𝟐𝝅𝝅𝜷𝜷 𝝉𝝉
𝟐𝟐 𝒅𝒅𝝉𝝉𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒙𝒙𝟐𝟐

Agrees with  
Global AdS

Agrees with  
Global BTZ



Bures Distance/Metric in free scalar CFT

A
w=1+0.05i

0 2 A
w=1+0.2i

0 2 A
w=1+0.8i

0 2 A

w=1+2i

0 2

We choose
𝑶𝑶 = 𝒆𝒆𝒊𝒊𝝋𝝋
(𝛂𝛂 = 𝟏𝟏)



[7-4] Double Intervals Case
Let us move on to a more complicated case where 
the subsystem A consists of double intervals in 2d CFTs.
We choose A as A=A1∪A2,  A1=[0,s] and A2=[l+s,l+2s].

Comformal Map:
from a cpx plane 
with two slits 
to a cylinder

[e.g. Rajabpour 2015]

J J

J

𝑧𝑧 = 𝑓𝑓 𝑤𝑤 = 𝐽𝐽(κ2)
2

− 𝐽𝐽 κ2

2𝐾𝐾 κ2
sn−1(�𝑤𝑤, κ2),



z2

z1

z3

z4

z2z3

z4 z1

π

-π

0

Re[z]
-J 0 J

Im[z]

ρ= ρ'=A1

w1

w2

w1

w2
A2 A1 A2

w3
w3

w4w4

Computation of Tr[ρρ’]

= a Torus



A1 ΓA

Boundary

Bulk AdS

τ=0
time slice

A2
O(w1)

O(w2)

P

Connected
Phase

There are two phases 
depending on the torus moduli.
[As in mutual information for double intervals:

Headrick 2010,   Hartman 2013,…]     

(i) Connected Phase
J < 𝜋𝜋 (𝑜𝑜𝑜𝑜 κ <3-2 2)

(ii) Disconnected Phase
J > 𝜋𝜋 (𝑜𝑜𝑜𝑜 κ >3-2 2)

𝑂𝑂†(𝑧𝑧)𝑂𝑂(𝑧𝑧′) ≈ Sin
𝜋𝜋(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)

2𝐽𝐽

−4ℎ

𝑂𝑂†(𝑧𝑧)𝑂𝑂(𝑧𝑧′) ≈ Sinh
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′

2

−4ℎ



(i) Connected Phase
J < 𝜋𝜋 (𝑜𝑜𝑜𝑜 κ <3-2 2)

(ii) Disconnected Phase
J > 𝜋𝜋 (𝑜𝑜𝑜𝑜 κ >3-2 2)

Again, there are two possibilities: 
Trivial Wick contraction and Non-trivial Wick contraction

Sin
𝝅𝝅(𝒛𝒛𝟐𝟐 − 𝒛𝒛𝟏𝟏)

𝟐𝟐𝟐𝟐 > Sin
𝝅𝝅(𝒛𝒛𝟑𝟑 − 𝒛𝒛𝟐𝟐)

𝟐𝟐𝟐𝟐

Non-trivial 
Contraction 
is favored

Sinh
𝒛𝒛𝟐𝟐 − 𝒛𝒛𝟏𝟏

𝟐𝟐 > Sinh
𝝅𝝅(𝒛𝒛𝟑𝟑 − 𝒛𝒛𝟐𝟐)

𝟐𝟐𝟐𝟐



(i) Connected Phase (κ=0.1)

(ii) Disconnected Phase (κ=0.2)

w-plane~

Numerical Plots of Regions of Non-trivial Contraction

Actual EW



Entanglement Wedge in AdS

Wedge from I(ρ,ρ’)

A1 A2

The distinguishability analysis for I(ρ,ρ’) reproduces 
correct entanglement wedges up to a few percent errors.

Entanglement Wedge in AdS

A1 A2

The wedge from I(ρ,ρ’) satisfies

(a) the wedge for A1∪A2 ⊃ the wedge for A1 (or A2)
(b) the wedge for A is the complement of that for A

Wedge from I(ρ,ρ’)

C



We expect these small deviations are because we employ 
I(ρ,ρ’) instead of the Bures distance DB(ρ,ρ’).

Indeed, the following heuristic argument shows the Bures 
metric reproduces the genuine Entanglement Wedge:

𝑨𝑨𝒏𝒏=𝟑𝟑,𝒎𝒎=𝟏𝟏 =

Slit of A2

can be negligible 
in n=m=1/2 limit !

Slit of A1[Kusuki-Suzuki-Umemoto-TT, in preparation]] Bopseepposrsessshnoess



[7-5] AdS/BCFT Case

Consider a quantum state in BCFT:  ⟩|Ψ = 𝑒𝑒−𝛽𝛽𝐻𝐻/2 ⟩|𝐵𝐵 ,
which describes a global quantum quench.

The calculation of                  can be done by the mapping: Tr[ρρ’] 

𝜁𝜁 = 𝜋𝜋
𝐾𝐾 1−κ2

sn−1(𝑦𝑦, κ2)

y= 𝑒𝑒
2𝜋𝜋
𝛽𝛽 𝑤𝑤

A=[0,L] κ = 𝑒𝑒−
2𝜋𝜋
𝛽𝛽 𝐿𝐿

Boundary |B>



Wick Contractions of  Tr[ρρ’]～ 𝑂𝑂1𝑂𝑂2𝑂𝑂3𝑂𝑂4 i.e. 4pt function

This vanishes if
Bdy 1pt function 
is zero.

To correctly probe the bulk by local operator, 
we assume the bdy 1pt function in BCFT is zero !
[Even for pure states, we cannot probe unless <O> =0.]



CFT wedges for I(ρ,ρ’)

Entanglement 
Wedge in AdS/CFT

Shadow of EW

CFT wedge of I(ρ,ρ’)

Very small 
deviation !

CFT wedges of Bures metric 
agree with true EWs in AdS

Disappear if 
bdy 1pt-function
is zero

“Island”



[7-6] HKLL States (Speculative Argument)

The quantum Cramer-Rao predicts 

However, in the actual AdS/CFT predicts 
a sub-AdS scale resolution of coordinate values:

This is because the operator 𝑂𝑂(𝑤𝑤, �𝑤𝑤) is not precisely 
dual to a fully localized bulk excitation.

δ𝑥𝑥𝑖𝑖δ𝑥𝑥𝑖𝑖 ≥ 𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖−1~𝑂𝑂
1
ℎ

.

δ𝑥𝑥𝑖𝑖δ𝑥𝑥𝑖𝑖 ~𝑂𝑂
1
𝑐𝑐2

.



The actual bulk local excitation is described by the HKLL 
states (2d CFT on a cylinder):

The Bures metric reads 

| ⟩Ψ𝛼𝛼 𝜌𝜌, 𝜃𝜃 = 𝑈𝑈 𝜌𝜌, 𝜃𝜃 � 𝑒𝑒−𝛿𝛿�𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶� 𝑒𝑒
𝜋𝜋𝑖𝑖
2 �𝐻𝐻𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶| ⟩𝐽𝐽𝛼𝛼

Global Ishibashi State
[SL(2,R) boundary state]

UV regularization
(for descendants)

[Miyaji-Numasawa-Shiba-Watanbe-TT 2015]

Unitary by SL(2,R)
which changes 
localized points

𝒅𝒅𝒔𝒔𝑩𝑩𝟐𝟐 = 𝟏𝟏
𝟒𝟒𝜹𝜹𝟐𝟐

𝒅𝒅𝝆𝝆𝟐𝟐 + sinh𝟐𝟐𝝆𝝆𝒅𝒅𝜽𝜽𝟐𝟐 .



(i) From our previous analysis, we expect Bures metric 
for the reduced density matrix ρA is the same as that for 
the pure state                      if the point is inside the wedge.

(ii) Moreover, since we consider large c CFTs (Hol. CFTs), 
it is natural to take δ~1/c.  

If we assume these speculations,  we find the Bures metric
for reduced matrices of HKLL state:  

This agrees with the correct metric of global AdS and 
the expected resolution: 

| ⟩Ψ𝛼𝛼 𝜌𝜌,𝜃𝜃

𝒅𝒅𝒔𝒔𝑩𝑩𝟐𝟐 ≈ 𝒄𝒄𝟐𝟐 𝒅𝒅𝝆𝝆𝟐𝟐 + sinh𝟐𝟐𝝆𝝆𝒅𝒅𝜽𝜽𝟐𝟐 .

𝜹𝜹𝒙𝒙𝒊𝒊𝜹𝜹𝒙𝒙𝒋𝒋 ~𝑶𝑶 𝒄𝒄−𝟐𝟐 .



[7-7] Conclusions
• In this talk, we presented an approach using the Bures metric 
DB(ρ,ρ’) to detect entanglement wedges directly from CFTs.  

• We found that the large c property of holographic CFTs plays a 
crucial role for the emergence of EW.  [Generalizations to higher dim. 

CFTs,  AdS/BCFT,  and TFD etc. are also possible. See forthcoming paper]

• We can perfectly reproduce the EW for a single interval.  For 
double intervals, the Renyi-like measure  I(ρ,ρ’) reproduces the 
correct EW up to a few percent errors. On the other hand,  the 
Bures  metric in CFTs correctly reproduces the actual EW. 

I(ρ,ρ’)~Tr[(ρρ’] 
F(𝝆𝝆,𝝆𝝆′) = Tr 𝝆𝝆𝝆𝝆′ 𝝆𝝆 Probe low energy (Code Subspace)

Probe both low and high energy 〗


