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統一理論としての超弦理論

超弦理論 � 	つの相互作用を統一的に記述する理論の最有力候補
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�����の発見 � 双対性による �種類の超弦理論の統一
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超弦理論を統一的に捉えるために、超弦理論の構成的定義が必要
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構成的定義としての行列模型
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場の理論及び超弦理論における非摂動領域の記述

場の理論 超弦理論

格子ゲージ理論 弦の世界面の離散化

���� � ��
による �
�
展開 行列模型による記述

� �次元以下の重力の量子化� ���
���� ��� ������
 ��������	� ���������� � �

�次元以下の ����������� �����について、宇宙項のある理論として量
子化可能
全ての�������面の �����の値について ����� ������������� を計算
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�!��は ���"#�
�
#�� ��
��についての時空の次元。���"#�
�
#�� ��
��では $
�%	
��� &���はもはや

��%��自由度ではない。よってこれが更に �次元の空間たるの役割を果たす。

� ���$�� %����������� � �� ��	
� ����� ���	� ���������� '�

� ! �次元時空における ������� �����を、&��$ �'���を多角形の張
り合わせとして離散化による近似して記述。
�!�この方法は %�����
��に関しては、����
#�ゲージ理論における ()(*および #+
��� ,��&
��の再

現と同様の困難により、拡張することが出来ていない。

� 非摂動領域における行列模型の厳密解
-�.��/
� ��� 0�1���/�2�	 ���	� 
��� ������������ � �''

�������� �'���� ! � � 3
���4�� �� ! �� �� � � �� の場合に関して行列模

型を厳密に解いた。

� � ! ����� ��(�� �� � ! � � " ���
���

� 上記 )�����(�方程式の漸近解によって求めた ����� ������������� 

は、
����� ��$ *�&��の結果に一致。

���� ! �� �

�
��� �� ���

では、現実の�������� �����	に対してはどうしよう？
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������� �����の行列模型
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������系の作用の行列正則化
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この理論は、��次元の � �� ��/の弱結合領域でかつ非相対論的領域を見て
いるに過ぎない。

�

�

�

�
�**% ��$�� � � �� ��+の0��� -�'&�1 ������の行列正則化

<�=+
>�+
� ������
� *��
��/��� ��� 1�6%#+
?� �������������� ��� � ��	
������������	�	��


 ! � �

��
�����

�

	

��
���8 

2��� ��3
� "

�

�
4�

��
�8 

5�2��� �3�

� 作用が積分を含まず、経路積分が普通の積分で表せられる。
� � �� ��超弦理論の持つ、� ! � -6-7を再現する。

� +�&������% @ Æ����� 8 �A�;�� Æ��� 8 �
�;

�� 9��� �� :�

� 
�+�&������% @ Æ����� 8  � Æ��� 8 �

� 9Æ
���
� � Æ

���
� :�� 8 ��A�;��� 9Æ

���
� � Æ

���
� : 8  

������� それぞれの ����変換について つの経路の差を取ればよい。
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� 一つの行列が多体系、およびその相互作用を記述する。
� 理論は #�� �������を持たない。 �� 	 �
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�
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我々の研究のテーマ �新しいタイプの行列模型の研究
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� ��
�は ��������.であり、この行列模型は ������� :��$と #�������

:��$が一つの���������の中に内包されている。

� この行列模型では、��������.の中に、� � �行列が内包されてい
るという立場をとる。

N*N matrix

m=

N*N matrix

32 blocks

ψ=
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� ��
�は、今のところ �������� ��、��������� ��、�����;� �;� ��の<��

������を想定している。
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 および �の各成分は全て '������� � ��行列。
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の各係数 �� ��� � � � ��������� 及び � �の各成分は全て +��&
�
�� � �� &���
C。

� ������5�� 
�及び �����5�� 
�理論においては、 A 8 �;�の意味である。

� 具体的な作用の形は次の通りである。
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���������;
������� の各係数は +��&
�
�� � �� &���
C。

� � 及び �� 8 ��4 �
���������;

������ 4 �
	���������;

������� の各係数は、���
"+��&
�
�� � ��

&���
C 。

� ,��&
�� は、+��&
�
�� ����と ���
"+��&
�
�� ����の和に分解することができる。

� 複素化した理論では、 A 8 �;� の意味である。

� 具体的な作用の形は以下の通りである。

� 8
�

��
�	�����	�� � 5� A� � 5�� A � ���

以下では下記のごとく記号を用いることにする。

� �は時空の第十成分を表すものとする。

� ���������	
の ����	�な部分に関しては、次のような記号で表すものとする。

� � � ��� � ��� �� � ��� �� � ���� ��� � ���� 	�� � ����

� 
��� � ����� ���� � ������ ����� � ������ ���� � ������� ������ � ������
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����� /�����の持つ「夢」

� 従来の理論体系の内包および統一 �

� 理論をしかるべき真空の回りで展開することで、�**% ��$��や
+,-- ��$��を取り出せるかも知れない。

� 一般相対論における ���� ��(�� をも内包する可能性も秘めている。

� 時空を ��次元に拡張している �

�**% ��$��では記述しにくかった、
����などの空間の記述も可能
にするかも知れない。

� 作用が行列の �次で表せられる �

� �次は、弦理論における最低次かつ最も #��$�������な相互作用で
ある。

Invariance
Conformal

� -���� ,���$ %'�� と、行列模型の対応が見られるかも知れない。

� �'�� -����� %'�� は、結び目理論の=���� 多項式を用いて厳密
に解けることが知られている。
-� 7
���� ����� ����� ���	� ��� ������ 5��

非摂動領域を厳密に解ける行列模型たりうるのでは？
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� ���� �����との����の対応

��������� ��行列模型

��������� �� 行列模型における -6-7変換

� '���������� � �����'��� � !
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�� による変換。
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つまり、これは Æ���" � ! ��� 4� � � 4��8 Æ���" � ! ��� を与える。

� ��'���������� �作用が ���������$であり ���������で書かれるの
で、#�����の並進 Æ���� � ! �8 Æ���� � !  も -6-7として許される。

� ��������� � 2Æ���" � Æ���� 3� ! ����4 �  4�� 82Æ���" � Æ���� 3� ! �
�������それぞれについて つの経路の差を取ればよい。

� �
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� �4 ��" A �  A"�� ������� �
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� �4 ��" A �  A"�
Æ����� �4 ��"� A 4 A��� � 4 ��A"�

� 
Æ�����  4 �

Æ����

�  4 ���" � ������� 
Æ����

�  ��"
Æ�����  4 ���"

��������� ��行列模型は、#�����を �**% ��$��の �倍含んでいる。で
は、対称性を �$����# するためにどうしよう？

そこで、#�����の �'����� を ��#�と ��'�にわけてみよう！
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このとき消えずに残る ���������は次のとおりであるとわかる。
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� ! �� " !� の組み合わせは、��������� ��������� 2Æ���"�

� Æ�����
3

を ���1��にする。これは �**% ��$��の ��#�に対応する。

� �
���
� ! �� � !� の組み合わせは、��������� ��������� 2Æ���"�

� Æ�����
3

を ���1��にする。これは �**% ��$��の ��'�に対応する。
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�����;� �;� ��行列模型

��������� ��との主な相違点

� 今度は ������が �����$であるため、���(�な #�����の並進によって
��'���������� ����#�������を構築できない。

� #�����には、今度は '�������と �����'�������の成分がある �� !

� " ��!�。よって、#�����の数は �**% ��$��の 	倍である。

そこで、ある古典解およびその周りの揺らぎにわけて考える。

古典解として、" � #!

�
�� �#5

# �

� �

�
��を考える。また、このような古典解

を持つために、������に一次の項を付け加える。
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��������.を古典解と、そのまわりの揺らぎにわけて考える。

� !" � # " ?� !
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# �
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�
��"

�
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� 4� �

�
��

�����'��� � !

�
�� �  

�4 �

�
��による変換を考える。

Æ�� ! 2��� 3 !

�
�� �� 4� � �4 �  � �� � �#5

# 

��4 �" 4 �#5
# � �4 � ��4 � � 4� �

�
��

従って、このときの古典解のまわりでの -6-7変換はこうなる。

Æ�� !  � �� � �#5
# � Æ�� ! �� 4� � �4 �

そこで、諸々の物理量を '������� ����.と �����'������� ����.にわ
けて考えよう！
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� 変換量 � #�����を � ! � " ��! としてわける。

Æ�� ! �� 4� � �4 �

Æ�� ! ��#5
#  � �

�
� !�! " �! !� "

�

�
�  �! � �!  �� �� の '�����部分�

Æ��! ! ��#5
# ! "

�

�
�  �! " �!  � "

�

�
� !�! � �! !�� �� の �����'�����部分�

以下、簡単のために ��の項は省略する。

� 上記の変換量を、'�����と �����'�����にわける。

Æ� �� � ! ��#5
# "

�
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� �! " �! �

Æ� �� �! !
�

�
� �! " �! �� Æ�!�� �! ! ��#5

# "
�

�
� �! � �! �

�!� ここで、Æ���� � Æ
���
� とは、%���#+���� $� 8

�
 �

�A�  

	
8

�
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に対して

+��&
��と ���
"+��&
��な部分を抜き出したものとする。
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� �% : 8 9

�
 ��
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つまり、Æ� 8 Æ
���
� 4 Æ

���
� として分解している。

� 次に、:��$および ����変換を次のようにして組み合わせる。

� -6-7変換 � Æ���� ! Æ� �� " �Æ�!�� � Æ���� ! Æ� �� � �Æ�!��

� #�����場 � ���� ! � " ��!� ���� ! � � ��!

� そうすれば、最終的に次のようにして '����������と ��'����������

な変換を得ることができる。
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Æ���� ! Æ� �� " �Æ�!�� � ���#5
# � ���! 

Æ���� ! Æ� �� � �Æ�!�� ���#5
# " �� �! �
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次に、同様にして �**% ��$��の :��$との �$����:������を行ないたい。
そこで、������� :��$の変換に関して次の式を用いる。

2Æ�� ÆÆ3� ! 22��� �Æ3��" �#5
#3

ここで考えるのは、古典解のまわりの変換であって、揺らぎ �は 1��と
する。これに対して、次の 	通りの ����変換の ���������を考える。
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Æ 3� 2Æ� �� � Æ
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#�  4Æ " Æ4 35�� ! ��
�3
�4Æ�#5

�# " 4 �#5
�#Æ�

しかし、これは消えることがわかる。� 公式 AÆ;�	� 8 �A�;�	Æを使えばよい�

同様にして、次のことが言える。
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� ����Æ � �Æ��

�
� より、両者は同じ -6-7

変換と見做せる。これに対して、
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これを �'���と ������'���にわければ、残る組み合わせは次のとおり。
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� 従って、次の -6-7変換が消えずに残る。
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� ���
	 �����の問題点

����� ������では、古典解のまわりで理論を展開することができない。
問題点は拘束条件が緩すぎて、古典解が多すぎることにある。

�例������ ������では��5
��� " 5#�、$��&5

��&�� " 5#�、%��&'�5
��&'��� " 5#�

の形は、��$� %の如何を問わず古典解となる。

�証明�抽象的に ����� ������の������� ���が次のように書かれるとする。


( !
�

��
���!��

(
)�*+�&!(*��5

�5)5+�

ここで、,���は一般的な構造定数を表すものとする。

これに対して、�!�についての@����<������方程式を解く。

-.�
-��

! 5
��
���()�

*
+�&!(*��5

�5)5+� ! �


�
5�



��5

� -.�
-��

� ! 5
��
5)5+���()�

*
+�&!(* ! �

これに対して、� ! �/��5
/���� " 5/��� が解であったとする。このとき、

�����行列を評価すれば次がいえる。

5/���� " 5#�5/���� " 5#� ! 5/��5/����� 5#��� " 5#� ! �

以上より、� ! �/��5
/���� " 5/���の形は全て解であると言える。�証明終�

このように拘束条件が緩すぎるということは、���' �������を実行して
:��$を��$�展開して �������� ���したいときに 1�� ��$�が多すぎるこ
とを意味する。

結局�
��� ������は不適当なのでは？
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��

これまでの議論のまとめ

� ��������による������� :��$と、�**%��$��の:��$の対応を、-6-7
を調べることで �$����# することに成功した。これは主に ��������

に依存する議論であり、�ある古典解を想定して、それが本当に理論の
古典解であるかどうかを別にして�作用の形は �ほぼ�仮定しない議論
である。

� ����� ������では、古典解の拘束条件が緩すぎて、ある古典解を選んで
そのまわりで ���' �������を実行することが困難である。したがって、
����� ������は不適当であると考えている �同じ議論は 	 次、�次 � � �の
��� ����. ��$��についても言える�。

今後の課題

� 拘束条件が緩すぎないような、適切な ������を ����'する。そのため
にいろいろな ������の作用を試行錯誤してみる。
�次の項を付け加えてみる、&%��
&���
C &���� を考えてみるなど。

� ある程度「孤立した」古典解が見つかれば、そのまわりで理論の ���'

�������を実行して、 �**% ��$��がどのように埋まっているかを調
べる。

�'



以下ではそれぞれの理論に関して、���	�を ����� � �の変数で表した具体形および
その運動方程式について述べる。

�������な項を調べるための諸公式

" #����行列の定義

� ��	���� 代数 � ��
���� � ��
�

� 計量 � �
� � ������ �� � � � � �� �

� 行列の具体型 � �
�
�

�
�� �

� ���

�
� �

��
� �

�
�

�
� �

� �

�
� �

�
�

�
� ��

� �

�

� 第十成分に対する !����行列 � �� � �����	 � � ��


� ���	�� ����� � ���	����
� �  � ���	����� � � 

� ����の公式 � �
�
����
� � ����
������

�

�������
�
�
����
�
��
���
������
�

$ #����行列の積の公式

�
����
��������� � �
����
�������� � �� ����
�������


����
����
��������

� �� ����������	�
��	��	�"�


����
����
����
��������

� �� ����������	�������
������#"�


����
	���
����
	���
��	����� � � � �

ここで、右辺における ��� � � � � �� �� ��� � � ��� の添字は、あらわには書かなかったもの
の、反対称化されているものとする。

�
�
����
� と ���������� の積で残りうる !����行列の階数は下記の表の通りである �イタ
リック体は ����によって得られたものをさす�。

�� ��� ��# ��$ ��%

� �&� #& $&� %&# �& $

�� #& $&�&� %&#& �&$&� �&%&#

�# $&� %&#& �&$&�&� �&%&#& ���&$&�

�$ %&# �&$&� �&%&#& ���&$&�&� ���&%&#& 

�% �&$ �&%&# ���&$&� ���&%&#& �����&$&�&�

��



� %���
��の交換に関する公式

� ���� � ���� ������
� � ����
�� �#����
�� � ����
��� �$����
���� � ����
����

�����,� この議論では転置に関する次の公式を用いる。

�;��� 8 �� ��;�� 8 �;�� ��;�� 8 ;�� ��;�� 8 ;�

ここで、� 8  � �� � � � � �� # である。そうすれば次の式を得る。

;�;�;� 8 �;�

;���;�	�;� 8 ��;���;	�;���;���;��;�� 8 �;	;� 8 ;�	

;���;��������;� 8 ��������;���;�� �;�� � � � �;���;���;�� 8 �������;������� 8 �����������
������

� ;�������

& 8 �� �� �階の ��&&�行列に関しては符号が変わらないことから、次を得る。

�� A"0 8 ��"�;�0 8 ��� �0���;��"� について、転置をとる際に ,��&
��が別の ,��&
��を飛び越したの

で符号が変わることに注意しよう。そうすれば上記の性質より、次を得る。��� 8 �� 0��;��" 8 A0"

�� 以下同様に証明をする。

A";�0 8 ���"�;�;��;���0 8 ���"���;��;�0 8 �� 0���;��;�" 8 �A0;�"

5� A";�	0 8 ���"�;�;�	�;���0 8 ���"���;�	�;�0 8 ��� 0�;�;�	" 8 �A0;�	"

'� A";�������0 8 ���"�;�;��������;���0 8 ���"���;��������;�0 8 ��� 0�;�;�������" 8 �A0;�������"

以上で上記の公式を証明することができた。
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& �	�
��の具体型および運動方程式

��������� ��群の行列の具体形

� �
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4
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A�;���������92�������� � :�
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�B
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これに対して、'����()�!��!�方程式は �	*�な微分によって得ることができる �ここで、
+� ������


���
� � �

�
������������������� の意味である�。ここでは考えるのは古典解なので、,���	�	�

-���は �であるとして考える。
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�������� ��群の行列の具体形
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� �� � � �  ��� %%��������%%��%%%� � ! "� �#�� #�で現れたのと同一の項。

� ���� � � #$���##���$$��##%��#$%��$$%�

� ここで.(����と呼ぶものは、����������で現れる項であり、名前の由来は、�� 	� � �� �

��	�
��

�なる関係式である。
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これに対して、同様にして運動方程式は次のようにして得ることができる。
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�����;� �;� ��群の行列の具体形
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ここで列挙するもののうち、�57�
� .�	% の一次の項を含むものを赤色で表す。
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同様にして、運動方程式は次で得られる。
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