
振動の物理学入門：線型振動の場合

国広悌二著

1 はじめに

拙著「量子力学」（東京図書）への入門的補遺として、振動の物理学の入門的解説を行
う。扱う題材は、単振動、減衰振動、強制振動、（振幅/エネルギー)共鳴現象、連成振動
である。2階の線型常微分方程式および直交行列の対角化の入門にもなっている。

2 単振動/調和振動

2.1 微小振動としての単振動

質量mの質点の力学的エネルギーが

E =
1

2
mẋ2 + U(x), (2.1)

で与えられるとする。ただし、U(x) は位置エネルギー（ポテンシャル）。質点がU(x)の
一つの極小点（平衡点と呼ぶ）を x0とする。質点の持つエネルギーが小さい、すなわち、
E − U(x0)が小さいとき、図から明らかなように、質点の運動は平衡点近傍に限られる。
ここで、U(x)を x0の回りに（テーラー）展開してみる；

U(x) = U(x0) + U ′(x0)(x− x0) +
1

2
U ′′(x0)(x− x0)

2 + . . . , (2.2)

x0が U(x)の極小点であることより、

U ′(x0) = 0. (2.3)

したがって、変位X = x− x0の２次まで取る近似のもとで、

U(x) ≃ U(x0) +
1

2
U ′′(x0)(x− x0)

2, (2.4)

= U0 +
1

2
kX2, (2.5)

となる。ただし、

U0 = U(x0), k = U ′′(x0), (2.6)
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と置いた。

すると、力学的エネルギーは

E =
1

2
mẊ2 +

1

2
kX2 + U0, (2.7)

となる。（注；ẋ = Ẋ。）

この時の質点の受ける力は

F = − ∂U

∂X
= −kX, (2.8)

となり、変位に比例する。したがって、運動方程式は、

mẌ = −kX, (2.9)

となり、フックの法則に従うバネにつながった質点のものと同じになる。この運動方程式
で記述される運動を単振動あるいは調和振動という。

例： 単振り子の場合
長さ lの軽い棒につながった質量mの質点の力学的エネルギー

E =
1

2
mṡ2 + U(s); U(s) = mgl(1− cos θ). (2.10)

ただし、鉛直線からの棒の振れ角を θとした。このとき、s = lθ。

平衡点は θ = s = 0. このとき、cos θ = 1− 1/2θ̇2 + . . . より、

U(s) ≃ 1

2
ks2, k =

mg

l
. (2.11)

運動方程式は

mṡ = −mg sin θ ≃= −mgθ,

= −ks, (2.12)

となる。

2.2 運動方程式の解

時間の関数 x(t)が単振動の方程式

mẍ = −kx (2.13)

の解であるとは、x(t)を (2.13)に代入して左辺 =右辺となることである。x = A sin(ωt+ϕ)

は (2.13)の解である。ただし、A, ϕは定数（積分定数）である。（代入して確かめよ。）

問：
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図.１ 単振動A sin(ωt+ ϕ)のグラフ
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(1) x = A′ cos(ωt+ ϕ′)も解である。ただし、A′, ϕ′は定数。これを確かめよ。

(2) x = C1 sinωt+C2 cosωtも解である。ただし、C1, C2は定数。これを確かめよ。ま
た、C1, C2とA, ϕとの間の関係を求めよ。

注意：

A 振幅、

ωt+ ϕ ≡ θ 位相,

ϕ 初期位相

と言う。

単位時間だけ時間が変化するときの位相の変化、

ω · (t+ 1)− ωt = ω, (2.14)

を角振動数という。

x(t+ T ) = x(t), (2.15)

となる最小の数 T > 0を x(t)の周期という。したがって、

T =
2π

ω
, (2.16)

である。また、周期の逆数

1

T
= ν, (2.17)

を振動数という。
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3 減衰振動

3.1 運動方程式

おもりに速度に比例する空気抵抗の効果を考慮に入れて、フックの法則に従うバネに
つながった質量mの運動を考える。おもりの変位を x、おもりにかかる力をF とすると、
運動方程式はmd2x

dt2
= F , F = −kx− κẋより、

mẍ+ κẋ+ kx = 0, (3.1)

となる。ここで、F の第１項はばねによる力（kはばね定数）、第 2項は空気抵抗による
力（κ > 0は比例定数）である。方程式の形を見やすくするために、

k = mω2, κ = 2mγ, (3.2)

と置くと、運動方程式は、

ẍ+ 2γẋ+ ω2x = 0, (3.3)

となる。 これは、線型２階微分方程式である。

問: x1(t), x2(t)が方程式（3.3）の解であるとき、その１次結合x(t) = c1x1(t)+c2x2(t)

（ただし、c1, c2は定数 ）も解であることを示しなさい。

3.2 線型２階微分方程式の性質

[一般解 ]

線型２階微分方程式の一般解（解で、任意の初期条件を表現できるもの）は２個の
任意定数を含んでいる。（この任意定数を適当に選ぶことで、任意の初期条件を表現
することができる）

[独立解 ]

２つの解 x1(t), x2(t)を考える。その１次結合 c1x1(t) + c2x2(t)が任意の tに対し常
に 0である、すなわち、

c1x1(t) + c2x2(t) = 0 (∀t), (3.4)

が成り立つのが c1 = c2 = 0のときしかないとき、x1(t), x2(t)は互いに独立である
という。また、このとき、x1, x2を２つの独立解であるという。
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[一般解の表現 ]

２つの独立解 x1, x2が何らかの方法で見つかれば、一般解はその一次結合

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t), (3.5)

で与えられる。そのため、２つの独立解のことを与えられた線型微分方程式の基本
解（系）という。

3.3 独立解の見つけかた

次のようにして求まる事が知られている：まず、x = eλtという簡単な形で解が表現さ
れると仮定する。（もし、だめなら、ほかの形を考えてみる。）そして、これが方程式 (3.3)

をみ満たすように未知定数 λを決める。

これを実行してみる。ẋ = λeλt, ẍ = λ2eλtより、

ẍ+ 2γẋ+ ω2x = (λ2 + 2γλ+ ω2)eλt = 0. (3.6)

これが常に成り立つためには

λ2 + 2γλ+ ω2 = 0, (3.7)

であればよい。これは λについての 2次方程式である。すなわち、（難しい）微分方程
式を解く問題が簡単な 2次方程式を解く問題に帰着された！

判別式 D′ = γ2 − ω2の符号により場合分けをする。

1. D < 0 (γ < ω)；これは、空気抵抗が（ばねの力に比べて）弱い場合である

このとき、（3.7）の解は

λ = −γ ± iω′, ω′ =
√
ω2 − γ2. (3.8)

よって、基本解は

x1(t) = e(−γ+iω′)t = e−γteiω
′t, x2(t) = e(−γ−iω′)t = e−γte−iω′t. (3.9)

である。ここで、オイラーの公式 eiθ = cos θ + i sin θより、

e±iω′t = cosω′t± i sinω′t, (3.10)
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に注意。また、x1(t)と x2(t)は互いに複素共役の関係

x2(t) = x1(t)
∗, (3.11)

にある。ただし、複素数 z = x+ iyに対し、その複素共役 z∗は z∗ = x− iyで定義
される。

一般解は、

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t),

= e−γt{(c1 + c2) cosω
′t + i(c1 − c2) sinω

′t} (3.12)

となる。

さて、今考えている問題の場合 xはおもりの変位であり、実数である。x(t)が実数
である条件は x(t) = x∗(t)と書ける。 すなわち、

c1x1(t) + c2x2(t) = c∗1x
∗
1 + c∗2x

∗
2 = c∗1x2(t) + c∗2x1(t). (3.13)

ここで、（3.11）を用いた。これより、

c2 = c∗1. (3.14)

c1 = (A− iB)/2 （c2 = (A+ iB)/2） （A,Bは実数）と置くと、（3.12）より、

x(t) = e−γt(A cosω′t + B sinω′t), (3.15)

となる。また、さらに

R =
√
A2 +B2, tanϕ =

A

B
, (3.16)

とおくと、

x(t) = Re−γt sin(ω′t + ϕ), (3.17)

と書ける。A, B、したがって、R, ϕも任意定数である。

このときの運動は、「振幅」Re−γtが時間的に減少している（減衰している）振動な
ので、（狭義の）減衰振動という。

2. D > 0 (γ > ω)；これは、空気抵抗が（ばねの力に比べて）強い場合である

このとき、(3.7)は異なる２実根を持つ：

λ = −γ ±
√
D′ ≡ −γ±. (3.18)
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よって、（3.3）の独立解（基本解）は

x1(t) = e−γ+t, x2(t) = e−γ−t, (3.19)

ただし、γ± = γ ±
√
γ2 − ω2、（複号同順）。一般解は、

x(t) = c1e
−γ+t + e−γ−t, (3.20)

となる。このときの運動は、空気抵抗が強すぎて振動が起こらないので、過減衰運
動という。

3. D = 0 (γ = ω)；これは、空気抵抗とばねの力の強さが同程度の場合である

このとき、（3.7）の解はただ 1つしかない:

λ = −ω. (3.21)

これより、1つの独立解が

x1(t) = e−ωt, (3.22)

と求まる。 しかし、２番目の独立解がこの方法では得られない。

2番目の独立解は、たとえば次のようにして得る事ができる。まず、γ > ω のとき
を考える。（後で、γ → ωの極限を取る。）このときの基本解系として、

x1(t) = e−γ+t, x2(t) =
e−γ−t − e−γ+t

γ+ − γ−
, (3.23)

を取ることができる。実際、この x1, x2は互いに独立な（3.3）の解である。このと
き、γ → ωの極限を取ると、

lim
γ→ω

x1(t) = lim
γ+→γ

x1,= e−ωt, (3.24)

lim
γ→ω

x2(t) = lim
γ+→γ−

x2 = −de−γt

dγ

∣∣∣∣
γ=ω

= te−ωt. (3.25)

すなわち、γ = ωのときの２番目の独立解として、x2(t) = te−ωtを取る事ができる。

問：γ = ωのとき、te−ωtが (3.3）を満たしていることを示しなさい。

一般解は、

x(t) = c1e
−ωt + c2te

−ωt = (c1 + c2t)e
−ωt, (3.26)

である。ただし、c1, c2は任意定数。このときのおもりの運動を臨界振動という。（臨
界制動という場合もある。）

問: γ = ωのとき、x(t) = f(t)e−ωtを（3.3）に代入して、f(t)の従う微分方程式を
導き、f(t)を求め、f(t) = c1 + c2tとなることを示しなさい。
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3.4 初期値問題

時刻 t = 0でのおもりの位置 x0と速度 v0が与えられているとき、任意の時刻 tでのお
もりの運動 x(t)を求める問題を考える。これは、次の微分方程式の初期値問題を解く事
と等価である：

ẍ+ 2γẋ+ ω2x = 0, (3.27)

x(0) = x0, v(0) = v0. (3.28)

場合に分けて考える。

1. γ < ω; 減衰振動のとき

この場合の解（3.15）が初期条件（3.28）を満たすように定数 A, Bを決めればよ
い。

まず、速度を求めておく。

ẋ(t) = −γe−γt(A cosω′t + B sinω′t)

+e−γt(−Aω′ sinω′t + Bω′ cosω′t). (3.29)

よって、初期条件は

x(0) = A = x0, ẋ(0) = −Aγ +Bω′ = v0, (3.30)

となる。これを解いて、

A = x0, B =
γx0 + v0

ω′ , (3.31)

を得る。したがって、この場合の初期値問題の解は

x(t) =
1

ω′ e
−γt(x0ω

′ cosω′t + (γx0 + v0) sinω
′t), (3.32)

となることが分かる。

ω = 2πとし、同じ初期条件（x0 = 1, v0 = π）で、空気抵抗のパラメタ γの大きさ
を変えたときの振動の様子を図１に表している。γ < ωの範囲では、γが大きいほ
ど振動が早く減衰することが分かる。

問：（3.32）で与えられる x(t)に対して、

lim
γ→ω

x(t) = {x0 + (ωx0 + v0)t}e−ωt, (3.33)
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図.１ 減衰振動のグラフ

となることを示しなさい。

それでは、γを大きくすればするほど早く減衰するのであろうか？ そうではない
事が次の計算で分かる。

2. γ > ω;過減衰のとき

このときの速度は（3.20）より、

ẋ(t) = −γ+c1e
−γ+t − γ−c2e

−γ−t. (3.34)

よって、初期条件（3.28）より

x(0) = c1 + c2 = x0, ẋ(0) = −γ+c1 − γ−c2 = v0. (3.35)

この連立方程式を解いて、

c1 = −γ−x0 + v0
2ω′ , c2 =

γ+x0 + v0
2ω′ . (3.36)

ここで、γ+ − γ− = 2ω′を用いた。したがって、このときの初期値問題の解は、

x(t) =
1

2ω′{−(γ−x0 + v0)e
−γ+t + (γ+x0 + v0)e

−γ−t}. (3.37)
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図.２ 過減衰振動のグラフ

ω = 2πとし、同じ初期条件（x0 = 1, v0 = π）で、空気抵抗のパラメタ γの大き
さを γ > ωの範囲で変えたときの x(t)の振る舞いの様子を図２に表している。この
場合、γが小さく ωに近い（臨界振動に近い）ほど減衰の度合いが激しいことが分
かる。

問：（3.37）で与えられる x(t)に対して、

lim
γ→ω

x(t) = {x0 + (ωx0 + v0)t}e−ωt, (3.38)

を示しなさい。これは、（3.33）と一致している。

3. γ = ω; 臨界振動のとき

このときの速度は、（3.26）より、

ẋ(t) = −ω(c1 + c2t)e
−ωt + c2e

−ωt. (3.39)

よって、初期条件（3.28）を代入すると、

x(0) = c1 = x0, ẋ(0) = −ωc1 + c2 = v0. (3.40)

これを解いて、

c1 = x0, c2 = ωx0 + v0. (3.41)
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したがって、初期値問題の解は

x(t) = {x0 + (ωx0 + v0)t}e−ωt, (3.42)

となる。これは、γ ̸= ωのときの解から、γ → ωの極限として得られた解（3.33、
3.38）と一致している。

このように、γ = ωのとき最も早く減衰することがわかる。

このことは、臨界制動として制御理論に応用されている。

問：γ = ω の場合を考える。x(0) = x0 > 0とし、負の方向に初速度を持たせて
v0 = −v1 (v1 > 0)としたときの、おもりの運動を調べなさい。
ヒント；（i）v1 < ωx0と（ii）v1 > ωx0の場合に分けて調べなさい。（i）の場合、x(t)
は負の値を取ることはない。 （ii）の場合、t > t0 ≡ v1/(v1 − ωx0)のとき x(t) < 0

となり、t > t1 ≡ ω−1v1/(v1 − ωx0)で負の最小値を取る。t1 > t0に注意。

3.5 応用：交流回路（LCR回路）の電気振動

LCR交流回路を考える 1 。すなわち、抵抗（抵抗値 RΩ）、コンデンサー（電気容量
C F）、コイル（自己インダクダンスLH）である。それぞれの役割は、次のようにまとめ
られる：

抵抗 通常、回路に電流を流すためには、回路の両端に電圧をかけなければならない。実
験によれば、かける電圧 V があまり大きくないとき、V と流れる電流 Iは比例して
いる。その比例係数をRと書くと、

V = RI, (3.43)

である。Rの値は回路を作る導線の素材により異なり、また温度により変化する。
与えられた電圧V に対して、Rが大きくなると流れる電流の大きさ Iが小さくなる、
電流が流れにくくなるので、Rを（電気）抵抗の大きさという。

Rオームの抵抗を I アンペアの電流が流れているとき、抵抗の両端の電位差 VRは
VR = IRボルトである。

コンデンサ 電荷を貯える装置をコンデンサという。電荷を貯え、電荷が電流として逃げ
ていかなくするには、コンデンサの両極（陰極と陽極）に電圧をかけておかなけれ

1 この項は飛ばしても後の内容の理解に影響はない。
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ばならない。貯えられる電荷の量Qとかけている電圧 V は比例する。その比例係数
をCと書くと、

Q = CV, (3.44)

である。

Cが大きいほど低い電圧で多くの電荷が貯えられるのでCを（電気）容量という。

電気容量Cファラッドのコンデンサーに電荷Qクーロンが貯えられているとき、こ
のコンデンサの陰極と陽極の間の電位差 VC は VC = Q/Cボルトである。

コイル 電流は磁場の源である。（電磁石！）生じる磁場と電流の間の関係は（準定常電流
の場合）アンぺールの法則で与えられる：ループを流れる電流 Iが生み出す磁束の
大きさΦは Iに比例する。比例係数を Lと書くと、

Φ = LI, (3.45)

である。Lをインダクタンスといい、電流を流す導線の素材や回路（コイルを含む）
の幾何学的な性質に依存する。

磁場（精確には磁束密度Φ）が時間的に変化すると、その空間中の任意のループに
沿って電流を流す「力」（起電力）E が生じる。その大きさは、磁束の時間変化率
dΦ/dtに等しい。（ファラディーの電磁誘導の法則）
生じる起電力は、その起電力により流れる電流が生み出す磁場が、元の磁場の変化
を妨げる方向に生じる。（レンツの法則）
ファラディとレンツの法則はいっしょにして、

E = −dΦ

dt
, (3.46)

と表される。（ファラディーレンツの法則）

交流回路内のコイルを考える。コイルを貫く磁束 Φと交流電流 I の間には関係式
（3.45)が成り立っている。このときのインダクタンスLを自己インダクタンスとい
う。このコイルの磁束の変化のために、この交流回路には（3.45）と（3.46）より、

E = −L
dI

dt
, (3.47)

の逆起電力が生じる。

キルヒホッフの第二法則より、

Q

C
+ (−L

dI

dt
) = RI. (3.48)

12



ところで、電流の大きさ I は単位時間内に導線の断面を通り過ぎる電荷量のことであ
る。電流の向きを図のように取ると、微少時間∆tの間にコンデンサから回路を通って流
れ出す電荷量 I∆tは、この時間内のコンデンサの電荷の減少量−∆Q = Q(t)−Q(t+∆t)

に等しい（電荷保存則）：

I∆t = −∆Q, I = −∆Q

∆t
. (3.49)

∆t → 0の極限を取って、

I = −dQ

dt
. (3.50)

コンデンサに貯えられている電荷が時間的に減少しているとき、すなわち、dQ/dt < 0

のとき、I > 0である。

（3.50）を（3.48）に代入して、

1

C
Q+ L

d2Q

dt2
= −R

dQ

dt
, (3.51)

整理して、

LQ̈+RQ̇+
1

C
Q = 0, (3.52)

を得る。

これは、数学的には、ばねにつながったおもりの運動方程式（3.1）と同じ形をしてお
り（2階線型微分方程式）、両者を比較すると次の対応関係があることが分かる：

電荷 Q ↔ おもりの変位 x

自己インダクタンス L ↔ 質量m

電気抵抗 R ↔ 空気抵抗 κ

電気容量の逆数 1/C ↔ ばねの強さ k

この読み替えを行えば、（3.52）を解く事は（3.1）を解く事とまったく同値であり、そ
れはすでに行ったことである。

問：時刻 t = 0でのコンデンサに貯えられている電荷がQ0、そのときの電流の大きさ
が I0であるとする。ただし、電流の向きは図のように取り、I = −dQ/dt。このとき、時
刻 t > 0での電荷Q(t)および電流 I(t)を求めなさい。
ヒント：おもりの初期値問題の解で、上記の読み替え（3.53）と、x0 → Q0、v0 → −I0の
読み替えを行えばよい。
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4 強制振動と共鳴

バネによる復元力−kxと速度に比例する抵抗力−2mγvの他に、角振動数 ωeで時間的
に振動する外力mf0 cosωetが加わっている質量mの質点の運動を考える。外力の角振動
数 ωeを変化させるとき、バネの復元力に比較して抵抗力があまり大きくないとき、振幅
が最大値を取る場合がある。これを振幅共振（共鳴）という。外力は質点に仕事をする
が、ωe =

√
k/m ≡ ωのとき質点の吸収するエネルギーが最大になる。このことは抵抗の

大きさ γに依存しない。これをエネルギー共振（共鳴）という。

数学的には、非同次（斉次）線型微分方程式の初歩を学ぶことになる。

4.1 運動方程式とその解

1. 運動方程式

m
d2x

dt2
= −kx− 2mγ

dx

dt
+mf0 cosωet. (4.1)

mで割って移項すると、

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ω2x = f0 cosωet. (4.2)

ここで、

L =
d2

dt2
+ 2γ

d

dt
+ ω2 (4.3)

と置くと、上の式は

L[x] = f(t), f(t) ≡ f0 cosωet, (4.4)

と書ける。右辺が未知関数 xを含まない tの関数になっていることに注意しよう。こ
のような線型微分方程式は、「非同次（斉次）線型常微分方程式」と呼ばれる。

ちなみに、 f(t) = 0のときの方程式 L[x] = 0 は「同次（斉次）線型常微分方程式」
と呼ばれる。

2. 非同次線型常微分方程式の解の形

非同次方程式の一般解 = (対応する）同次方程式の一般解

+ 非同次方程式の特解 (4.5)

と書ける。
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3. 非同次線型常微分方程式の特解の求め方

解を

x(t) = A cos(ωs − α) (4.6)

と仮定して、(4.2)を満たすように未知定数A, ωs, αを求める。

dx

dt
= −Aωs sin(ωst− α),

d2x

dt2
= −Aω2

s cos(ωst− α) (4.7)

より、(4.4)の左辺は

L[x] = −Aω2
s cos(ωst− α) + (−2γAωs sin(ωst− α)) + ω2A cos(ωst− α),

= A[(ω2 − ω2
s) cos(ωst− α)− 2γωs sin(ωst− α)],

≡ A[Bc cos θ −Bs sin θ] (4.8)

となる。ここに、

Bc = ω2 − ω2
s , Bs = 2γωs, θ = ωst− α. (4.9)

これを少し整理して、

L[x] = A
√
B2

c +B2
s [cos δ cos θ − sin δ sin θ],

= A
√
B2

c +B2
s cos(θ + δ) (4.10)

ただし、位相 δは次のように定義されている：

cos δ =
Bc√

B2
c +B2

s

, sin δ =
Bs√

B2
c +B2

s

(4.11)

これを (4.2)式と等値して、

A
√
B2

c +B2
s = f0, θ + δ = ωet. (4.12)

よって、ωs = ωe、そして、

A =
f0√

B2
c +B2

s

=
f0√

(ω2 − ω2
e)

2 + 4γ2ω2
e

≡ A(ωe), (4.13)

α = δ ≡ Tan−1 2γωe

ω2 − ω2
e

. (4.14)

即ち、特解は

x(t) = A(ωe) cos(ωet− δ).

A(ωe) =
f0√

(ω2 − ω2
e)

2 + 4γ2ω2
e

.

 (4.15)
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こうして、一般解は、

1. γ < ω; バネのほうが抵抗より強い場合

x(t) = Ce−γt sin(ω′t+ ϕ) +A(ωe) cos(ωet− δ), (ω′ =
√
ω2 − γ2). (4.16)

2. γ > ω;抵抗の方がバネより強い場合

x(t) = C1e
−Γ1t + C2e

−Γ2t +A(ωe) cos(ωet− δ), (Γ1,2 = γ ±
√
γ2 − ω2).(4.17)

3. γ = ω; 臨界振動の場合

x(t) = (C1 + C2t)e
−γt +A(ωe) cos(ωet− δ). (4.18)

どの場合も十分時間が経過した後（t → ∞）では、（漸近的に）第一項が消えて第二項（特
解）の部分だけが残るので、外力と同じ角振動数、振幅A(ωe)の単振動になる：

x(t) → A(ωe) cos(ωet− δ). (4.19)

問：(1) ωeの関数としての振幅A(ωe)が最大値を持つ条件を求めなさい。 (2) その条件
が満たされるとき、最大値を与える ωe ≡ ωrとそのときの振幅A(ωr)を求めなさい。

[解] (1) dA/dω2
e ∝ (ω2 − 2γ2 − ω2

e) より、ω/
√
2 > γのときのみ最大値が存在する。

(2)外力の角振動数がωe =
√
ω2 − 2γ2 ≡ ωrのとき、振幅は最大値A(ωr) = f0/[2γ

√
ω2 − γ2]

を取る。これを振幅共振（共鳴）という。

4.2 抵抗のない場合：γ = 0

この場合は、非現実的であるが、数学の問題としては有り得るので、完全を期して解を
求めておく。

解くべき方程式は

d2x

dt2
+ ω2x = f0 cosωet, (4.20)

である。この方程式の特解が x(t) = A cos(ωst− α)と書けると仮定して、(4.20)を満たす
ように定数A, ωS, αを求めてみよう。左辺 = A(ω2 − ω2

s) cos(ωst− α) となるので、右辺
と等値して、ωe ̸= ωのときの解、

ωs = ωe, A =
f0

ω2 − ω2
e

, α = 0, (4.21)
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を得る。ωe = ω のときは、後で扱う。こうして、ωe ̸= ωのときの特解は

x(t) =
f0

ω2 − ω2
e

cosωet. (4.22)

この振幅 A(ωe) = f0/(ω
2 −ω2

e) は外力の角振動数 ωeが振動体の固有振動数 ωに近付く
と無限に大きくなる；

lim
ωe→ω

A(ωe) = ∞. (4.23)

しかし、注意しなければならないことは、これはあくまで ωe ̸= ω の条件を満たしている
ときであって、現実には振幅が無限大になることはない。

次に、ωe = ωのときの解を新ためて求め直してみよう。

ωe = ωのとき 解くべき方程式は

d2x

dt2
+ ω2x = f0 cosωt. (4.24)

そこで、x(t) = a(t) sinωt + b(t) cosωt と置いて関数 a(t), b(t)を tの多項式の範囲で求
めてみる。

dx

dt
= (ȧ− ωb) sinωt + (aω + ḃ) cosωt,

d2x

dt2
= (ä− 2ωḃ− aω2) sinωt + (b̈+ 2ωȧ− ω2b) cosωt

より、

d2x

dt2
+

dx

dt
= (ä− 2ωḃ) sinωt + (b̈+ 2ωȧ) cosωt. (4.25)

これと f0 cosωtを等値して、

ä− 2ωḃ = 0, b̈+ 2ωȧ = f0. (4.26)

この解は

a =
f0
2ω

t+ C, b =定数 = B, (C =定数) (4.27)

と求まる。よって、特解は、

x(t) = B cosωt+ C sinωt +
f0
2ω

t sinωt. (4.28)

最後の項は時間 tに比例し、振幅が時間と共に増大していく。この項を歴史的な理由で
「永年項」と呼ぶ。（第一、二項は、同次方程式の一般解に等しいので、特解としては、こ
の永年項を取ればよい。）
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4.3 エネルギー吸収；エネルギー共振

時間変化 t → t+∆tにより位置が x → x+∆x と変化したとする。 このとき外力のし
た仕事は

∆We = Fe∆x; (Fe = mf0 cosωet.) (4.29)

単位時間当たりでは、

∆We

∆t
= Fe

∆x

∆t
, −→ dWe

dt
= Fe

dx

dt
. (4.30)

∆t → 0

この１周期 T = 2π/ωeにわたる平均（仕事率）は

w =
We

T
=

1

T

∫ T

0

dWe

dt
dt =

∫ T

0
Fe

dx

dt
dt, (4.31)

となる。

ここで、十分時間が経過して遷移現象が終り特解の部分だけが残っているときの外力の
仕事率w(ωe)を外力の角振動数 ωeの関数として求めてみよう。十分時間が経過したとき
の x(t)は (4.19)で与えられるから、dx

dt
= −ωeA sin(ωet− δ). 振幅A(ωe)は（4.13）式で与

えられている。したがって、

w(ωe) = −mf0Aωe
1

T

∫ T

0
cosωet sin(ωet− δ)dt ≡ −mf0AωeI. (4.32)

ただし、

I ≡ 1

T

∫ T

0
cosωet sin(ωet− δ)dt. (4.33)

ここで、公式 cosX sinY = 1
2
{sin(X + Y )− sin(X − Y )} を思い出すと、X = ωet, Y =

ωet− δと置いて、cosωet sin(ωet− δ) = 1
2
{sin(2ωet− δ)− sin δ}. ゆえに、

w(ωe) =
1

2T

∫ T

0
{sin(2ωet− δ)− sin δ} = −1

2
sin δ. (4.34)

従って、

w(ωe) =
1

2
mf0Aωe sin δ (4.35)

となる。ここで、(4.13)および (4.14)より得られる式 sin δ = 2ωeγ√
(ω2−ω2

e)
2+4γ2ω2

e

を代入す

ると、

w(ωe) =
γf 2

0

m
· ω2

e

(ω2 − ω2
e)

2 + 4γ2ω2
e

. (4.36)
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w(ωe)の ωeに対する依存性を調べてみる。

dw

dωe

=
2γf 2

0

m

ωe(ω
2 − ω2

e)(ω
2 + ω2

e)

{(ω2 − ω2
e)

2 + 4γ2ω2
e}2

. (4.37)

これから、w(ωe)は ωe = ωのとき最大値 f 2
0 /4mγを取ることが分かる。すなわち、外力

の角振動数 ωeが系の固有角振動数 ωに一致するとき、外力のする仕事が最大になる。こ
の仕事は振動子にされるので、振動子のエネルギー吸収が最大になる。これを、「エネル
ギー共振」という。この共振の有無は、振幅共振とは異なり γとωの大小関係に依らない。

5 線型連立常微分方程式と連成振動

5.1 2自由度の連成振動

下図のように、異なる強さの 3つのバネにつながった同じ質量mの 2つのおもりの運
動 (連成振動)を考えてみよう。

�������������������� ~�������������������� ~��������������������
運動方程式は

m
d2x1

dt2
= −k1x1 + k2(x2 − x1),

m
d2x2

dt2
= −k3x2 − k2(x2 − x1). (5.1)

整理して、

d2x1

dt2
= a11x1 + a12x2,

d2x2

dt2
= a21x1 + a22x2. (5.2)

ただし、 (
a11 a12
a21 a22

)
=

(
−k1+k2

m
k2
m

k2
m

− k2+k3
m

)
≡ A. (5.3)

Aの転置行列 tAがAに等しいことに注意しよう。すなわち、行列Aは対称行列である。
この方程式は線型 2階 2元連立常微分方程式である。その一般解は 2× 2 = 4個の任意定
数を含み、4個の独立解（基本解ともいう）xi(t) (i = 1, 2, 3, 4)の線型結合で表すことが
できる。すなわち、

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + c3x3(t) + c4x4(t),

d2xi

dt2
= Axi, (i = 1, 2, 3, 4). (5.4)
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5.2 基本解の求め方

運動方程式 (5.2)の解を x = eptx0 の形を仮定して求めてみよう。（ただし、x0は定ベ
クトル。）(5.2)に代入すると、

d2ept

dt2
x0 = p2eptx0 = Aeptx0, (5.5)

すなわち、

Ax0 = p2x0. (5.6)

これは、p2がAの固有値であり、x0がその固有ベクトルであることを示している。

すぐ後に一般的に示しているように、2× 2対称行列の固有値は 2個あり、すべて実数
である。 Aの 2つの固有値を λ1, λ2とすると、p2 = λ1, λ2より、pの値として以下の４
個が取れることが分かる：p = ±

√
λ1, ±

√
λ2. λ1, λ2に対応するAの固有ベクトルをそ

れぞれ x
(1)
0 , x

(2)
0 とすると、一般解は

x(t) = (c1e
√
λ1t + c2e

−
√
λ1t)x

(1)
0 + (c3e

√
λ2t + c4e

−
√
λ1t)x

(2)
0 , (5.7)

となる。

5.3 実対称行列の固有値、固有ベクトル、対角化

5.3.1 定義

Aを対称行列とする:

(A)ij = aij = (tA)ji. (5.8)

λがAの固有値であるとは、

Ax = λx, (x ̸= 0). (5.9)

このとき、xをAの λに属する固有ベクトルという。

[注] x が λに属する固有ベクトルならば、cx (c ̸= 0は任意定数）も λに属する固有ベ
クトルである。（問：これを示せ。）

従って、cを適当に選ぶことにより、固有ベクトルの大きさを１にすることができる。
（これを「規格化する」という。）

|x| ≡
√
x · x = 1. (5.10)
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5.3.2 固有値方程式

(A− λI)x = 0、かつ, x ̸= 0より、

|A− λI| = 0. (5.11)

これを固有値方程式という。固有値方程式はn次方程式だから固有値はn個存在する。（重
根の場合は、重複を含める。） それらを λ1, λ2, ...λnとする。λiに属する規格化された固
有ベクトルを xiとする：

Axi = λixi, xi · xi = 1. (5.12)

Aが実対称行列のとき、λi (i = 1, 2, ...n)はすべて実数である。（問：これを示せ。）

[例題 1：]次の行列の固有値を求めよ。

A =

(
a b

b c

)
. (5.13)

[解]

固有値方程式は

|A− λI| = (λ− a)(λ− c)− b2 = 0.

よって、

λ =
1

2
[(a+ c)±

√
(a− c)2 + 4b2] ≡ λ1, λ2. (5.14)

特に、a = cのとき、

λ1 = a+ b, λ2 = a− b. (5.15)

[例題 2：] 例題１の行列A （ただし、a = cとする。）の固有ベクトルを求めよ。

[解]

(i) 固有値 λ1 = a+ bに属する固有ベクトルを求めるには、連立方程式(
a b

b a

)
x = λ1x, x =

(
x1

x2

)
.

即ち、

ax1 + bx2 = (a+ b)x1,

bx1 + ax2 = (a+ b)x2,
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を解けばよい。この解は不定であり、x1 = x2となる。従って、規格化すると、

x =

(
1√
2
1√
2

)
≡ x1, (5.16)

となる。

(ii) 固有値 λ2 = a − bに属する固有ベクトルを求めるには、(i)と同様にして、連立方
程式

ax1 + bx2 = (a− b)x1,

bx1 + ax2 = (a− b)x2,

を解けばよい。この解は不定であり、x1 = −x2となる。従って、規格化すると、

x =

(
1√
2

− 1√
2

)
≡ x2, (5.17)

となる。

[注]x1と x2は互いに直交している。 実際、その内積を計算すると、x1 · x2 = 0.

任意の 2次元ベクトル xは x1と x2の 1次結合で一意的に表すことができる：

x ≡
(
x1

x2

)
= c1x1 + c2x2,

c1 = x1 · x = (x1 + x2)/
√
2, c2 = x2 · x = (x1 − x2)/

√
2. (5.18)

5.3.3 固有ベクトルの直交性, 完全性

異なる固有値に属する固有ベクトルはたがいに直交する：

λi ̸= λj のとき、xi · xj = 0. (5.19)

[証明]

Axi = λixi, Axj = λjxj.

第２式と xiとの内積を取ると、

txiAxj = λjxi · xj.

左辺 = txi(
tA)xj =

t(Axi)xj = λi
txixj = λixi · xj.

よって、左辺=右辺より

(λi − λj)xi · xj = 0.
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従って、λi ̸= λjのとき、

xi · xj = 0. [証了]

以下では、簡単の為、λ1, λ2, ...λnはすべて異なるとする。したがって、

xi · xj =
txixj = δij. (5.20)

ここに、δijは

δij = 1, i = j のとき,

= 0. i ̸= j のとき (5.21)

で定義される。（クロネッカーのデルタと呼ばれる。）このとき、xi (i = 1, 2, ...n)は正規
直交系をなしているとう。

xi (i = 1, 2, ...n)は独立な nこのベクトルであるから、任意の n次元ベクトル xは xi

(i = 1, 2, ...n)の 1次結合で一意的に表すことができる。

x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

=
n∑
i

cixi. (ci = xi · x). (5.22)

このことを、xi (i = 1, 2, ...n)は完全系をなすという。

5.3.4 対角化

実対称行列 Aは直交変換により、固有値をその対角成分とする対角行列に変換するこ
とができる。すなわち、ある直交行列 Lが存在して、

LAL−1 =


λ1 0 ... 0

0 λ2 0 ...0
...

... ... 0

0 0 ... 0 λn

 , (5.23)

とできる。

なお、Lの逆行列L−1がその転置行列 tLに一致するとき、Lは直交行列であると呼ば
れる：L−1 = tL. たとえば、以下の行列は直交行列である：

L =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
. (5.24)

23



2つのベクトルの内積は直交変換によって変化しない。実際、x′ = Lx, y′ = Ayとす
ると、

x′ · y′ = tx′y′ = t(Lx)Ly = tx tLLy = tx(L−1L)y = txy = x · y.

従って、2つのベクトルのなす角度やベクトルの長さは直交変換によって変化しない。

さて、Aを対角化する直交行列Lを具体的に構成してみよう。Aの i番目の固有ベクト
ルを

xi =


xi1

xi2
...

xin

 , (5.25)

としよう。すなわち、xiの j成分が xijである。すると、Lはつぎのように与えられる：

L =



tx1

· · ·
tx2

· · ·
...

txn


=


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

. . .
... · · · ...

xn1 xn2 · · · xnn

 , (5.26)

tL =
(
x1

... x2
... · · · ...xn

)
=


x11 x21 · · · xn1

x12 x22 · · · xn2

. . .
... · · · ...

x1n x2n · · · xnn

 . (5.27)

(i) tL = L−1であること：

(L tL)ij =
txixj = δij, 即ち、L tL = I. (5.28)

ゆえに、tLは Lの逆行列であり、Lは直交行列である。

(問：A, Bを n × n行列とする。Aの i番目の行ベクトルを tai、 Bの j番目の列
ベクトルを bjとすると、積ABの (i, j)成分は taibj = ai · bj となることを確かめ
よ。）

(ii) LAL−1が対角行列になること：

LAL−1 = L
(
Ax1

... Ax2
... · · · ...Axn

)
,

=



tx1

· · ·
tx2

· · ·
...

txn


(
λ1x1

... λ2x2
... · · · ...λnxn

)
.
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従って、

(LAL−1)ij = λj
txixj = λjδij, すなわち、LAL−1 =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

. . .
... · · · ...

0 0 · · · λn

 . [以上]

練習：

A =

(
2 − 1

−1 2

)
を対角化せよ。

5.4 2自由度の基準振動

2個のおもりの連成振動の問題で、おもり 1,2が同じ時間依存性を持つような運動を求
めてみよう。すなわち、x = eptx0と書けるような運動方程式の解である。このような運
動を基準運動（基準振動）という。このとき、§5.2で示したように p2はAの固有値、x0

はAの固有ベクトルになっており、以下のように求まる：

p2 = − 1

2m
[(k1 + 2k2 + k3)±

√
(k1 − k3)2 + 4k2

2]. (5.29)

これらは負であることが簡単に示すことができる。

問：これを示せ。ヒント；正の数 a, bに対し、a+ b > |a− b|.また、a+ b >
√
a2 + b2. ）

従って、pは純虚数。

p = ±iω1, ±iω2,

ω1 =

√
1

2m
[(k1 + 2k2 + k3)−

√
(k1 − k3)2 + 4k2

2],

ω2 =

√
1

2m
[(k1 + 2k2 + k3) +

√
(k1 − k3)2 + 4k2

2]. (5.30)

以下では、簡単のために、k1 = k3とする。このとき、

p = ±iω1, ±iω2,

ω1 =

√
k1
m
, ω2 =

√
k1 + 2k2

m
, (5.31)

となる。

さて、このときのそれぞれの固有ベクトルを求めてみよう。このとき系数行列Aは

A =

(
a b

b a

)
, a = −k1 + k2

m
, b =

k2
m
, (5.32)
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となり、例題 2で扱ったのと同じ形になる。ゆえに、固有ベクトルはそれぞれ、

x
(1)
0 =

(
1√
2
1√
2

)
, x

(2)
0 =

(
1√
2

− 1√
2

)
, (5.33)

となる。したがって、連成振動の運動の一般解は

x(t) = (c1e
iω1t + c2e

−iω1t)x
(1)
0 + (c3e

iω2t + c4e
−iω2t)x

(2)
0 , (5.34)

となる。

ここで、オイラーの公式e±iθ = cos θ±i sin θ を用いると、ceiωt+de−iωt =
√
2a cos(ωt+ϕ),

と書けるので、一般解は

x(t) =
√
2[a1 cos(ω1t+ ϕ1)x

(1)
0 + a2 cos(ω2t+ ϕ2)x

(2)
0 ], (5.35)

となる。

x
(1)
0 , x

(2)
0 の具体的な形を入れると、

x1(t) = a1 cos(ω1t+ ϕ1) + a2 cos(ω2t+ ϕ2),

x2(t) = a1 cos(ω1t+ ϕ1)− a2 cos(ω2t+ ϕ2), (5.36)

となる。

基準振動はそれぞれ、a1 ̸= 0, a2 = 0、および、a1 = 0, a2 ̸= 0 の場合である。

問：おもりはそれぞれどのような運動をするか考えよ。

例題： 初期条件 x1(0) = a, ẋ1 = 0, x2(0) = 0, ẋ2(0) = 0のもとで、おもりの運動を
求めよ。（定数 a1,2, ϕ1,2を求めよ。）

[解]

まず、それぞれの速度の表式を求める：ẋ1(t) = −ω1a1 sin(ω1t+ϕ1)−ω2a2 sin(ω2t+ϕ2),

ẋ2(t) = −ω1a1 sin(ω1t+ ϕ1) + ω2a2 cos(ω2t+ ϕ2). 初期条件を代入すると、

x1(0) = a1 cosϕ1 + a2 cosϕ2 = a, · · · (i)
ẋ1(0) = −ω1a1 sinϕ1 − ω2a2 sinϕ2 = 0, · · · (ii)
x2(0) = a1 cosϕ1 − a2 cosϕ2 = 0, · · · (iii)
ẋ2(0) = −ω1a1 sinϕ1 + ω2a2 sinϕ2 = 0. · · · (iv)

(i), (iii)より、a1 cosϕ1 = a2 cosϕ2 =
a
2
. (ii), (iv)より、a1 sinϕ1 = a2 sinϕ2 = 0. したがっ

て、ϕ1 = ϕ2 = 0および、a1 = a2 =
a
2
. ゆえに、

x1(t) =
a

2
(cosω1t+ cosω2t), x2(t) =

a

2
(cosω1t− cosω2t). (5.37)

問：x1(t), x2(t)をグラフに表しなさい。
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5.5 n個のおもりの連成振動

下図のように、n個の質量の異なる物体が同じ強さ kのバネでつながっている場合を考
えよう。ただし、両端のばねは十分重い壁に繋がっているとする。

�������������������� ~�������������������� ~�������������������� p p p p p p p p p p p p �������������������� ~�������������������� ~��������������������
運動方程式は

m1
d2x1

dt2
= −kx1 + k(x2 − x1),

m2
d2x2

dt2
= −k(x2 − x1) + k(x3 − x2),

...

mi
d2xi

dt2
= −k(xi − xi−1) + k(xi+1 − xi),

...

mn
d2xn

dt2
= −k(xn − xn−1)− kxn. (5.38)

x =


x1

x2
...

xn

 , M =



m1 0 0 0 0 · · · 0
0 m2 0 0 0 · · · 0
0 0 m3 00 · · · 0
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · 0 mn

 , A =



2 − 1 0 0 0 · · · 0
−1 2 − 1 0 0 · · · 0
0 − 1 2 − 10 · · · 0
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · − 1 2

 , (5.39)

を使うと、

M
d2x

dt2
= −kAx, (5.40)

あるいは、
d2x

dt2
= −Bx. (5.41)

ただし、

B = kM−1A. (5.42)

このとき、一般には tB = ktAt(M−1) = kAM−1 ̸= B. すなわち、Bは非対称行列である。
ただし、全てのおもりの質量が等しい（m1 = m2 = · · · = mn ≡= m）とき、B = mIと
なりAとM は可換になるので、Bは対称行列 k/m Aになる。
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既に示したように対称行列Aは直交行列 Lで対角化することができるが、非対称行列
Bは直交行列で対角化できない。そこで、次のような変換を行なって、対称行列に変換
する。

u = M1/2x, B′ = M1/2BM−1/2 = kM−1/2AM−1/2. (tB′ = B′). (5.43)

具体的には、

B′ = k



2
m1

−1√
m1m2

0 0 0 · · · 0
−1√
m1m2

2
m2

−1√
m2m3

0 0 · · · 0
0 −1√

m2m3

2
m3

−1√
m3m4

0 · · · 0
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · −1√
mn−1mn

2
mn


. (5.44)

このとき、

d2u

dt2
= −B′u. (5.45)

B′は直交行列 Lを用いて対角化できる：

LB′L−1 =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

. . .
... · · · ...

0 0 · · · λn

 ≡ Λ. (5.46)

LはB′の規格化された固有ベクトル

u
(i)
0 =


bi1
bi2
...

bin

 , (i = 1, 2, ...n) (5.47)

を使って表されている： すなわち、

Lu
(i)
0 = λiu

(i)
0 , (i = 1, 2, ..., n), (5.48)

とすると、

L =



tu
(1)
0

· · ·
tu

(2)
0

· · ·
...

tu
(n)
0


=


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n

. . .
... · · · ...

bn1 bn2 · · · bnn

 , (5.49)

tL =
(
u

(1)
0

... u
(2)
0

... · · · ...u
(n)
0

)
=


b11 b21 · · · bn1
b12 b22 · · · bn2

. . .
... · · · ...

b1n b2n · · · bnn

 . (5.50)
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三重対角行列B′に対する固有値方程式

fn(λ) ≡ |B′ − λI| = 0 (5.51)

となる。このとき fn(λ)はスツルム多項式になるので、B′の固有値はスツルムの定理を
用いて２分法で数値的に求めることができる。(B′ = k/m Aのときの固有値 λi および固
有ベクトルu

(i)
0 (i = 1, 2, ...n) は後で具体的に求める。）

運動方程式の左から Lを掛けると、

左辺 = L
d2u

dt2
=

d2Lu

dt2
≡ d2y

dt2
. (y ≡ Lu), (5.52)

右辺 = −LB′u = −LB′L−1Lu = −Λy. (5.53)

Λは対角行列より、運動方程式は次の独立なN 個の方程式に分解される：

d2yi
dt2

= −λiyi. (i = 1, 2, · · · , n) (5.54)

ただし、yiは yの i成分； y =
∑

i yiei。これは、簡単に解けて、

yi = ai cos(ωit+ ϕi), (ωi =
√
λi.) (5.55)

逆変換を行なって、

u(t) = L−1y(t) = tLy(t) =
n∑

i=1

tLyi(t)ei =
n∑

i=1

yi(t)
tLei =

n∑
i=1

yi(t)u
(i)
0

=
n∑

i=1

ai cos(ωit+ ϕi)u
(i)
0 . (5.56)

そして、

x(t) = M−1/2u(t). (5.57)

[例題 1]

A =



2 − 1 0 0 0 · · · 0
−1 2 − 1 0 0 · · · 0
0 − 1 2 − 10 · · · 0
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · − 1 2


の固有値は

λk = 4 sin2 kπ

2(n+ 1)
, (k = 1, 2, ..., n), (5.58)

となることを示せ。

[解]

一般の nについて証明する前に、n = 1, 2について確かめてみる。
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(i) n = 1

固有値方程式は λ− 2 = 0. ゆえに、λ = 2. 一方、4 sin2 1×π
2(1+1)

= 4 sin2 π
4
= 2.

(ii) n = 2

固有値は (2 − λ)2 − 1 = 0, より、 λ = 1, 3. 一方、4 sin2 1×π
2(2+1)

= 4 sin2 π
6
= 1.

4 sin2 2×π
2(2+1)

= 4 sin2 π
3
= 3.

さて、一般の nの場合、|A− λI| = Dn(λ)と置くと、

Dn − 2αDn−1 +Dn−2 = 0, α = (2− λ)/2, (n = 2, 3, ...). (5.59)

となる。 ただし、D2 = (2− λ)2 − 1, D1 = 2− λ から、上記漸化式を仮定して D0 = 1

となる。

Dn = 0を与える αの存在する（１３）の解は、後に示すように α < 1 のときのみ存
在し、

α = cos θ,すなわち、λ = 2(1− cos θ) = 4 sin2 θ

2
, (5.60)

と置くと、

Dn =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, (5.61)

となる。 従って、Dn = 0より、

θ =
kπ

(n+ 1)π
≡ θk, (k = 1, 2, ...n), (5.62)

を得る。 よって、

λ = 4 sin2 θk
2

= 4 sin2 kπ

2(n+ 1)
≡ λk, (5.63)

となる。 [以上]

[Dnに対する差分方程式の解]

Dnは２階線型差分方程式を満たしている。一般解は２つの独立解 an, bnを用いて、

Dn = c1an + c2bn (5.64)

と表される。 独立解はDn = rnと置いて、

r2 − 2αr + 1 = 0, (5.65)

から得られる。
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1. α < 1のとき

α = cos θとおいて、

r = e±iθ. (5.66)

従って、一般解は

Dn = c1e
niθ + c2e

−niθ. (5.67)

ここで、初期条件を代入すると、

D0 = c1 + c2 = 1, D1 = c1e
iθ + c2e

−iθ = 2α. (5.68)

これを解いて、

c1 =
eiθ

2i sin θ
, c2 = − e−iθ

2i sin θ
. (5.69)

よって、

Dn =
sin(n+ 1)θ

sin θ
. (5.70)

2. α ≥ 1のとき

α = cosh θとおいて、

r = e±θ. (5.71)

従って、一般解は

Dn = c1e
nθ + c2e

−nθ. (5.72)

初期条件より、

D0 = c1 + c2 = 1, D1 = c1e
θ + c2e

−θ = 2α. (5.73)

これを解いて、

c1 =
eθ

2 sinh θ
, c2 = − e−θ

2 sinh θ
. (5.74)

よって、

Dn =
sinh(n+ 1)θ

sinh θ
. (5.75)

任意の nに対して、Dn = 0となる θは存在しない。

31



[例題 2] Aの固有値 λk = 4 sin2 θk
2
に属する規格化された固有ベクトルは

x
(k)
0 =


bk1
bk2
...

bkn

 =

√
2

n+ 1


sin θk
sin 2θk

...

sinnθk

 , (5.76)

となる事を示せ。

[解]

x(k)は 

2 − 1 0 0 0 · · · 0
−1 2 − 1 0 0 · · · 0
0 − 1 2 − 10 · · · 0
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · − 1 2




bk1
bk2
...

bkn

 = λk


bk1
bk2
...

bkn

 , (5.77)

を満たす。 kの添字を省略して成分毎の式を書き下すと、

bj − 2αkbj−1 + bj−2 = 0, (j = 2, 3, ...n). (5.78)

ただし、境界条件として b0 = bn+1 = 0としてよい。この漸化式の解は

bj = c1e
jiθk + c2e

−jiθk . (5.79)

境界条件から、c1 + c2 = 0を得る。よって、

bj = c sin jθk, (j = 1, 2, ...n) (5.80)

となる。 定数 cは規格化条件から次のように決められる：

c =

√
2

n+ 1
. (5.81)

こうして、一般の振動に対して、各おもりの変位は

x1(t) =
n∑

j=1

aj sin θj cos(ωj + ϕj),

x2(t) =
n∑

j=1

aj sin 2θj cos(ωj + ϕj),

...

xk(t) =
n∑

j=1

aj sin kθj cos(ωj + ϕj),

...

xn(t) =
n∑

j=1

aj sinnθj cos(ωj + ϕj), (5.82)
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となる。

j番目の基準振動の場合は、aj = a ̸= 0, al = 0 (l ̸= 0)と置いて、

x1(t) = a sin θj cos(ωj + ϕj),

x2(t) = a sin 2θj cos(ωj + ϕj),
...

xk(t) = a sin kθj cos(ωj + ϕj),
...

xn(t) = a sinnθj cos(ωj + ϕj), (5.83)

となる。

練習：j = 1, 2, 3に対応する基準振動の形を描きなさい。
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