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今回のはなし

• 古典通信複雑性
• 決定性

• 乱択

• 量子通信複雑性

• 応用



入力 y ∈ 𝑌入力 x ∈ 𝑋

出力 f(x,y)

通信（ビット列）

f の通信計算量:= f(x,y)を計算するために必要な通信量
（ビット列の長さ）

通信複雑性(通信計算量)モデル

・Andrew C.-C. Yao が導入したモデル[Yao79]
・計算を通信プロセスの一種とみなすことで計算限界を示す

出力 f(x,y)

Alice Bob



問題の例その１：PARITY

入力

y ∊{0,1}n
入力

x ∊{0,1}n

AliceとBobは xとyが含む１の総数の偶奇 を互いに

ビット列を送りあうことで判定したい．可能な限り送りあうビッ
ト列の長さ（通信量）は小さくしたい．



問題の例その１：PARITY

入力

y ∊{0,1}n
入力

x ∊{0,1}n

AliceとBobは xとyが含む１の総数の偶奇 を互いに

ビット列を送りあうことで判定したい．可能な限り送りあうビッ
ト列の長さ（通信量）は小さくしたい．

関数として書くなら
PARITY(x,y)=1 if  𝑖 𝑥𝑖 +  𝑖 𝑦𝑖 = 1 mod 2

=0 otherwise
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AliceとBobは xとyが含む１の総数の偶奇 を互いに
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問題の例その２：EQ

AliceとBobは x=yかどうかを互いにビット列を送りあうことで判定し
たい．可能な限り送りあうビット列の長さ（通信量）は小さくしたい．

関数として書くなら
EQ(x,y)=1 if x=y

=0 otherwise

入力

x ∊{0,1}n
入力

y ∊{0,1}n

Q. EQの通信計算量は？



プロトコル木，通信複雑性

• 𝑋 × 𝑌 → 𝑍を計算するプロトコル𝑃 を表現する木（プロトコル木）
ラベル付き２分木で:

• 根からプロトコルはスタート

• 葉でない頂点𝑣はアリスの通信を表す関数 𝑎𝑣: 𝑋 → {0,1}かボブの通信を表
す関数 𝑏𝑣: 𝑌 → {0,1}でラベリング

• 𝑣が𝑎𝑣（𝑏𝑣のときも同様）でラベリングされているとき，
𝑎𝑣 𝑥 = 0なら左の子頂点へ，𝑎𝑣 𝑥 = 1なら右の子頂点へ

• 各葉は𝑧 ∈ 𝑍でラベリングされ，入力(𝑥, 𝑦)のときに，上記のルールでたど
り着いた葉の値が𝑃の(𝑥, 𝑦)上での出力

• 𝑃のコスト𝑐(𝑃)：＝𝑃のプロトコル木の高さ

• 𝐷 𝑓 ≔ min
𝑃
{𝑐(𝑃)|𝑃は𝑓を計算する}

（𝑓の決定性通信計算量）

𝑎1

𝑏2 𝑏3

0 1 1 0



プロトコル木の例
𝑎1 00 = 0
𝑎1 01 = 0
𝑎1 10 = 1
𝑎1 11 = 1

頂点1

𝑏2 00 = 0
𝑏2 01 = 0
𝑏2 10 = 0
𝑏2 11 = 1

𝑏3 00 = 1
𝑏3 01 = 0
𝑏3 10 = 0
𝑏3 11 = 0

𝑎4 00 = 0
𝑎4 01 = 0
𝑎4 10 = 0
𝑎4 11 = 1

0

1 0

0 1

頂点2 頂点3

頂点4

プロトコル𝑃

プロトコル木はラベル付き２分木で：
• 根からプロトコルはスタート
• 葉でない頂点𝑣はアリスの通信を表す関数 𝑎𝑣: 𝑋 → {0,1}か

ボブの通信を表す関数 𝑏𝑣: 𝑌 → {0,1}でラベリング
• 𝑣が𝑎𝑣（𝑏𝑣のときも同様）でラベリングされているとき，
𝑎𝑣 𝑥 = 0なら左の子頂点へ，𝑎𝑣 𝑥 = 1なら右の子頂点へ

• 各葉は𝑧 ∈ 𝑍でラベリングされ，入力(𝑥, 𝑦)のときに，上記
のルールでたどり着いた葉の値が𝑃の(𝑥, 𝑦)上での出力



プロトコル木の例
𝑎1 00 = 0
𝑎1 01 = 0
𝑎1 10 = 1
𝑎1 11 = 1

頂点1

𝑏2 00 = 0
𝑏2 01 = 0
𝑏2 10 = 0
𝑏2 11 = 1

𝑏3 00 = 1
𝑏3 01 = 0
𝑏3 10 = 0
𝑏3 11 = 0

𝑎4 00 = 0
𝑎4 01 = 0
𝑎4 10 = 0
𝑎4 11 = 1

0

1 0

0 1

頂点2 頂点3

頂点4

入力 𝑥, 𝑦 = (10,11)

プロトコル𝑃



プロトコル木が計算する関数

𝑎1 00 = 0
𝑎1 01 = 0
𝑎1 10 = 1
𝑎1 11 = 1

頂点1

𝑏2 00 = 0
𝑏2 01 = 0
𝑏2 10 = 0
𝑏2 11 = 1

𝑏3 00 = 1
𝑏3 01 = 0
𝑏3 10 = 0
𝑏3 11 = 0

𝑎4 00 = 0
𝑎4 01 = 0
𝑎4 10 = 0
𝑎4 11 = 1

0

1 0

0 1

頂点2 頂点3

頂点4

x/y 00 01 10 11

00 0 0 0 1

01 0 0 0 1

10 0 1 1 1

11 0 0 0 0

𝑃が計算する関数を表す
行列（通信行列）

プロトコル𝑃



プロトコルと矩形(rectangle)

• すべてのプロトコルは通信行列を矩形に分割する
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𝑃が計算する関数を表す
行列（通信行列）
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・各矩形は各葉に対応
・各矩形においてその成分はす
べて同じ値（単色矩形）



プロトコルと矩形(rectangle)

• すべてのプロトコルは通信行列を矩形に分割する

𝑎1 00 = 0
𝑎1 01 = 1
𝑎1 10 = 1
𝑎1 11 = 0

頂点1

𝑏2 00 = 0
𝑏2 01 = 0
𝑏2 10 = 0
𝑏2 11 = 1

𝑏3 00 = 1
𝑏3 01 = 0
𝑏3 10 = 0
𝑏3 11 = 0

𝑎4 00 = 0
𝑎4 01 = 1
𝑎4 10 = 0
𝑎4 11 = 1

0

1 0

0 1

頂点2 頂点3

頂点4

x/y 00 01 10 11

00 0 0 0 1

01 0 0 0 0

10 0 1 1 1

11 0 0 0 1

𝑃が計算する関数を表す
行列（通信行列）

プロトコル𝑃

・各矩形は各葉に対応
・各矩形においてその成分はす
べて同じ値（単色矩形）

行や列が飛ばし飛ばしで
もOK



単色矩形の個数と通信複雑性

関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → 𝑍の通信行列を単色矩形に分割するのに
𝑡個以上の単色矩形が必要ならば，𝐷 𝑓 ≥ log2 𝑡

例：𝐸𝑄𝑛: 0,1
𝑛 × 0,1 𝑛 → 0,1 : 𝐸𝑄𝑛 𝑥, 𝑦 = 𝛿𝑥𝑦

𝐸𝑄𝑛 =

1 0
0 1

1

0

0

1
1 0
0 1

• 単色矩形で分割するには
2𝑛個の単色矩形が必要

• 𝐷 𝐸𝑄𝑛 ≥ log2 2
𝑛 = 𝑛



代表的な下界導出法

• 関数の通信行列の情報から導出できる以下の方法が代表的
• Fooling set method 

• Rank method



Fooling set

• 関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}に対して，集合𝑆 ⊆ 𝑋 × 𝑌が𝑓に対する
fooling setであるとは，ある𝑧 ∈ {0,1}が存在して

• すべての 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆について𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑧

• すべての異なる２組 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 ∈ 𝑆について，
𝑓 𝑥1, 𝑦2 ≠ 𝑧または𝑓 𝑥2, 𝑦1 ≠ 𝑧

𝑥1 𝑥2

𝑦1

𝑦2
𝑀𝑓 =

1 ?

0 1



Fooling setと通信複雑性

関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}がサイズ𝑡のfooling setをもつならば，
𝐷 𝑓 ≥ log2 𝑡

例：𝐸𝑄𝑛: 0,1
𝑛 × 0,1 𝑛 → 0,1 : 𝐸𝑄𝑛 𝑥, 𝑦 = 𝛿𝑥𝑦

𝐸𝑄𝑛 =

1 0
0 1 0
0 1

0

0 0 0

1 0
0 1 0
0 1

• {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 0,1 𝑛}は
𝐸𝑄𝑛のサイズ2𝑛個のfooling set

• 𝐷 𝐸𝑄𝑛 ≥ log2 2
𝑛 = 𝑛



Rank method

• 関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}について，

rank(𝑓):= 𝑓の通信行列𝑀𝑓の（実数体上での）ランク

𝐷 𝑓 ≥ log2 rank(𝑓)



Rank method

• 関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}について，

rank(𝑓):= 𝑓の通信行列𝑀𝑓の（実数体上での）ランク

𝐸𝑄𝑛 =

1 0
0 1 0
0 1

0

0

1 0
0 1 0
0 1

• rank(𝐸𝑄𝑛)=2
𝑛

• 𝐷 𝐸𝑄𝑛 ≥ log2 2
𝑛 = 𝑛

𝐷 𝑓 ≥ log2 rank(𝑓)



Rank method

• 関数𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}について，

rank(𝑓):= 𝑓の通信行列𝑀𝑓の（実数体上での）ランク

𝐷 𝑓 ≥ log2 rank(𝑓)

(証明)

𝑀𝑓を分割する矩形のうち出力が１のものを𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑙 とすると（𝑙は葉の数）

𝑀𝑓 = 𝑅1 + 𝑅2 +⋯+ 𝑅𝑙
なので，

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑀𝑓 ≤ 

𝑖=1

𝑙

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑅𝑖 = 𝑙



DISJ: 通信複雑性理論での最重要関数

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛: 0,1
𝑛 × 0,1 𝑛 → {0,1}

𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  
1 (∀𝑗 [𝑥𝑗 = 0または 𝑦𝑗 = 0])

0 (そうでない場合)

例：𝐷𝐼𝑆𝐽4 0101,1010 = 1, 𝐷𝐼𝑆𝐽4 0101,1001 = 0

• 多くの通信複雑性理論の応用で利用される

𝑀𝐷𝐼𝑆𝐽2 =

1 1
1 0
1 1
1 0

1 1
1 0
0 0
0 0

,        𝑀𝐷𝐼𝑆𝐽3 =

1 1
1 0
1 1
1 0

1 1
1 0
0 0
0 0

1 1
1 0
1 1
1 0

1 1
1 0
0 0
0 0

1 1
1 0
1 1
1 0

1 1
1 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

• rank(𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛)=2
𝑛

• 𝐷 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 ≥ 𝑛



入力 y ∈ 𝑌入力 x ∈ 𝑋

出力 𝑜𝑢𝑡 =f(x,y) with 
prob.≥ 1 − 𝜀

通信（ビット列）

• f の乱択通信計算量 𝑅𝜀(𝑓)≔ f(x,y)を確率1 − 𝜀以上で正しく計算するために
必要な通信量（ビット列の長さ）

• 𝑅𝜀
𝑝𝑢𝑏
𝑓 ≔AliceとBobが共有乱数を事前共有する場合

• 𝑅 𝑓 ≔ 𝑅1/3(𝑓)

乱択プロトコル

Alice Bob

乱択アルゴリズム

乱択アルゴリズム



乱択プロトコルの例：EQ

y∊{0,1}nx∊{0,1}n

F: サイズ 10000n 以上の有限体

(z, px(z)) 但し，px(z)=x1+x2z+...+xnz
n-1

z ∊Fをランダムに選択

1 if px(z)=py(z) 

0 otherwise

ビット長 2log(10000n)

𝑅 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(log𝑛)

解析：

x=yなら，ボブは確率１で 1 を出力

x≠yなら，多項式𝑝𝑥 𝑧 − 𝑝𝑦(𝑧)の零点の個数はせいぜい

n-1なので，確率(n-1)/10000n<1/10000で 1 を出力



入力入力

))(,( ixCi

通信量 ，成功率0.99
𝑅 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(log𝑛)

ランダムに

を選択

},..,2,1{ mi
ii yCxC )()( 

そうでないなら ０

なら １

 n
x 1,0  n

y 1,0
)(log nO

∃誤り訂正符号 C: {0,1}n→{0,1}m;  任意の異なる n bits x, yに対して
Ham(C(x),C(y)) ≥ 0.99m 

符号長 m=O(n)

C(x)の第 i ビット

),( yxEQ

ｘ とｙ は９９パーセントのビットで食い違う

乱択プロトコルの例：EQ



さらに共有乱数を許せば

入力入力

ixC )(

通信量 ，成功率0.99
𝑅𝑝𝑢𝑏 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(1)

共有乱数として

を選択

},..,2,1{ mi
ii yCxC )()( 

そうでないなら ０

なら １

 n
x 1,0  n

y 1,0
)1(O

∃誤り訂正符号C: {0,1}n→{0,1}m;  任意の異なる n bits x, yに対して
Ham(C(x),C(y)) ≥ 0.99m 

符号長 m=O(n)

C(x)の第 i ビット

),( yxEQ



共有乱数あり vs 共有乱数なし

• 通信複雑さがΩ(log 𝑛)のとき，共有乱数ありプロトコルは共有
乱数なしプロトコルと差はなし

[Newman91] 𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}について，

𝑅𝜀+𝛿 𝑓 ≤ 𝑅𝜀
𝑝𝑢𝑏
𝑓 + 𝑂(log log 𝑋 |𝑌| + log(1/𝛿))

𝑋 = 𝑌 = 0,1 𝑛のとき log 𝑛



乱択通信複雑性の下界導出法

• Yaoのmin-max定理によるdistributional complexityへの帰着
• discrepancy method

• 情報理論的手法
• 情報複雑性（Information complexity）



Distributional Complexity

（Distributinal complexity）𝜇を𝑋 × 𝑌上の確率分布とするとき，

𝐷𝜀
𝜇
𝑓 := min
𝑃:決定性プロトコル

{𝑐(𝑃)|𝑃は𝜇のもと1 − 𝜀以上の割合の入力を正しく解く}

例: 𝐺𝑇 𝑥, 𝑦 = 1 ⇔ 𝑥 ≥ 𝑦 (辞書式順序)のとき，𝐷1
4

𝑢𝑛𝑖𝑓
𝐺𝑇 ≤ 2

𝑀𝐺𝑇3 =

1 0
1 1
0 0
0 0

1 1
1 1
1 0
1 1

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

1 1
1 1
1 1
1 1

1 1
1 1
1 1
1 1

1 0
1 1
0 0
0 0

1 1
1 1
1 0
1 1



Distributional Complexity

（Distributinal complexity）𝜇を𝑋 × 𝑌上の確率分布とするとき，

𝐷𝜀
𝜇
𝑓 := min
𝑃:決定性プロトコル

{𝑐(𝑃)|𝑃は𝜇のもと1 − 𝜀以上の割合の入力を正しく解く}

例: 𝐺𝑇 𝑥, 𝑦 = 1 ⇔ 𝑥 ≥ 𝑦 (辞書式順序)のとき，𝐷1
4

𝑢𝑛𝑖𝑓
𝐺𝑇 ≤ 2

𝑀𝐺𝑇3 =

1 0
1 1
0 0
0 0

1 1
1 1
1 0
1 1

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

1 1
1 1
1 1
1 1

1 1
1 1
1 1
1 1

1 0
1 1
0 0
0 0

1 1
1 1
1 0
1 1

Alice: 𝑥の最初のビット𝑥1送る
Bob: 𝑦の最初のビット𝑦1送る
𝑥1 = 1 & 𝑦1 = 0 → １を出力
𝑥1 = 0 & 𝑦1 = 1 → 0を出力
それ以外は１を出力



Yaoのmin-max定理

[Yao’s min-max theorem]

任意の𝑓: 𝑋 × 𝑌 → {0,1}および𝜀 > 0について

𝑅𝜀
𝑝𝑢𝑏
𝑓 = max

𝜇
𝐷𝜀
𝜇
(𝑓)

• 誤り確率𝜀の乱択プロトコルの下界は1 − 𝜀以上の割合で正しく
答えるような決定性プロトコルの解析に帰着

• 決定性プロトコルにとって平均的に難しい入力の分布を選べば
よい



𝑅
𝑝𝑢𝑏
𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛)

① 以下をみたす𝐴 ⊆ 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛
−1 1 , 𝐵 ⊆ 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛

−1(0)と確率分布𝜇を与える

1. 𝜇 𝐴 =
3

4

2. すべての矩形𝑅について𝜇 𝑅 ∩ 𝐵 ≥ 𝛼𝜇 𝑅 ∩ 𝐴 − 2−𝛿𝑛 (𝛼, 𝛿は正定数)

② 十分小さい定数𝜀 > 0について𝐷𝜀
𝜇
𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 ≥ 𝛿𝑛 − 𝑂 1

• 𝐷𝜀
𝜇
𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑘とするとそれを達成する決定性プロトコル𝑃は入力を2𝑘個の矩

形に分割：𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑡を出力が１となる矩形とする

• 𝑃は1 − 𝜀の割合の入力で正しいので𝜇 ∪𝑖=1
𝑡 𝑅𝑖 ∩ 𝐴 ≥

3

4
− 𝜀

• 𝑅𝑖 ∩ 𝐵に対応する入力では𝑃は間違っている

• 𝑃の誤り確率≥ 𝜇 ∪𝑖=1
𝑡 𝑅𝑖 ∩ 𝐵 ≥ 𝜇 𝛼𝜇 𝑅 ∩ 𝐴 − 2

−𝛿𝑛 ≥ 𝛼
3

4
− 𝜀 − 2𝑘−𝛿𝑛

• 𝑃の誤り確率≤ 𝜀より十分小さい𝜀 > 0に対して 𝑘 ≥ 𝛿𝑛 − 𝑂(1)



①みたす分布𝜇と𝐴, 𝐵

• 𝜇: 𝑛 = 4𝑙 − 1として以下を行う
• {1,2,… , 𝑛}を 𝑇1 = 𝑇2 = 2𝑙 − 1, 𝑇3 = 1なる３つの集合𝑇1, 𝑇2, 𝑇3にラン

ダムに分割

• |𝑆𝑥| = 𝑙なる集合𝑆𝑥を𝑇1 ∪ 𝑇3からランダムに選ぶ

• |𝑆𝑦| = 𝑙なる集合𝑆𝑦を𝑇2 ∪ 𝑇3からランダムに選ぶ

• 𝑆𝑥の元に対応するビットを1，それ以外を0としたビット列を𝑥とする

• 𝑆𝑦の元に対応するビットを1，それ以外を0としたビット列を𝑦とする

• 𝐴, 𝐵:
• 𝐴 = { 𝑥, 𝑦 : 𝜇 𝑥, 𝑦 > 0 & 𝑆𝑥 ∩ 𝑆𝑦 = ∅}

• 𝐵 = { 𝑥, 𝑦 : 𝜇 𝑥, 𝑦 > 0 & 𝑆𝑥 ∩ 𝑆𝑦 ≠ ∅}



今回のはなし

• 古典通信複雑性
• 決定性

• 乱択

• 量子通信複雑性
• 量子・古典ギャップ

• 下界

• 応用



入力 y入力 x

出力 f(x,y)

通信（量子ビット）

f の量子通信複雑さ:= f(x,y)を計算するために必要な
通信量（量子ビット列の長さ）

量子通信複雑性

• 再びAndrew C.-C. Yao が導入[Yao93]
• 𝑄𝜀 𝑓 ≔ 𝑓を確率1 − 𝜀以上で正しく計算する最良の量子プ

ロトコルで送られる総量子ビット数
• 𝑄 𝑓 ≔ 𝑄1/3(𝑓)

量子アルゴリズム

量子アルゴリズム



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）

• より一般にあるタイプの関数に対する量子質問アルゴリズムを
量子通信プトロトコルに変換

[AA03] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛)

[BCW98] H. Buhrman, R. Cleve, A. Wigderson, STOC’98, pp.63-68.
[AA03] A. Aaronson, A. Ambainis, FOCS’03, pp.200-209.



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛

入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛

𝜓 ≔
1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

𝑗 0 |0〉



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛 入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛

1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

𝑗 𝑥𝑗 |0〉



量子と古典（乱択）のギャップ

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛 入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛

1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

𝑗 𝑥𝑗 |𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗〉

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛

入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

𝑗 0 |𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗〉



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用（𝑥𝑗 = 𝑦𝑗 = 1なる𝑗を探索）

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛

入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

−1 𝑥𝑗∧𝑦𝑗 𝑗 0 |𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗〉



量子と古典（乱択）のギャップ

[BCW98] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = 𝑂( 𝑛 log 𝑛) (cf. 𝑅 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω(𝑛))

• ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 𝑥, 𝑦 =  𝑗=1
𝑛 𝑥𝑗 ∧ 𝑦𝑗 と書けることから，Groverのアル

ゴリズムを利用

入力 𝑥 ∈ 0,1 𝑛

入力 𝑦 ∈ 0,1 𝑛1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

−1 𝑥𝑗∧𝑦𝑗 𝑗 0 |0〉

平均に関する折り返し𝐼 − 2|𝜓〉〈𝜓|とともに繰り返す

データベースへの質問完了

𝜓 ≔
1

𝑛
 

𝑗=1

𝑛

𝑗 0 |0〉



EQの量子通信複雑性

• 古典の乱択プロトコルで十分効率的
• 𝑅 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(log 𝑛)

• 𝑅𝑝𝑢𝑏 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(1)

• プロトコルの通信形態をもっと制約したらどうか？
• 双方向通信（制限なし）

• ラウンド数制限

• 一方向通信（１ラウンド）

• 同時通信型モデル（SMP: Simultaneous Message Passing）

• 通信形態を制限されたモデルは応用上も重要



EQの古典通信複雑性（通信形態制限）

入力 y入力 x

制限なし（双方向）

入力 y入力 x

一方向

共有乱数なし O(log n) 共有乱数あり O(1)

入力 x 入力 y

レフェリー（入力なし）

SMP（同時通信型）

プロトコルの強さ

SMP ≤ 一方向 ≤ 双方向

強弱

共有乱数なし Θ(√n) [Ambainis96, Nisan-Szegedy96, 

Babai-Kimmel97]

共有乱数あり O(1)



共有乱数ありの古典SMPプロトコル

入力

y ∊{0,1}n
入力

x ∊{0,1}n

レフェリー
（入力なし）

共有ランダムビット列 i ∊ {1,2,...,m}

ixC )( iyC )(

x の符号（符号長

m=O(n) ）の第 i ビット

∃誤り訂正符号C: {0,1}n→{0,1}m;  任意の異なる n bits x, yに対して
Ham(C(x),C(y)) ≥ 0.99m 

C(x)i=C(y)i なら x=y
さもなければ x≠y
と判定

通信量O(1)，成功率0.99

c.f. 共有乱数なし Θ(√n)

[Amb96, NS96, BK97]



EQに対する量子プロトコル

Alice： 入力 x （長さ n） Bob： 入力 y (長さ n)

 i ix xCi )(

 i iy yCi )(

Referee: 入力なし
Referee はAliceとBobか
ら送られた状態に対して
量子的操作（C-SWAP）

O(log n)量子ビットで高確率で
x=yかを判定可能

ポイント：

x=y：2つの状態は同じ

x≠y：2つの状態はほぼ直交

x の符号（符号長
O(n)）の第 i ビット

[Buhrman-Cleve-Watrous-de Wolf 01]



（Controlled） Swap Test





0 H Pr[測定値=0]=

 2

1
2

1


H

 10
2

1


  10
2

1


      10
2

1



EQに対する量子プロトコル

Alice： 入力 x （長さ n） Bob： 入力 y (長さ n)

 i ix xCi )(

 i iy yCi )(

Referee: 入力なし
Referee はAliceとBobか
ら送られた状態に対して
量子的操作（C-SWAP）

O(log n)量子ビットで高確率で
x=yかを判定可能

ポイント：

x=y：2つの状態は同じ

x≠y：2つの状態はほぼ直交

x の符号（符号長
O(n)）の第 i ビット

[Buhrman-Cleve-Watrous-de Wolf 01]

𝑄|| 𝐸𝑄𝑛 = 𝑂(log 𝑛)



共有乱数古典プロトコルの
量子指紋による模倣

[Yao03]

共有乱数

ｃ ビット ｃ ビット
q 量子ビッ
ト

q 量子 ビッ
ト

x
y

nq cO log2 )(

とくに，𝑅||,𝑝𝑢𝑏 𝑓 = 𝑂(1)なら 𝑄|| 𝑓 = 𝑂(log 𝑛): 
共有乱数古典プロトコルがO(1)プロトコルなら
O(log n)量子指紋プロトコルに変換できる．（EQはその典型例）



量子・古典間ギャップ

• 最初の量子古典間ギャップ [Buhrman-Cleve-Wigderson98]

• 関数DISJ(x,y)（xi=yi=1となる i が存在するか否か）のO(√n log n)量子プロトコル
（古典はΩ(n)なので２乗のギャップ）

• 最初の指数的ギャップ [Raz99]

• 問題：（Aliceの入力）ベクトル𝑣 直交する２つの部分空間 𝐻0, 𝐻1（Bobの入力） ユ
ニタリ 𝑈, （出力） 𝑈𝑣が 𝐻0に近いか𝐻1に近いか？

• 量子O(log n) vs. 古典Ω(n1/4/log n)

• SMPモデルにおける指数的ギャップ[Buhrman-Cleve-Watrous-de Wolf01]

• 関数EQに対するO(log n)量子プロトコル（古典はΩ(√n)）

• 量子指紋（quantum fingerprinting）のアイデア

• 一方向通信モデルにおける指数的ギャップ[Bar-Yossef, Jayram, Kerenidis04]

• 量子O(log n) vs. 古典Ω(√n)

• 共有乱数ありSMPでの指数的ギャップも示す（Hidden Matching Problem)

• ブール関数で同様のギャップ [Gavinsky-Kempe-Kerenidis-Raz-de Wolf 2008]

• 量子SMPの古典双方向モデルに対する指数的優位性 [Gavinsky 1911.01381]



入力 y入力 x

出力 f(x,y)

通信（量子ビット）

f の量子通信複雑さ 𝑄𝑒𝑛𝑡(𝑓):= f(x,y)を計算するため
に必要な通信量（量子ビット列の長さ）

量子通信複雑性(共有エンタングルメント有)

量子アルゴリズム

量子アルゴリズム

共有エンタングルメント

Q. 𝑄𝑒𝑛𝑡(𝑓)は𝑄(𝑓)と複雑さに差はないのか？

Cf. [Newman91] 𝑅𝜀+𝛿 𝑓 ≤ 𝑅𝜀
𝑝𝑢𝑏
𝑓 + 𝑂(log log 𝑋 |𝑌| + log(1/𝛿))



共有エンタングルメントの有用性
[Gavinsky-Kempe-Regev-de Wolf 08]

共有乱数

量子ビット 量子ビット

共有エンタングルメント

古典ビット 古典ビット

通信量＝Ω(n1/3/log n) 通信量＝O(log n)

問題 [Modified Hidden Matching Problem]

Aliceの入力： x∊{0,1}n ;  Bobの入力： perfect matching M={(i1,j1),(i2,j2),...,(in/2,jn/2)},  y∊{0,1}n/2

出力： ( i, j, yL(i,j), xi⊕xj ) s.t. (i, j)∊M, ただし，L(i,j)は(i,j)のM内の順位



量子通信複雑性の下界

• 古典より難しい
• Yaoのmin-max定理使って決定性の場合に帰着できない

• 主な手法
• 多項式による近似

• 行列解析

• 量子情報理論的手法
• 量子情報複雑性（quantum information complexity）



𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛の量子通信複雑性の下界

[Razborov03] 𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω( 𝑛)

• 上界とオーダ的に一致

• 受理確率を多項式で表現して，多項式による近似理論を利用

• AliceとBobがエンタングルメントを共有していてもOK

[ラウンド数が制限された場合]

• 𝑚ラウンドで𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛を解くには Ω(
𝑛

𝑚
+𝑚)個の量子ビットの通信が必要

[BGKMT18]

• 量子情報複雑性の議論を利用



𝑄 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω( 𝑛)

[Lemma(Kremer-Yao)] |Ψ〉をプロトコルの初期状態とすると，プロ
トコルの受理確率（最後は通信ビットを計算基底で測るとする）は

𝑃 𝑥, 𝑦 =  

ℎ∈ 0,1 𝑞

𝐴ℎ 𝑥 ⊗ 𝐵ℎ 𝑦 Ψ

2

と書ける．ただし，𝑞はプロトコルの通信ビット数で| 𝐴 |, | 𝐵 | ≤ 1

|Ψ〉

Alice

Bob

𝜓0 〈0| ⊗ 𝑈0 + |𝜓1〉〈1| ⊗ 𝑈1



Kremer-Yao Lemma

[Lemma(Kremer-Yao)] |Ψ〉をプロトコルの初期状態とすると，プロトコルの受
理確率（最後は通信ビットを計算基底で測るとする）は

𝑃 𝑥, 𝑦 =  

ℎ∈ 0,1 𝑞

𝐴ℎ 𝑥 ⊗ 𝐵ℎ 𝑦 Ψ

2

と書ける．ただし，𝑞はプロトコルの通信ビット数で| 𝐴 |, | 𝐵 | ≤ 1

とくに， Ψ = Ψ𝐴 ⊗ |Ψ𝐵〉(共有エンタングルメントなし)なら

𝑃 𝑥, 𝑦 =  

ℎ,𝑘 ∈ 0,1 𝑞

Ψ𝐴 𝐴ℎ 𝑥
∗𝐴𝑘 𝑥 Ψ𝐴 〈Ψ𝐵 𝐵ℎ 𝑦

∗𝐵𝑘 𝑦 Ψ𝐵〉

＝𝑎 𝑥 𝑏(𝑦)
=2q次行ベクトル𝑎(𝑥)
の(h,k)成分

=2q次列ベクトル𝑏(𝑦)
の(h,k)成分

[Corollary] 𝑃は𝑃 = 𝐴𝐵と分解可能．ただし，𝐴は 𝑋 × 2𝑞行列，𝐵は2𝑞 × |𝑌|
行列で各成分の絶対値は１以下



プロトコル→多項式

[多項式近似補題] 
𝑃 𝑖 = 𝐸

𝑥,𝑦 : 𝑥 = 𝑦 =
𝑛
4
, 𝑥∧𝑦 =𝑖
[𝑃(𝑥, 𝑦)]

とすると，すべての𝑑 ≤
𝑛

4
に対して，

𝑃 𝑗 −  𝑝 𝑗 ≤ 22𝑞−
𝑑
4 (𝑗 = 0,1,⋯ ,

𝑛

8
)

となる次数𝑑の多項式  𝑝が存在する．

(証明の流れ) ハミング重み
𝑛

4
の𝑥, 𝑦について行列𝑃 = 𝑃(𝑥, 𝑦)を考えたとき，

すべての𝑗で𝑃 𝑗 = 𝑝(𝑗)となる次数
𝑛

4
の多項式 𝑝 𝑖 が（組み合わせ行列の理論から）得られる．

𝑝(𝑖)を次数𝑑で切った近似多項式  𝑝(𝑖)の差は
2
−
𝑑
4

𝑁
𝑃 𝑡𝑟（ただし，𝑁 =

𝑛
𝑛/4 ）でおさえられ，

Kremer-Yao（Corollary）を使うと， 𝑃 𝑡𝑟 ≤ 𝐴 𝐹 𝐵 𝐹 ≤ 𝑁2
2𝑞がいえる．



𝑄 ¬𝐷𝐼𝑆𝐽𝑛 = Ω( 𝑛)

• 𝑃 𝑖 = 𝐸 𝑥,𝑦 : 𝑥 = 𝑦 =𝑛
4
, 𝑥∧𝑦 =𝑖[𝑃(𝑥, 𝑦)]は以下をみたす

• 𝑃 0 ∈ [0,1/3]

• 𝑃 𝑖 ∈ [2/3,1] (𝑖 = 1,2,… , 𝑛/8)

• 多項式近似補題で𝑑 = 8𝑞 + 4 log2 1/𝜀 とすると，

•  𝑝 0 ∈ [−𝜀,
1

3
+ 𝜀]

•  𝑝 𝑖 ∈ [
2

3
− 𝜀, 1 + 𝜀] (𝑖 = 1,2,… , 𝑛/8)

• 狭い値域で急激に上がる（微分係数が高くなる）多項式  𝑝の次数𝑑は高くなる

[EZ64,RC66] 𝑏1 ≤ 𝑝 𝑖 ≤ 𝑏2が全ての整数𝑖 ∈ {0,1,… ,𝑁}で成立し， 𝑝′ 𝑥 ≥ 𝑐が

ある𝑥 ∈ [0, 𝑁]で成り立つなら，deg(𝑝)≥ 𝑐𝑁/(𝑐 + 𝑏2 − 𝑏1)

• ∃𝑐 ≥
1

3
− 2𝜀（平均値の定理）, 𝑏1 = 0, 𝑏2 = 𝑛/8とすれば 𝑑 = Ω( 𝑛)ゆえ，

𝑞 = Ω( 𝑛)

1/3

2/3

1 2 3 4

𝑦 = 𝑝(𝑥)



近似ランク

• 行列𝑀が𝑓の通信行列𝑀𝑓を近似するとは，すべての𝑥, 𝑦について
𝑀 𝑥, 𝑦 − 𝑀𝑓 𝑥, 𝑦 ≤ 1/3をみたす

• 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑓 = min
𝑀
{𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑀)|𝑀は𝑀𝑓を近似する}

[Buhrman-de Wolf01]
𝑄 𝑓 = Ω(log2 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓))

(証明) Kremer-Yaoよりプロトコルの受理確率行列を𝑃 =
(𝑃(𝑥, 𝑦))（𝑃は𝑀𝑓を近似する），𝑞を通信ビット数とすると

 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑓 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑃 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴𝐵 ≤ 2𝑞

(𝐴は 𝑋 × 2𝑞行列，𝐵は2𝑞 × |𝑌|行列だった)

Cf. 𝐷 𝑓 = Ω(log2 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓))



Log-rank Conjecture

[log-rank conjecture [Lovasz-Saks88]] 任意のブール関数𝑓: 0,1 𝑛 × 0,1 𝑛 → {0,1}
に対して，𝐷 𝑓 = 𝑂(log𝑐 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓)) (𝑐は定数)

⇒未解決

• ∀𝑓 [𝐷 𝑓 =  𝑂( 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓))] [Lov16]
• ∃𝑓 [𝐷 𝑓 =  Ω(log2 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓))] [GPW18]

[(quantum) log-approximate-rank conjecture [LS09]]

任意のブール関数𝑓: 0,1 𝑛 × 0,1 𝑛 → {0,1}に対して，𝑅 𝑓 = 𝑂(log𝑐 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓)) (𝑐は定
数)あるいは𝑄 𝑓 = 𝑂(log𝑐 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑓)) (𝑐は定数)

⇒否定的に解決！
• ∃𝑓 [𝑅 𝑓 = Ω 𝑛 & log 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑓 = 𝑂(log 𝑛)] [CMS19]

• ∃𝑓 [𝑄 𝑓 = Ω 𝑛1/6 & log 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑓 = 𝑂(log 𝑛)] [ABT19,SW19]



今回のはなし

• 古典通信複雑性
• 決定性

• 乱択

• 量子通信複雑性
• 量子・古典ギャップ

• 下界

• 応用



通信複雑さの応用例

• VLSI

• 決定木，データ構造

• 回路計算量

• Turing機械，分岐プログラム

• ストリーミングアルゴリズム

• 性質検査（property testing）

• 分散計算

…

• 量子力学の非局所性

• 量子ランダムアクセス符号(INDEX関数)



分散計算における直径(Diameter)の計算

• 分散計算:=グラフ上の各頂点は局所的な情報しか知らず，通信
により，計算を行う

• Congest model:=グラフ上の各頂点は１ラウンドあたり各隣接辺に
O(log n)(量子)ビットしか送れない（𝑛：グラフの頂点数）

• グラフ𝐺の直径 𝐷(𝐺) ≔𝐺上で最も離れている２頂点間の距離

• 直径を計算するのに必要なラウンド数
• 古典：Θ(𝑛) [HW12,PRT12,FHW12]

• 量子：

• 上界  𝑂 𝑛𝐷 [LM18]

• 下界  Ω ( 𝑛 + 𝐷) [LM18]

 Ω(
3
𝑛𝐷2+ 𝑛 + 𝐷) [MN20]

𝐷 𝐺 = 4



Diameterのラウンド数下界

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺

Diameter計算を２者間の
DISJ計算へ帰着させる



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺
直径は３



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺′

• 𝑥𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑙𝑖と𝑙𝑗
′を辺で結ぶ

• 𝑦𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑟𝑖と𝑟𝑗
′を辺で結ぶ

𝑥 = 101011111
𝑦 = 011011011

長さ𝑘 = 𝑠2

𝑥1,0



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺′

• 𝑥𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑙𝑖と𝑙𝑗
′を辺で結ぶ

• 𝑦𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑟𝑖と𝑟𝑗
′を辺で結ぶ

𝑥 = 101011111
𝑦 = 011011011

長さ𝑘 = 𝑠2

𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 1
⟺ ∃𝑖, 𝑗: 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,𝑗 = 1

そのような𝑖, 𝑗について
𝑙𝑖と𝑟𝑗
′の距離は３



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺′

• 𝑥𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑙𝑖と𝑙𝑗
′を辺で結ぶ

• 𝑦𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑟𝑖と𝑟𝑗
′を辺で結ぶ

𝑥 = 101011111
𝑦 = 011011011

長さ𝑘 = 𝑠2

𝑥0,𝑠−1

𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 1
⟺ ∃𝑖, 𝑗: 𝑥𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,𝑗 = 1

そのような𝑖, 𝑗について
𝑙𝑖と𝑟𝑗
′の距離は３



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏 グラフ𝐺′

• 𝑥𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑙𝑖と𝑙𝑗
′を辺で結ぶ

• 𝑦𝑖,𝑗 = 0 のとき

𝑟𝑖と𝑟𝑗
′を辺で結ぶ

𝑥 = 100011100
𝑦 = 011000011

長さ𝑘 = 𝑠2

𝑥0,𝑠−1

𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 0
⟺ ∀𝑖, 𝑗: 𝑥𝑖,𝑗 = 0 𝑜𝑟 𝑦𝑖,𝑗 = 0

どんな𝑖, 𝑗についても
𝑙𝑖と𝑟𝑗
′の距離は２

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 1 → 𝐷 𝐺
′ = 3

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 0 → 𝐷 𝐺
′ = 2



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏

𝐷 𝐺′ = 3か= 2か
𝑚ラウンドで判定
できるとすると：

𝑥 = 100011100
𝑦 = 011000011

長さ𝑘 = 𝑠2

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 1 → 𝐷 𝐺
′ = 3

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 0 → 𝐷 𝐺
′ = 2



DiameterからDISJ

𝑙0

𝑙1

𝑙𝑠

𝑠頂点クリーク

𝑙′0

𝑙′1

𝑙′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟0

𝑟1

𝑟𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑟′0

𝑟′1

𝑟′𝑠−1

𝑠頂点クリーク

𝑎 𝑏

𝐷 𝐺′ = 3か= 2か
𝑚ラウンドで判定で
きるとすると：
𝑚 2𝑠 + 1 × 𝑂 log 𝑛
ビットの通信で
𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘(𝑥, 𝑦)が判定で
きる

𝑥 = 100011100
𝑦 = 011000011

長さ𝑘 = 𝑠2

𝑥2,1

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 1 → 𝐷 𝐺
′ = 3

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘 𝑥, 𝑦 = 0 → 𝐷 𝐺
′ = 2

Alice

Bob



分散計算(congest model)におけるDiameterの下界

• 𝐷 𝐺′ = 3か= 2か𝑚ラウンドで判定できるとすると：
𝑚 2𝑠 + 1 × 𝑂 log 𝑛

ビットの通信で𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘(𝑥, 𝑦)が判定できる

• 𝐷𝐼𝑆𝐽𝑘の𝑚ラウンド量子通信計算量=Ω(
𝑘

𝑚
+𝑚) [BGKMT18]

• 𝑚 ≥  Ω
𝑘

𝑠
=  Ω 𝑠 =  Ω( 𝑛)

• Ω(𝐷)は自明なので下界 Ω( 𝑛 + 𝐷)を得る

[LM18]



NL boxの存在と通信複雑性

共有乱数

x y

a b

Pr[xy=a⊕b]≤0.75

エンタングルメント

x y

a b

Pr[xy=a⊕b]≤0.85

x y

a b

Pr[xy=a⊕b]=1

NL (Non-Local) box (またはPR box)  

[Popescu-Rohrlich 94]
[van Dam 05] AliceとBobがNL boxを使えるなら，

すべてのブール関数の通信複雑さは１になる

[BBLMTU06] NL boxの成功率が１でなくても

1/2+1/√6≒90.8％以上なら，やはりすべてのブール関数

の通信複雑さは１になる
[BBLMTU06] G. Brassard, H. Buhrman, N. 
Linden, A. Methot, A. Tapp, PRL96, 250401
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