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0
.

量子力学 (uantum Mechanics ) の復習

0-4 .
Q

.

M
.

の 五公理
｡

｡ 物理系に付随 するヒルベルト室間 ⑪が存在し
､

その系 の状はH の単位ベクトし1D ε H で与られる

e_g_ )

v Spin-Y2 人⇒ 2次元 ヒルベルト空間 62
ぃ

↳基底 { 10> ,()}
.

span{los ,)}

量子状態 : α 10) t β (U) ｢ めR+1β= )

∞ 任意の二準位系を qubit と呼ぶ｡

V 波動関数みxct ) εE : s次元よ､レベルト空間
｡

山本講議では取り扱わない ｡



2 . 時間発展 はユニタリしで与えられる ｡

玉じ1 )

上 些
ユニタリ

14ct1> → 14(ttdt)Uitttde)れ

任意のユニタリ U は､
エルミート演算子Ha用 いて U = e

- iH

≈I- iHeO(H
'

)

⇒ U (t
,
tedt) = I- iHieidt とかける

｡

よって､②の両辺を比の次まで展開すれば､

14ct1) t $ 14ct》 = ( I - iHeidt ) 14ct ,
>

<
臼414(4)) = - iHct) 14ct ) 2 .

: シュレーディンガー e..
mm

ハミルト=アン



E
.g .2 ) l qubit . :2× 2 のユニタリ行列 基底

ユニタリの例｡

←, }
ー

rPanli ops .

Z = loxol - inxll =( 0 )
X = 10×rltlutoに ( Q ! ){
Y = - iloXiltiluxo に ( 別

rtHadamard op .

トに ! ! )
103⑭吉 ( 10) + (12 ) = : 1t>

10>⑭吉 ( 10 ) _ 113 ] = :(

_

>｢ X の固有状急

よって ､H =Itxolt 1 -Xl 1 :ZEX に変換 する
｡



E
.g . 3 ) 9 gudiw = d次元の系

.

Basis= { 102.- ,1d->ち
.

ユニタリの例
～

X=1はtixilZd =
｡
wi ばx5 !

5=0 nodd
'

where W = e
2πild

tw
=

ω^
:
､

パ

=( 1 0
Wl-n
1

{ XmEgn
}min=o-,dy : Heisenberg - Weyl ops .

に Panliops の一般化｡



3 .測定は基底 { lej >5i0
%
で与えられて

だ

14) → 確率 Kejlx) Pで結果式と

出力し､状a 1ei) に変化させる
｡

e
.g ,) 14) = α 10) + Bli>

√ { 1o, (l> } で 測定 ☆
O pab .Ko14,=aR

→ I prob K714>= 1 β f

√ { 1t2, 1→} で測定→
t prob

.

K+12 >P=BR

> -prob. -14sp=2

必測定基底で異 なる確率分布 つの状からは実では
→ 石確分布はからない｡

必 1 つの 量子状を測定すると､結果がっ出力されて､状とは破壊
｡



後々のため､
書き 換 えておく

｡

Kesits P = ceilx><4 le; >
=
T

π [ lejxe; l 14x41 ]

ここで､ <4 = ( 1 ψ)｢
,
14×4 に 1 2541 . etc

.

m

π ぃ 4つ<41

(40
､

. - ､

,
40 ) 約

: = ( : )行ベクトル 4d <41

4d 14.p 4,42 …
4.4¢

列ベクトル ニ 1 : ､ i )
4d45 … 1402



4
. 複合量子系 ⇒ テンソル積

､

e
.g .7 ) 系 A 系B つの系とみなす = 系 AB

HA HB
⇒

HAB = HADHB

基底{lej>}j=
7 ↑ { 1fα7}αnB) := span{lej1f}

雄

HAB= span { lejt,ifα)B
};
αなので､ 1φABEHAB は 一般に

1φtB = 改Cix le;j, 1fα)
B

8ュ7 α= 1

という形 をしている
｡
必ずしも 1QB =1☆ 13)

P
とは書けない

mn積状(プロダクト状 )
非プロダクト状態

“

= エンタングル状態



e .g .2 ) 2 gubits = span { lor 2 ,1ho ' ,> }
= 102D10)

プロダクト状態の例 : 100)
,… ( \ r), 1 tt>

,
10 t2
,

1 -
,
φ)
.

…

エニタングル状の例: 菅 ( 1002t1 hn), 高 ( 10*>+ 1 は →) . etc.

去 ( 1 to> t Ʃ 1- 12 t - )



5
.

因果律
｡

複合系 AB : Bどのような操作を行っても ､
その

操作の結果がAに伝えられない限り
､

A の状態は変化しない
｡

1φ)
AB

系B系 A 0mNo ←

(東京 ) (京都 )
θの↑ ユニタリ,測定;破壊 etc…

⑦ によって､影響を受 けない｡

ただし ､BからAに測定結果が伝えられた場合はこの限ではない｡

↳量子特有ではないことに注意
｡ 界 Prob . 4o でj ! !

Bでサイコロを振って1 を得る｡→
伝えない

↓変化
｡

→伝える 界 Prob
.

t でい !!



0-2
.
Q. M . からantum Informatton " .

QM. の五公理の拡張
｡

0-2-1
.量子状態

アンサンブル

確
率 で 状態 14;)を 準備する｣ = {Pz ,107}jJ
E> ベクトルでは表現できない｡

密度行列 : S =☆ Pzl 4ix4; l
…m 全ての国固有通 0行り 妃

~性質 1 .

820 (B D 143
,
<41914> 20 ｣

[) [41814 >=P[>[φ:14>= 予 Pok 41sP ュロ
√ 性質 2

.

π S 8J = 1 -:)π[9]
=

予 PiF[ 14ix4_ L}

= 予Pr < 4014i>= 予Pe = 1



拡張公理で

量子状態 ef密度行列S ( 820,π [83 =1 )

必 ベクトルで表せる状態 1φ) : Pure state (純粋状然 )

企
(
｣ 密度行列は 14×41 う味がの密度雄列

対( 角 乱化 な能 列) non -zeoの固有値の数

ュ 1 : Pure stateranks

{
22 : mixedstate( ｢昆路状態踏 )



重要なこと !!

アニサンブル
→ 密度行列
丹

多 対 1
mmm

e
.g- ) y gubit

ァπ=者 =
Δ ( loxoltllxil ) 当 ( itXtlt 1-メ-リ
2 /

δ { 予 (18× t 1φ2xφ2( t 14xφ31 )etc…状

定理 : 同じ密度行列 を持つ 2つのるこンでルを

見分 ける 物理操作は存在 しない
｡

成 室Pol4;×φ;1 に Ga 14a× 4al
因果律の

帰結 ⇒ {P5, 14;) } と { 9α
,
14)} は 物理として同一一

付 るニサンブル表記 は 物理として召長
”

な表現 ｡



0 -2-2 時間発展
e
_δ . ) 熱平衡化｡

回熙A
~ 状恋さ

些 埋

1φ×41 → SthaeBe
非ユニタリ
ジラニクが増化｡ [ 14x41 U8xφ l0t )

↳ 全系 (AB ) がユニタリでも､分系はユニタリとは限らない

部分系と“捨る“二部分トレース
､

HAB上の密度行列 : SAB ヒ
{18α BS α :級の基

SATB [ SABJ = 連 ( IA( faB)
8 AP( ITD1 f αsP )

α=7

“
系Aの 纏縮約密度行列 ( reduced deustty matrix,

manginal state )



拡る張公理 ∞
｡ Stinespring拡張

ニ

時間発展 ⇒
e 全系のユニタリ +部分 トレース

⇒ 量子チャンネル (CPTP写像)

<⇒ Kraws 表現
｡

Asc,mplee
chy-PorntretraceTreseninyー

HAIの OP .

→ HC上の OP で松下さみたすもの

CP性

任意の系R SAR 20{
ー

⇒方A→B5dPJCSAP ｣ 20

TP性
ー

T π[A
→( 0AJ ]= TFIOAI

.



Kraws表
{ kgt→

c

}
g
で 奇 K.TKgt

'
= It eみEし ､

π daxdcの行列
｡

左A→C
(SA] = な KtesA( kjisegt

とかける｡

e
.8 . ) ユニタリ 時間発展 : UA SA UAT か UATUAEIA

StEnespAB= CD ピュニAM→
左A→ (SA)= ｡U (Dl0xoB )UJ



0 -2-3 . 量子測定｡

拡る長公理 3
.

量子測定 defPositive- Operator
-

Vatved Measure
ー

V POVM : { M ; }5 で { Mjzo
をみたすもの ｡

Mj= I

β を測定 ⇒ 結果 8 を Prob .

π [M; 8] で得る
｡

[測定後の状も気にする場合は instrumentJ

r {4;)}5 を基底として､ M;= leixesl とすれば､元の公理

Vaimark拡張 : POVM = 部分系a { e}惑測定 ｡



0 -2-4
.
コメント ｡

Q
.

M
.

等価 Q
.
info

.

母
公理 1 ～5

.
拡張 1~3

,

公理4
,
5

全系を見る 部分系も重要
｡

イメージ

↓
(広義 の )Q.info の月 →

化学

この5公理から何を示せるか ?
→生物

､

量子計算 妊 ↓ ↓ ↳基礎論
↳量子動

､

号 通信 多体系 (非局所性etc . )

(量子カオス
､
トポロジャル秩序

今回のターゲット
｡ 熱平衡化 etc_ … )



正混合状態臼純粋状や部分 トレース

8
A
= 室PBlesXe:A ⇒ 新い系 A

を

導入して､

対角化
｡

18>
tA'
: =条厚 les

｣
｢ lejt

を考えると､

に SAの 純粋化
､

要

A 原 [ 18× 8
(AA ' ] ?

φ
AA

立必純粋比は 一急ではないことに 注意 ｡

例 )
RA

｢ 土 ( 100AA
｢lUrsAA'),

ー

π
A
= I/ス←

Ʃ

青 ( 1++>±
A(_ -つAA)

σ /

OIgutit
の昆全混司 e 告 ( lotlet iut1e_>

A

t ltflesst' t l-> leat
')

etc
…



0 -3 .いくつかの数学明備

r よく用いる 恒等式､ :

It = , esxe: lA: { le>
}iA は HA の基底

､

V アイソメトリ (等長写像
､

埋め込み )

父 ユニタリの 一般化みたいなもの ｡

VAOB :dBxdAの行列 で､(VABJTVAB = IA をみたす
δアイソメトリ

上
｡ dA=dBの場合は争にユニタリ

｡

s dA> ds の 場合は 存在 しない ｡ ⇒dAEdBは黙の了解
､



. { 1e:A}:A . A の基底
,

{1fj 73
B
; B の基底

､

るのソメトリ VA→B= 建1fg* くezt = 1
た

1与=て
dB な
い

dAcheck : V + V =(215) 1 f5xe5 l
dA

Z=(

= @Lejxe: A = IA /

f! VASBCVA→ B)｢ =1l} (1fixe: 1 )
= 豪
れ

1f0Xf01
B
← IBではなく

projection .

dt
14=Ʃ CileAとすると､ VA→B1φ｣ A= Ci 1f

0心埋め込み
扒

EBの部分屋間



e
.g - )アイソメトリの例 ､

a pure state 1φt
: dAxy の ( 縦長､行列で

( 14>)
｢

1φ) = <41φ>= .

E
>
｢ 状 14》を 準備する｣という物理操作｡

｡ UAα143 B= 畿器) %( )µ (
ユニタり 区
系Aにユニタリ ufe

( i
かた､系 :

nn(だ築 ! \ }(eat準備する
｡

udif11 dAdisadaa問
dA



V 純粋化の自由度

定理 : 18)AR ;18
)A
が SAの純粋化で @nEdrとすると ､

るイ Y メトリ VR
→が存在し､

IS)ARZ =
VR5
Rz 18

ARっ

上
要R 々 [18XSAR2 }

=々[ VRGRE 1SXS LAR, URS2｣+J
2 cydic .

=Tr2, [ 18×8AR (VRyt}
= IRn -､ アイリメトリ

= ⑫｡ [ 18x 8LAR] = 8A
.


