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以下では q,Q は母函数を考えるための形式的変数（あるは絶対値が 1 より小さい数）
とする．3次元ヤング図形（平面分割）の重み付き数え上げに由来する溶解結晶模型の分
配函数は無限変数 x = (xi)i≥1 のシューア函数 sλ(x) の特殊値を用いて

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ|, q−ρ = (q1/2, q3/2, . . . , qi−1/2, . . .), (1)

という総和に書き直せる．ここで P は長さ無制限の分割全体の集合である．以前の研究1

では，この分配函数を離散変数 s ∈ Z と連続変数 t = (t1, t2, . . .) によって変形したもの
Z(s, t) が 1次元戸田階層のτ函数と関係することを明らかにした．今回はこの Z を

Z ′ =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ| （ tλ は λ の共役を表す） (2)

に置き換えたものに対して離散変数 s と 2系列の連続変数 t と t̂ = (t̂1, t̂2, . . .) による
変形 Z ′(s, t, t̂) を導入し，それが Ablowitz-Ladik階層（あるいは 2次元戸田階層の簡
約として得られる Ruijsenarrs-戸田階層）と関係することを報告する．これは Brini が
Dubrovin-Zhang理論に基づいて主張したこと2 のより完全な説明を与える．
以前の研究（脚注 1）と同様に，複素自由フェルミ場 ψ(z) =

∑
n∈Z ψnz

−n−1, ψ∗(z) =∑
n∈Z ψ

∗
nz

−n のフーリエモードとそのフォック空間のチャージ s 部分空間の基底状態 〈s|,
|s〉 を導入する．さらに，基本的なフェルミオン 2次形式として

L0 =
∑
n∈Z

n:ψ−nψ
∗
n:, W0 =

∑
n∈Z

n2:ψ−nψ
∗
n:,

Hk =
∑
n∈Z

qkn:ψ−nψ
∗
n:, Jk =

∑
n∈Z

:ψ−nψ
∗
n+k:

を考える．変形された分配函数 Z ′(s, t, t̂) はフェルミオン表示

Z ′(s, t, t̂) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t,t̂)Γ′
−(q−ρ)|s〉, (3)

をもつ．ここで H(t, t̂) は H±k の線形結合 H(t, t̂) =
∑∞

k=1 tkHk +
∑∞

k=1 t̂kH−k であ
り，Γ±(x), Γ′

±(x) は頂点作用素

Γ±(z) = exp

( ∞∑
k=1

zk

k
J±k

)
, Γ′

±(z) = exp

(
−

∞∑
k=1

(−z)k

k
J±k

)
(4)

の積 Γ±(x1, x2, . . .) =
∏

i≥1 Γ±(xi), Γ′
±(x1, x2, . . .) =

∏
i≥1 Γ′

±(xi) である．J±k と H±k

は量子トーラス代数の基底の一部であり，Γ±(q−ρ) を用いて定式化される「シフト対称
性」（脚注 1）ならびにその Γ′

±(q−ρ) に関する類似物によって，互いに結ばれる．このこ
とを用いて次の結果3 が得られる．
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定理 1 Z ′(s, t, t̂) は

Z ′(s, t, t̂) = exp

( ∞∑
k=1

qktk − t̂k
1 − qk

)
τ ′(s, ι(t),−t̂) (5)

と表せる．ここで τ ′(s, t, t̂) は

g = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2 (6)

というフェルミオン作用素で決まる戸田階層のτ函数

τ ′(s, t, t̂) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̂kJ−k

)
|s〉, (7)

であり，ι は時間変数の交互反転 ι(t) = (−t1, t2, . . . , (−1)ktk, . . .) を表す．

このτ函数とAblowitz-Ladik階層との関係を調べるために，フェルミオン 2次形式と
Z × Z 行列の対応 :ψ−iψ

∗
j : ↔ Eij を利用する．基本的差分作用素 s, e∂/∂s に対応する行

列∆ =
∑

i∈Z iEii, Λ =
∑

i∈ZEi,i+1 を用いれば，前述のフェルミオン 2次形式は

L0 = ∆, W0 = ∆2, Hk = qk∆, Jk = Λk (8)

というように行列表示され，頂点作用素は

Γ±(z) = (1 − zΛ±1)−1 = 1 +
∞∑

n=1

znΛ±n, Γ′
±(z) = 1 + zΛ±1 (9)

という行列になる．これらに基づく代数的計算から，行列表示された g は

W = q∆
2/2Γ′

−(Qq−ρ)−1Γ−(q−ρ)−1q−∆2/2,

Ŵ = q∆
2/2Γ+(Qq−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−∆2/2
(10)

という行列（それぞれ下三角，上三角で，W の対角成分は 1 である）によって

g = W−1Ŵ (11)

というように因子分解されることがわかる．これは戸田階層の解法に用いられるGauss
分解を t = t̂ = 0 の場合に特化したものとみなせる．W, Ŵ を用いて Lax作用素の行列
表示 L = WΛW−1, L̂ = ŴΛŴ−1 を求めれば，L, L̂ は

L = BC−1, L̂−1 = −CB−1, B = Λ − q∆, C = 1 +Qq∆−1Λ−1 (12)

という因子分解された形4をしていることがわかる．Briniたちが示したように5 ，この因
子分解された形は戸田階層の中で Ablowiz-Ladki階層を特徴付けていて，戸田階層の時
間発展で保たれる．こうして，脚注 3の論文で予想したように，次の結論が得られる．

定理 2 上のτ函数 τ ′(s, t, t̂) はAblowitz-Ladik階層の解に対応する．
4C−1, B−1 はそれぞれ下三角，上三角行列として定義される．結果として L 6= −L̂ である．
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