
位相的弦理論における一般化された
Ablowitz-Ladik階層
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要旨 コニフォルドを一般化した 3次元トーリック Calabi-Yau多様
体（一般化コニフォルド）に対して，位相的弦理論の開弦振幅の母函
数と一般化された Ablowitz-Ladik階層との関係を明らかにする．

文献 Generalized Ablowitz-Ladik hierarchy in topological string
theory, arXiv:1312.7184 [math-ph], J. Phys. A: Math. Theor.
(accepted for publication)
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一般化コニフォルドのウェブ図形
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内線にはケーラーパラメータ Q1, · · · , Q2N−1 を割り当てる．N = 1
の場合が本来のコニフォルド（resolved conifold）に相当する．
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開弦振幅の設定（境界条件）
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左右両端の外線に一般の分割 tλ, µ，それ以外の外線にゼロ分割 ∅ を
置く．これらは開弦の世界面の境界条件（巻き付き数）を定める．
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開弦振幅のフェルミオン表示

この場合の開弦振幅 Z tλ∅···∅µ は位相的頂点の方法によって計算でき
る．その結果は 2次元複素フェルミ場 ψ(z) =

∑
n∈Z ψnz

−n−1,
ψ∗(z) =

∑
n∈Z ψ

∗
nz

−n のフォック空間の上の次のような作用素 g

の行列要素 〈λ|g|µ〉 として表せる：

g = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0
1 Γ′

−(q−ρ)Γ′
+(q−ρ)

×QL0
2 Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0

3 Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)

× · · ·

×QL0
2N−2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0

2N−1Γ
′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2.

ここで

L0 =
∑
n∈Z

n:ψ−nψ
∗
n:, W0 =

∑
n∈Z

n2:ψ−nψ
∗
n:
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開弦振幅のフェルミオン表示（続き）

また，Γ±(q−ρ),Γ′
±(q−ρ) は頂点作用素

Γ±(z) = exp

( ∞∑
k=1

zk

k
J±k

)
, Γ′

±(z) = exp

(
−

∞∑
k=1

(−z)k

k
J±k

)
,

Γ±(x1, x2, . . .) =
∏
i≥1

Γ±(xi), Γ′
±(x1, x2, . . .) =

∏
i≥1

Γ′
±(xi)

を

q−ρ = (q1/2, q3/2, . . . , qi−1/2, . . .)

に特殊化したもの．

注意 開弦振幅 Z tλ∅···∅µ との正確な関係は次の通り：

Z tλ∅···∅µ = q(|λ|−|µ|)/2〈λ|g|µ〉|Qn→−Qn
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開弦振幅の母函数＝τ函数
変数の組 x = (x1, x2, · · · ), y = (y1, y2, · · · ) を用意して，charge-s
sector に拡張した行列要素 〈λ, s|g|µ, s〉 をシューア函数 sλ(x), sµ(y)
によって母函数 ∑

λ,µ∈P

sλ(x)sµ(y)〈λ, s|g|µ, s〉

に組む．これは変数変換

tk =
∑
i≥1

xk
i

k
, t̄k = −

∑
i≥1

yk
i

k

によって 2次元戸田階層のτ函数

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉

になる．この解を Lax形式に翻訳する．
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作用素の無限行列表示

フェルミオン２次形式と Z × Z 行列の対応 :ψ−nψ
∗
m: ↔ Enm に従っ

て無限行列表示すれば

L0 = ∆, W0 = ∆2, Jk = Λk,

Γ±(q−ρ) =
∞∏

i=1

(1 − qi−1/2Λ±1)−1,

Γ′
±(q−ρ) =

∞∏
i=1

(1 + qi−1/2Λ±1)

となる．ここで

Λ =
∑
n∈Z

En,n+1, ∆ =
∑
n∈Z

nEnn

は１次元格子上の作用素 e∂/∂s, s に相当する．Γ±(q−ρ) と Γ′
±(q−ρ)

の行列表示は行列値の量子ダイログ函数とみなせる．
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g の無限行列表示

τ函数を定義する作用素 g は次の行列に対応する：

U = q∆
2/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)Q∆

1 Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)

×Q∆
2 Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)Q∆

3 Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)

× · · ·

×Q∆
2N−2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)Q∆

2N−1Γ
′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−∆2/2.

この行列に対して交換関係

Γ±(q−ρ)Q∆ = Q∆Γ±(Q±1q−ρ),

Γ′
±(q−ρ)Q∆ = Q∆Γ′

±(Q±1q−ρ)

を用いて Q∆
n を右端へ移動する．残る Γ±,Γ′

± は互いに可換で，
Γ−,Γ′

− を左に，Γ+,Γ′
+ を右に寄せることができる．これによって，

次に示すような U の三角分解（Gauss分解）が得られる．
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U の三角分解

命題 U は下三角行列 W−1
(0) と上三角行列 W̄(0) の積に分解できる：

g = W−1
(0) W̄(0),

W(0) = q∆
2/2 ·

N∏
i=1

Γ−(Q(2i−1)q−ρ)−1Γ′
−(Q(2i)q−ρ)−1 · q−∆2/2,

W̄(0) = q∆
2/2 ·

N∏
i=1

Γ+(Q(2i−1)−1q−ρ)Γ′
+(Q(2i)−1q−ρ) · (Q1 · · ·Q2N−1)∆ · q−∆2/2

ここで

Q(n) = Q1 · · ·Qn−1, Q(1) = 1

注意 添え字 “(0)” は t = t̄ = 0 における初期値であること（後述）
を示すために付けた．
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dressing operatorの初期値

dressing operator（の行列表示）W, W̄ を定める分解問題

exp

( ∞∑
k=1

tkΛk

)
U exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kΛ−k

)
= W−1W̄

に照らせば，これらの行列

W(0) = q∆
2/2 ·

N∏
i=1

Γ−(Q(2i−1)q−ρ)−1Γ′
−(Q(2i)q−ρ)−1 · q−∆2/2,

W̄(0) = q∆
2/2 ·

N∏
i=1

Γ+(Q(2i−1)−1q−ρ)Γ′
+(Q(2i)−1q−ρ) · (Q1 · · ·Q2N−1)∆ · q−∆2/2

は dressing operatorの t = t̄ = 0 における初期値 W |t=t̄=0, W̄t=t̄=0

とみなせる．
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Lax operatorの初期値

命題 Lax operator（の行列表示）L, L̄−1 の初期値

L(0) = L|t=t̄=0 = W(0)ΛW−1
(0) , L̄

(−1)
(0) = L̄|t=t̄=0 = W̄(0)Λ−1W̄−1

(0)

は因子分解された形

L(0) = B(0)Λ1−NC−1
(0) , L̄−1

(0) = DC(0)ΛN−1B−1
(0) (6= DL(0))

をしている．ここで D は定数

D = (−1)NQ2Q4 · · ·Q2N−2

であり，B(0), C(0) は有限階の差分作用素に対応する行列

B(0) = ΛN + b1ΛN−1 + · · · + bN ,

C(0) = 1 + c1Λ−1 + · · · + cNΛ−N

（b1, · · · , bN , c1, · · · , cN は対角行列）である．

11



Lax operatorの初期値（続き）

証明の概略 前述のような W(0), W̄(0) の具体的な表示を用いて
L(0), L̄

−1
(0) を計算すれば

L(0) =
N∏

n=1

(1 −Q(2n−1)q∆Λ−1) · Λ ·
∏
n=1

(1 +Q(2n)Λ−1q∆)−1,

L̄−1
(0) = Q1 · · ·Q2N−1

N∏
n=1

(1 +Q(2n)−1q−∆Λ) · Λ−1 ·
N∏

n=1

(1 −Q(2n−1)−1Λq−∆)−1

となる．B(0), C(0) を

B(0) =
N∏

n=1

(1 −Q(2n−1)q∆Λ−1) · ΛN , C(0) =
N∏

n=1

(1 +Q(2n)Λ−1q∆)

と定めれば，これらは前述の形になる．
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一般化された Ablowitz-Ladik階層

命題 Lax operatorの因子分解された形

L = BΛ1−NC−1, L̄−1 = DCΛN−1B−1 (6= DL),

B = ΛN + b1ΛN−1 + · · · + bN ,

C = 1 + c1Λ−1 + · · · + cNΛ−N ,

D は 0 でない定数

は戸田階層の時間発展で保たれて，対角行列 b1, · · · , bN , c1, · · · , cN
の対角要素 b1(s), · · · , bN (s), c1(s), · · · , cN (s)（s ∈ Z）を従属変数と
する簡約系（一般化された Ablowitz-Ladik階層）を定める．

証明の方針 B と C が満たすべき発展方程式系を求めて，それらが
整合的であること（時間発展の可換性）を示す．

系 U が定める戸田階層の特殊解は一般化された Ablowitz-Ladik階
層の解である．
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