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同変戸田階層はリーマン球面 CP1の同変Gromov-Witten (GW) 不変量の母函数を特徴付
けるための可積分階層としてGetzkerによって導入された [1]．Getzler自身は母函数の種数 0

部分が同変戸田階層の無分散極限の特殊解であることを示すにとどまったが [2]，Okounkov

と Pandharipandeは全種数の母函数に対して同変戸田階層との関係を確かめた [3]．彼らは
Kontsevichの局所化計算の方法によって同変GW不変量をグラフ展開し，それをフェルミオ
ンの言葉に翻訳してGetzlerの主張を確認した．その後，MilanovはGiventalの全種数GW不
変量再構成法によってGetzlerの主張を再確認し [4]，Tsengとともにその結果をCP1のオービ
フォルドに拡張した [5]．本講演では，OkounkovとPandharipandeの方法を振り返り，彼らが
“dressing operator” と呼んだものに新たな役割が見出せることを報告する．
同変戸田階層は2次元（2D）戸田階層の簡約系として捉えられる（MilanovとTsengの論文

[5]の付録を参照されたい）．t = (tk)k≥1と t̄ = (t̄k)k≥1 を時間変数，sを空間変数，Λをシフト
作用素Λ = e∂s (∂s = ∂/∂s）とするとき，2D戸田階層のLax形式は2つの差分型Lax作用素

L = Λ+
∞∑

n=1
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を用いて定式化される．同変戸田階層は

L− ν logL = L̄−1 − ν log L̄− ν logQ (1)

という簡約条件で特徴付けられる．ここで ν, Qは同変GW理論のパラメータで，νは 1次元
トーラス T のCP1への作用を定める重みである（H∗

T (CP1) " C[h]/(h(h − ν))が成立する）．
logLと log L̄はL = WΛW−1, L̄ = W̄ΛW̄−1を満たすdressing operator
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wnΛ
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n

を用いて
logL = W logΛW−1, log L̄ = W̄ logΛW̄−1, logΛ = ∂s

と定義される．
OkounkovとPandharipandeのdressing operator V, V̄ 1は同変GW不変量のフェルミオン表

示の中に登場する．彼らはそれを用いて同不変量の母函数を2D戸田階層のτ函数
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(2)

に書き直した．ここで {Jn}n∈Zと {Ln}n∈Zは複素自由フェルミ場に付随するいつもながらの
Heisenberg代数とVirasoro代数の基底である．これをW, W̄の言葉に翻訳すれば
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1彼らはW,W ∗という記号を用いたが，ここでは前述のW, W̄ と区別するためにV, V̄ と表す．
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という因子分解問題の解になる．ここで U は

U = V −1eΛQHeΛ
−1
V̄ −1, H = s− 1/2

という差分作用素である．差分作用素に翻訳されたV, V̄ （紛らわしいが，同じ記号で表す）は

V = 1 +
∞∑

n=1
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−n, V̄ = 1 +
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という（それぞれ下三角型・上三角型の∞×∞行列に相当する）形をしている．
OkounkovとPandharipandeの論文はかなり間接的なやり方でV, V̄ を導入し，それを用いて

同変GW不変量の母函数を (2)の形に書き直している．このτ函数が同変戸田階層の特殊解を与
えることは別の論理（同変GW理論に基づく）で説明している．結局V, V̄ の正体はOkounkov

とPandharipandeの論文からはよくわからない 2．
ここでは改めて (2)から出発し，V, V̄ を

V (Λ− ν logΛ)V −1 = Λ+H − ν logΛ,

V̄ −1(Λ−1 − ν logΛ)V̄ = Λ−1 +H − ν logΛ
(4)

という条件（OkounkovとPandharipandeの考察や最近の論文 [6]から読み取れる）を満たす差
分作用素として捉え直す．このような差分作用素（一意的ではない）はνに関するべき級数展
開V =

∑∞
k=0 ν

kV (k), V̄ =
∑∞

k=0 ν
kV̄ (k) の形で直接的に構成できる．これに基づいて次のこと

が証明できる．
定理 因子分解問題 (3)によってW, W̄を定めれば，

W (Λ− ν logΛ)W−1 = W̄ (Λ−1 − ν logΛ)W̄−1 − ν logQ (5)

という等式が成立し，対応するL, L̄は同変戸田階層への簡約条件 (1)を満たす．
証明の方針 簡約条件 (1)は時間発展で保たれるので，初期時刻 t = t̄ = 0で成立することを
示せば十分である．それを示すには (5)が初期時刻において成立することを確かめればよい．
W, W̄ の初期値は因子分解問題 (3) （初期時刻では具体的に解ける）から読み取れる．それを
用いて計算すれば，初期時刻で (5) が成立することがわかる．
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2そもそもこの論文にはいくつかのつじつまの合わない記述が目に付く．例えば，論文はV を上三角型，V̄ を下三
角型に選ぶと言っているが，これは論文が要求するもう一組の条件 〈s|V = 〈s|, V̄ |s〉 = |s〉 と矛盾するように思
われる．後の論文 [6]にも同様の記述がある．ことによると，上三角・下三角の定義が我々と違うのかもしれない．


