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概 要
溶解結晶模型の可積分構造に関する数年間の研究 [1, 2, 3, 4, 5]を紹介する．前

半では最も基本的な模型の場合に焦点を絞り，平面分割による分配函数の定義，対
角断面の方法による分配函数の書き換え，外部ポテンシャルによる変形，分配函数
のフェルミオン表示，1次元戸田階層のτ函数との関係を順次説明する．後半ではコ
ニフォルドに関連する模型やオービフォルド版模型についての最近の結果を説明す
る．これらの模型の分配函数は 2次元戸田階層のτ函数と関係する．対応するラッ
クス作用素は因子分解された特殊な形をもち，Ablowitz-Ladik（相対論的戸田）階
層など，2次元戸田階層に埋め込まれた可積分階層の解であることがわかる．

1 溶解結晶模型
溶解結晶模型 [6, 7]は xyz 空間の第１象限を占める結晶の角が溶解する状況（現実の

物理系を想定しているわけではない）を平衡統計力学系として定式化したものである．結
晶は単位立方体からなり，第１象限における補集合が３次元ヤング図形の形をしている
とする（図 1）．このような 3次元ヤング図形を整数データで表現するために平面分割
[8, 9, 10]を用いる．
通常の意味の分割（整数分割）は

λ = (λi)∞i=1 = (λ1 λ2 · · · ), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0

補集合
←→

図 1: 角の溶けた結晶（左）と 3次元ヤング図形（右）



という形の単調減少非負整数列（0と異なる要素は高々有限個）である．このような分割
λ には i 番目の行が λi 個の単位正方形からなるヤング図形が対応する．要素の総和

|λ| =
∞∑
i=1

λi

はヤング図形の面積である．
平面分割はこのような 1次元的配列を 2次元化したもの

π = (πij)∞i,j=1 =

 π11 π12 · · ·
π21 π22 · · ·
...

...
. . .


であり，その要素は 2方向に単調減少するという条件

πij ≥ πi,j+1≥
πi+1,j

を満たす．ここでも 0と異なる要素は高々有限個である．このような平面分割 π に対し
て，xy 平面上の (i, j) 番目のます目 [i− 1, i]× [j − 1, j] の上に高さ πij の単位立方体の
柱を積めば，３次元ヤング図形ができる（図 2）．πij の総和

|π| =
∞∑

i,j=1

πij

は 3次元ヤング図形の体積を与える．
これ以降は，分割 λ，整数分割 π とそれが表すヤング図形，3次元ヤング図形を同一

視して，「ヤング図形 λ」，「3次元ヤング図形 π」という言い方をすることにしよう．
3次元ヤング図形 π （あるいはその補集合である結晶）のボルツマン重みを q|π| (0 <

q < 1) と定める．平面分割全体の集合 PP にわたるこの重みの総和

Z =
∑

π∈PP
q|π|

として溶解結晶模型の分配函数が定義される．この分配函数は対角断面（diagonal slicing）
の方法によって計算できる [6, 11]．

π =

 3 2 2
3 2 1
1 1 1



図 2: 平面分割の定める 3次元ヤング図形



2 対角断面の方法
2.1 対角断面

平面分割 π = (πij)∞i,j=1 に対してm 番目（m ∈ Z）の対角断面 π(m) を

π(m) =

(πi,i+m)∞i=1 if m ≥ 0,

(πj−m,j)∞j=1 if m < 0

と定義する．これらは１次元的な分割であり，ヤング図形に対応する．幾何学的には，
π(m) は y = x+m という平面による３次元ヤング図形の断面（slice）を表す（図 3）．

2.2 ヤング図形の成長列と半標準盤

対角断面を用いて，3次元ヤング図形 π を主対角断面 λ = π(0)とその上の 1対のヤン
グ盤 T, T ′ からなる 3つ組 (λ, T, T ′) にコーディングする．
まず，主各断面の左側の対角断面列

π≤0 = {π(−m)}∞m=0

と右側の対角断面列

π≥0 = {π(m)}∞m=0

に注目する．これらは ∅ から λ に至るヤング図形の成長列

∅ ⊆ · · · ⊆ π(−n) ⊆ π(−n+ 1)) ⊆ · · · ⊆ λ,

∅ ⊆ · · · ⊆ π(n) ⊆ π(n− 1) ⊆ · · · ⊆ λ

を定める．実際には，隣り合った対角断面は単なる包含関係よりも強い条件

π(−n) ≺ π(−n+ 1), π(n− 1) � π(n) (n = 1, 2, · · · )

を満たしている．� は交錯関係（interlacing relation）[6, 11] と呼ばれるもので，一般
に λ = (λi)∞i=1 と µ = (µi)∞i=1 に対して

λ � µ ⇐⇒ λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ · · ·
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図 3: 3次元ヤング図形の対角断面
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図 4: 3次元ヤング図形から決まる３つ組 (λ, T, T ′)

と定義される．歪ヤング図形 λ/µ（λ, µ の定める 2つのヤング図形の差集合）を横 1行
のヤング図形に分けて考えれば，λ � µ はこれらの 1行ヤング図形の水平の辺が互いに
重ならない（すなわち，いわゆる horizontal strip[10]をなす）という条件と同値である．
逆に，このような交錯関係にあるヤング図形の成長列から 3次元ヤング図形が復元でき
るので，3次元ヤング図形 π はヤング図形 λ とヤング図形の成長列 π≤0, π≥0 からなる
３つ組 (λ, π≤0, π≥0) に 1対 1対応する．
次に，ヤング図形の成長列からヤング図形 λ 上のヤング盤 T, T ′ を定める．T, T ′ はヤ

ング図形 λ の各箱に正整数を書き込んだ一種の表

T = {T (i, j)}(i,j)∈λ, T ′ = {T ′(i, j)}(i,j)∈λ

であり，

T (i, j) = n ⇐⇒ (i, j) ∈ π(−n+ 1)/π(−n),

T ′(i, j) = n ⇐⇒ (i, j) ∈ π(n− 1)/π(n),

すなわちが歪ヤング図形 π(±n ∓ 1))/π(±n) に属する箱に対して n を書き込むことに
よって得られる（図 4）．T, T ′ は次の条件を満たす半標準盤（通常とは増減が逆だが [10]）
になる：

T (i, j) ≥ T (i, j + 1)

>

T (i+ 1, j)

T ′(i, j) ≥ T ′(i, j + 1)

>

T ′(i+ 1, j)

これは隣り合う対角断面の交錯関係からの帰結である．逆に，λ 型の任意の半標準盤の
対 T, T ′ から，λ を主対角断面とする平面分割が復元できる．こうして，平面分割 π は
(λ, T, T ′) という３つ組と１対１対応する．



2.3 分配函数を３つ組 (λ, T, T ′) に関する総和とみなす

平面分割 π のボルツマン重み q|π| は

q|π| = qT qT ′
,

qT =
∞∏

n=1

q(n−1/2)(|π(−(n−1))|−|π(−n)|),

qT ′
=

∞∏
n=1

q(n−1/2)(|π(n−1)|−|π(n)|)

というように因子分解される．したがって，分配函数は λ ∈ P に関する総和と λ 型半標
準盤全体の集合 T (λ) にわたる部分和に分解できる：

Z =
∑
λ∈P

 ∑
T∈T (λ)

qT

 ∑
T ′∈T (λ)

qT ′

 .

ここに現れた T, T ′ に関する部分和は無限変数 x = (x1, x2, . . .) のシューア函数 sλ(x)
の特殊値である．シューア函数は

sλ(x) =
∑

T∈T (λ)

xT , xT =
∏

(i,j)∈λ

xT (i,j)

というヤング盤表示をもつ [10]．x を

q−ρ = (q1/2, q3/2, . . . , qn−1/2, . . .)

に特殊化したものはちょうど前述の部分和になる：∑
T∈T (λ)

qT =
∑

T ′∈T (λ)

qT ′
= sλ(q−ρ).

2.4 分配函数の最終的表示

T, T ′ に関する部分和が sλ(q−ρ) という形にまとまるので，分配函数はその 2乗を分割
全体の集合 P にわたって総和したもの

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2

になる．これは一種のランダム分割模型である．要するに，対角断面の方法によってラ
ンダム平面分割模型である溶解結晶模型がランダム分割模型に帰着したのである．
この総和はシューア函数に対するコーシー等式 [10]

∑
λ∈P

sλ(x1, x2, . . .)sλ(y1, y2, . . .) =
∞∏

i,j=1

(1− xiyj)−1

によって実行できて，次のような無限乗積表示が得られる（右辺の函数はMacMahon
函数と呼ばれる）．



Z =
∞∏

i,j=1

(1− qi+j−1)−1 =
∞∏

n=1

(1− qn)−n

この結果はよく知られた分割の数え上げ母函数∑
λ∈P

q|λ| =
∞∏

n=1

(1− qn)−1

に似ていて，無限積の各項のべき指数が −1 から −n に変わっただけ，と言えなくもな
いが，背後の仕組みはまったく異なる．

3 外部ポテンシャルによる変形
3.1 簡単な変形

正値パラメータ Q を導入して，Q|π(0)| という因子をボルツマン重みに乗じた分配函数

Z =
∑

π∈PP
q|π|Q|π(0)|

を考えることもできる．これは |π(0)| を外部ポテンシャル，logQ を結合定数とする模
型の変形とみなせる．対角断面の方法はこの場合にもそのまま適用できて，

Z =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ| =
∞∏

n=1

(1−Qqn)−n

という無限乗積表示が得られる．ここに現れた函数もMacMahon函数と呼ばれる．

3.2 外部ポテンシャルの系列

可積分階層に関係する変形を得るために，整数値の離散変数 s に依存するポテンシャ
ルの系列

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

qk(λi+s−i+1) −
∞∑
i=1

qk(−i+1), k = 1, 2, . . .

を考える．ただし，これは形式的表現（|q| > 1 では収束するが，これは分配函数の収束
域 |q| < 1 とは重ならない）であり，正確には総和を

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

(
qk(λi+s−i+1) − qk(s−i+1)

)
+

∞∑
i=1

qk(s−i+1) −
∞∑
i=1

qk(−i+1)

というように組み替えて解釈する．最初の総和は有限和になり，後の２つの総和の項は
有限個を除いて互いに打ち消し合う．最初の形式的表現の引き算項も，この解釈の仕方
も，後述するフェルミオンフォック空間上の作用素の正規順序に由来する．
こうして再定義された Φk(λ, s) は

Φk(λ, s) =
∞∑
i=1

(qk(λi+s−i+1) − qk(s−i+1)) +
1− qks

1− qk
qk

と表せる．s は戸田格子の格子座標の役割を果たす．



3.3 変形された分配函数

結合定数の組 t = (t1, t2, . . .) を導入してポテンシャル Φk(λ, s) の線形結合

Φ(λ, s, t) =
∞∑

k=1

tkΦk(λ, s)

をつくり，それによって分配函数を次のように変形する [1, 2]．

Z(s, t) =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)2Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t)

Q|λ| も s に依存する形 Q|λ|+s(s+1)/2 に修正されたことに注意されたい．この分配函数が
1次元戸田階層と関係すること [1, 2]を説明するために，分配函数のフェルミオン表示を
用いる．

4 フェルミオン表示と可積分構造
4.1 フェルミオン演算子とフォック空間

分配函数をフェルミオン表示するために以下のものを用意する [1, 2, 6, 11, 12]．
• ２次元複素自由フェルミ場 ψ(z), ψ∗(z) のフーリエモードとして得られる生成消滅
演算子 ψn, ψ

∗
n（n ∈ Z）の代数

ψmψ
∗
n + ψ∗

nψn = δm+n,0,

ψmψn + ψnψm = ψ∗
mψ

∗
n + ψ∗

nψ
∗
m = 0

• フォック空間のチャージ s の部分空間における基底状態

〈s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
s−1ψ

∗
s , |s〉 = ψ−sψ−s+1 · · · | −∞〉

と励起状態（分割 λ = (λ1, λ2, . . .) でラベル付けされる）

〈λ, s| = 〈−∞| · · ·ψ∗
λ2+s−1ψ

∗
λ1+s, |λ, s〉 = ψ−λ1−sψ−λ2−s+1 · · · | −∞〉

からなる正規直交系

• フェルミオン演算子の特別な 2次形式

L0 =
∑
n∈Z

n:ψ−nψ
∗
n:, Hk =

∑
n∈Z

qkn:ψ−nψ
∗
n:, Jk =

∑
n∈Z

:ψ−nψ
∗
n+k:

ここで : : は 〈0|, |0〉 に関する正規順序を表す. すなわち，

:ψ−nψ
∗
m: = ψ−nψ

∗
m − 〈0|ψ−nψ

∗
m|0〉

• 頂点作用素

Γ±(z) = exp

( ∞∑
k=1

zk

k
J±k

)
, Γ±(x1, x2, . . .) = Γ±(x1)Γ±(x2) · · · ,

Γ±(q−ρ) =
∞∏
i=1

Γ±(qi−1/2)



4.2 分配函数のフェルミオン表示

L0,Hk, Jk,Γ±(z) のフォック空間への作用はチャージを保つ．L0,Hk は互いに可換で
|λ, s〉 を固有ベクトルにもち，

L0|λ, s〉 = (|λ|+ s(s+ 1)/2)|λ, s〉, Hk|λ, s〉 = Φk(λ, s)|λ, s〉

となる．これから分配函数のポテンシャル部分が

Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t) = 〈λ, s|QL0eH(t)|λ, s〉,

H(t) =
∞∑

k=1

tkHk,

と表せることがわかる．これを行列要素の言葉で言い換えれば

〈λ, s|QL0eH(t)|µ, s〉 = Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t)δλµ

となる．
他方，Jk はハイゼンベルグ代数の交換関係

[Jm, Jn] = mδm+n,0

を満たす．それから構成される多変数頂点作用素 Γ±(x) の行列要素は

〈µ, s|Γ+(x)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ−(x)|µ, s〉 = sλ/µ(x)

というように歪シューア函数になる [10, 12]．特に，ボルツマン重みの構成要素 sλ(q−ρ)
は

sλ(q−ρ) = 〈s|Γ+(q−ρ)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ−(q−ρ)|s〉

と表せる．
以上のことから，分配函数は

Z =
∑

λ,µ∈P
〈s|Γ+(q−ρ)|λ, s〉〈λ, s|QL0eH(t)|µ, s〉〈µ, s|Γ−(q−ρ)|s〉

と表せる．
∑

λ∈P |λ, s〉〈λ, s| と
∑

µ∈P |µ, s〉〈µ, s| はチャージ s の部分空間における 1 の
分解であるから，結局，次のような分配函数のフェルミオン表示が得られる [1, 2]．

Z(s, t) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t)Γ−(q−ρ)|s〉

これは一見，戸田階層のτ函数のフェルミオン表示 [13]に似ているが，構造はまったく
異なる．τ函数では Γ±(q−ρ) のところに時間変数に依存する作用素が現れるのに対して，
上の分配函数の表示では中央の QL0eH(t) = eH(t)QL0 が時間変数 t に依存する．



4.3 1次元戸田階層のτ函数との関係

2重の添え字 k,m ∈ Z をもつフェルミオン演算子の 2次形式

V (k)
m = qk/2

∮
|z|=R

dz

2πi
zm:ψ(qk/2z)ψ∗(q−k/2z): = q−km/2

∑
n∈Z

qkn:ψm−nψ
∗
n:

を考える．Hk, Jk はその一部として

Hk = V
(k)
0 , Jk = V

(0)
k

というように含まれている．V (k)
m は

[V (k)
m , V (l)

n ] =

(q(lm−kn)/2 − q(kn−lm)/2)(V (k+l)
m+n − δm+n,0

qk+l

1−qk+l ) if k + l 6= 0,

(q−k(m+n) − qk(m+n))V (0)
m+n +mδm+n,0 if k + l = 0.

という交換関係を満たして，量子トーラス代数の実現を与える．
さらに V

(k)
m は次の 2種類の代数的関係式も満たす．これらをシフト対称性という [1, 2]．

(i) k > 0, m ∈ Z に対して

Γ+(q−ρ)
(
V (k)

m − qkδm,0

1− qk

)
Γ+(q−ρ)−1

= (−1)kΓ−(q−ρ)−1

(
V

(k)
m+k −

qkδm+k,0

1− qk

)
Γ−(q−ρ)

(ii) k,m ∈ Z に対して

qW0/2V (k)
m q−W0/2 = V (k−m)

m

ここで

W0 =
∑
n∈Z

n2:ψ−nψ
∗
n:

このシフト対称性から Hk = V
(k)
0 と Jk = V

(0)
k を結ぶ関係式

(−1)kJk · qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

= qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0

(
Hk −

qk

1− qk

)
Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

= qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2 · (−1)kJ−k

が得られる．これを用いて Z(s, t) のフェルミオン表示の中央にある etkHk を作用素積の
左端や右端へ移動することができる．こうして次のような 1次元戸田階層のτ函数との
関係がわかる．



定理 [1, 2] Z(s, t) は

g = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)qW0/2

という生成作用素から得られる 1次元戸田階層のτ函数

τ(s, t) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g|s〉 = 〈s|g exp

( ∞∑
k=1

tkJ−k

)
|s〉

によって次のように表せる：

Z(s, t) = exp

( ∞∑
k=1

tkq
k

1− qk

)
q−s(s+1)(2s+1)/6τ(s, ι(t)),

ι(t) = (−t1, t2,−t3, . . . , (−1)ktk, . . .)

注意 シフト対称性によって Z(s, t) を 2通りに書き換えられることから，τ(s, t) が上
に示した 2通りの表示をもつことがわかるが，実際には g 自体が

Jkg = gJ−k, k = 1, 2, · · · ,

という等式を満たすこともわかる．これもシフト対称性からの帰結である．一般に，こ
の等式（1次元戸田階層への簡約条件）のもとで，2次元戸田階層のτ函数のフェルミオ
ン表示 [13]

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉

は

τ(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

(tk − t̄k)Jk

)
g|s〉 = 〈s|g exp

( ∞∑
k=1

(tk − t̄k)Jk

)
|s〉

というように書き直されて，s と t− t̄ のみの函数 τ(s, t− t̄)，すなわち 1次元戸田階層
のτ函数に帰着する．

5 溶解結晶模型の変種
5.1 コニフォルドに関連する溶解結晶模型

位相的弦理論 [14]では，コニフォルド（resolved conifold）と呼ばれる 3次元カラビ・
ヤウ多様体に関連して，ボルツマン重みを

sλ(q−ρ)2 → sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)

（ tλ は λ の共役，すなわちヤング図形の転置を表す）というように置き換えた分配函数

Z ′ =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ|



も登場する [15]．この分配函数はもう１つのコーシー等式

∑
λ∈P

sλ(x1, x2, . . .)s tλ(y1, y2, . . .) =
∞∏

i,j=1

(1 + xiyj)

によって次のような無限乗積に書き直せる（すなわち，MacMahon函数の逆数になる）．

Z ′ =
∞∏

n=1

(1 +Qqn)n

可積分構造の考察対象となるのは，この分配函数を次のように 2系列の外部ポテンシャ
ル Φk(λ), k = 1, 2, . . ., Φ−k(λ), k = 1, 2, . . . によって変形したものである．

Z ′(s, t, t̄) =
∑
λ∈P

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)Q|λ|+s(s+1)/2eΦ(λ,s,t,t̄),

Φ(λ, s, t, t̄) =
∞∑

k=1

tkΦk(λ, s) +
∞∑

k=1

t̄kΦ−k(λ, s)

2系列のポテンシャルに対応して 2系列の結合定数 t = (t1, t2, · · · ), t̄ = (t̄1, t̄2, · · · ) を導
入した．これらの結合定数を時間変数として，この分配函数は２次元戸田階層のτ函数
と関係している．その証明にはやはりシフト対称性を利用する [3]．実際には，このτ函
数はAblowitz-Ladik階層（あるいはそれと同値な相対論的戸田階層）と関係している
ことがわかるが，その証明は Lax作用素の構造を調べることによって行われる [4]．

5.2 分配函数のフェルミオン表示

あらたに

Γ′
±(z) = exp

(
−

∞∑
k=1

(−z)k

k
J±k

)
= Γ±(−z)−1,

Γ′
±(x1, x2, · · · ) = Γ′

±(x1)Γ′
±(x2) · · · , Γ′

±(q−ρ) =
∞∏

n=1

Γ′
±(qn−1/2)

という頂点作用素を導入する [16]．その行列要素は

〈µ, s|Γ′
+(x)|λ, s〉 = 〈λ, s|Γ′

−(x)|λ, s〉 = s tλ/ tµ(x)

となる．これとすでに導入した Γ±(q−ρ) を組み合わせれば，分配函数 Z ′(s, t, t̄) に対し
て次のようなフェルミオン表示が得られる．



Z ′(s, t, t̄) = 〈s|Γ+(q−ρ)QL0eH(t,t̄)Γ′
−(q−ρ)|s〉,

H(t, t̄) =
∞∑

k=1

tkHk +
∞∑

k=1

t̄kH−k

これを 2次元戸田階層のτ函数に書き直すには，前述の (i), (ii)型のシフト対称性に加
えて，次の型のシフト対称性も用いる [3]．

(iii) k > 0, m ∈ Z に対して

Γ′
+(q−ρ)

(
V (−k)

m +
1

1− qk
δm,0

)
Γ′

+(q−ρ)−1

= Γ′
−(q−ρ)−1

(
V

(−k)
m+k +

1
1− qk

δm+k,0

)
Γ′
−(q−ρ).

上付き添え字の動く範囲が (i)型と (iii)型では異なることに注意されたい．
これらのシフト対称性から，k > 0 にわたって次の等式が成立することがわかる：

(−1)kJk · qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ) = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)
(
Hk −

qk

1− qk

)
,(

H−k +
1

1− qk

)
Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2 = Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2 · J−k.

これらを用いて Z ′(s, t, t̄) のフェルミオン表示の中央にある etkHk を作用素積の左端へ，
et̄kH−k を右端へ移動することができる（逆向きに移動することはできない）．
こうして次のような 2次元戸田階層のτ函数との関係がわかる．
定理 [3] Z ′(s, t, t̄) は

g′ = qW0/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)QL0Γ′
−(q−ρ)Γ′

+(q−ρ)q−W0/2

という生成作用素から得られる２次元戸田階層のτ函数

τ ′(s, t, t̄) = 〈s| exp

( ∞∑
k=1

tkJk

)
g′ exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kJ−k

)
|s〉,

によって次のように表せる：

Z ′(s, t, t̄) = exp

( ∞∑
k=1

tkq
k − t̄k

1− qk

)
τ ′(s, ι(t),−t̄)

5.3 Lax作用素の構造

以下では，2次元戸田階層の Lax作用素を Z× Z 行列

L = Λ + u1 + u2Λ−1 + · · · , L̄−1 = ū0Λ−1 + ū1 + ū2Λ + · · ·



として扱う．Λn はシフト行列

Λn =
∑
i∈Z

Ei,i+n

を表し，un, ūn は対角行列

un =
∑
i∈Z

un(i)Eii, ūn =
∑
i∈Z

ūn(i)Eii,

である．Eij は (i, j) 要素のみ 1，他の要素は 0 の行列である．
Z(s, t) に付随するτ函数 τ(s, t) は 1次元戸田階層の解であり，よく知られているよう

に，Lax作用素は

L = L̄−1 = Λ + b+ cΛ−1

（b, c は対角行列，今の場合には b = u1, c = ū0）という形をした 3重対角行列である．
Z ′(s, t, t̄) に付随するτ函数 τ ′(s, t, t̄) が定める 2次元戸田階層の解はそれとはまったく
異質の，次のような特徴をもつ．

定理 [4] τ ′(s, t, t̄) が定める 2次元戸田階層の解の Lax作用素は

L = BC−1, L̄−1 = −CB−1,

B = Λ + b, C = 1 + cΛ−1

というように因子分解された形をもつ．ここで b, c は対角行列であり，C−1 と B−1

はそれぞれ

C−1 = 1− cΛ−1 + · · · , B−1 = b−1 − b−1Λb−1 + · · ·

という展開をもつ下三角行列・上三角行列を意味する．

この因子分解された形（上の B−1, C−1 の解釈から，L̄ = −L という自明な場合に退
化しないことがわかる）は Ablowitz-Radik階層（実際には相対論的戸田階層）を 2次
元戸田階層の簡約系として特徴付ける条件 [17]に他ならない．こうして，τ ′(s, t, t̄) が
Ablowitz-Radik階層の解を定めるτ函数であることがわかる．
もともとBriniら [17]はコニフォルドのGromov-Witten理論（物理的には位相的弦理論）

がAblowitz-Ladik階層と関係するという予想 [18]から出発して，ミラー理論（Frobenius
構造）の観点から予想を解決する試みの中で，Ablowitz-Radik階層自体の研究も行った．
上の結果は Briniらの予想に別の方向から答えるものである．
以下では上の結果の証明 [4]のアイディアを紹介する．

5.4 無限行列表示

L, L̄−1 の因子分解形を導くために，フェルミオン２次形式と Z× Z 行列の対応 [12]

X̂ =
∑
i,j∈Z

xij :ψ−iψ
∗
j : ←→ X =

∑
i,j∈Z

xijEij



を利用する．この対応によって L0,W0,Hk, Jk は

L0 = ∆, W0 = ∆2, Hk = qk∆, Jk = Λk

というように行列表現される．ここで ∆ は

∆ =
∑
i∈Z

iEii

という対角行列である．Λ と ∆ は差分作用素に基づく Lax形式では e∂s と s に対応し
ていて，

[Λ,∆] = Λ

という交換関係を満たす．
フェルミオン 2次形式と Z×Z 行列の対応はリー代数の構造を保っている（正確に言

えば，1次元中心拡大の部分の無視している）．これをリー群に持ち上げることもできる．
これによって eX̂ と eX が対応する [12]．たとえば，頂点作用素 Γ±(z), Γ′

±(z) は

Γ±(z) = (1− zΛ±1)−1, Γ′
±(z) = 1 + zΛ±1

というように行列表示される（行列表示の方も同じ記号で表そう）．Γ±(q−ρ) と Γ′
±(q−ρ)

はこのような行列の無限乗積になる：

Γ±(q−ρ) =
∞∏

n=1

(1− qn−1/2Λ±1)−1,

Γ′
±(q−ρ) =

∞∏
n=1

(1 + qn−1/2Λ±1)

これらの無限乗積は行列値の量子ダイログ函数 [19, 20] とみなすことができる．(i)型と
(iii)型のシフト対称性はこの無限乗積構造からの帰結としても説明できる．
ちなみに，τ函数のフェルミオン表示では Γ±(q−ρ),Γ′

±(q−ρ) が Γ−Γ+ や Γ′
−Γ′

+ のよ
うな組合せで現れる．これは Jacobiの３重積公式

ϑ(z) =
∞∏

n=1

(1− qn)
∞∏

n=1

(1 + qn−1/2z)
∞∏

n=1

(1 + qn−1/2z−1),

を通じて楕円テータ函数との関係を暗示している．

5.5 Lax作用素の因子分解形の証明の方針

上の対応によって，τ ′(s, t, t̄) を定める作用素 g′ は

U = q∆
2/2Γ−(q−ρ)Γ+(q−ρ)Q∆Γ′

−(q−ρ)Γ′
+(q−ρ)q−∆2/2

という無限行列に対応する．
一般に，このような行列 U に対して

exp

( ∞∑
k=1

tkΛk

)
U exp

(
−

∞∑
k=1

t̄kΛ−k

)
= W−1W̄



という等式を満たす下三角行列 W（対角成分 1）と上三角行列 W̄ を求めること（分解
問題）ができれば，W, W̄ 自体は 2次元戸田階層の佐藤方程式を満たす．それらから

L = WΛW−1, L̄−1 = W̄Λ−1W̄−1

というように定義される L, L̄−1 は Lax方程式を満たす．特に，U がτ函数のフェルミ
オン表示 [13]における生成作用素 g の表現行列ならば，L, L̄ はτ函数に対応する Lax形
式での戸田階層の解に他ならない [21, 22, 23]．
U から W, W̄ を直接に求めることは一般的には困難だが，今の場合には U が特殊な行

列なので，初期時刻 t = t̄ = 0においてこの分解問題が具体的に解ける．それから L, L̄−1

が初期時刻において前述の因子分解形をもつことがわかる．他方，Briniらが示している
ように [17]，因子分解形は時間発展で保たれる．こうして，すべての時刻において L, L̄−1

が求める形をしていることがわかるのである．

5.6 オービフォルド型溶解結晶模型

最近，これまで解説してきた結果をオービフォルド型溶解結晶模型に拡張することが
できた [5]．これらは 3次元カラビ・ヤウ多様体の Za ×Zb オービフォルド（a, b は正整
数）の位相的不変量に由来する模型である [24]．
外部ポテンシャルを入れて変形する前の模型の分配函数は

Za,b =
∑
λ∈P

sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)sλ(r1q−ρ, . . . , rbq
−ρ)Q|λ|,

Z ′
a,b =

∑
λ∈P

sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)s tλ(r1q−ρ, . . . , rbq
−ρ)Q|λ|.

という形をしている．p1, p2, . . . , pa と r1, r2, . . . , rb は模型のパラメータである．要する
に，これらは Z,Z ′ のボルツマン重みに対して

sλ(q−ρ)2 → sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)sλ(r1q−ρ, . . . , rbq
−ρ)

ならびに

sλ(q−ρ)s tλ(q−ρ)→ sλ(p1q
−ρ, . . . , paq

−ρ)s tλ(r1q−ρ, . . . , rbq
−ρ).

という置き換えを行ったものである．これらのシューア函数は，無限個の引数を a 組や
b 組の無限変数に組み分けしただけで，これまで考えていたものと同じである（シューア
函数は対称函数なので，このような組み分けは自在にできる）．さらに，シューア函数の
斉次性によってパラメータの組 p1, · · · , pa と r1, · · · , rb の中の一つ，たとえば pa と rb

は 1 に正規化できる．
Z(s, t), Z ′(s, t, t̄) の場合にならって外部ポテンシャルで変形した分配函数 Za,b(s, t),

Z ′
a,b(s, t, t̄) はいずれも 2次元戸田階層のあるτ函数 τa,b, τ

′
a,b と関係している．さらに，

Lax形式で見た解は次のような特徴をもつ．

1. τa,b に対応する Lax作用素に対して

La = D−1L̄−b



という等式が成立する．D は模型のパラメータから決まる定数である．この等式
の両辺は

Λa + α1Λa−1 + · · ·+ αa+bΛ−b

（α1, · · · , αa+b は対角行列）という形の a+ b 重対角行列になる．これは 2次元戸
田階層の (a, b) 型簡約として知られる可積分階層（bi-graded Toda hierarchy）
[25, 26]を特徴づけるものである．t はこの可積分階層の時間変数（2系列あるが）
の一部と対応する．

2. τ ′a,b に対応する Lax作用素のべき乗 La, L̄−b は因子分解された形

La = BC−1, L̄−b = DCB−1

をもつ．ここで B,C は

B = Λa + β1Λa−1 + · · ·+ βa, C = 1 + γ1Λ−1 + · · ·+ γbΛ−b

（βi, γj は対角行列）という行列，D は模型のパラメータから決まる定数である．
Briniらが示したように [27]，a = b = 1 の場合と同様，この因子分解形も時間発展
で保たれて，2次元戸田階層の一種の簡約を定める．ただし，t, t̄ はそれぞれ 2次元
戸田階層の 2系列の時間変数の一部と対応する．Briniらはコニフォルドのオービ
フォルドのGromov-Witten理論においてこの形の簡約系が現れることをFrobenius
構造の観点から論じている [27]．上の模型は彼らの結果を別の方向から説明するも
のと考えられる．

6 まとめ
1. 溶解結晶模型は３次元ヤング図形の統計力学的模型（ランダム平面分割模型）であ
るが，対角断面の方法によって一種のランダム分割模型に書き直せる．

2. １系列の外部ポテンシャルによって変形した分配函数は１次元戸田階層のτ函数に
簡単な函数をかけたものになる．このことを示すために分配函数をフェルミオン表
示し，量子トーラス代数のフェルミオン実現における特別な代数的関係式を利用
する．

3. ボルツマン重みを少し変更することによって溶解結晶模型の変種が得られる．分配
函数を２系列の外部ポテンシャルによって変形したものは２次元戸田階層のτ函数
になる．さらに，ラックス形式における考察からAblowitz-Ladik（相対論的戸田）
階層との関係がわかる．

4. ランダム行列との比較の観点では，これら２つの溶解結晶模型はエルミート行列模
型とユニタリ行列模型に対応する．

5. これらの結果はオービフォルド版の模型にも拡張される．
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