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概 要

Maninによる Painlevé VI型方程式の別表現は楕円型 Calogero-Moser系
の一種の楕円型 Inozemtsev系を非自励系に変えた形をもつ．最近，各種の楕
円型Calogero-Moser系から同様にして非自励系を構成できること，得られる
非自励系はもとの自励系と同様の Lax表示をもつこと，そこからトーラス上
の等モノドロミー変形としての解釈が導かれること，などが明らかになった．
特に，これによってManinの非自励系をトーラス上の等モノドロミー系とし
て特徴づけることができるようになる．この結果と背景について紹介する．他
の Painlevé方程式への退化，Garnier系などへの拡張の可能性など，関連す
る問題にも触れる．

1 はじめに
今世紀初頭，R. Fuchsは，Painlevé VI型方程式の等モノドロミー変形としての

解釈を与えるとともに，不完全楕円積分によってこの方程式の別表現が得られる
ことも指摘した [1]．Fuchsの与えたこの別表現からいわゆる「Picardの解」の存
在がただちに導かれるが，それ以上の意味は長い間明らかにされなかった．９０
年代に入って，Maninは（明らかにPainlevé VI型方程式のアフィンWeyl群対称
性に関する岡本の８０年代の仕事 [2]を一つの重要な動機として）Fuchsのこの指
摘をさらに発展させ，最終的に，楕円函数を非線形項にもつ２階微分方程式（実
際には楕円函数型ポテンシャルをもつ非自励Hamilton系）としての表現に到達し
た [3]．

Maninのこの仕事は Painlevé方程式と可積分系（あるいは等スペクトル変形）
との新たなつながりを示すもので極めて興味深い．実際，Maninも間接的に指摘
しているように，Maninの非自励系は楕円型Calogero-Moser系と総称される一群
の有限次元可積分系とよく似ているからである．この可積分系の特徴は，トーラ
ス上に定義された（すなわちトーラス上を走るスペクトルパラメータ ζ をもつ）
Lax対 L(ζ),M(ζ) によって Lax表示が与えられる，ということにある．
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Painlevé VI型方程式から楕円型Calogero-Moser系と（少なくとも形の上で）似
たものが現れることはかなり意外な事実である．Painlevé方程式を含む既知の多く
の等モノドロミー変形はRiemann球面上の常微分方程式に基づく．Fuchsの仕事
から１０年余り後にGarnierが示したように [4]，これらの等モノドロミー変形の
方程式（Garnierは Schlesinger系を扱った）から一種の極限操作でLax表示をもつ
可積分系が得られるが，この Lax表示もRiemann球面上のスペクトルパラメータ
をもつ Lax対で与えられる．いずれの場合も，トーラス上のスペクトルパラメー
タが現れる余地はないように見える．

LevinとOlshanetskyはこの意外な関連を「Painlevé-Calogero対応」と呼んで，
背後の意味を探ることを試みた [5]．その基礎にあったのは，Painlevé VI型方程式
の４つのパラメータが特別な関係にある場合には，標準的な楕円型Calogero-Moser

系（A1型）を介してManinの非自励系をトーラス上の等モノドロミー変形とし
て定式化できる，という事実である．Levinと Olshanetsky はこのようなトーラ
ス（あるいはより一般的な閉Riemann面）上の等モノドロミー変形をHitchin系
という幾何学的な舞台の上で非常に一般的に論じている．しかしながら，肝心の
Painlevé VI方程式のパラメータが任意の値をとる場合の取り扱いは残されたまま
であった．
最近筆者は，LevinとOlshanetskyとは少し異なる枠組みを用いることで，４つ
のパラメータが任意の値をとる場合にもManinの非自励系をトーラス上の等モノド
ロミー変形として特徴づけられる，ということを示した [6]．1ここで用いるのは楕
円型Calogero-Moser系に対する「ルート型Lax対」という新しいLax表示である．
Maninの非自励系は楕円型 Inozemtsev系と呼ばれる楕円型 Calogero-Moser系の
一種を非自励系に焼き直したものである．Inozemtsev系は，他の楕円型Calogero-

Moser系と違って，単純 Lie代数に対応しないルート系（BC 型ルート系）で特徴
づけられる．「ルート型 Lax対」はそのような場合も扱える枠組みを提供するので
ある．
以下では，この結果の紹介を目標に，背景となるさまざまな概念を解説し，い
くつかの関連する問題にも触れる．

2 Painlevé → Fuchs → Manin

Painlevé VI型方程式は
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=
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(λ − 1)2
+ δ

t(t − 1)

(λ − t)2

)
(1)

1最近，河井真吾はManinの方程式に対してこれとは異なる形でトーラス上の等モノドロミー
変形としての特徴づけを与えた．
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という有理函数型の非線形性をもつ２階微分方程式である．FuchsとManinは従
属変数と独立変数の巧妙な変数変換によってこの方程式を書き換えた．以下では
この書き換えの手順を紹介する．

2.1 Painlevé → Fuchs

Fuchsは (1)が

Lt

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

=

√
λ(λ − 1)(λ − t)

t(1 − t)
·

·
[
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t

λ2
+ γ
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(λ − 1)2
+

(
δ − 1

2

)
t(t − 1)

(λ − t)2

]

(2)

という形に書き換えられることを注意した．ここで Lt は

Lt = t(1 − t)
d2

dt2
+ (1 − 2t)

d

dt
− 1

4
(3)

という２階線形微分作用素である．これはもともと完全楕円積分（つまり後で述
べるような楕円曲線上の周期積分）に対する Picard-Fuchs方程式

Lt

∮

γ

dz√
z(z − 1)(z − t)

= 0 (4)

に現れるものである．その意味で Painlevé VI型方程式は Picard-Fuchs方程式の
非線形・非斉次の拡張とみなすことができる．Picardの解の存在はこの方程式 (2)

からもわかるが [2]，Maninの方程式で見る方がわかりやすい．

2.2 楕円函数による書き換え

ここでは λ の代わりに上の不完全楕円積分で定義される函数を従属変数にして
Fuchsの方程式 (2)を書き換える．（正確には，あとで示すような余分の乗法因子を
付ける）．
まず上の不完全楕円積分に付随する楕円曲線

y2 = z(z − 1)(z − t) (5)

のパラメータ表示を求める．基本周期 1, τ のWeierstrass ℘-函数

℘(u) = ℘(u | 1, τ) =
1

u2
+

∑

(m,n)6=(0,0)

(
1

(u + m + nτ)2
− 1

(m + nτ)2

)
, (6)
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を用いると，この楕円曲線は

z =
℘(u) − e1

e2 − e1

, y =
℘(u)

2(e3 − e1)3/2
(7)

というようにパラメータ表示される．e1, · · · , e3 は半周期

ω1 =
1

2
, ω2 =

1

2
+

τ

2
, ω3 =

τ

2
(8)

における ℘(u) の値 ea = ℘(ωa) (a = 1, 2, 3) である． u-平面の原点と３つの半周
期が次のように上の楕円曲線の分岐点に対応していることに注意されたい：

u = 0 ←→ z = ∞
u = ω1 ←→ z = 0

u = ω2 ←→ z = 1

u = ω3 ←→ z = t

(9)

このパラメータ表示と Fuchsの不完全楕円積分との関係を見るため，パラメー
タ表示から従う微分の関係

du =
1

2(e2 − e1)1/2

dz

y
(10)

に注目する．これを積分すれば

u =
1

2(e2 − e1)1/2

∫ z(u)

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

(11)

となる．特に z = λ での u の値を q と呼べば，

q =
1

2(e2 − e1)1/2

∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

(12)

であり，逆に λ は q の函数として

λ =
℘(q) − e1

e2 − e1

(13)

と書ける．この q を新たな従属変数として Fuchsの方程式 (2)の方程式を書き直
すのである．

(2)の左辺はすでに q で書けているから，右辺を調べる．まず，前述の楕円曲線
のパラメータ表示を思い出せばわかるように，λ の３次式の平方根は y の z = q

での値に他ならないから

√
λ(λ − 1)(λ − t) =

℘′(q)

2(e2 − e1)1/2
(14)
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である．また，２次分数式の各項は

t

λ2
=

(e3 − e1)(e2 − e1)

(℘(q) − e1)2
, etc. (15)

というように ℘(q) の２次分数式に書ける．さらに，℘-函数の満たす函数等式

℘(u + ωj) =
(ej − ek)(ej − e`)

℘(u) − ej

(j, k, ` は 1, 2, 3 の巡回置換) (16)

を u について微分したものを用いれば，℘(q) の２次分数式の部分を ℘′(q + ωj) の
１次結合としてあらわすことができる．
最後に右辺から左辺へいくつかの項を移動すると，Fuchsの方程式 (2)は q を従

属変数とする微分方程式

4(e2 − e1)
1/2t(t − 1)Lt[(e2 − e1)

1/2q]

= α℘′(q) − β℘′(q + ω1) + γ℘′(q + ω2) − (δ − 1

2
)℘′(q + ω3) (17)

に変わる．Maninの方程式まではあと一歩（数歩？）である．

2.3 Fuchs → Manin

Maninの方程式を導くには独立変数を t から τ に変える．t と τ は

t =
e3 − e1

e2 − e1

(18)

という関数関係で結ばれていることに注意する．Lt の与える Picard-Fuchs方程
式の解の基底は２つの独立な完全楕円積分であるが，今の場合，(e2 − e1)

1/2 と
(e2 − e1)

1/2τ がそのようなような基底を与える．このことから

Lt = t(1 − t)

(
dτ

dt

)2

(e2 − e1)
1/2 ◦

(
d

dτ

)2

◦ (e2 − e1)
−1/2 (19)

となることがすぐにわかる．ここでさらに dτ/dt の具体的な表示

dτ

dt
=

πi

t(t − 1)(e2 − e1)
(20)

（これを導くには少し面倒な議論が必要である [3]）を用いれば，最終的に

(2πi)2 d2q

dτ 2
=

3∑

a=0

αa℘
′(q + ωa) (21)
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という方程式が得られる．ただし ω0 = 0 である．これがManinの見出した方程
式である．右辺のパラメータはPainlevé VI型方程式のパラメータと

α0 = α, α1 = −β, α2 = γ, α3 =
1

2
− δ (22)

という関係にある．
このように，従属変数と独立変数の両方の変換 (λ, t) → (q, τ)によってPainlevé

VI型方程式はManinの方程式に変換される．Maninの方程式で見れば Picardの
解とは「直線」解

q = c1 + c3τ (c1, c3 = constant) (23)

に他ならない．これを q と λ を結ぶ式 (13)に代入して本来の Picardの解が得ら
れることになる．

3 Hamilton系としての対応
Painlevé VI型方程式もManinの方程式もHamilton形式に書ける．前節で復習

したManinの方程式の導出は２階の微分方程式を直接に変数変換するものであっ
たが，これをHamilton系の正準変換と見ることもできる．Painlevé VI型方程式
のアフィンWeyl群対称性がHamilton形式に基づいて導かれるものであること [2]

を考えると，Hamiton形式のレベルでの対応を確かめておくことも重要であろう．

3.1 ２つの方程式のHamilton形式

岡本 [7]が示したように，Painlvé VI型方程式 (1)は

H =
λ(λ − 1)(λ − t)

t(t − 1)

[
µ2 −

(
κ0

λ
+

κ1

λ − 1
+

θ − 1

λ − t

)
µ +

κ

λ(λ − 1)

]
(24)

というHamiltonianによってHamilton系

dλ

dt
=

∂H

∂µ
,

dµ

dt
= −∂H

∂λ
(25)

に書き直せる．ここで κ0, κ1, θ, κ∞ は α, β, γ, δ と

κ2
0 = −2β, κ2

1 = 2γ, θ2 = 1 − 2δ, κ2
∞ = 2α, (26)

という関係で結ばれるパラメータで，(1)を Riemann球面上の常微分方程式の等
モノドロミー変形の方程式と解釈するときに確定特異点 0, 1, t,∞ での特性指数と
して現れる．κ は

κ =
1

4
(κ0 + κ1 + θ − 1)2 − 1

4
κ2
∞ (27)

6



で与えられる．Hamiltonianの中に時間変数 t が現れるのでこのHamilton系は非
自励系である．

Maninの方程式 (21)は

H =
1

2
p2 −

3∑

a=0

αa℘(q + ωa). (28)

をHamiltonianとするHamilton系

2πi
dq

dτ
=

∂H
∂p

, 2πi
dp

dτ
= −∂H

∂q
(29)

に書き直せる．通常の Hamilton方程式と違って左辺に 2πi という因子が現れて
いることに注意されたい．Maninはこの因子をHamiltonianに押し込んでいるが，
むしろこのように d/dτ の前に付ける方が自然である．実際，Lax形式を論じると
きにテータ函数の満たす「熱方程式」を用いるが，上のHamilton方程式の左辺の
2πid/dτ はこの熱方程式の左辺と対応しているとも言えるのである．とにかく，今
の場合 τ が時間変数であり，℘-函数はこの τ にも依存するので，この Hamilton

系も非自励系である．

3.2 正準変換の具体的な形

この二つのHamilton系が正準変換で結ばれる，というのが主張したいことであ
る．正確には次のようになる：

命題 二つのHamilton系は

λ = f(q),

µ =
p

f ′(q)
+

2πi(e2 − e1)
2

℘′(q)2
fτ (q)

+
e2 − e1

2

(
κ0

℘(q) − e1

+
κ1

℘(q) − e2

+
θ − 1

℘(q) − e3

)
(30)

という（時間に依存する）正準変換で結ばれる．ただしここで

f(u) =
℘(u) − e1

e2 − e1

, f ′(u) =
∂f(u)

∂u
, fτ (u) =

∂f(u)

∂τ
(31)

である．正確に言えば，λ, µ, p, q の間にこれらの関係を，また t, τ の間には (18)

の関係を置くとき，

µdλ − Hdt = pdq −H dτ

2πi
+ exact form (32)

が満たされる．
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注意 このような時間依存の正準変換はPainlevé方程式およびGarnier系のHamil-

ton構造の議論ではおなじみのものである [7]．時間依存であるから，Hamiltonian

と時間も変数に含めた４次元のシンプレクティック形式が

dµ ∧ dλ − dH ∧ dt = dp ∧ dq − dH ∧ dτ

2πi
(33)

というように保たれることになる．これがHamilton系の間の変換（あるいはBäcklund

変換と言ってもよかろう）を与えることは，二つのHamilton系が外微分方程式と
してそれぞれ

dµ ∧ dλ − dH ∧ dt = 0, (34)

dp ∧ dq − dH ∧ dτ

2πi
= 0 (35)

と書けることに注意すれば明らかであろう．

3.3 正準変換の由来

上の結果の証明には長く煩雑な計算を要するので，ここでは省略する．その代
わりに，(30)の由来を簡単に説明しておく．

(30)の第一式は前節で示したものと同じであるから，説明を要しないだろう．
第二式は µ を p, q と結ぶ式であるが，実はこれは λ に対するHamilton方程式

を読み替えたものである．実際，このHamilton方程式は

dλ

dt
=

λ(λ − 1)(λ − t)

t(t − 1)

[
2µ −

(
κ0

λ
+

κ1

λ − 1
+

θ − 1

λ − t

)]
(36)

となるので，µ について解くと

µ =
t(t − 1)

2λ(λ − 1)(λ − t)

dλ

dt
+

1

2

(
κ0

λ
+

κ1

λ − 1
+

θ − 1

λ − t

)
(37)

となるが，この右辺を λ = f(q) によって書き直せば，上に示した µ を p, q と結
ぶ式になる．
もう少し立ち入って説明する．λ = f(q) を正直に微分すれば

dλ

dt
= f ′(q)

dq

dτ

dτ

dt
+ fτ (q)

dτ

dt
(38)

となる．dτ/dt にはすでに触れた公式 (20)を適用する．λ の有理式の部分は

1

λ
=

e2 − e1

℘(q)
,

1

λ − 1
=

e2 − e1

℘(q) − e2

,
1

λ − t
=

e2 − e1

℘(q) − e3

(39)

となる．こうして最終的に (30)に到達する．
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注意 もちろん，この議論では λ, µ のHamilton方程式が p, q に関するどのよう
なHamilton系に変わるか，すぐにはわからない．µdλ − Hdt を延々と計算して，
最終的に exact formを法として pdq −Hdτ/2πi の形になることを確かめなければ
ならない．この計算があまり易しくないのは，fτ (u) のような τ に関する導函数
が介在するためである（Maninの原論文にも同様の計算がある）．以下はこのこ
とに関する技術的注意である：

1. fτ (u) はテータ函数

ϑ(u) = ϑ3(u) =
∑

n∈Z

exp[πiτn2 + 2πinu] (40)

との間で成り立つ関係式

fτ (u)

f ′(u)
=

1

2πi

ϑ′(u + 1
2
)

ϑ(u + 1
2
)

(41)

（この式は両辺の函数の u-平面上の解析的性質を比較することで確かめられ
る）を用いれば f(u), ϑ(u), ϑ′(u) など素性の知れた量に書き直せる．

2. 実際には，さらに上の関係式を τ で微分した量も現れるが，それもテータ函
数の満たす熱方程式

4πi
∂ϑ(u)

∂τ
= ϑ′′(u) (42)

を用いてやはり u についての導関数に書き直せる．

4 楕円型Calogero-Moser系
この節では Calogero-Moser系について概説し2，その一種でManinの方程式と

よく似た構造をもつ楕円型 Inozemtsev系を紹介する．また，あとでトーラス上
の等モノドロミー変形を論じる際に Lax表示が重要な役割を演じるので，楕円型
Calogero-Moser系の Lax表示について具体的な例を示して説明する．

4.1 Calogero-Moser系とは？

Calogero-Moser系 [9]とは

H =
1

2

N∑

j=1

p2
j + V (q1, · · · , qN) (43)

2Calogero-Moser系の古典論・量子論両面にわたる解説として Olshanetskyと Perelomovのレ
ヴュー [8]がある．基礎的な部分は概ねこれで知ることができる．９０年代のさまざまな進展につ
いては別の適当な資料に当たらなければならない．
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というHamiltonianをもつHamilton系

dqj

dt
=

∂H
∂pj

,
dpj

dt
= −∂H

∂qj

(44)

で，２体間に

V2(u) =
1

u2
,

1

sin2(u)
,

1

sinh2(u)
, ℘(u) (45)

という形のポテンシャルによる相互作用が働いているものである．実際には１体
のポテンシャル（上の２体ポテンシャルと同じかあるいは調和ポテンシャル u2 の
形をとる）を含む場合もある．1/ sin2(u) の場合には特にCalogero-Sutherland系
と呼ぶことも多い．さらに粒子以外にスピン（単純Lie代数の表現）の自由度をも
つ拡張もある．Calogero-Moser系は，ポテンシャルに現れる函数の種類に応じて，
有理型（rational)・三角型（trigonometric）・楕円型（elliptic）と大別される．

Calogero-Moser系の中でも特に重要なのは可積分な場合である（普通Calogero-

Moser系と言えば可積分な場合を意味する）．ここでいう「可積分性」は「Liouville

可積分性」，すなわち相空間の次元の半分の個数（上の形のHamiltonianでは N 個）
の函数的に独立（つまり dF1 ∧ · · · dFN 6= 0）かつ包合的な（つまり {Fj, Fk} = 0

となる）大域的第一積分 F1, · · · , FN をもつことを意味する．古典力学系として可
積分なCalogero-Moser系は量子論的にも可積分であることが多い（例外は知らな
い）が，ここではその話題には立ち入らない．
可積分性はHamiltonianのポテンシャル（前述のような１体・２体ポテンシャル
の１次結合として与えられる）の形に強い制約を課する．今日までに見出された
可積分なCalogero-Moser系はいずれもルート系や単純 Lie代数などに付随して決
まる構造をもつ．ルート系に付随する例をいくつか紹介しておく．

例：A‘`1 型Calogero-Moser系 最も基本的（古典的）な例はいわゆる A`−1 型
の系で，そのHamiltonianは前述の函数 V2(u) によって

H =
1

2

∑̀

j=1

p2
j +

g2

2

∑

j 6=k

V2(qj − qk) (46)

とあらわされる（g はいわゆる結合定数）．重心運動は分離できるので，座標系を
重心枠

∑̀

j=1

qj = 0,
∑̀

j=1

pj = 0 (47)

に制限してもよい．ポテンシャル中の qj −qk という座標の組み合わせは A`−1 ルー
ト系

∆A`−1
= {ej − ek | j 6= k} ⊂ R` (48)

（ej は R` の標準基底）の構造を反映している．
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例：A-D-E 系列 上の A`−1 型の系の素直な拡張として，任意の simply lacedな
（つまり A-D-E 系列の）ルート系 ∆ ⊂ R` に対して可積分な Calogero-Moser系
がある．これはR` × R` を相空間としてHamiltonian

H =
1

2
p · p +

g2

2

∑

α∈∆

V2(α · q) (49)

で定義される系である．

例：楕円型 Inozemtsev系 楕円型 Inozemtsev系は

H =
1

2

∑̀

j=1

p2
j +

g2
M

2

∑

ε,ε′=±1

∑

j 6=k

℘(εqj + ε′qk) +
1

2

∑̀

j=1

3∑

a=0

g2
a℘(qj + ωa) (50)

というHamiltonian で定義される [10]．ここで ω1, ω2, ω3 は前と同様に３つの半周
期であり，また ω0 = 0 である．Bordnerと佐々木は後で紹介する一連の仕事の中
でこの系のLax対を構成している．その中で注意されたように，１体のポテンシャ
ルの部分は ℘(qj), ℘(2qj), ℘(2)(qj), ℘(1/2)(qj) の１次結合としてあらわせる．ただ
し ℘(2), ℘(1/2) は基本周期の一方を２倍または半分にした ℘-函数

℘(2)(u) = ℘(u | 2, τ), ℘(1/2)(u) = ℘(u | 1

2
, τ) (51)

である．そのことから，この系を BC` 型ルート系

∆BC`
= ∆M ∪ ∆L ∪ ∆S, ∆M = {±ej ± ek | j, k = 1, · · · , `},

∆L = {±2ej | 1 ≤ j ≤ `}, ∆S = {±ej | 1 ≤ j ≤ `} (52)

に付随する系とみなせることがわかる．（もともと Inozemtsevは BC 型ルート系
に付随するCalogero-Moser系 [8]の拡張としてこういうものを導入した．）この系
は我々にとって特に興味深い対象である．実際，` = 1 の場合にはポテンシャルの
gM を結合定数とする部分は存在せず，得られるものはManinの Hamiltonianに
他ならない！

ちなみに，パラメータを特別な値に選べば，Inozemtsev系から他の型の楕円型
Calogero-Moser系が現れる．B`, C`, D` 型の系が出てくるのはほぼ明らかであろ
う．` = 1の場合にはManinのHamiltonianになる．さらにManinのHamiltonian

で結合定数がすべて等しい（つまり α0 = α1 = α2 = α3 となる）場合には，℘-函
数の満たす等式

1

4
℘(u) +

1

4
℘(u + ω1) +

1

4
℘(u + ω2) +

1

4
℘(u + ω3) = ℘(2u) (53)

によって実は A1 型の系と同一視できる．LevinとOlshanetsky[5]が注目したのは
この場合である．

11



ルート系の代わりに Lie代数を基礎にして Calogero-Moser系の拡張を考えれ
ば，さまざまなスピン拡張（スピン自由度をもつ拡張）が得られる．実はLevinと
Olshanetsky[5] がおもに議論したのは本来のCalogero-Moser系よりもむしろスピ
ン拡張の方である．Hitchin系に基づく枠組みは巨大なもので，任意の閉Riemann

面上に等モノドロミー変形を構成することができる．しかし，Maninの方程式を
この枠組みで理解しようとすれば，方程式が A1 型に帰着するような特別なパラ
メータ値に議論を制限せざるを得なかった．あとで紹介するルート型 Lax対を用
いればこの制限をはずすことができる．ここではスピン拡張についてこれ以上立
ち入らない．

Calogero-Moser系の可積分性の証明には大別して二通りの方法がある．一つは，
むしろ最初に量子系で用いられた方法で，ある種の補助函数（実は Lax方程式の
構成にも現れる）を利用して直接に第一積分を構成するものである．もう一つは
Lax方程式としての表示（Lax表示）を構成して，そこから第一積分の存在を導く
方法である．Lax表示を利用する方法は，量子系でも使えないことはないが，も
ともとは古典系に適している（しかも古典系の解法と直結している）．さらに等モ
ノドロミー変形との関連を見るためには Lax表示が欠かせない．

4.2 楕円型Calogero-Moser系のLax表示

以下では，楕円型Calogero-Moser系に話を絞って，Lax表示について説明する．

4.2.1 A‘`1 型の場合

例として A`−1 型の場合を考える．Hamiltonianは

H =
1

2

∑̀

j=1

p2
j +

g2

2

∑

j 6=k

℘(qj − qk) (54)

である．この場合の Lax表示を与える行列対（Lax対）として以前から知られて
いる [11]のは次のような ` × ` 行列である：

L(ζ) =
∑

j

pjEjj + ig
∑

j 6=k

x(qj − qk, ζ)Ejk,

M(ζ) =
∑

j

DjEjj + ig
∑

j 6=k

y(qj − qk, ζ)Ejk. (55)

ここで Ejk は (j, k) 要素のみが 1 の行列であり，Dj は

Dj = ig
∑

k(6=j)

℘(qj − qk) (56)
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である．また，y(u, ζ) は x(u, ζ) の第１変数についての導関数

y(u, ζ) =
∂x(u, ζ)

∂u
(57)

であり，x(u, ζ) は y(u, ζ) とともに函数方程式

x(u, z)y(v, z) − y(u, z)x(v, z) = x(u + v, z)(℘(u) − ℘(v)),

x(u, z)y(−u, z) − y(u, z)x(−u, z) = ℘′(u),

x(u, z)x(−u, z) = ℘(z) − ℘(u). (58)

を満たす函数である．このような函数としてWeierstrassの σ-函数から構成された
もの

x(u, z) =
σ(z − u)

σ(z)σ(u)
(59)

が用いられることが多いが，あとで等モノドロミー系を議論するときにこれと少
し違うものが必要になる．今の段階では x(u, ζ) の具体的な表示はそれほど重要で
はない．実際，この函数方程式を使うだけで，H の定めるHamilton方程式

dqj

dt
=

∂H
∂pj

,
dpj

dt
= −∂H

∂qj

(60)

から Lax方程式

dL(ζ)

dt
= [L(ζ),M(ζ)] (61)

が従うことが容易に確かめられる．
よく知られているように，上のような Lax方程式は行列 L(ζ) の等スペクトル

変形を定める．いいかえれば，L(ζ) の固有多項式 det(λI −L(ζ)) は時間に依らず
一定

d

dt
det(λI − L(ζ)) = 0 (62)

である．特に，Tr L(ζ)k/k は保存量で，その ζ = 0 での Laurent展開の係数から
第一積分が得られる．たとえば k = 2 のときには

1

2
Tr L(ζ)2 = 2H + (ζ のみの函数) (63)

となって，Hamiltonian自体が第一積分として得られる．これは運動量 pj につい
て２次多項式の第一積分だが，高次の Tr L(ζ)k からは運動量について k 次多項
式であるような第一積分が得られる．従ってそれらの函数独立性は明らかである
が，包合性を確かめるには別の論法（たとえば r-行列を用いる方法）が必要であ
る（それについては立ち入らない）．
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4.2.2 Lax表示に対する最近の２つの試み

他の型のルート系に付随する楕円型Calogero-Moser系のLax表示もさまざまな
形で構成されているが，我々にとって特に重要なのは，上の L(ζ) のように，スペ
クトルパラメータ（ここでは ζ）を含む Lax表示である．実際，後の節で議論す
るように，それから等モノドロミー変形を記述する Lax方程式が得られるからで
ある．
最近，そのような Lax表示を系統的に構成する二つのアプローチが現れた．
一つはD’Hokerと Phongによるもので [12]，単純 Lie代数の適当な表現空間上

にLax対を構成する．ちなみに，上の A`−1 型の場合のLax表示は SU(`)のLie代
数のベクトル表現に実現されているとみなせる．D’Hokerと Phongの仕事の重要
な帰結の一つは，simply laced でないルート系（正確には対応する単純 Lie代数）
の場合にはこれまで知られていたCalogero-Moser系とは異なる「twisted model」
が存在し，力学変数と結合定数の適当なスケール極限で，ひねられたアフィン代
数（twisted affine algebra）に付随する戸田格子系に移行する，ということである．
もう一つのアプローチはBordner，Corrigan，佐々木達によるもので [13]，Weyl

群の適当な表現空間（典型的にはルート系またはそのWeyl群軌道を基底の添え
字集合とするベクトル空間）に Lax対を構成する．彼らはこのような Lax対 —

「ルート型 Lax対」 — をルート系に付随するさまざまな Calogero-Moser系に対
して構成している．その過程で Bordnerと佐々木は D’Hokerと Phongの twisted

modelをさらに拡張した「extended twisted model」を見出し，特に BC` 型ルー
ト系に対する extended twisted modelが前述の Inozemtsev系と等価であることを
示した．Maninの方程式をトーラス上の等モノドロミー変形として特徴付けると
きにはこの結果を利用する．

4.2.3 ルート型Lax対の例

例：A-D-E 系列の場合 A-D-D-系列の系 (49)の場合，ルート系 ∆は単一のWeyl

群軌道をなす．対応するルート型 Lax対は ∆ を行と列の添字とする次のような
∆ × ∆ 行列である：

L(ζ) = P + X1(ζ) + X2(ζ), M(ζ) = D + Y1(ζ) + Y2(ζ). (64)

ここで P と D は

Pβγ = p · βδβγ, Dβγ = Dβδβγ (β, γ ∈ ∆) (65)

という形の対角行列で，D の対角要素は

Dβ = ig℘(β · q) + ig
∑

γ∈∆,β·γ=1

℘(γ · q) (66)
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である．X1(ζ) その他は対角要素がゼロの行列で

X1(ζ) = ig
∑

α∈∆

x(α · q, z)E(α), X2(ζ) = 2ig
∑

α∈∆

x(α · q, 2z)E(2α),

Y1(ζ) = ig
∑

α∈∆

y(α · q, z)E(α), Y2(ζ) = ig
∑

α∈∆

y(α · q, 2z)E(2α) (67)

という形をもつ．x(u, z) と y(u, z) は前述の函数方程式を満たす函数であり，また
E(α) と E(2α) は

E(α)βγ = δα,β−γ, E(2α)βγ = δ2α,β−γ (β, γ ∈ ∆) (68)

という ∆ × ∆ 行列である．

注意 A`−1型の場合，このルート型のLax対は前述の `×`行列の（すなわち SU(`)

のベクトル表現上に構成した）とは異なるもので，行列表示すれば `(`−1)×`(`−1)

行列になる．同様のことは他の型のルート系に付随する系についても言える．例
外は C` 型で，ルート系を添字集合とするルート型 Lax対は Sp(2`) のベクトル表
現で構成した Lax対に一致する．
このように同じHamilton系に複数の異なるLax表示が存在することはそれほど

珍しいことではない．たとえば，有限（周期的あるいは非周期的）戸田格子のLax

表示はもともと Lie代数の生成元で書けているので，Lie代数の任意の有限次元表
現に同時に Lax表示ができていることになる．スピン拡張されたCalogero-Moser

系も同様に任意の有限次元表現に Lax表示が存在する．

例：` = 1 Inozemtsev系の場合 一般の場合はやや大がかりになるので，最も
簡単な ` = 1，すなわちManinの方程式と対応する場合について説明する．一般
に BC` 型ルート系はルートの長さに応じて３つのWeyl群軌道 ∆M , ∆L, ∆S に
分かれ，それぞれを添字集合として Lax対がつくれる．` = 1 の場合は例外で，
∆M = ∅ となる．その場合の ∆L を添字集合とする Lax対は次のような行列要素
をもつ 2 × 2 行列である：

L(ζ)11 = p,

L(ζ)12 = igL1x(2q, ζ) + igL2x
(2)(2q, ζ) + 2igS1x(q, 2ζ) + 2igS2x

(1/2)(q, 2ζ),

L(ζ)21 = igL1x(−2q, ζ) + igL2x
(2)(−2q, ζ) + 2igS1x(−q, 2ζ) + 2igS2x

(1/2)(−q, 2ζ),

L(ζ)22 = −p,

M(ζ)11 = D,

M(ζ)12 = igL1y(2q, ζ) + igL2y
(2)(2q, ζ) + 2igS1y(q, 2ζ) + igS2y

(1/2)(q, 2ζ),

M(ζ)21 = igL1y(−2q, ζ) + igL2y
(2)(−2q, ζ) + 2igS1y(−q, 2ζ) + igS2y

(1/2)(−q, 2ζ),

M(ζ)22 = D (69)

15



ここで gL1, gL2, gS1, gS2 は κ0, κ1, θ, κ∞ に相当する定数で，本来の結合定数と一定
の関数関係で結ばれている．D は

D = igL1℘(2q) + igL2℘
(2)(2q) + igS1℘(q) + igS2℘

(1/2)(q) (70)

で与えられる．また x(2)(u, ζ), x(1/2)(u, ζ) は℘(2)(u), ℘(1/2)(u) に関連して導入され
る補助函数，y(2)(u, ζ), y(1/2)(u, ζ) はその u についての導函数で，一連の函数方程
式を満たすことが要求されるが，詳しいことは原論文に譲る [13, 6]．比較のため
A1 型の場合の Lax対（2 × 2）を書いておく：

L(ζ) =

(
p igx(2q, ζ)

igx(−2q, ζ) −p

)
,

M(ζ) =

(
D igy(2q, ζ)

igy(−2q, ζ) D

)
(71)

ただしここでは重心枠 q1 = −q2 = q, p1 = −p2 = p で考えており，D は

D = ig℘(2q) (72)

で与えられる．確かに，Hamiltonianで見るときと同様，後者は前者の特殊化に
なっている．

5 非自励系＝等モノドロミー変形

5.1 非自励系のLax表示

` = 1 の Inozemtsev系とManinの方程式を改めて見比べてみよう．すでに見た
ように，両者は共通のHamilton構造（すなわち正準変数とHamiltonian）をもつ
が，明らかに非自励系と自励系の違いがある：

• Inozemtsev系は２階方程式

d2q

dt2
=

3∑

a=0

αa℘
′(q + ωa) (73)

あるいは１階のHamilton系

dq

dt
=

∂H
∂p

,
dp

dt
= −∂H

∂q
(74)

で定義された自励系である．しかも

dL(ζ)

dt
= [L(ζ),M(ζ)] (75)

という形の Lax表示をもつ．τ はここでは定数である．

16



• Maninの方程式は２階方程式

(2πi)2 d2q

dτ 2
=

3∑

a=0

αa℘
′(q + ωa) (76)

あるいは１階のHamilton系

2πi
dq

dτ
=

∂H
∂p

, 2πi
dp

dτ
= −∂H

∂q
(77)

で与えられる非自励系である．τ はここでは変数である．

ここで問題になるのはManinの方程式に対する Lax表示である．
次の結果はManin方程式以外にも拡張された形でこの問題に対する解答を与
える．

命題 x(u, ζ) として (59)の代わりに

x(u, ζ) =
ϑ1(ζ − u)ϑ′

1(0)

ϑ1(ζ)ϑ1(u)
. (78)

を選ぶ．ここで

ϑ1(u) = ϑ1(u | τ) = −
∑

n∈Z

exp

[
πi

(
n +

1

2

)2

+ 2πi

(
n +

1

2

)(
u +

1

2

)]
(79)

である．さらに x(2)(u, ζ), x(1/2)(u, ζ) が現れる場合には

x(1/2)(u, ζ) = 2x(2u, ζ | 2τ) =
2ϑ1(ζ − 2u | 2τ)ϑ′

1(0 | 2τ)

ϑ1(ζ | 2τ)ϑ1(2u | 2τ)
,

x(2)(u, ζ) =
1

2
x(

u

2
, ζ | τ

2
) =

ϑ1(ζ − u

2
| τ

2
)ϑ′

1(0 | τ

2
)

2ϑ1(ζ | τ

2
)ϑ1(

u

2
| τ

2
)

. (80)

とする．このとき，形式的置き換え

d

dt
−→ 2πi

d

dτ
(81)

によって各種の楕円型Calogero-Moser系から得られる非自励系に対して，等モノ
ドロミー的 Lax方程式

2πi
∂L(ζ)

∂τ
+

∂M(ζ)

∂ζ
= [L(ζ),M(ζ)] (82)

が成り立つ．ここで L(ζ),M(ζ) はもとの楕円型 Calogero-Moser系に対して前節
で示したような Lax対である．

17



証明の方針 証明は難しくないので，要点を示す．詳細については原論文 [6]を参
照されたい．

1. (82)の右辺を考える．自励系の場合には

[L(ζ),M(ζ)] =
dL(ζ)

dt
= {L(ζ),H} (83)

という関係式がある．非自励系と自励系は共通のHamilton構造をもつので，
この式の真ん中の部分を除いた等式は非自励系でも成立する．

2. (78)のように選んだ補助函数は同時に

4πi
∂θ1(u)

∂τ
=

∂2θ1(u)

∂u2
,

2πi
∂x(1/2)(u, ζ)

∂τ
+

∂2x(1/2)(u, ζ)

∂u∂ζ
= 0,

2πi
∂x(2)(u, ζ)

∂τ
+

∂2x(2)(u, ζ)

∂u∂ζ
= 0 (84)

という微分方程式を満たす．これは ϑ1 が ϑ = ϑ3 と同様の熱方程式

4πi
∂ϑ1(u)

∂τ
= ϑ′′

1(u) (85)

を満たすことによる．

3. (84)を用いて (82) の左辺を計算すると，∂M(ζ)/∂ζ に由来する項が L(ζ) の
中の x(u, ζ) などを τ で微分することにより生じる項とちょうど打ち消し
合って，上で求めた (82)の右辺のPoisson括弧表示と一致することがわかる．

5.2 等モノドロミー変形としての解釈

上で導いた方程式 (82)はトーラス

Eτ = C/(Z + τZ) (86)

上の常微分方程式の等モノドロミー変形として解釈できる．
このことを見るために，(82)が次の方程式系のFrobenius可積分条件であること

に注意する：

∂Y (ζ)

∂z
= L(ζ)Y (ζ), 2πi

∂Y (ζ)

∂τ
+ M(ζ)Y (ζ) = 0. (87)

最初の方程式は Eτ 上の常微分方程式とみなせる．その次の方程式はそれを τ で
変形する方程式である．これは確かにRiemann球面上の常微分方程式の設定と同
様である．

18



Riemann球面の場合と異なるのは L(ζ),M(ζ)がトーラス上で一価でないことで
ある．実際，L(ζ) は周期方向のずらしに対して

L(ζ + 1) = L(ζ), L(ζ + τ) = e2πiQL(ζ)e−2πiQ (88)

という共役変換を受ける．ここで Q は P と同様にして q からきまる対角行列
である．（たとえば，A`−1 型の系に対する ` × ` 行列の Lax対の場合には Q =

diag(q1, · · · , q`) となる．）M(ζ) も周期方向のずらしについて同様の（もう少し込
み入った）変換

M(ζ + 1) = M(ζ), M(ζ + τ) = e2πiQ(M(ζ) + 2πiL(ζ))e−2πiQ − 2πiP (89)

を受ける．このことを幾何学的に言えば，ここで考えている常微分方程式はトー
ラス上の非自明なベクトル束の上に定義されていて，q はこのベクトル束のモジュ
ライである，ということになる．ちなみにベクトル束の代わりに G-束を考えれば
ちょうど LevinとOlshanetskyの舞台設定（すなわちHitchin系の世界）になる．
このことを考慮に入れて，モノドロミーとして次のように２種類のものを考える：

1. 局所的なモノドロミー：L(ζ)はトーラスの周期を法として見れば一般に ζ = ωa

(a = 0, 1, 2, 3) の４点に１位の極をもつ．半周期も極として現れるのはルー
ト型 Lax対の特徴である．実際，ルート型 Lax対は x(u, ζ) などの u = 0 で
極をもつ函数以外に ζ を２倍した函数 x(u, 2ζ) 等を含むからである．これ
らの点の周りの解析接続に関するモノドロミー変換

Y (ωa + (ζ − ωa)e
2πi) = Y (ζ)Γa (90)

からモノドロミー行列 Γa が決まる．

2. 大域的なモノドロミー：トーラスを 1, τ 方向に一回りするときの（つまり
α, β サイクルに沿った）モノドロミー変換

Y (ζ + 1) = Y (ζ)Γα, Y (ζ + τ) = e2πiQY (ζ)Γβ (91)

によってモノドロミー行列 Γα, Γβ が決まる．後者の式の右辺に e2πiQ が付
いていることは前述のベクトル束構造を反映している．

このとき主張は次のようになる：

命題 (82)のもとでこれらのモノドロミー行列（の共役類）は τ によらず一定で
ある．

このように，楕円型Calogero-Moser系を τ に関する非自励系に焼き直したもの
はトーラス上の常微分方程式の等モノドロミー変形を定めることがわかる．特に，
Maninの方程式が最終的に（４つのパラメータが任意の値をとる場合でも）トー
ラス上の等モノドロミー系として解釈できたことになる．
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6 他のPainlevé方程式への退化
Painlevé VI型方程式から退化操作によってV型以下の方程式が得られることは

よく知られている [7]．Maninの方程式にもこの操作に対応するものがあるだろう
か？以下ではこの問題を考える．

6.1 VI型からV型への退化の処方箋

本来の Painlevé方程式をVI型からV型へ退化させるには，パラメータ ε を導
入して独立変数と方程式のパラメータを

t = 1 + εt1, α = α1, β = β1, γ = −δ1

ε2
+

γ1

ε
, δ =

δ1

ε2
(92)

と書き直し，ε → 0 の極限をとるのであった．t1, α1, β1, γ1, δ1 は退化した方程式の
時間変数とパラメータである．うるさく言えば λ も λ = λ1 と書くべきであるが，
λ はそのまま同じ記号で通すことにする．この操作によってVI型方程式 (1)から
V型方程式

dλ2

dt21
+

1

t1

dλ

dt1
=

(
1

2λ
+

1

λ − 1

)(
dλ

dt

)2

+
(λ − 1)2λ

t21

(
α1 +

β1

λ2
+ γ1

t1
(λ − 1)2

+ δ1
(λ + 1)t21
(λ − 1)3

)
(93)

が得られる．

6.2 Fuchsの方程式の行方

この退化操作に伴ってFuchsの方程式 (2)がどのようなものに変わるかを調べて
みよう．

1. まず Picard-Fuchs作用素 Lt に t(1 − t) を掛けておけば

t(1 − t)Lt = (−εt1 + · · ·)
(
(−εt1 + · · ·) 1

ε2

d2

dt21
− (1 + · · ·)1

ε

d

dt1
− 1

4

)

= t21
d2

dt21
+ t1

d

dt1
+ O(ε) (94)

となって ε → 0 への極限がとれる．

2. 右辺の α + · · · の部分は

α + β
t

λ2
+ γ

t − 1

(λ − 1)2
+ (δ − 1

2
)
t(t − 1)

(λ − t)2
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= α1 + β1
1 + εt1

λ2
+

γ1

ε

εt1
(λ − 1)2

− 1

2

(1 + εt1)εt1
(λ − 1 − εt1)2

+
δ1

ε2

(
− εt1

(λ − 1)2
+

(1 + εt1)εt1
(λ − 1 − εt1)2

)

= α1 +
β1

λ2
+ γ1

t1
(λ − 1)2

+ δ1
(λ + 1)t21
(λ − 1)3

+ O(ε) (95)

となって，同じく極限が存在する．

3. λ の３次式の平方根の部分は
√

λ(λ − 1)(λ − t) → (λ − 1)
√

λ (ε → 0) (96)

となる

4. 問題は不定積分の部分であるが，これも上の平方根と同様に考えれば
∫ λ

∞

dz√
z(z − 1)(z − t)

→
∫ λ

∞

dz

(z − 1)
√

z
(ε → 0) (97)

となる．

結局，Fuchsの方程式は ε → 0 の極限で
(

t1
d

dt1

)2 ∫ λ

∞

dz

(z − 1)
√

z
= (λ − 1)

√
λ

(
α1 +

β1

λ2
+ γ1

t1
(λ − 1)2

+ δ1
(λ + 1)t21
(λ − 1)3

)
(98)

となる．これがV型方程式に対する Fuchsの方程式の対応物である．

6.3 新しい従属変数

VI型の場合に習って，不定積分で定義される函数

q =

∫ λ

∞

dz

(z − 1)
√

z
(99)

を新たな従属変数として方程式を書き直す．VI型の場合には 2(e2 − e1)
1/2 という

因子があったので，それを捨ててしまったかのように q を定義してよいのか，と
心配になるかもしれないが，この因子は実際には上の極限移行で定数に化けてし
まうので，あまり気にしなくてよい．そこに凝りたい人は上の q の定義を

q =
1

2πi

∫ λ

∞

dz

(z − 1)
√

z
(100)

と修正すればよい．これによって元の問題の基本周期の 1, τ のうち 1 がそのまま
生き残った形に正規化される．ここではそこまで凝らないで最初の方の定義で先
へ進む．
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上の積分は具体的に計算できる．たとえば z = ζ2 と変数変換すれば

∫ λ

∞

dz

(z − 1)
√

z
=

∫ √
λ

∞

2ζdζ

(ζ2 − 1)ζ
= log

(
ζ − 1

ζ + 1

)∣∣∣∣
ζ=

√
λ

ζ=∞
= log

(√
λ − 1√
λ + 1

)
(101)

となる．これを
√

λ について解けば
√

λ = − coth(q/2) (102)

となる．こうしてVI型の場合の楕円函数は双曲線函数に退化したわけである．（前
述のように 2πi を挿入しておけば三角関数になる．）

6.4 q に対する方程式

上の q の表示式を方程式 (98)に代入すれば q に対する微分方程式が得られる．
右辺を展開して各項を計算すると，

(λ − 1)
√

λ = − 1

sinh2(q/2)
· cosh(q/2)

sinh(q/2)
= − cosh(q/2)

sinh3(q/2)
,

(λ − 1)
√

λ

λ2
= − sinh4(q/2)

cosh4(q/4)
· cosh(q/2)

sinh3(q/2)
= − sinh(q/2)

cosh3(q/2)
,

(λ − 1)
√

λ

(λ − 1)2
= − sinh4(q/2) · cosh(q/2)

sinh3(q/2)
= −1

2
sinh(q),

(λ + 1)
√

λ

(λ − 1)2
= −λ3/2 + λ1/2

(λ − 1)2
= − sinh4(q/2)

(
cosh3(q/2)

sinh3(q/2)
+

cosh(q/2)

sinh(q/2)

)

= − sinh(q/2) cosh3(q/2) − cosh(q/2) sinh3(q/2) (103)

となる．面白いことに（あるいは，もともとManinの方程式の退化したものだか
ら当然というべきか？）これらはいずれも q の双曲線函数の多項式ないし有理式
を q で微分した形に書ける．結局，(98)は

(
t1

d

dt1

)2

q = −∂V (q)

∂q
(104)

という形に変わる．ここで V (q)

V (q) = − α1

sinh2(q/2)
− β1

cosh2(q/2)
+

1

2
γ1t1 cosh(q)

+
1

2
δ1t

2
1

(
cosh4(q/2) + sinh4(q/2)

)
(105)

である．
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この方程式はただちに H = 1
2
p2 + V (q) をHamiltonianとするHamilton系

t1
dq

dt1
=

∂H
∂p

, t1
dp

dt1
= −∂H

∂q
(106)

に書き直せる．これがV型方程式に対するManinの方程式の対応物である．ここ
では log t1 が時間の役割を演じることに注意されたい．
こうして，Painlevé V型方程式に対するManinの方程式の対応物は双曲線函数の
ポテンシャルをもつ非自励Hamilton系である，という結論を得る．実は Inozemtsev

系にも三角型のものが知られているが [10]，ここに現れたHamiltonianはそれと対
応する形（結合定数が時間に依存する量に置き換えられた）をもっている．

6.5 さらに退化するとどうなるか？

V型の方程式から IV型方程式

d2λ

dt2
=

1

2λ

(
dλ

dt

)2

+
3

2
λ3 + 4tλ2 + 2(t2 − α)λ +

β

λ
(107)

や III型方程式

d2λ

dt2
=

1

λ

(
dλ

dt

)2

− 1

t

(
dλ

dt

)
+

λ2

4t2
(α + γλ) +

β

4t
+

δ

4λ
(108)

が退化操作で導かれる．（実際には後者を III′ 型と呼んで普通の III型方程式とは区
別するようである [7]．その意味での III型方程式は上の方程式を t → t2, λ → tλ

という変数変換で書き直したものである．）これらについてもこれまで議論したも
のと同様の変数変換 λ → q が得られる．IV型と III型の場合の変数変換は以下に
示すように非常に簡単なものである．

IV型の場合 変数変換は

q =

∫ λ dz√
z

= 2
√

λ (109)

で定義される（単なる原始函数とみなして積分定数は捨てている）．逆函数は λ =

(q/2)2 である．もとの方程式で導函数を含む部分は

d2λ

dt2
− 1

2λ

(
dλ

dt

)2

=
q

2

d2q

dt2
(110)

というように一つにまとまる（実はVI型やV型ですでに導入した従属変数の変換
も裏ではこういうことを行っている）．q についての方程式は

d2q

dt2
=

3

2

(q

2

)5

+ 4t
(q

2

)3

+ 2(t2 − α)
(q

2

)
+ β

(q

2

)−3

(111)
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となる．この方程式は

H =
1

2
p2 − 1

2

(q

2

)6

− 2t
(q

2

)4

− 2(t2 − α)
(q

2

)2

− β
(q

2

)−2

(112)

をHamitonianとするHamilton系

dq

dt
=

∂H
∂p

,
dp

dt
= −∂H

∂q
(113)

である．このHamiltonianは有理型の Inozemtsev系 [10]に対応する形（ここでも
結合定数の一部が時間依存するものに置き換えられている）をもっている．

III型の場合 変数変換は

q =

∫ λ dz

z
= log λ (114)

で定義される（ここでも積分定数を捨てている）．逆函数は λ = eq である．もと
の方程式で導函数を含む部分は

d2λ

dt2
− 1

λ

(
dλ

dt

)2

+
1

t

dλ

dt
=

eq

t2

(
t
d

dt

)2

q (115)

というようにまとまる．q についての方程式は
(

t
d

dt

)2

q =
α

4
eq +

β

4
te−q +

γ

4
e2q +

δ

4
t2e−2q (116)

となる．この方程式は

H =
1

2
p2 − α

4
eq +

β

4
te−q − γ

8
e2q +

δ

8
t2e−2q (117)

をHamiltonianとするHamilton系

t
dq

dt
=

∂H
∂p

, t
dp

dt
= −∂H

∂q
(118)

である．ここでは，V型と同様，log tが本質的な時間変数である．このHamiltonian

は BC 型戸田格子の結合定数を時間に依存する量に置き換えた形をしている．

以上の議論をふりかれば，Fuchs-Maninの変数変換とは Painlevé方程式を

H =
1

2
p2 + V (q) (119)

という標準的な形のHamiltonianをもつHamilton系に書き直す手続きである，と
いう結論になりそうである．
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その意味では，II型や I型の方程式はすでにそのような形になっている．実際，
II型や I型の方程式は

d2λ

dt2
= (λ の多項式) (120)

という形をしており，Hamiltonianも

H =
µ2

2
+ (µ の高々１次式) (121)

というほぼ標準的な形になっていて，これ以上書き換えようがない．強いて言え
ば µ の１次の部分を µ の再定義によって消すことが残っているが，これはすぐに
できる．また，q を定義する式を III型からの退化で求めてみれば

q =

∫ λ

dz = λ (122)

となる．これも新たな変換は行われないことを示している．

7 まとめと展望
これまで説明してきたことの要点を列挙すると以下のようになる：

• Painlevé VI型方程式は２段階の変数変換によってManinの方程式に変わる．
最初の段階はFuchsによって見出された従属変数の変換で，それは不完全楕
円積分あるいはその逆函数の楕円函数によって定義される．次の段階は独立
変数の変換で，そこでは楕円函数のパラメータ τ を新たな独立変数（時間変
数）に選ぶ．

• Hamilton形式で見れば，この変数変換はHamilton系の間の時間依存な正準
変換である．

• Maninの方程式は楕円型Calogero-Moser系の一種である楕円型 Inozemtsev

系（の最も簡単な場合）を非自励系に焼き直したものとみなせる．両者は同
じ形のHamiltonianをもつ．前者における時間変数は τ であるが，後者では
それとは独立に時間変数 t があり，τ は定数である．

• 可積分な楕円型Calogero-Moser系にはさまざまな種類があるが，それらはい
ずれもルート系や単純 Lie代数に関連する構造をもつ．Lax表示もそれぞれ
に応じたものがある．Inozemtsev系は BC 型ルート系に付随しており，ルー
ト型 Lax対が構成できる．
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• Maninの方程式を Inozemtsev系に焼き直す手順を逆にたどることによって，
さまざまな楕円型Calogero-Moser系から τ を時間変数とする非自励系が得
られる．もとの自励系の Lax対をうまく選べば，これらの非自励系は同じ
Lax対によって Lax表示できる．そこからトーラス上の等モノドロミー変形
としての解釈が導かれる．

• Fuchs-Maninの変数変換をV型以下の方程式に対して考えることもできる．
これによって V,IV,III型に対してManinの方程式に相当する方程式が得ら
れるが，それらは結合定数が時間に依存する三角型・有理型 Inozemtsev系，
あるいはやはり結合定数が時間に依存する戸田格子の一種である．II型と I

型についてはもはや変数変換の余地はなく，それ自体がManinの方程式に相
当するものであると解釈すべきである．

最後に，これから進むべき方向について考えてみたい．
一つの重要な方向は，岡本の見出した Painlevé 方程式のアフィンWeyl群対称

性 [2]の意味をManinの方程式の枠組みで問い直すことであろう．これはManin

も試みているが，満足の行く解答は与えられていない．Maninが示しているよう
に，対称性の一部は τ のモジュラー変換や q の半周期平行移動で説明できるが，
アフィンWeyl群のアフィン変換の部分は依然として神秘的なまま残っている．
この対称性の問題とも深く関わるのが特殊解の問題である．Painlevé方程式の

特殊解としてよく研究されているのは有理解や超幾何函数解などのいわゆる「古
典解」であるが，Maninの方程式を通じてそれとは異なる種類の特殊解 — Picard

の解はその典型である — を探ることができるだろう．これについてはManinも
論文最後で多少議論しているが，そこでは議論されていない解として，たとえば，
Chazy方程式に関連する解 [14]はManinの方程式ではどのように見えるのだろう
か？また，最近Bobenko達が曲面の微分幾何学の問題にPainlevé VI型・V型の方
程式が現れることを指摘しているが [15]，これもManinの方程式を通じて眺めて
みると面白いかも知れない．
さらに，「Painlevé-Calogero対応」のような関係がどこまで拡張できるかを探る，
という方向もある．すぐに思いつく問題は

• 一般の（` > 1）Inozemtsev系はPainlevé方程式のようなRiemann球面上の
等モノドロミー変形と対応するか？

• Garnier系と正種数の Riemann面（おそらく超楕円曲線の Riemann面）上
の等モノドロミー変形との関連はあるか？

などであろう．いずれの問題も，本格的に等モノドロミー変形を考える前に，Hamil-

ton系のレベルでの対応を調べて手応えを探るのがよさそうである．最初の問題
について少し調べてみた限りでは，感触があまり良くない．文字通りの意味での
「Painlevé-Calogero対応」は Painlevé方程式に限られるのかも知れない．二番目
のGarnier系に関する問題についてはもう少し立ち入って説明しておきたい．
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Garnier系はPainlevé VI型方程式の多変数化の一種である [7]．Hamilton系とし
ての定式化では，正準変数として λ1, · · · , λN , µ1, · · · , µ，時間変数として t1, · · · , tN
を用意して

Hj = −
N∑

k=1

Λ(tj)T (λk)

T ′(tj)Λ′(λk)(λk − tj)
·

·

[
µ2

k −

(
κ0

λk

+
κ1

λk − 1
+

N∑

`=1

θ` − δ`j

λk − t`

)
µk +

κ

λk(λk − 1)

]
(123)

というHamiltonian H1, · · · , HN を考える．ここで T (z), Λ(z) は

T (z) = z(z − 1)
N∏

j=1

(z − tj), Λ(z) =
N∏

k=1

(z − λk) (124)

という多項式である．N = 1 の場合は Painlevé VI型方程式に他ならない．
N > 1 の場合のGarnier系にも Fuchs-Maninの変数変換が拡張できるか，感触

を探ってみよう．一つのもっともらしい可能性は楕円曲線の代わりに

y2 = T (z) (125)

という超楕円曲線を用いることである．このとき従属変数の変換としては

qk =
1

Nk

∫ λk

∞

dz√
T (z)

, pk = Nk

√
T (λk)µk + · · · (126)

という形のものを考えるのが最も自然に思われる．ここで Nk は 2(e2 − e1)
1/2 に

相当する正規化係数であり，· · · の部分は t, λ だけからなる．
実はこうして得られるのはCalogero-Moser系などとはかなり異質のものである．

それを見るために，この変換によってHamiltonian，特にその運動エネルギーの部
分，に何が起こるかを調べてみる．Hj の定義式を見れば，この式の [µ2

k + · · ·] の
部分は pk, qk で書き直す際にその前の T (λk) という因子を吸収して [p2

k + · · ·] と
いう形になることがわかる．従って

Hj = −
N∑

k=1

Λ(tj)

T ′(tj)Λ′(λk)(λk − tj)
[p2

k + · · ·] (127)

となる．T ′(tj) という因子はおそらく独立変数 tj 達の変換に吸収されるだろう．
処理できずに残るのは

Λ(tj)

Λ′(λk)(λk − tj)
(128)

という部分である．N = 1の場合にはこれが定数 −1になるので，変換後のHamil-

tonianは 1
2
p2 +V (q)という形になる．N > 1の場合にはこの部分が残ってしまう．
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（もちろん，今考えているのは時間依存の正準変換なので，変換された系のHamil-

tonianにはさらに付加項が加わるが，これは今注目している p2
k の部分には影響を

与えない．）要するに，変換されたHamiltonianは

Hj =
1

2

N∑

k=1

gkkp
2
k + · · · (129)

という形をもつが，N > 1 の場合には gkk を定数にすることはできそうにないの
である．
このように，上の変数変換ではCalogero-Moser系などとはかなり違うものが得ら

れるようであるが，しかし，この系を適当に自励系に焼き直せば可積分なHamilton

系が得られる，ということは間違いない．なぜなら，Garnier系に戻れば（Garnier

がそれと等価な Schlesinger系で示したように [4]）そのような可積分な自励系化
が存在することがわかっているからである．Garnier系の自励系版として得られる
この可積分系は，２次曲面の測地流・特殊な剛体の運動・Neumann系など，１９
世紀に発見された可積分系の仲間である．これらの可積分系が包括的に等スペク
トル変形として扱えることを見出したのはMoserなので [16]，これらの可積分系
を「Moser系」と総称することもある．その意味で，Garnier系についてはすでに
「Garnier-Moser対応」がある．上で試みたやや荒削りな議論は，Garnier系やそれ
に付随するMoser系を何か別の形 — 望むらくは前述の超楕円曲線 y2 = T (z) の
上で定義される等モノドロミー変形や等スペクトル変形 — で記述する可能性を示
唆しているように思われる．
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duits de la théorie des équations linéaires, Rend. Circ. Mat. Palermo 43 (1918-

19), 155-191.

[5] A.M. Levin and M.A. Olshanetsky, Painlevé-Calogero correspondence,
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