
Chern–Simons項のスピン構造依存性

GPT-6 Astraによるメモ

Abstract

U(n)接続に対してch2を用いて定義するChern–Simons項は，一般に基底多様体のスピン構造に
依存する．この依存性を制御するのはc1の非消失そのものではなくc1 mod 2である．本ノートでは，
4次元への拡張とη不変量による定義，スピン構造の変更則，およびc2に対応するChern–Simons項と
の関係を整理する．さらに，4 + 1次元の電磁応答に現れる量がch2であることと，接続間の相対量で
はスピン構造依存性が相殺されることを確認する．

1 規約と整数性

Yを閉じた向き付けられた3次元多様体，E → Yを階数n ≥ 1のHermite束とし，Aをそのユニタリ接続
とする．局所接続行列Aは反Hermiteとし，外積記号を省略して

F (A) = dA + A2, ch(A) = tr exp
(

iF (A)
2π

)
(1.1)

と定める． cj(E)は整数係数のChern類，cj(A)は対応するChern–Weil形式を表す．特に，

c1(A) = i

2π
tr F (A), (1.2)

ch2(A) = − 1
8π2 tr F (A)2, (1.3)

c2(A) = 1
8π2

{
tr F (A)2 −

(
tr F (A)

)2
}

(1.4)

である．以下でch2(E)を特性類として用いる場合，その係数はQである．実束ERに対する標準的な関
係式は

p1(ER) = c1(E)2 − 2c2(E), ch2(E) = 1
2c1(E)2 − c2(E) = 1

2p1(ER) (1.5)

である[1]．ここでp1(ER)はゲージ束のPontryagin類であり，基底の接束のp1(TY )やp1(TX)とは区別す
る．

閉じた向き付けられた4次元多様体X上では，
∫

X
p1(ER)と

∫
X

c2(E)は常に整数である．半整数にな
り得るのは

∫
X

ch2(E)である．例えば，複素向きのCP 2上の線束L = O(1)に対して∫
CP 2

c1(L)2 = 1, c2(L) = 0,

∫
CP 2

ch2(L) = 1
2 (1.6)

となる．

一方，Xがスピン多様体ならば，任意のx ∈ H2(X;Z)についてWuの公式から

⟨x̄2, [X]⟩ = ⟨Sq2 x̄, [X]⟩ = ⟨w2(TX) ⌣ x̄, [X]⟩ = 0 in Z2 (1.7)

を得る[1]．上線はmod2還元を表す．したがって∫
X

ch2(E) ∈ Z (Xは閉スピン4次元多様体) (1.8)

である．必要なのはc1(E)2の特性数が偶数であることであり，c1(E)自体が偶数であることではない．
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2 スピン構造を指定したCS項

2.1 4次元への拡張による定義

向き付けられた3次元多様体Yはスピン構造を持つ．その一つをσとする． ∂X = Yを満たすコンパク
トなスピン4次元多様体(X, σ̃)と，(E, A)の拡張(Ẽ, Ã)を選び，

CS[A, σ] :=
∫

X

ch2(Ã) = − 1
8π2

∫
X

tr F (Ã)2 in R/Z (2.1)

と定義する．境界の向きは外向き法線を先に置く規約とし，拡張は境界近傍で積型に取る．この拡張
は

ΩSpin
3

(
BU(n)

)
= 0 (2.2)

により存在する．束を拡張した後，接続は襟近傍と分割の一を用いて拡張できる．式(2.2)の低次の計
算は付録Aに記す．

同じ(Y, σ, E, A)に対する二つの拡張を貼り合わせると，閉スピン多様体X ∪Y X ′上の束と接続を得
る．式(1.8)により二つの積分の差は整数なので，式(2.1)は拡張によらない．また，境界でのゲージ変
換を束の貼り合わせに組み込んでも同じ議論が適用され，CS[A, σ]はR/Z値のゲージ不変量である．

スピン構造を指定せず，任意の向き付けられた4次元への拡張を許すと，式(1.6)の半整数が曖昧さ
となる．例えば，同じ境界データを持つ拡張に，境界を持たない(CP 2, O(1) ⊕ Cn−1)を付け加えると，
積分が1/2だけ変わる．他方，境界のスピン構造が異なる二つのスピン拡張は，一般にそのスピン構造
を保ったまま貼り合わせられない．したがって，固定したσに対する拡張独立性から，σ自体への独立
性は従わない．

2.2 η不変量による定義

YにRiemann計量を入れ，DA,σをEで捻った自己共役スピンDirac作用素，D0,σを自明な複素線束で捻
ったものとする．その被約η不変量を

ξ[D] := ηD(0) + dim ker D

2 (2.3)

と定める． Dirac作用素の符号は，APS境界条件に対する指数公式が

ind D+
X,Ã

=
∫

X

Â(TX) ch(Ã) − ξ[DA,σ] (2.4)

となるように固定する[2]．自明束の場合の式をn倍して引くと，重力項−np1(TX)/24が相殺されるた
め，

CS[A, σ] = ξ[DA,σ] − nξ[D0,σ] in R/Z (2.5)

を得る．この差はmod1で計量によらないが，後述のとおりスピン構造には依存し得る． ξ[DA,σ]だけ
を用いると重力の寄与も含むため，本ノートの純粋なゲージCS項とは区別する必要がある．

3 スピン構造の変更則

スピン構造の集合はH1(Y ;Z2)を作用群とするトーサーである．二つのスピン構造の差をℓ ∈
H1(Y ;Z2)で表す．
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命題 3.1. 同じ束と接続(E, A)に対して，

CS[A, σ + ℓ] − CS[A, σ] = 1
2

〈
c1(E) ⌣ ℓ, [Y ]

〉
in R/Z (3.1)

が成り立つ．右辺のZ2値0, 1は，それぞれR/Zの0, 1/2に写す．

証明. 引用するJenquinの変更則[3, Proposition 1.7(2)]は，階数0の向き付けられた実仮想束を対象とし
ている．これを複素束Eに適用するため，まずEから実束を作り，そのDirac作用素の不変量と本ノー
トのCS[A, σ]との対応を確認する．

(i) 複素束の実化． ERとは，Eの各ファイバーを実ベクトル空間と見なして得られる実階数2nの
束である． EのHermite計量hから実内積Re hを入れ，複素構造が定める向きを採用する．ユニタリ接
続Aは，この内積を保つ実直交接続ARを誘導する．局所的に実部と虚部を並べた基底では

AR =
(

Re A − Im A
Im A Re A

)
(3.2)

と表される．この操作は構造群の標準的な包含U(n) ↪→ SO(2n)によるものであり，(E, A)から一意に
定まる．ここで用いるスピン構造は基底Yのσであり，ER自体にスピン構造が存在することは仮定し
ない．

(ii) 階数0への調整と仮想束の不変量． Jenquinの定理に合わせ，自明実束R2n = Y × R2nを引いて

V = ER − R2n ∈ KO(Y ) (3.3)

と取る． KO(Y )は実ベクトル束の形式差からなる群であり，Vの実仮想階数は2n − 2n = 0である．自
明束には自明な平坦接続を入れる．実束で捻った複素Dirac作用素は，その複素化で捻った作用素とし
て記述できる．そこでAC

RをER ⊗R C上の誘導接続とし，仮想束に対する記号を

ξ[DV,σ] := ξ[DAC
R,σ] − 2nξ[D0,σ] (3.4)

という実数値の差で定義する．右辺の核の次元と固有値の重複度は，いずれも複素次元で数える．

(iii) 複素化と規格化の対応． 実化した束を再び複素化すると，接続を含めて

(ER ⊗R C, AC
R) ≃ (E, A) ⊕ (E, A) (3.5)

と分解する．ここでEは共役複素束，Aはその誘導接続である．従って，ξの直和に関する加法性から

ξ[DAC
R,σ] = ξ[DA,σ] + ξ[DA,σ] (3.6)

となる．

二つの項が等しいことを，3次元のスピノル束Sσの荷電共役を用いて確認する． Sσには，スピ
ン接続および実接ベクトルによるClifford作用と可換な反線形写像Jσがあり，J2

σ = −1を満たす[3,
Section 1.1]．これと標準的な共役写像e 7→ eを組み合わせると，反線形同型

Cσ : Sσ ⊗C E −→ Sσ ⊗C E, Cσ(s ⊗ e) = Jσs ⊗ e (3.7)

を得る．接続との整合性により

DA,σCσ = CσDA,σ (3.8)

である．固有値は実数なので，Cσは同じ固有値の固有空間を，核も含めて同一視する．従っ
てξ[DA,σ] = ξ[DA,σ]であり，式(3.4)は

ξ[DV,σ] = 2
(
ξ[DA,σ] − nξ[D0,σ]

)
(3.9)
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となる． Jenquinの指数化された不変量はτ1/2[DV,σ] = exp(πiξ[DV,σ])なので，式(2.5)から

τ1/2[DV,σ] = exp
(
2πi CS[A, σ]

)
(3.10)

を得る．実化による複素Diracスペクトルの2重化が，指数のπiを本ノートの2πiに変換している．

(iv) 変更則の適用． 自明束を引いてもStiefel–Whitney類は変わらず，複素束の実化についての関
係式から

w1(V ) = 0, w2(V ) = w2(ER) = c1(E) (3.11)

となる．階数0かつw1(V ) = 0という仮定を確認できたので，Jenquinの変更則を適用して

τ1/2[DV,σ+ℓ]
τ1/2[DV,σ]

= (−1)⟨w2(V )⌣ℓ,[Y ]⟩ (3.12)

を得る．式(3.10)と(3.11)を代入すると，これは

exp (2πi{CS[A, σ + ℓ] − CS[A, σ]}) = exp
(

πi
〈

c1(E) ⌣ ℓ, [Y ]
〉)

(3.13)

となり，R/Z値の等式(3.1)が従う．

したがって，c1(E) = 0ならスピン構造依存性はない．より正確には，Z2係数のPoincaré双対性か
ら

CS[A, σ]がすべてのσについて同じ ⇐⇒ c1(E) = 0 in H2(Y ;Z2) (3.14)

である．従って，c1(E) ̸= 0でもそのmod2還元が0なら依存性はない．この主張はc1(E)のねじれ成分
も含む整数コホモロジーに対するものであり，曲率形式が与える実コホモロジー類だけでは判定でき
ない．

具体例として，Y = S2 × S1とし，S2上の次数qの線束を引き戻したLを考える． S1方向のスピン
構造だけを変えると

CS[a, σper] − CS[a, σanti] = q

2 (mod 1) (3.15)

となる．ここでσantiは円板に拡張する反周期的なスピン構造，σperは周期的なものを表す． aもS2か
らの引き戻しなら，S2 × D2上でF (a)2 = 0となる拡張を取れるため，CS[a, σanti] = 0である．従って，
qが奇数の場合には二つの値が実際に1/2だけ異なる．

4 c2に対応するCS項との関係

4.1 スピン構造を用いない定義と局所式

向き付けられた4次元多様体Wへの拡張を用いて

CSc2 [A] :=
∫

W

c2(Ã) in R/Z (4.1)

と定義できる． ΩSO
3 (BU(n)) = 0なので拡張は存在し，閉じた向き付けられた4次元多様体上でc2が整

数周期を持つため，拡張の選択によらない．この定義にスピン構造は不要である．

自明束上で大域的な接続行列Aを使える場合には，

csch2 [A] = − 1
8π2 tr

(
A dA + 2

3A3
)

, (4.2)

csc2 [A] = 1
8π2

{
tr

(
A dA + 2

3A3
)

− (tr A) d(tr A)
}

(4.3)
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と置けば

d csch2 [A] = ch2(A), d csc2 [A] = c2(A), (4.4)

CS[A, σ] =
∫

Y

csch2 [A] (mod 1), CSc2 [A] =
∫

Y

csc2 [A] (mod 1) (4.5)

となる．ここではtr F = d(tr A)を使った．積分するのは3次元上の3形式であり，tr F 2という4形式を
そのまま3次元上で積分するものではない．非自明束では局所式の積分だけで大域的な定義にはなら
ず，式(2.1)または(4.1)を使う．

4.2 行列式線束へのスピン構造依存性の分離

det E上の誘導接続をa = tr Aと書く．このaも一般には局所的な接続1形式であり，その曲率は大域的
にF (a) = tr F (A)である．行列式線束に対して

CSdet[a, σ] := − 1
8π2

∫
X

F (ã)2 = 1
2

∫
X

c1(ã)2 in R/Z (4.6)

と定義する．これは奇数レベルのU(1)スピンCS項に相当し，そのスピン構造変更則はBelov–Mooreの
式とも一致する[4, Section 2.1.1]．

式(1.5)を同じスピン拡張上で積分すると

CS[A, σ] = CSdet[tr A, σ] − CSc2 [A] in R/Z (4.7)

を得る．この等式は非自明束についても成立する．右辺の第2項はスピン構造に依存せず，第1項の変
更量が式(3.1)を与える．したがって，c2のCS項がスピン構造を必要としないことと，ch2のCS項が一
般にスピン構造に依存することは矛盾しない．

整数類c2
1に対応する通常のCS項をCSc2

1
[a]と書けば，

2 CSdet[a, σ] = CSc2
1
[a] in R/Z (4.8)

である．ただし，R/Zでは2倍写像の逆は一意ではないので，右辺を形式的に2で割るだけではCSdetを
定義できない．スピン構造を変えた際の1/2の差は，式(4.8)では消える．また，線束ではc2 = 0なの
でCSc2 = 0である一方，CSdetは非自明になり得る．

5 4 + 1次元の電磁応答とバンドの直和

5.1 応答係数に現れるのはch2

非相互作用・電荷保存系の滑らかなBloch Hamiltonian H(k)を考え，Fermi準位を0とし，全k ∈ T4で
ギャップが開いているとする．全軌道空間は有限階数の自明束とし，負エネルギーへの射影P (k)が
定める占有束をEoccと書く．占有束自体の自明性やc1(Eocc) = 0は仮定しない．局所正規直交フレー
ムuに対するBerry接続をAB = u†duとし，

ch2[H] :=
∫
T4

ch2(AB) = − 1
8π2

∫
T4

tr
(
P (dP )4)

∈ Z (5.1)

と定める．整数性はT4の交差形式が偶であること，すなわち式(1.7)から従う．ここで補助的なスピン
構造を選んでも，この4次元積分の値自体は変わらない．

松原グリーン関数G−1(iω,k) = iω − H(k)を用いると，

ch2[H] = i

480π3

∫
Rω×T4

tr
[
(G dG−1)5]

(5.2)
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である．積分の向きはdω ∧ dk1 ∧ · · · ∧ dk4とし，dは周波数と運動量の両方に作用する．この表式と占
有束の特性数の対応は文献[5, Section III.A and Appendix B]に基づく．本ノートの松原周波数および
反Hermite接続の規約での係数は，付録Bで直接確認する．同文献で「second Chern number」と呼ば
れるtr F 2

Bの積分は，本ノートではch2[H]であり，一般のU(n)束のc2の特性数とは区別する．

電荷とℏを1とし，外部電磁ポテンシャルを実1形式aem，fem = daemとする．文献[5]の向きと電荷
の規約では，局所的な有効作用の該当項は

Stop[aem] = ch2[H]
24π2

∫
M5

aemfemfem (5.3)

であり，境界項を除いてδStop =
∫

δaem Jと書くと

J = ch2[H]
8π2 femfem (5.4)

を得る． Jは電流の双対4形式である． f2
emは微分形式として4次であり，電磁場に対する応答として

は2次の非線形応答である．式(5.3)は大域的なポテンシャルが使える範囲での局所応答を記述する．一
般の非自明な外部ゲージ束上で，この局所式だけを完全な有効作用の大域的定義とすることはここで
は主張しない．

5.2 直和則とc2に置き換えられない理由

同じ基底上の複素束E, Fについて，Chern指標の加法性とWhitneyの積公式は

ch2(E ⊕ F ) = ch2(E) + ch2(F ), (5.5)
c1(E ⊕ F ) = c1(E) + c1(F ), (5.6)
c2(E ⊕ F ) = c2(E) + c2(F ) + c1(E) ⌣ c1(F ) (5.7)

を与える[1]．従って，独立なバンド系の応答係数として加算されるのはch2であり，c2には余分な交差
項がある． c1 = 0ならばch2 = −c2となるが，これを一般のU(n)占有束に拡張してはならない．

例えば各kjを2π周期とするT4上で x = [dk1dk2/(2π)2]，y = [dk3dk4/(2π)2]と置き，
∫
T4 xy = 1とな

る向きを取る． c1(L) = x + yを持つ線束Lでは

c2(L) = 0,

∫
T4

ch2(L) = 1
2

∫
T4

(x + y)2 = 1 (5.8)

である．この線束は十分大きい自明束の部分束として実現でき，その射影からH = 1 − 2PLを作れる
ため，占有束としても許される．一方，c1(Lx) = x，c1(Ly) = yとする二つの線束の直和では∫

T4
ch2(Lx ⊕ Ly) = 0,

∫
T4

c2(Lx ⊕ Ly) = 1 (5.9)

となる．これらは解析的な特性類の計算であり，ch2とc2の置き換えが単なる記号の変更ではないこと
を示す．

6 同じ束上の接続間の相対量

同じ束E → Y上の二つの接続A0, A1に対し，α = A1 − A0は大域的なEnd(E)値1形式である． At =
A0 + tαと置き，トランスグレッションにより

CSrel[A1, A0] := − 1
4π2

∫
Y

∫ 1

0
tr

(
αF (At)

)
dt in R (6.1)
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と定義できる．これは接続空間のアフィン構造だけを用い，スピン構造を必要としない．局所Chern–
Simons形式の大域的存在も仮定しない．一般の接続の経路に対しても，閉じたY上ではこの積分は同
じ端点を持つ経路の選択によらない．実際，二つの経路を接続空間の中でホモトピーし，Y × [0, 1]2上
の閉形式ch2(F )にStokesの定理を適用すればよい．

円柱[0, 1] × Y上の接続の曲率はF (At) + dt αなので，

CSrel[A1, A0] = CS[A1, σ] − CS[A0, σ] in R/Z (6.2)

となる．同じ束上では式(3.1)の右辺が両項で同じであるため，この差ではスピン構造依存性が相殺さ
れる．両接続への同時ゲージ変換に対しては実数値のまま不変であり，一方の接続だけをゲージ変換
した場合の差は整数である．後者の整数性は，ゲージ変換を用いて束を貼り合わせたY × S1上のch2の
積分に帰着する．この積多様体はスピンなので，式(1.8)が適用できる．

別々の境界上の束を比較する場合には，まず基底と束の同一視を指定する必要がある．向きを揃え
た同じY上に移した後，両項に同じスピン構造を使えば上の相殺が成立する．二つのスピン構造を独
立に変更した場合まで相殺されるわけではない．従って，相対量だけが必要な議論では式(6.1)を直接
用いることで，補助的な絶対CS項とそのスピン構造依存性の導入を避けられる．

A 拡張の存在の確認

ここでは，スピンbordismのAtiyah–Hirzebruchスペクトル系列を低次で計算する．用いる標準的
なd2の規約は，整数ホモロジーをmod2還元した後のSq2の双対である[6, Lemma 2.3.2]． n ≥ 1に
対して

E2
p,q = Hp

(
BU(n); ΩSpin

q (pt)
)

=⇒ ΩSpin
p+q

(
BU(n)

)
(A.1)

とする．低次の係数群は

ΩSpin
0 = Z, ΩSpin

1 = Z2, ΩSpin
2 = Z2, ΩSpin

3 = 0 (A.2)

であり，BU(n)の整数ホモロジーは奇数次で0である．全次数3に寄与し得る項はE2
2,1 ≃ Z2だけであ

る．これに入る微分

d2 : H4(BU(n);Z) −→ H2(BU(n);Z2) (A.3)

を考える． Sq2 c1 = c 2
1であり， CP 2上のO(1) ⊕ Cn−1の分類写像が与えるホモロジー類にc 2

1を評価す
ると1となる．従ってd2は全射であり，全次数3の項はすべて消える．これが式(2.2)を示す．ここで使
ったCP 2はE2

4,0の通常のホモロジー類を表すだけであり，スピン多様体である必要はない．

向き付けbordismについてはΩSO
q (pt) = 0（q = 1, 2, 3）なので，同様のスペクトル系列から

ΩSO
3 (BU(n)) = H3(BU(n);Z) = 0 (A.4)

を得る．

B 松原グリーン関数の規格化の確認

式(5.2)を本ノートの規約で導出する．ギャップを保つ変形Hs = (1−s)H+sQ，Q = sgn(H) = 1−2Pに
より，HをQに平坦化できる．このときQ2 = 1，Q dQ = −dQ Qである．グリーン関数の5形式の変分
は

δ tr
[
(G dG−1)5]

= 5d tr
[
(G δG−1)(G dG−1)4]

(B.1)
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という完全微分であり，|ω| → ∞でG ∼ (iω)−1となるので周波数境界項は消える．従って，HをQに置
き換えて積分を評価してよい．

平坦化したグリーン関数について

G = (iω − Q)−1 = − iω + Q

1 + ω2 , dG−1 = i dω − dQ (B.2)

である．非零の5形式にはdωが一度だけ現れ，巡回性からその5通りが等しく寄与する．また，

(G dQ)2 = − (dQ)2

1 + ω2 , tr(dQ)4 = 0 (B.3)

を使うと

tr
[
(G dG−1)5]

= − 5i dω

(1 + ω2)3 tr
(
Q(dQ)4)

(B.4)

= 160i dω

(1 + ω2)3 tr
(
P (dP )4)

(B.5)

となる．ここでtr(dQ)4 = 0は，1形式を巡回移動した際の符号から従う．初等積分∫ ∞

−∞

dω

(1 + ω2)3 = 3π

8 (B.6)

により，

i

480π3

∫
Rω×T4

tr
[
(G dG−1)5]

= − 1
8π2

∫
T4

tr
(
P (dP )4)

(B.7)

を得る．これは式(5.1)であり，周波数の規約に依存するiと符号を含めて式(5.2)を確認する．
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