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Abstract

[1]を追う．証明など詳細は[2]が詳しい．

1 微分キャラクター

1.1 Rの proper subring とは

怃をRの 恰恲息恰恥恲 恳恵恢恲恩恮恧 とする．つまり，怃 ⊂ R,怃 6怽 Rであり，怃は掛け算と足し算について閉じる．

Proposition 1.1. 加法群怃 ⊂ Rがある非自明な開区間怨a, b怩を含むならば，怃 怽 R.

（証明） a < bとする． a+b
2 ∈ 怃に注意． 怃は加法群であるため，怨a−b2 , b−a2 怩 怽 {x − a+b

2 ∈ R|x ∈
怨a, b怩} ⊂ 怃である．任意の実数r ∈ Rに対して， 1

nr ∈ 怨a−b2 , b−a2 怩なる整数nが存在する．

よって怃は連続区間を含まない． 怃は離散であるか，稠密であるかのどちらかである．ここで，部
分集合S ⊂ Rが離散であるとは，任意のx ∈ Sに対して，あるε > 怰が存在してε近傍怨x − ε, x 怫 ε怩に
はx以外のSの点が含まれないことを指す．また，部分集合S ⊂ Rが稠密であるとは，任意のx ∈ Sと任
意のε > 怰に対して，y ∈ Sが存在して|x − y| < εとなる，つまりいくらでも近い点がS内に存在するこ
とを指す．定義より，部分集合S ∈ Rは離散かつ稠密でありえない．

Proposition 1.2. 任意の加法部分群怃 ∈ Rは，離散か稠密である．

（証明） 怃が離散でないと仮定する．つまり，あるx ∈ 怃が存在して，xにいくらでも近い点が怃内
に存在する．（任意のε > 怰に対して怨x− ε, x怫 ε怩 ∩ 怃 6怽 ∅．） 怃は加法群であるから，x 怽 怰として良い．
よっていくらでも怰に近い点が怃内に存在する．（任意のε > 怰に対して|x| < εなるx ∈ 怃が存在する．）
このようなxの整数倍を用いて，任意の実数r ∈ Rを任意精度で近似できる，つまり，任意のε > 怰に対
して，あるx ∈ 怃, n ∈ Zが存在して|r − nx| < εかつnr ∈ 怃とできるから，怃は稠密である．

Proposition 1.3. 任意の離散加法部分群怃 ∈ Rは，怃 怽 αZである．

（証明） 怃は離散であるから，あるε > 怰に対して，α 怽 恭恩恮x,y∈Λ,x 6=y |x − y| > ε怮 加法性よ
りα ∈ 怃, αZ ⊂ 怃である． x /∈ αZなるx ∈ 怃の存在を仮定すると，αの定義に反する．

一方で，稠密な怃は有理数全体の集合Qとは限らない．例えば，Z 怫
√
怲Z 怽 {n 怫 m

√
怲|n,m ∈

Z}は明らかに加法部分群であるが，無理数を含みまたαZでもないため離散ではなく稠密．また，
怨n怫

√
怲m怩怨n′ 怫

√
怲m′怩 怽 怨nn′ 怫 怲mm′怩 怫

√
怲怨nm′ 怫mn′怩 ∈ Z怫

√
怲Zであるので，Z怫

√
怲Zは部分環で

ある．
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1.2 準備

1.2.1 記号p, r, ι

短完全列

怰→ 怃
r−→ R p−→ R/怃→ 怰. 怨怱怮怱怩

射影p 怺 R→ R/怃，埋め込みr 怺 怃→ Rはそれぞれコチェインへの準同型写像

p∗ 怺 C
k怨M,R怩→ Ck怨M,R/怃怩, 怨p∗f怩怨σ怩 怺怽 p怨f怨σ怩怩, 怨怱怮怲怩

r∗ 怺 C
k怨M,怃怩→ Ck怨M,R怩, 怨r∗f怩怨σ怩 怺怽 r怨f怨σ怩怩, 怨怱怮怳怩

を誘導する．いずれもチェインマップである：

怨怨p∗δR − δR/Λp∗怩f怩怨σ怩 怽 p怨δRf怨σ怩怩− 怨p∗f怩怨∂σ怩 怽 p怨f怨∂σ怩怩− p怨f怨∂σ怩怩 怽 怰, 怨怱怮怴怩

怨怨r∗δΛ − δRr∗怩f怩怨σ怩 怽 r怨δΛf怨σ怩怩− 怨r∗f怩怨∂σ怩 怽 r怨f怨∂σ怩怩− r怨f怨∂σ怩怩 怽 怰. 怨怱怮怵怩

恤恥 恒恨恡恭準同型を

ι 怺 怊k怨M怩→ Ck怨M,R怩, ω 7→ ι怨ω怩 怽

(
σ 7→

∫
σ

ω

)
怨怱怮怶怩

と定義する． ιもチェインマップである：

怨怨ιd− δRι怩ω怩怨σ怩 怽
∫
σ

dω − ιω怨∂σ怩 怽
∫
σ

dω −
∫
∂σ

ω 怽 怰. 怨怱怮怷怩

以下，文脈から明らかな場合はδR, δΛ, δR/Λは全てδと書く．

1.2.2 射影的対象

一般に，自由アーベル群Pに対して恈息恭怨P,−怩は完全関手であり，以下が短完全列：

怰→ 恈息恭怨P,怃怩
r∗−→ 恈息恭怨P,R怩 p∗−→ 恈息恭怨P,R/怃怩→ 怰. 怨怱怮怸怩

よって，

• f ∈ 恈息恭怨P,怃怩に対してr∗f 怽 怰ならばf 怽 怰怮

• g ∈ 恈息恭怨P,R怩に対してp∗g 怽 怰ならば，あるf ∈ 恈息恭怨P,怃怩が存在してg 怽 r∗f 怮

• （自由アーベル群の射影的性質）任意のf ∈ 恈息恭怨P,R/怃怩に対してある 恾f ∈ 恈息恭怨P,R怩が存在し
てf 怽 p∗ 恾f 怺

R

����
P

∃f̃

==

f
// R/怃

怨怱怮怹怩

以下ではP 怽 Ck怨M怩, Zk怨M怩として上の事実を用いる．（Ck怨M怩は立方体σ 怺 Ik → Mの集合を基底とす
る自由アーベル群であり，一般論として，自由アーベル群の部分群は自由アーベル群．）
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1.2.3 単射的対象

一般論として，RはZ加群として単射的対象．よって，単射A→ Bと準同型A→ Rに対して以下を可換
にする 恾fが存在する．

B

∃f̃
��

A
/ �

??

f
// R

怨怱怮怱怰怩

以下では

Ck怨M怩

∃f̃

��
Zk怨M怩

, �

::

f
// R

怨怱怮怱怱怩

の形で用いる．

1.2.4 f |Zk
怽 怰ならばf 怽 δgについて

• 以下をアーベル群の完全列とする．

怰→ A
f−→ B

g−→ C. 怨怱怮怱怲怩

恈息恭怨M,−怩は左完全な共変関手である．つまり，以下は完全列：

怰→ 恈息恭怨M,A怩
f∗−→ 恈息恭怨M,B怩

g∗−→ 恈息恭怨M,C怩. 怨怱怮怱怳怩

（証明） α 怺M → Aに対して，f∗α 怽 f ◦ α 怽 怰とする．すると，任意のm ∈Mに対して怰 怽 f∗α怨m怩 怽
f怨α怨m怩怩であるが，fは単射であるからα怨m怩 怽 怰よりα 怽 怰怮 α 怺 M → Aとする．g ◦ f 怽 怰より
m ∈Mに対してg∗f∗α怨m怩 怽 g ◦ f怨α怨m怩怩 怽 怰であるからg∗f∗ 怽 怰怮 β 怺M → Bに対してg∗β 怽 怰とする．
m ∈Mに対してg∗β怨m怩 怽 g怨β怨m怩怩 怽 怰． 恫恥恲 g 怽 恩恭 fであるからあるam ∈ Aが存在してβ怨m怩 怽 am怮 対
応m 7→ amの準同型性はβの線形性より：am 怫 am′ 怽 β怨m怩 怫 β怨m′怩 怽 β怨m怫m′怩 怽 am+m′ 怮

• 以下をアーベル群の完全列とする．

M
f−→ N

g−→ L→ 怰. 怨怱怮怱怴怩

恈息恭怨−, A怩は左完全な反変関手である．つまり，以下は完全列：

恈息恭怨M,A怩
f∗←− 恈息恭怨N,A怩

g∗←− 恈息恭怨L,A怩← 怰. 怨怱怮怱怵怩

恗恩恥恢恥恬の教科書をみると，「恈息恭A怨A,M怩 怽 恈息恭Aop怨M,A怩より．」とのみ書かれているが，直接証明
を確認する．

（証明） γ 怺 L → Aに対して，g∗γ 怽 怰とすると任意のn ∈ Nに対してg∗γ怨n怩 怽 γ怨g怨n怩怩 怽 怰怮 gは
全射であるからγ 怽 怰怮 γ 怺 L → Aに対して，f∗g∗γ怨m怩 怽 γ怨f ◦ g怨m怩怩 怽 γ怨怰怩 怽 怰であるのでf∗g∗ 怽 怰怮
β ∈ 恫恥恲 f∗とする．つまり，任意のm ∈ Mに対してf∗β怨m怩 怽 β怨f怨m怩怩 怽 怰怮 つまり，βは恩恭 f 怽 恫恥恲 g上
ではゼロ． gは全射であるから，任意のl ∈ Lに対してl 怽 g怨nl怩なるnl ∈ Nが存在する． γ 怺 L→ Aを

γ怨l怩 怽 β怨g怨nl怩怩 怽 g∗β怨nl怩 怨怱怮怱怶怩
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と定義する． 恗恥恬恬怭恤恥怌恮恥恤であることは，g怨n′l怩 怽 g怨nl怩とするとnl − n′l ∈ 恫恥恲 g 怽 恩恭 fよりg∗怨β怨nl怩怩 −
g∗怨β怨n′l怩怩 怽 β怨g怨nl − n′l怩怩 怽 怰怮 準同型性はg怨nl 怫 nl′怩 怽 g怨nl怩 怫 g怨nl′怩 怽 l 怫 l′よりnl+l′ 怽 nl 怫 nl′から．

後者を以下に適用する． Zkの定義より次は完全列：

怰→ Zk怨M怩
i−→ Ck怨M怩

∂−→ Bk−1怨M怩→ 怰. 怨怱怮怱怷怩

アーベル群Aに対して関手恈息恭怨−, A怩の左完全性より以下は完全列：

恈息恭怨Zk怨M怩, A怩
i∗←− 恈息恭怨Ck怨M怩, A怩

∂∗(=δ)←−−−− 恈息恭怨Bk−1怨M怩, A怩← 怰. 怨怱怮怱怸怩

ここでi∗は制限写像である．上を適用すると恫恥恲 i∗ 怽 恩恭 δ．よってコチェインf 怺 Ck怨M,A怩がZk怨M怩へ
の制限に対してi∗f 怽 f |Zk(M) 怽 怰を満たすとき，あるg 怺 Bk−1 → Aが存在して

f 怽 δg 怽 g ◦ ∂ 怨怱怮怱怹怩

と書くことができる．特に，A 怽 RのときはRの単射性より定義域をCk−1怨M怩に拡張することができ
る．結局，以下が示された：

• f ∈ Ck怨M,R怩のZk怨M怩への制限がゼロ，f |Zk(M) 怽 怰，であるならば，あるg ∈ Ck−1怨M,R怩が存
在してf 怽 δg怮

以下の形も用いる．

恈息恭怨Zk怨M怩,R/怃怩 i∗←− 恈息恭怨Ck怨M怩,R/怃怩 ∂∗(=δ)←−−−− 恈息恭怨Bk−1怨M怩,R/怃怩← 怰. 怨怱怮怲怰怩

1.3 p∗ιは単射

k形式ω ∈ 怊k怨M怩に対してp∗ιω 怽 怰であれば恫恥恲 p∗ 怽 恩恭 r∗よりあるc ∈ Ck怨M,怃怩が存在して

ιω 怽 r∗c. 怨怱怮怲怱怩

これは任意の特異立方体σ 怺 Ik →Mに対して∫
σ

ω 怽 c怨σ怩 ∈ 怃 怨怱怮怲怲怩

と等価であるが，真部分環怃は連続区間怨a, b怩を含まないので，仮にωが非ゼロのk形式とすると，矛盾
する．よって，

ω 怽 怰 怨怱怮怲怳怩

が成立するため，

p∗ι 怺 怊
k怨M怩→ Ck怨M,R/怃怩 怨怱怮怲怴怩

は単射．また，r∗の単射性より

ιω 怽 r∗c ⇒ c 怽 怰 怨怱怮怲怵怩

も従う．

怴



1.3.1 Bockstein準同型

B 怺 Hk怨M,R/怃怩→ Hk+1怨M,怃怩 怨怱怮怲怶怩

を恂息恣恫恳恴恥恩恮準同型とする．具体的には，a ∈ Zk怨M,R/怃怩に対してp∗恾a 怽 aなる恾a ∈ Ck怨M,R怩をひとつ
選び，p∗δ恾a 怽 δp∗恾a 怽 δa 怽 怰よりδ恾a 怽 r∗cなるc ∈ Ck怨M,怃怩が存在するが，

B怨恛a恝怩 怺怽 恛c恝 怨怱怮怲怷怩

と定義される． r∗δc 怽 怰よりcはコサイクルであることに注意．取り替え恾a 7→ 恾a 怫 r∗b, b ∈ Ck怨M,怃怩か
ら生じる変化分はδr∗b 怽 r∗δbよりコバウンダリ．取り替えa 7→ a怫 δd 怽 a怫 d ◦ ∂から生じる変化分は，
d 怺 Bk−1 → R/怃のCk−1 → Rへの拡張を 恾d ∈ Ck−1怨M,R怩と書くと，p∗δ 恾d 怽 δd怮 するとδ恾a 7→ δ恾a 怫 δ2 恾d 怽
δ恾aとなり，aの取り方には依存しない．

1.4 メモ

恁恢恥恬群Gが可除（恤恩恶恩恳恩恢恬恥）とは，任意のg ∈ G，任意のn ∈ Nに対して，あるh ∈ Gが存在してnh 怽
gなること．つまり，任意の元が非ゼロの整数で割れるということ．

恁恢恥恬群Gが単射的（恩恮恪恥恣恴恩恶恥）であるとは，任意の単射準同型f 怺 A → Bと任意の準同型g 怺 A →
Gに対して，ある準同型h 怺 B → Gが存在してf 怽 g ◦ iなること．

恁恢恥恬群Gが可除であることと単射的であることは同値．

RはZ加群として単射的．

自由Z加群は射影的．

1.5 微分キャラクターの構造定理

� �
Definition 1.4.

恞Hk怨M,R/怃怩 怺怽 {f ∈ 恈息恭怨Zk怨M怩,R/怃怩|∃ωf ∈ 怊k+1怨M怩 恳.恴. f ◦ ∂ 怽 p∗ιωf}. 怨怱怮怲怸怩� �
ここで，

Ck+1怨M怩
∂−→ Bk怨M怩 ⊂ Zk怨M怩

f−→ R/怃 怨怱怮怲怹怩

に注意． 恛怱恝の恔恨恥息恲恥恭 怱怮怱を少しずつ追う．� �
Proposition 1.5. f ∈ 恈息恭怨Zk怨M怩,R/怃怩に対して，あるTf ∈ Ck怨M,R怩が存在して，

p∗Tf |Zk(M) 怽 f. 怨怱怮怳怰怩� �
（証明）まず，任意の準同型写像f 怺 Zk怨M怩 → R/怃は準同型写像 恾f 怺 Zk怨M怩 → Rに拡張できること
に注意する．まず，Zk怨M怩 ⊂ Ck怨M怩であり，Ck怨M怩は（非退化）立方体σ 怺 Ik → Mによって生成
される自由アーベル群であり，一般論として自由アーベル群の部分群は自由アーベル群であるから，
Zk怨M怩も基底をもつ，つまり，集合Sによって生成される自由アーベル群である．各s ∈ Sに対してリ
フトR/怃 3 f怨s怩 7→ f̃怨s怩 ∈ Rをひとつ決めて，

恾f怨s怩 怺怽 f̃怨s怩 怨怱怮怳怱怩

怵



と定義し，一般のσ ∈ Zk怨M怩に対しては線形に拡張する．よって

p∗ 恾f 怽 f 怨怱怮怳怲怩

なる 恾fが得られた 1：

R

����
Zk怨M怩

∃f̃

::

f
// R/怃

怨怱怮怳怳怩

Rは可除であるから，単射的であり，単射Zk怨M怩 → Ck怨M怩に対して，準同型写像 恾f 怺 Zk怨M怩 → Rの定
義域を拡張できる：

Ck怨M怩

∃Tf∈Ck(M,R)

��
Zk怨M怩

::

f̃

// R

怨怱怮怳怴怩

よって

Tf |Zk(M) 怽 恾f 怨怱怮怳怵怩

なるTfが得られた．（制限写像とp∗は可換であるから，p∗怨Tf |Zk(M)怩 怽 怨p∗Tf 怩|Zk(M)であり，p∗Tf |Zk(M)と

書くことが正当化されることに注意．）

以下，Tfをfの表現と呼ぶことがある．� �
Proposition 1.6. f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩に対して，f ◦∂ 怽 p∗ιωfなるωf ∈ 怊k+1怨M怩は閉形式，かつ怃周
期．つまり，

dωf 怽 怰, 怨怱怮怳怶怩∫
σ

ωf ∈ 怃 恦息恲 恡恬恬 σ ∈ Zk+1怨M怩. 怨怱怮怳怷怩� �
（証明） f 怽 p∗Tf |Zk(M)なるTf ∈ Ck怨M,R怩をひとつ選ぶ． ∂Ck+1怨M怩 怽 Bk怨M怩 ⊂ Zk怨M怩に注意する

と，

p∗δTf 怽 δp∗Tf 怽 p∗Tf ◦ ∂ 怽 f ◦ ∂ 怽 p∗ιωf . 怨怱怮怳怸怩

よって，あるcf ∈ Ck+1怨M,怃怩が存在して，

δTf 怽 ιωf − r∗cf . 怨怱怮怳怹怩

これから

怰 怽 δ2Tf 怽 διωf − δr∗cf 怽 ιdωf − r∗δcf , 怨怱怮怴怰怩

つまり，

ιdωf 怽 r∗δcf . 怨怱怮怴怱怩

よって怱怮怳節の議論より

dωf 怽 怰, δcf 怽 怰. 怨怱怮怴怲怩

1一般論(1.9)を適用するだけだが，構成的な証明をメモした．
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怃周期性は任意のσ ∈ Zk+1怨M怩に対して，∫
σ

ωf 怽 怨ιωf 怩怨σ怩 怽 怨δTf 怫 r∗cf 怩怨σ怩 怽 怨r∗cf 怩怨σ怩 ∈ 怃 怨怱怮怴怳怩

より．

怃周期の閉形式を� �
怊kcl怨M怩Λ 怺怽 {ω ∈ 怊kcl怨M怩|

∫
σ

ω ∈ 怃 恦息恲 恡恬恬 σ ∈ Zk怨M怩} 怨怱怮怴怴怩

怽 {ω ∈ 怊k怨M怩|dω 怽 怰,

∫
σ

ω ∈ 怃 恦息恲 恡恬恬 σ ∈ Zk怨M怩} 怨怱怮怴怵怩� �
と書く．微分キャラクターの定義は，� �

恞Hk怨M,R/怃怩 怽 {f ∈ 恈息恭怨Zk怨M怩,R/怃怩|∃ωf ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λ 恳.恴. f ◦ ∂ 怽 p∗ιωf} 怨怱怮怴怶怩� �

と書き換えることができる．� �
Proposition 1.7. ωfは一意．同じことだが，p∗ι 怺 怊

k+1怨M怩→ Ck+1怨M,R/怃怩は単射．� �
（証明） ω′fもf ◦ ∂ 怽 p∗ιω

′
fを満たすとすると， p∗ι怨ωf − ω′f 怩 怽 怰であるが，p∗ιは単射であるので．

cfの定めるコホモロジー類を

uf 怺怽 恛cf 恝 ∈ Hk+1怨M,怃怩 怨怱怮怴怷怩

と書く．

恛ιωf 恝 怽 恛r∗cf 恝 怽 r∗恛cf 恝 怽 r∗uf 怨怱怮怴怸怩

に注意．� �
Proposition 1.8. ufは一意．� �

（証明） cfは関係式

r∗cf 怽 δTf − ιωf 怨怱怮怴怹怩

により定まる．ωfは一意であるが，Tfに任意性がある． T ′f ∈ Ck怨M,R怩をp∗T ′f |Zk(M) 怽 fを満たす別

の選び方とし，

r∗c
′
f 怽 δT ′f − ιωf 怨怱怮怵怰怩

とする．すると，

p∗怨Tf − T ′f 怩|Zk(M) 怽 怰. 怨怱怮怵怱怩

よってあるd 怺 Zk怨M怩→ 怃が存在して，

怨Tf − T ′f 怩|Zk(M) 怽 r∗d0. 怨怱怮怵怲怩

怷



準同型r∗d0 怺 Zk → RはRのZ加群としての単射性より定義域を拡張でき，

r∗d0 怽 d1|Zk(M) 怨怱怮怵怳怩

なるd1 ∈ Ck怨M,R怩が存在する．よって，

怨Tf − T ′f − d1怩|Zk(M) 怽 怰. 怨怱怮怵怴怩

すると怱怮怲怮怴節の注意よりあるs ∈ Ck−1怨M,R怩が存在して

Tf − T ′f − d1 怽 δs. 怨怱怮怵怵怩

よって，

r∗怨c
′
f − cf 怩 怽 δT ′f − δTf 怽 −δd1 怨怱怮怵怶怩

はコバウンダリであるから，r∗の単射性より

恛c′f 恝 怽 恛cf 恝. 怨怱怮怵怷怩

f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩からωf , ufが一意的に定まることが示された．表現Tfの不定性も整理しておく．� �
Proposition 1.9. fの表現Tfの不定性は，

Tf 7→ Tf 怫 r∗d怫 δs, d ∈ Ck怨M,怃怩, s ∈ Ck−1怨M,R怩. 怨怱怮怵怸怩� �
（証明）逆に辿る． T 怽 T ′f − Tfは

p∗T |Zk(M) 怽 怰 怨怱怮怵怹怩

を満たす．完全列怨怱怮怲怰怩より，

p∗T 怽 δb, b ∈ Ck−1怨M,R/怃怩 怨怱怮怶怰怩

と書くことができる．さらにb 7→ s ∈ Ck−1怨M,R怩, p∗s 怽 bを取ると

p∗T 怽 δp∗s 怽 p∗δs, s ∈ Ck−1怨M,R怩. 怨怱怮怶怱怩

よってp∗怨T − δs怩 怽 怰であるから，d ∈ Ck怨M,怃怩が存在して

T − δs 怽 r∗d. 怨怱怮怶怲怩

さて，� �
δ1 怺 恞Hk怨M,R/怃怩→ 怊k+1

cl 怨M怩Λ, δ1怨f怩 怺怽 ωf , 怨怱怮怶怳怩

δ2 怺 恞Hk怨M,R/怃怩→ Hk+1怨M,怃怩, δ2怨f怩 怺怽 uf 怽 恛cf 恝, 怨怱怮怶怴怩� �
と定義する．� �

Proposition 1.10. ω ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λはu ∈ Hk+1怨M,怃怩を定める．� �

（証明） ω ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λとする． 怃周期性よりp∗ιω|Zk(M) 怽 怰怮 完全列怨怱怮怲怰怩において ιω ∈ 恫恥恲 i 怽 恩恭 δで

あるから，

∃T 怺 Bk怨M怩→ R/怃 恳.恴. p∗ιω 怽 δT. 怨怱怮怶怵怩

怸



Bk怨M怩は自由Z加群であるから 恾T 怺 Bk怨M怩→ Rが存在してp∗ 恾T 怽 Tである．よって，

p∗怨ιω − δ 恾T 怩 怽 怰. 怨怱怮怶怶怩

よってあるc ∈ Ck+1怨M,怃怩が存在して

ιω − δ 恾T 怽 r∗c. 怨怱怮怶怷怩

r∗δc 怽 怰とr∗の単射性よりu 怽 恛c恝が定まる． T ′を別の選び方としてr∗c
′ 怽 ιω − δT ′とするとr∗怨c− c′怩 怽

−δ怨T − T ′怩であり，uは一意．� �
Proposition 1.11. u ∈ Hk+1怨M,怃怩は恛ω恝 ∈ Hk+1

dR 怨M怩, ω ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λを定める．� �

（証明）u ∈ Hk+1怨M,怃怩に対してr∗u ∈ Hk+1怨M,R怩怮 同型ι−1 怺 Hk+1怨M,怃怩 ∼怽 Hk+1
dR 怨M怩によりι−1怨r∗u怩 怽

恛ω恝なる恛ω恝 ∈ Hk+1
dR 怨M怩が存在する． u 怽 恛c恝とすると，r∗c 怽 ιω 怫 δTであるから，∫

z∈Zk+1(M)

ω 怽 怨r∗c− δT 怩怨z怩 怽 c怨z怩 ∈ 怃 怨怱怮怶怸怩

よりωは怃周期．� �
Proposition 1.12. δ1, δ2は全射．� �

（証明）上記の２命題より，ω ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λ, u ∈ Hk+1怨M,怃怩のどちらか一方が与えられると恛ιω恝 怽

r∗uなるω, uの対が定まる． u 怽 恛c恝, c ∈ Ck+1怨M,怃怩とすると

δT 怽 ιω − r∗c, T ∈ Ck怨M,R怩 怨怱怮怶怹怩

が定まる．さて

f 怺怽 p∗T |Zk(M) 怨怱怮怷怰怩

とする．すると

f怨∂σ ∈ Bk怨M怩 ⊂ Zk怨M怩怩 怽 p∗T 怨∂σ怩 怽 p∗δT 怨σ怩 怽 p∗怨ιω − r∗c怩怨σ怩 怽 p∗ιω怨σ怩 怨怱怮怷怱怩

よりf ◦ ∂ 怽 p∗ιωとなり，f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩怮

cの取り替えに依存しないことを示すために，まずfがTの選び方に依存しないことを示す．
T 7→ T 怫 δSに対して

f怨z ∈ Zk怨M怩怩 怽 p∗T 怨z怩 7→ p∗T 怨z怩 怫 p∗δS怨z怩 怽 p∗T 怨z怩 怫 p∗S怨∂z怩 怽 p∗T 怨z怩 怨怱怮怷怲怩

よりfは恛T 恝 ∈ Hk怨M,R怩にのみ依存する．また，c 7→ c 怫 c 怫 δbはT 7→ T 怫 δr∗bに他ならないため，
fはu 怽 恛c恝 ∈ Hk+1怨M,怃怩のみで決まる．

証明過程により以下も示されている．� �
Corollary 1.13. ３つ組

怨T, c, ω怩 ∈ Ck怨M,R怩× Ck+1怨M,怃怩× 怊k+1怨M怩 怨怱怮怷怳怩

であり

δT 怽 ιω − r∗c 怨怱怮怷怴怩

を満たすものは微分キャラクターf 怺怽 p∗T |Zk(M) ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩を定める． fは恛T 恝 ∈
Hk怨M,R怩, 恛c恝 ∈ Hk+1怨M,怃怩にのみ依存する．� �

ここで，ω ∈ 怊k+1怨M怩としたが関係式δT 怽 ιω − r∗cよりω ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λが示されるのは上述の通り．

怹



v ∈ Hk怨M,R/怃怩に対して，v 怽 恛s恝なるs ∈ Zk怨M,R/怃怩をひとつ選び，

f 怽 s|Zk(M) 怨怱怮怷怵怩

とすると，sの取り替えs 7→ s怫 δtはδt怨z ∈ Zk怨M怩怩 怽 怰よりfはsの取り方に依存せず，またf怨∂σ怩 怽 怰よ
りfはδ1怨f怩 怽 怰なる微分キャラクター．これを

Hk怨M,R/怃怩 i1−→ 恞Hk怨M,R/怃怩, v 怽 恛s恝 7→ i1怨恛s恝怩 怽 s|Zk(M) 怨怱怮怷怶怩

と書く．明らかにi1は単射．また，sのR値への拡張p∗恾s 怽 s, 恾s ∈ Ck怨M,R怩を取ると，f 怽 i1怨恛s恝怩の表
現はTf 怽 恾s怮 このときδ恾s 怽 −r∗cfによって決まるc ∈ Ck+1怨M,怃怩のコホモロジー類−uf 怽 −恛cf 恝は，
恛s恝の恂息恣恫恳恴恥恩恮準同型に他ならない：

uf 怽 −B怨恛s恝怩. 怨怱怮怷怷怩

よって，f 怽 i1怨恛s恝怩は，δ1怨f怩 怽 怰, δ2怨f怩 怽 −B怨恛s恝怩なる微分キャラクターである．以下が示された．� �
Proposition 1.14.

δ2 ◦ i1 怽 −B. 怨怱怮怷怸怩� �� �
Proposition 1.15. 以下の完全列がある：

怰→ Hk怨M,R/怃怩 i1−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 δ1−→ 怊k+1
cl 怨M怩Λ → 怰. 怨怱怮怷怹怩� �

（証明） i1の単射性，δ1の全射性，δ1 ◦ i1 怽 怰は既に示した． f ∈ 恫恥恲 δ1，つまりωf 怽 怰とする．
f 怽 p∗Tf |Zk(M)なる表現Tfを取ると，δTf 怽 −r∗cf 怮 すると

δTf 怨σ怩 怽 Tf 怨∂σ怩 怽 δTf 怨σ怩 怽 −r∗cf 怨σ怩 ∈ 怃 怨怱怮怸怰怩

であるからδp∗Tf 怽 p∗δTf 怽 怰より，コサイクルp∗Tf ∈ Zk怨M,R/怃怩が定まる．取り替えTf 7→ T ′f怫δSに

対して変化分p∗δS 怽 δp∗Sはコバウンダリであるから，fはコホモロジー類恛p∗Tf 恝 ∈ Hk怨M,R/怃怩を定
める． i1怨恛p∗Tf 恝怩 怽 p∗Tf |Zk(M)だった．

k形式α ∈ 怊k怨M怩に対して，

fα 怽 p∗ια|Zk(M), 怨怱怮怸怱怩

つまり，

fα怨z ∈ Zk怨M怩怩 怽 p

(∫
z

α

)
怨怱怮怸怲怩

と定めると，

fα怨∂σ怩 怽 p∗ια怨∂σ怩 怽 p∗ιdα怨σ怩 怨怱怮怸怳怩

であるからfαはδ1怨fα怩 怽 dαなる微分キャラクターfα ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩怮 i2怨α怩 怽 fαと書く． β ∈
怊kcl怨M怩Λに対して定義より

∫
z∈Zk(M)

β怨∈ 怃怩
p−→ 怰であるからi2は準同型

怊k怨M怩/怊kcl怨M怩Λ
i2−→ 恞H2怨M,R/怃怩, α 7→ p∗ια|Zk(M), 怨怱怮怸怴怩

を定める． i2怨α怩 怽 怰怬つまり任意のz ∈ Zk怨M怩に対して
∫
z
α ∈ 怃とすると，特に，任意の∂σ ∈ Bk怨M怩に

対して
∫
∂σ
α 怽

∫
σ
dα 怽 ιdα怨σ怩 ∈ 怃であるから，p∗ιの単射性よりdα 怽 怰．よってαは閉形式かつ怃周期．

したがってi2の核は怊kcl怨M怩Λであり，i2は単射．また，表示f 怽 i2怨α怩の表現としてTf 怽 ιαを取ること
ができるから，uf 怽 δ2怨f怩 怽 怰怮

怱怰



� �
Proposition 1.16.

δ1 ◦ i2 怽 d. 怨怱怮怸怵怩� �� �
Proposition 1.17. 以下の完全列がある：

怰→ 怊k怨M怩/怊kcl怨M怩Λ
i2−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 δ2−→ Hk+1怨M,怃怩→ 怰. 怨怱怮怸怶怩� �

（証明） i2の単射性，δ2の全射性，δ2 ◦ i2 怽 怰は既に示した． f ∈ 恫恥恲 δ2，つまり，p∗Tf |Zk(M) 怽 fな

るTfに対してδTf 怽 ιωf 怫 r∗δeを仮定する． ιωf 怽 δ怨Tf − r∗e怩であるが恤恥 恒恨恡恭の定理よりωf 怽 dθ怮 よ
ってδ怨Tf − r∗e− ιθ怩 怽 怰であるからコサイクルa 怽 Tf − r∗e− ιθ ∈ Zk怨M,R怩が定まる．再び恤恥 恒恨恡恭の
定理より，a 怽 ιφ怫 ιdηなるφ ∈ 怊kcl怨M怩, η ∈ 怊k−1怨M怩が存在する．よって，

Tf 怽 ι怨φ怫 θ 怫 dη怩 怫 r∗e. 怨怱怮怸怷怩

したがって，

δTf 怽 ιd怨φ怫 θ怩 怫 r∗δe. 怨怱怮怸怸怩

よってf 怽 i2怨φ怫 θ怩 怽 p∗ι怨φ怫 θ怩|Zk(M)怮

次を導入する．� �
Definition 1.18.

Rk怨M,怃怩 怺怽 {怨ω, u怩 ∈ 怊kcl怨M怩Λ ×Hk怨M,怃怩|r∗u 怽 恛ιω恝}, 怨怱怮怸怹怩

R∗怨M,怃怩 怺怽 ⊕Rk怨M,怃怩. 怨怱怮怹怰怩� �� �
Proposition 1.19. R∗怨M,怃怩は積

怨u, ω怩 · 怨v, φ怩 怽 怨u ∪ v, ω ∧ φ怩 怨怱怮怹怱怩

に対して環構造を持つ．� �
（証明）

r∗怨u ∪ v怩 怽 r∗u ∪ r∗v 怽 恛ιω恝 ∪ 恛ιφ恝 怽 ι恛ω恝 ∪ ι恛φ恝 怽 ι怨恛ω恝 ∪ 恛φ恝怩 怽 ι恛ω ∧ φ恝 怽 恛ι怨ω ∧ φ怩恝. 怨怱怮怹怲怩

� �
Proposition 1.20. 次の完全列がある．

怰→ Hk怨M,R怩/r∗恛Hk怨M,怃怩恝
i12−−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 (δ1,δ2)−−−−→ Rk+1怨M,怃怩→ 怰. 怨怱怮怹怳怩� �

（証明）系怱怮怱怳より怨δ1, δ2怩の全射性は恏恋怮 恛T 恝 ∈ Hk怨M,R怩に対してi12を

f 怽 i12怨恛T 恝怩 怺怽 p∗T |Zk(M) 怨怱怮怹怴怩

と定義する． δS怨z ∈ Zk怨M怩怩 怽 怰であるからTの選び方には依らない． δT 怽 怰であるからp∗T 怨∂σ怩 怽
p∗δT 怨σ怩 怽 怰となり，f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩かつωf 怽 怰, uf 怽 怰より怨δ1, δ2怩 ◦ i12 怽 怰怮 i12怨恛T 恝怩 怽 怰とす
るとp∗T |Zk(M) 怽 怰．よって怨怱怮怲怰怩とBk−1の射影性とRの単射性よりb ∈ 恈息恭怨Ck−1怨M怩,R怩が存在し
てp∗T 怽 p∗b ◦ ∂怮 よってあるc ∈ Ck怨M,怃怩が存在して

T 怽 δb怫 r∗c. 怨怱怮怹怵怩

怱怱



r∗δc 怽 δT 怽 怰よりcはコサイクルであり恛c恝 ∈ Hk怨M,怃怩を定める． 恛T 恝 怽 r∗恛c恝であるから，i12の核
はr∗恛H

k怨M,怃怩恝怮

f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩に対してδ1怨f怩 怽 怰, δ2怨f怩 怽 怰とすると，fの表現はf 怽 p∗Tf |Zk(M)はδTf 怽 r∗δe, e ∈
Ck−1怨M,怃怩となる．したがってTfはコホモロジー類恛Tf 恝 ∈ Hk怨M,R怩を定め，i12怨恛Tf 恝怩 怽 fである．

以下が証明された．� �
Theorem 1.21. 以下の完全列がある．

怰→ Hk怨M,R/怃怩 i1−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 δ1−→ 怊k+1
cl 怨M怩Λ → 怰, 怨怱怮怹怶怩

怰→ 怊k怨M怩/怊kcl怨M怩Λ
i2−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 δ2−→ Hk+1怨M,怃怩→ 怰, 怨怱怮怹怷怩

怰→ Hk怨M,R怩/r∗恛Hk怨M,怃怩恝
i12−−→ 恞Hk怨M,R/怃怩 (δ1,δ2)−−−−→ Rk+1怨M,怃怩→ 怰. 怨怱怮怹怸怩

以下が成立する．ここで，i1, i2, i12の定義は

i1怨恛s恝怩 怽 s|Zk(M), 怨怱怮怹怹怩

i2怨α怩 怽 p∗ια|Zk(M), 怨怱怮怱怰怰怩

i12怨恛T 恝怩 怽 p∗T |Zk(M). 怨怱怮怱怰怱怩

f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩の表現をTf ∈ Ck怨M,R怩，f 怽 p∗Ts|Zk(M)とすると，

δTf 怽 ιωf − r∗cf , ωf ∈ 怊k+1
cl 怨M怩Λ, cf ∈ Zk+1怨M,怃怩. 怨怱怮怱怰怲怩

δ1, δ2の定義は

δ1怨f怩 怽 ωf , 怨怱怮怱怰怳怩

δ2怨f怩 怽 恛cf 恝. 怨怱怮怱怰怴怩

以下が成立する．

δ1 ◦ i2 怽 d, 怨怱怮怱怰怵怩

δ2 ◦ i1 怽 −B. 怨怱怮怱怰怶怩

BはBockstein準同型．� �
1.5.1 例：円周束のEuler類

SO怨怲怩 → E
π−→ Mを円周束 恷恩恴恨 接続θとし，怊をその曲率形式とする． 1

2π怊は恅恵恬恥恲類を表現するか

ら 1
2π怊 ∈ 怊2

cl怨M怩Z怮 滑らかな閉経路γ 怺 S1 → Mに対してはSO怨怲怩ホロノミーH怨γ怩が定義される．滑ら

かな閉経路に対して微分キャラクターをe2πi 恞χ怨γ怩 怽 H怨γ怩と定義する．任意のサイクルx ∈ Z1怨M怩に
対して微分キャラクターを定義するには，xに対してある滑らかな閉経路γ 怺 S1 → Mが存在し

怱怲



てx 怽 γ 怫 ∂yと書くことができるから2，

恞χ怨x怩 怺怽 恞χ怨γ怩 怫
怱

怲π
p

(∫
y

怊

)
怽 恞χ怨γ怩 怫

怱

怲π
p∗ι怊怨y怩. 怨怱怮怱怰怹怩

と定義する．この例ではδ1怨恞χ怩 怽
1

2π怊, δ2怨恞χ怩 怽 χ（恅恵恬恥恲類）．

1.6 次数付き環構造

既に確認したように 恛怳恝，細分化作用素态 怺 Ck怨M怩→ Ck怨M怩が

• 細分化の極限ではカップ積とウェッジ積が等しい：

恬恩恭
n→∞

怨态∗怩n怨ιω ∪ ιθ怩 怽 ι怨ω ∧ θ怩. 怨怱怮怱怱怰怩

• ω1 ∈ 怊l1怨M怩, ω2 ∈ 怊l2怨M怩に対して，次の無限和が収束する：

E 怺 怊l1怨M怩× 怊l2怨M怩→ Cl1+l2−1怨M,R怩, 恢恩恬恩恮恥恡恲, 怨怱怮怱怱怱怩

E怨ω ⊗ θ怩怨x怩 怺怽 −
∞∑
i=0

怨ιω ∪ ιθ怩怨ψ态ix怩. 怨怱怮怱怱怲怩

ここで，ψは态と怱とのチェインホモトピー：

怱−态 怽 ∂ψ 怫 ψ∂. 怨怱怮怱怱怳怩

なる性質が順次確認されるならば，

E怨ω ⊗ θ怩 怺怽 −
∞∑
i=0

怨态∗怩iψ∗怨ιω ∪ ιθ怩 怨怱怮怱怱怴怩

としてEは∪と∧をつなぐチェインホモトピーである：

ι怨ω1 ∧ ω2怩− ιω1 ∪ ιω2 怽 δE怨ω1 ⊗ ω2怩 怫 Ed怨ω1 ⊗ ω2怩 怨怱怮怱怱怵怩

怽 δE怨ω1, ω2怩 怫 E怨dω1, ω2怩 怫 怨−怱怩l1E怨ω1, dω2怩. 怨怱怮怱怱怶怩

特に，閉形式ω1, ω2に対しては

ι怨ω1 ∧ ω2怩− ιω1 ∪ ιω2 怽 δE怨ω1 ⊗ ω2怩, ω1 ∈ 怊l1cl怨M怩, ω2 ∈ 怊l1cl怨M怩. 怨怱怮怱怱怷怩

また，

怨态∗怩nE怨ω1 ⊗ ω2怩 怽 E怨ω1 ⊗ ω2怩 怫

n−1∑
i=0

怨态∗怩iψ∗怨ιω1 ∪ ιω2怩 怨怱怮怱怱怸怩

であるから，

恬恩恭
n→∞

怨态∗怩nE怨ω1 ⊗ ω2怩 怽 怰. 怨怱怮怱怱怹怩

いくつか準備する．

2サイクルx ∈ Z1(M)の元は定義から，境界を持たない1チェインのことであり，kチェインとは非退化立方体

σ : Ik →M, smooth, (1.107)

の整数係数の線形結合

x =
∑
i

niσi, ni ∈ Z, ∂x =
∑
i

ni∂σi = 0. (1.108)

よって，xそのものが滑らかであるとは限らない．一方で，なんらかの滑らかな閉経路γ : S1 →Mとup to バウンダリで一致す
るため，x = γ + ∂yと書くことができる．

怱怳



• r 怺 怃→ Rの積との可換性r怨xy怩 怽 r怨x怩r怨y怩により， r∗はコチェインレベルのカップ積と可換であ
る：

r∗c1 ∪ r∗c2 怽 r∗怨c1 ∪ c2怩. 怨怱怮怱怲怰怩

• コチェインレベルでは，カップ積は次数付き可換でもなければ推移的でもない．しかし，コホモ
ロジーでは一致する．チェインホモトピーを

H 怺 C∗怨M,A怩⊗ C∗怨M,A怩→ C∗−1怨M,A怩, 怨怱怮怱怲怱怩

f ∪ g − 怨−怱怩deg(f) deg(g)g ∪ f 怨怱怮怱怲怲怩

怽 δH怨f ⊗ g怩 怫H怨δ怨f ⊗ g怩怩 怨怱怮怱怲怳怩

怽 δH怨f, g怩 怫H怨δf, g怩 怫 怨−怱怩deg(f)H怨f, δg怩, 怨怱怮怱怲怴怩

K 怺 C∗怨M,A怩⊗ C∗怨M,A怩⊗ C∗怨M,A怩→ C∗−1怨M,A怩, 怨怱怮怱怲怵怩

怨f ∪ g怩 ∪ h− f ∪ 怨g ∪ h怩 怨怱怮怱怲怶怩

怽 δK怨f ⊗ g ⊗ h怩 怫K怨δ怨f ⊗ g ⊗ h怩怩 怨怱怮怱怲怷怩

怽 δK怨f, g, h怩 怫K怨δf, g, h怩怩 怫 怨−怱怩deg(f)K怨f, δg, h怩 怫 怨−怱怩deg(f)+deg(g)K怨f, g, δh怩, 怨怱怮怱怲怸怩

などと書く．

• 一方で，微分形式のカップ積の非可換性はEで書くことができる． 怨怱怮怱怱怶怩より

ιω1 ∪ ιω2 − 怨−怱怩l1l2ιω2 ∪ ιω1 怨怱怮怱怲怹怩

怽 −δE怨ω1 ⊗ ω2 − 怨−怱怩l1l2ω2 ⊗ ω1怩− Ed怨ω1 ⊗ ω2 − 怨−怱怩l1l2ω2 ⊗ ω1怩 怨怱怮怱怳怰怩

怽 −怨δE 怫 Eδ怩怨ω1 ⊗ ω2 − 怨−怱怩l1l2ω2 ⊗ ω1怩. 怨怱怮怱怳怱怩

よって，

H怨ιω1 ⊗ ιω2怩 怽 −E怨ω1 ⊗ ω2 − 怨−怱怩l1l2ω2 ⊗ ω1怩. 怨怱怮怱怳怲怩

つまり，

H ◦ 怨ι⊗ ι怩 怽 −E ◦ 怨恩恤− 怨−怱怩l1l2τ怩. 怨怱怮怱怳怳怩

ただし，

τ 怺 怊∗ ⊗ 怊∗ → 怊∗ ⊗ 怊∗, ω1 ⊗ ω2 7→ ω2 ⊗ ω1 怨怱怮怱怳怴怩

は 恢恲恡恩恤恩恮恧．

• 微分形式の推移律の破れもEを用いて表現できる． ω1, ω2, ω3をそれぞれl1, l2, l3形式とすると，

怨ιω1 ∪ ιω2怩 ∪ ιω3 − ιω1 ∪ 怨ιω2 ∪ ιω3怩 怨怱怮怱怳怵怩

怽 怨ι怨ω1 ∧ ω2怩− 怨δE 怫 Ed怩怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 − ιω1 ∪ 怨ι怨ω2 ∧ ω3怩− 怨δE 怫 Ed怩怨ω2 ⊗ ω3怩怩 怨怱怮怱怳怶怩

怽 ι怨ω1 ∧ ω2 ∧ ω3怩− 怨δE 怫 Ed怩怨怨ω1 ∧ ω2怩⊗ ω3怩 怨怱怮怱怳怷怩

− 怨ι怨ω1 ∧ ω2 ∧ ω3怩− 怨δE 怫 Ed怩怨ω1 ⊗ 怨ω2 ∧ ω3怩怩怩 怨怱怮怱怳怸怩

− 怨怨δE 怫 Ed怩怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怫 ιω1 ∪ 怨δE 怫 Ed怩怨ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怳怹怩

怽 −怨δE 怫 Ed怩怨怨ω1 ∧ ω2怩⊗ ω3 − ω1 ⊗ 怨ω2 ∧ ω3怩怩 怨怱怮怱怴怰怩

− 怨怨δE 怫 Ed怩怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怫 ιω1 ∪ 怨δE 怫 Ed怩怨ω2 ⊗ ω3怩. 怨怱怮怱怴怱怩

１行目は

−怨δE 怫 Ed怩怨怨ω1 ∧ ω2怩⊗ ω3 − ω1 ⊗ 怨ω2 ∧ ω3怩怩 怽 怨δA怫Ad怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩, 怨怱怮怱怴怲怩

怱怴



A 怽 −E ◦ 怨∧ ⊗ 恩恤− 恩恤⊗ ∧怩 怨怱怮怱怴怳怩

と書くことができる．２行目第１項は

怨怨δE 怫 Ed怩怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怨怱怮怱怴怴怩

怽 怨δE怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怫 E怨d怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怨怱怮怱怴怵怩

怽 δ怨E怨ω1 ⊗ ω2怩 ∪ ιω3怩− 怨−怱怩l1+l2−1E怨ω1 ⊗ ω2怩 ∪ ιdω3 怫 E怨d怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怨怱怮怱怴怶怩

怽 δ怨E怨ω1 ⊗ ω2怩 ∪ ιω3怩 怫 怨−怱怩l1+l2E怨ω1 ⊗ ω2怩 ∪ ιdω3 怫 E怨d怨ω1 ⊗ ω2怩怩 ∪ ιω3 怨怱怮怱怴怷怩

怽 怨δB 怫Bd怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩. 怨怱怮怱怴怸怩

ただし，

B 怽 ∪ ◦ 怨E ⊗ ι怩. 怨怱怮怱怴怹怩

同様に，２行目第２項は

ιω1 ∪ 怨δE 怫 Ed怩怨ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怰怩

怽 怨−怱怩l1δ怨ιω1 ∪ E怨ω2 ⊗ ω3怩怩− 怨−怱怩l1ιdω1 ∪ E怨ω2 ⊗ ω3怩 怫 ιω1 ∪ Ed怨ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怱怩

怽 怨−怱怩deg(ω1)δ怨ιω1 ∪ E怨ω2 ⊗ ω3怩怩 怫 怨−怱怩deg(dω1)ιdω1 ∪ E怨ω2 ⊗ ω3怩 怫 ιω1 ∪ Ed怨ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怲怩

怽 怨δC 怫 Cd怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩. 怨怱怮怱怵怳怩

ただし，

C怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怽 怨−怱怩deg(ω1)怨∪ ◦ ι⊗ E怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怴怩

とした．つまり，

C 怽 ∪ ◦ 怨怨怨−怱怩deg ◦ ι怩⊗ E怩 怨怱怮怱怵怵怩

である．実際，

怨δC 怫 Cd怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怶怩

怽 δC怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怫 C怨dω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怫 怨−怱怩deg(ω1)C怨ω1 ⊗ d怨ω2 ⊗ ω3怩怩 怨怱怮怱怵怷怩

怽 怨−怱怩deg(ω1)δ怨∪ ◦ ι⊗ E怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怵怸怩

怫 怨−怱怩deg(dω1)怨∪ ◦ ι⊗ E怩怨dω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩 怫 怨∪ ◦ ι⊗ E怩怨ω1 ⊗ d怨ω2 ⊗ ω3怩怩 怨怱怮怱怵怹怩

が確認できる．以上より，

怨ιω1 ∪ ιω2怩 ∪ ιω3 − ιω1 ∪ 怨ιω2 ∪ ιω3怩 怽 怨δD 怫Dd怩怨ω1 ⊗ ω2 ⊗ ω3怩, 怨怱怮怱怶怰怩

D 怽 A−B 怫 C 怽 −E ◦ 怨∧ ⊗ 恩恤− 恩恤⊗ ∧怩− ∪ ◦ 怨E ⊗ ι怩 怫 ∪ ◦ 怨怨怨−怱怩deg ◦ ι怩⊗ E怩. 怨怱怮怱怶怱怩

つまり，

K ◦ 怨ι⊗ ι⊗ ι怩 怽 −E ◦ 怨∧ ⊗ 恩恤− 恩恤⊗ ∧怩− ∪ ◦ 怨E ⊗ ι怩 怫 ∪ ◦ 怨怨怨−怱怩deg ◦ ι怩⊗ E怩, 怨怱怮怱怶怲怩

変数を入れると，

K怨ιω1 ⊗ ιω2 ⊗ ιω3怩 怽 −E怨怨ω1 ∧ ω2怩⊗ ω3怩 怫 E怨ω1 ⊗ 怨ω2 ∧ ω3怩怩 怨怱怮怱怶怳怩

− E怨ω1 ⊗ ω2怩 ∪ ιω3 怫 怨−怱怩deg(ω1)ιω1 ∪ E怨ω2 ⊗ ω3怩 怨怱怮怱怶怴怩

が成立する．

怱怵



� �
Definition 1.22. f ∈ 恞Hk怨M,R/怃怩, g ∈ 恞H l怨M,R/怃怩に対してそれぞれの表現f 怽 p∗Tf |Zk(M), g 怽

p∗Tg|Zl(M)を取る．

f ? g 怺怽 p∗
(
Tf ∪ ιωg − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg − Tf ∪ δTg 怫 E怨ωf , ωg怩

)
|Zk+l+1

. 怨怱怮怱怶怵怩

つまり，f ? gは表現が

Tf?g 怽 Tf ∪ ιωg − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg − Tf ∪ δTg 怫 E怨ωf , ωg怩 怨怱怮怱怶怶怩

によって与えられる微分キャラクターである． ug 怽 恛cg恝の表現を選んで以下のようにも書ける．

Tf?g 怽 Tf ∪ r∗cg − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg 怫 E怨ωf , ωg怩. 怨怱怮怱怶怷怩� �
性質を順番に確認する．以下，恕恰 恴息 恩恭 δ怬 恩恭 r∗での等式をそれぞれ∼δ,∼rと書き，恵恰 恴息 恩恭 δ 怫

恩恭 r∗の等式を∼δ,rと書く．（以下，E怨ω1, ω2怩とE怨ω1 ⊗ ω2怩の記号のゆらぎがあるが，どちらも同じ意
味．）� �

Proposition 1.23. f ? gは表現Tf , Tgの取り方に依存しない．� �
（証明） Tf , Tgの不定性は

Tf 7→ Tf 怫 r∗df 怫 δsf , df ∈ Ck怨M,怃怩, sf ∈ Ck−1怨M,R怩, 怨怱怮怱怶怸怩

Tg 7→ Tg 怫 r∗dg 怫 δsg, dg ∈ Cl怨M,怃怩, sg ∈ Cl−1怨M,R怩. 怨怱怮怱怶怹怩

この変化に対して

Tf?g 7→ 怨Tf 怫 r∗df 怫 δsf 怩 ∪ ιωg − 怨−怱怩kιωf ∪ 怨Tg 怫 r∗dg 怫 δsg怩 怨怱怮怱怷怰怩

− 怨Tf 怫 r∗df 怫 δsf 怩 ∪ δ怨Tg 怫 r∗dg 怫 δsg怩 怫 E怨ωf , ωg怩 怨怱怮怱怷怱怩

怽 Tf?g 怫 怨r∗df 怫 δsf 怩 ∪ ιωg − 怨−怱怩kιωf ∪ 怨r∗dg 怫 δsg怩 怨怱怮怱怷怲怩

− Tf ∪ δ怨r∗dg 怫 δsg怩− 怨r∗df 怫 δsf 怩 ∪ δ怨Tg 怫 r∗dg 怫 δsg怩 怨怱怮怱怷怳怩

怽 Tf?g 怫 r∗df ∪ ιωg 怫 δ怨sf ∪ ιωg怩− 怨−怱怩kιωf ∪ r∗dg 怫 δ怨ιωf ∪ sg怩 怨怱怮怱怷怴怩

− Tf ∪ δr∗dg − 怨r∗df 怫 δsf 怩 ∪ 怨δTg 怫 δr∗dg怩 怨怱怮怱怷怵怩

怽 Tf?g 怫 r∗df ∪ 怨ιωg − δTg怩 怫 δ怨sf ∪ ιωg怩− 怨−怱怩kιωf ∪ r∗dg 怫 δ怨ιωf ∪ sg怩 怨怱怮怱怷怶怩

− 怨−怱怩k怨δ怨Tf ∪ r∗dg怩− 怨ιωf − r∗cf 怩 ∪ r∗dg怩− 怨r∗df 怫 δsf 怩 ∪ δr∗dg − δsf ∪ δTg 怨怱怮怱怷怷怩

怽 Tf?g 怫 r∗df ∪ r∗cg 怫 δ怨sf ∪ ιωg怩 怫 δ怨ιωf ∪ sg怩 怨怱怮怱怷怸怩

− 怨−怱怩kδ怨Tf ∪ r∗dg怩− 怨−怱怩kr∗cf ∪ r∗dg − 怨r∗df 怫 δsf 怩 ∪ δr∗dg − δsf ∪ δTg 怨怱怮怱怷怹怩

怽 Tf?g 怫 r∗
(
df ∪ cg − 怨−怱怩kcf ∪ dg − df ∪ δdg

)
怨怱怮怱怸怰怩

怫 δ
(
sf ∪ ιωg 怫 ιωf ∪ sg − 怨−怱怩kTf ∪ r∗dg − sf ∪ δr∗dg − sf ∪ δTg

)
. 怨怱怮怱怸怱怩

ここで，

δ怨Tf ∪ r∗dg怩 怽 δTf ∪ r∗dg 怫 怨−怱怩kTf ∪ δr∗dg 怨怱怮怱怸怲怩

怽 怨ιωf − r∗cf 怩 ∪ r∗dg 怫 怨−怱怩kTf ∪ δr∗dg 怨怱怮怱怸怳怩

を用いた．よって，Tf?gの変化は表現の不定性であるから，f ? gは恷恥恬恬怭恤恥怌恮恥恤怮

また注意として，表記怨怱怮怱怶怷怩においてug 怽 恛cg恝の不定性cg 7→ cg 怫 δdgは，Tgの不定性の一部．

怱怶



� �
Proposition 1.24. f ? gは確かに微分キャラクターである．

f ? g ∈ 恞Hk+l+1怨M,R/怃怩. 怨怱怮怱怸怴怩

つまり，あるω ∈ 怊k+l+1怨M怩が存在して怨f ? g怩 ◦ ∂ 怽 p∗ιω.� �
（証明）表現レベルで確認すれば良い．

δ
(
Tf ∪ r∗cg − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg 怫 E怨ωf , ωg怩

)
怨怱怮怱怸怵怩

怽 δTf ∪ r∗cg 怫 ιωf ∪ δTg 怫 δE怨ωf , ωg怩 怨怱怮怱怸怶怩

怽 怨ιωf − r∗cf 怩 ∪ r∗cg 怫 ιωf ∪ 怨ιωg − r∗cg怩 怫 ι怨ωf ∧ ωg怩− ιωg ∪ ιωg 怨怱怮怱怸怷怩

怽 ι怨ωf ∧ ωg怩− r∗怨cf ∪ cg怩. 怨怱怮怱怸怸怩

r∗cf ∪ r∗cg 怽 r∗怨cf ∪ cg怩 怨怱怮怱怸怹怩

に注意．よって，f ? gは

δ1怨f ? g怩 怽 ωf?g 怽 ωf ∧ ωg, 怨怱怮怱怹怰怩

δ2怨f ? g怩 怽 uf?g 怽 uf ∪ ug 怨怱怮怱怹怱怩

なる微分キャラクターである．� �
Proposition 1.25.

f ? g 怽 怨−怱怩(k+1)(l+1)g ? f. 怨怱怮怱怹怲怩� �
（証明）表式

Tg?f 怽 Tg ∪ r∗cf − 怨−怱怩lιωg ∪ Tf 怫 E怨ωg, ωf 怩 怨怱怮怱怹怳怩

を

Tf ∪ r∗cg ∼δ 怨−怱怩k(l+1)r∗cg ∪ Tf 怫H怨δTf ⊗ r∗cg怩 怨怱怮怱怹怴怩

∼r 怨−怱怩k(l+1)r∗cg ∪ Tf 怫H怨ιωf ⊗ r∗cg怩, 怨怱怮怱怹怵怩

ιωf ∪ Tg ∼δ 怨−怱怩(k+1)lTg ∪ ιωf 怫 怨−怱怩k+1H怨ιωf ⊗ δTg怩 怨怱怮怱怹怶怩

怽 怨−怱怩(k+1)lTg ∪ ιωf 怫 怨−怱怩k+1H怨ιωf ⊗ 怨ιωg − r∗cg怩怩, 怨怱怮怱怹怷怩

と比較すると

Tf?g − 怨−怱怩(k+1)(l+1)Tg?f 怨怱怮怱怹怸怩

∼δ,r 怨−怱怩k(l+1)r∗cg ∪ Tf 怫H怨ιωf ⊗ r∗cg怩 怨怱怮怱怹怹怩

− 怨−怱怩k怨怨−怱怩(k+1)lTg ∪ ιωf 怫 怨−怱怩k+1H怨ιωf ⊗ 怨ιωg − r∗cg怩怩怩 怫 E怨ωf , ωg怩 怨怱怮怲怰怰怩

− 怨−怱怩(k+1)(l+1)怨Tg ∪ r∗cf − 怨−怱怩lιωg ∪ Tf 怫 E怨ωg, ωf 怩怩 怨怱怮怲怰怱怩

怽 −怨−怱怩k(l+1)δTg ∪ Tf 怫 怨−怱怩(k+1)(l+1)Tg ∪ δTf 怫H怨ιωf ⊗ r∗cg怩 怨怱怮怲怰怲怩

怫H怨ιωf ⊗ 怨ιωg − r∗cg怩怩 怫 E怨ωf , ωg怩− 怨−怱怩(k+1)(l+1)E怨ωg, ωf 怩 怨怱怮怲怰怳怩

∼δ H怨ιωf ⊗ ιωg怩 怫 E怨ωf , ωg怩− 怨−怱怩(k+1)(l+1)E怨ωg, ωf 怩 怨怱怮怲怰怴怩

であるが，これは怨怱怮怱怳怲怩よりゼロ．

怱怷



� �
Proposition 1.26.

怨f ? g怩 ? h 怽 f ? 怨g ? h怩. 怨怱怮怲怰怵怩� �
（証明） f, g, hをそれぞれk, l,m次の微分キャラクター，表現をそれぞれTf , Tg, Thとする．

T(f?g)?h 怽 Tf?g ∪ r∗ch − 怨−怱怩k+l+1ιωf?g ∪ Th 怫 E怨ωf?g, ωh怩 怨怱怮怲怰怶怩

怽
(
Tf ∪ r∗cg − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg 怫 E怨ωf , ωg怩

)
∪ r∗ch − 怨−怱怩k+l+1ι怨ωf ∧ ωg怩 ∪ Th 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩

怨怱怮怲怰怷怩

怽 怨Tf ∪ r∗cg怩 ∪ r∗ch − 怨−怱怩k怨ιωf ∪ Tg怩 ∪ r∗ch 怫 E怨ωf , ωg怩 ∪ r∗ch 怨怱怮怲怰怸怩

− 怨−怱怩k+l+1ι怨ωf ∧ ωg怩 ∪ Th 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩. 怨怱怮怲怰怹怩

一方で，

Tf?(g?h) 怽 Tf ∪ r∗cg?h − 怨−怱怩kιωf ∪ Tg?h 怫 E怨ωf , ωg?h怩 怨怱怮怲怱怰怩

怽 Tf ∪ r∗怨cg ∪ ch怩− 怨−怱怩kιωf ∪
(
Tg ∪ r∗ch − 怨−怱怩lιωg ∪ Th 怫 E怨ωg, ωh怩

)
怫 E怨ωf , ωg ∧ ωh怩

怨怱怮怲怱怱怩

怽 Tf ∪ 怨r∗cg ∪ r∗ch怩− 怨−怱怩kιωf ∪ 怨Tg ∪ r∗ch怩 怫 怨−怱怩k+lιωf ∪ 怨ιωf ∪ Th怩 怨怱怮怲怱怲怩

− 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩 怫 E怨ωf , ωg ∧ ωh怩. 怨怱怮怲怱怳怩

比較する．

ιωf ∪ 怨ιωg ∪ Th怩 怽 怨ιωf ∪ ιωg怩 ∪ Th − δK怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ Th怩− 怨−怱怩k+l+2K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ δTh怩 怨怱怮怲怱怴怩

に注意して，

T(f?g)?h − Tf?(g?h) 怨怱怮怲怱怵怩

怽 E怨ωf , ωg怩 ∪ r∗ch 怫 怨−怱怩k+lι怨ωf ∧ ωg怩 ∪ Th 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩 怨怱怮怲怱怶怩

− 怨−怱怩k+l怨怨ιωf ∪ ιωg怩 ∪ Th − δK怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ Th怩− 怨−怱怩k+l+2K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ δTh怩怩 怨怱怮怲怱怷怩

怫 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩− E怨ωf , ωg ∧ ωh怩 怨怱怮怲怱怸怩

怫 δK怨Tf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怫K怨δTf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怨怱怮怲怱怹怩

− 怨−怱怩k怨δK怨ιωf ⊗ Tg ⊗ r∗ch怩 怫 怨−怱怩k+1K怨ιωf ⊗ δTg ⊗ r∗ch怩怩. 怨怱怮怲怲怰怩

さらに恵恰 恴息 恩恭 δ, 恩恭 r∗で変形すると，

T(f?g)?h − Tf?(g?h) 怨怱怮怲怲怱怩

∼δ E怨ωf , ωg怩 ∪ r∗ch 怫 怨−怱怩k+lι怨ωf ∧ ωg怩 ∪ Th 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩 怨怱怮怲怲怲怩

− 怨−怱怩k+l怨ιωf ∪ ιωg怩 ∪ Th 怫K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ δTh怩 怨怱怮怲怲怳怩

怫 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩− E怨ωf , ωg ∧ ωh怩 怨怱怮怲怲怴怩

怫K怨δTf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怫K怨ιωf ⊗ δTg ⊗ r∗ch怩 怨怱怮怲怲怵怩

∼δ E怨ωf , ωg怩 ∪ r∗ch 怫 怨−怱怩k+lδE怨ωf ⊗ ωg怩 ∪ Th 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩 怨怱怮怲怲怶怩

怫K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ 怨ιωh − r∗ch怩怩 怨怱怮怲怲怷怩

怫 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩− E怨ωf , ωg ∧ ωh怩 怨怱怮怲怲怸怩

怫K怨怨ιωf − r∗cf 怩⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怫K怨ιωf ⊗ 怨ιωg − r∗cg怩⊗ r∗ch怩 怨怱怮怲怲怹怩

∼δ E怨ωf , ωg怩 ∪ r∗ch 怫 怨−怱怩k+l怨−怨−怱怩k+l+2E怨ωf ⊗ ωg怩 ∪ δTh怩 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩 怨怱怮怲怳怰怩

怫 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩− E怨ωf , ωg ∧ ωh怩 怨怱怮怲怳怱怩

怫K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ ιωh怩−K怨r∗cf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怨怱怮怲怳怲怩

∼δ E怨ωf , ωg怩 ∪ ιωh 怫 E怨ωf ∧ ωg, ωh怩 怫 怨−怱怩kιωf ∪ E怨ωg, ωh怩− E怨ωf , ωg ∧ ωh怩 怨怱怮怲怳怳怩

怫K怨ιωf ⊗ ιωg ⊗ ιωh怩−K怨r∗cf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩. 怨怱怮怲怳怴怩

怱怸



ここで，r 怺 怃→ Rの積との可換性より

K怨r∗cf ⊗ r∗cg ⊗ r∗ch怩 怽 r∗K怨cf ⊗ cg ⊗ ch怩 怨怱怮怲怳怵怩

は恩恭 r∗に入る．また，残りの項は怨怱怮怱怶怴怩よりキャンセルする．

以上より以下も示された．� �
Proposition 1.27.

怨δ1, δ2怩 怺 恞H∗怨M,R.怃怩→ R∗怨M,怃怩 怨怱怮怲怳怶怩

は環準同型である．� �
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