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Abstract

スピン空間群についての覚え書き．

1 結晶対称性の一般論

ここでの扱いは磁気空間群，スピン空間群，磁気並進群など任意の結晶対称性を含む．

Gを何らかの結晶対称性群とする．各g ∈ Gに対して，pg ∈ O(3)を回転行列，tg ∈ R3を並進ベクト
ルとして，群Gの実空間R3への左作用を

g(r) = pgr + tg, g ∈ G, r ∈ Rd, (1.1)

とする．Gの群構造より

tg + pgth = tgh, g, h ∈ G, (1.2)

が成立する． GのHilbert空間への作用を考える． Gの各元がユニタリーか反ユニタリーかを指定する
準同型写像を

φ : G→ Z2 = {±1} (1.3)

とする． Hilbert空間への作用をĝと書く．

ĝĥ = zg,hĝh, g, h ∈ G (1.4)

としてU(1)値 zg,hが定まる． ĝhlの２通りの分解よりコサイクル条件

(δz)g,h,l = z
φg

h,lz
−1
gh,lzg,hlz

−1
g,h = 1, g, h, l ∈ G, (1.5)

が従う．再定義

ĝ 7→ ηg ĝ, ηg ∈ U(1) (1.6)

はzg,hを

zg,h 7→ zg,h × (δη)g,h, (δη)g,h = η
φg

h η−1
gh ηg, g, h ∈ G, (1.7)

と変化させる．これは同値関係 z ∼ zδηを引き起こす．同値類[z]は群コホモロジーH2(G,U(1)φ)に属
する．

トポロジカル不変量，トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類問題においての input dataは，

• 群G
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• 実空間への作用g(r) = pgr + tg

• ユニタリ/反ユニタリを指定する準同型写像φ

• 乗数系のコホモロジー類[z]

である．これらのデータが決まればK群が定義され，K群がAityah-Hirzebruchスペクトル系列 [1]を通
して計算できれば，定義可能なトポロジカル不変量がどれだけ存在するか，またある程度の具体的表
式，及び可能な表面状態（表面，ヒンジ，角状態）の分類が分かる．

1.1 指定方法

群Gそのものは無限個の要素を含むので，有限群である点群に注目して群Gの構造を記述する．以下，
その方法を述べる．並進群Πを

Π = {g ∈ G|pg = 1, φg = 1, zg,h = 1 for all h ∈ G} (1.8)

と定義する．これは乗数系zg,hの不定性に依存する定義であることに注意．例えば，磁気並進群にお
いてはzg,hはゲージに依存する． ΠはGの可換正規部分群であり，

P := G/Π (1.9)

を点群と呼ぶ．短完全列

0→ Π→ G
π−→ P → 0. (1.10)

に注意．写像

s : P → G (1.11)

が切断であるとは，π ◦ s = idが成立するときを指す． Pは有限群であるから，切断s : P → Gを指定
することにより結晶群Gが具体的に与えられる．点群Pは，何らかの結晶点群と有限群の直積と同型で
ある．点群Pの元を数字j = 1, . . . , |P |でラベルし，点群Pの積も単にijと書く．定義より

sj(r) = psjr + tsj (1.12)

として，各点群の元j ∈ Pに対して，回転行列psjと並進ベクトルtsjが定まる．これを

pj := psj , tj := tsj , j = 1, . . . , |P | (1.13)

と書く．切断の定義より，

sisj ≡ sij mod Π, (1.14)

つまり，

pipj = pij , pitj + ti − tij ∈ {lattice vectors} (1.15)

が成立する．切断には

sj 7→ sja = asj , a ∈ Π (1.16)

の不定性があるが，並進群Πの定義よりφ(Π) = 1であるから点群に対する準同型写像

φi := φsi (1.17)

がwell-defined．また，乗数系についてもコサイクル条件より，g, h ∈ G, a ∈ Πに対して，

(δz)g,h,a = z
φg

h,az
−1
gh,azg,haz

−1
g,h = zg,haz

−1
g,h = 1, (1.18)

(δz)a,g,h = zφa

g,hz
−1
ag,hza,ghz

−1
a,g = zg,hz

−1
ag,h = 1 (1.19)
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であるから，点群Pの乗数系

zi,j := zsi,sj , i, j ∈ P (1.20)

は切断sの取り方に依存しない．

結局，結晶対称性を指定するには，有限群である点群Pに対して，以下のデータを与えれば良いこ
とがわかった．

• 格子ベクトルa1,a2,a3.

• 有限群Pの群表(i, j) 7→ ij.

• 回転行列pj ∈ O(3).

• 並進ベクトルtj ∈ R3.

• 準同型写像φj .

• 乗数系{zi,j}i,j∈P .

[1]におけるAityah-Hirzebruchスペクトル系列の計算実装は，対称性を問わず，これらのデータが
与えられればE2ページまで計算可能である．

2 スピン空間群の分類問題

ここでは空間群を考える．（つまり，φ，乗数系zは共に自明とする．） Gを空間群とする．記号として，
空間群のO(3)回転行列と並進ベクトルを集めた群をそれぞれ

PG = {pg|g ∈ G}, (2.1)

LG = {tg|pg = 1, g ∈ G} (2.2)

とする．（それぞれ重複はカウントしない．）

pLG = LG, p ∈ PG (2.3)

が成立する．

与えられた空間群 G およびスピン群（spin-only group） B ⊂ O(3) に対して，スピン空間群
X ⊂ G×O(3) を次の2条件を満たす部分群として定める：

{ g | (g, u) ∈ X } = G, (2.4)

{u | (g, u) ∈ X } = B. (2.5)

目的は，条件 (2.4), (2.5) を満たす群 X をすべて列挙する方法を与えることである．特に，G × O(3)
内で共役によって同値なものを同一視したときの独立なスピン空間群の分類に関心がある．すなわち，
共役関係

X ∼ (h, v)X(h, v)−1 = { (hgh−1, vuv>) | (g, u) ∈ X }, (h, v) ∈ G×O(3), (2.6)

による同値類を求めることにより，独立なスピン空間群を分類したい．

• 例えば，１次元の並進群G = Z = {tn|n ∈ Z}とB = Zn = 〈c|cn〉とすると，

X = {(1, tn, cn)|n ∈ Z}, (2.7)

X = {(1, tn, cm)|n ∈ Z,m ∈ Z/m} = G×B, (2.8)

などが例．
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Goursatの補題（App. A）を踏まえると，スピン空間群Xと３つ組

(NG CG,NB CB, θ : G/NG
∼=−→ B/NB) (2.9)

の間に１対１対応がある．よって問題は，

(i) 空間群Gの正規部分群NGの分類，

(ii) スピン群Bの正規部分群NBの分類，

(iii) 同型写像G/NG
∼=−→ B/NBの分類，

(iv) 共役関係(2.6)で割る．

の４ステップに分解される．３番目の条件より，群同型G/NG ∼= B/NBを満たす正規部分群の
組NG, NBに限ることに注意せよ．

以下，空間群の正規部分群の構成についてメモする．

2.1 空間群の正規部分群

空間群Gを指定するデータとして，

• 格子ベクトルa1,a2,a3. LG = {
∑3
l=1 nlal|nl ∈ Z}.

• ラベル集合PG = {1, . . . , |PG|}の群表(i, j) 7→ ij.

• 点群の回転行列{pi ∈ O(3)}i∈PG
(p1 = 1).

• 並進ベクトル{ti ∈ R3}i∈PG
(t1 = 0).

とする． tiのmodLG値への射影は拡大(1.10)を特徴づける群コホモロジーの代表１コサイクルであ
る：

ti mod LG ∈ Z1(PG,R3/LG), [t mod LG] ∈ H1(PG,R3/LG) ∼= H2(PG, LG). (2.10)

ここで，

ωi,j = (δt)i,j = pitj + ti − tij ∈ LG (2.11)

はBockstein準同型H1(PG,R3/LG)→ H2(PG, LG), [t mod LG] 7→ [ω]である．

正規部分群N CGの並進群，点群をそれぞれ

1→ ΠN → N → PN → 1 (2.12)

と書く．格子ベクトルの集合を

LG = {tg|g ∈ ΠG}, (2.13)

LN = {tg|g ∈ ΠN}, (2.14)

などと書く．空間群の元をSeitz表記 1で

g = {pg|tg} (2.15)

1忠実表現
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と書く．逆元は

g−1 = {p−1
g | − p−1

g tg}. (2.16)

部分群N ⊂ Gが正規部分群である条件は，任意のn ∈ N, g ∈ Gに対して，

gng−1 = {pg|tg}{pn|tn}{p−1
g | − p−1

g tg} (2.17)

= {pg|tg}{pnp−1
g | − pnp−1

g tg + tn} (2.18)

= {pgpnp−1
g |pg(−pnp−1

g tg + tn) + tg} (2.19)

= {pgng−1 |pgtn − pgng−1tg + tg} ∈ N. (2.20)

以下の２つの必要条件が読み取れる．

• PN C PG．

• PG(LN ) = LN .

後者はn ∈ ΠNに制限することにより得られる． PG(L′) = L′を満たす部分格子L′ ∈ LGをPG不変部分
格子と呼ぶ．与えられた正規部分群PN C PGとPG不変部分格子LN ⊂ LG, PG(LN ) = LNに対して，切
断s′ : PN → Nによって構成される空間群Nが正規部分群N CGとなる条件を導出する．

正規部分群PN C PGをラベル集合の部分集合PN ⊂ {1, . . . , |PG|}として表す．つまり，

iσi−1 ∈ PN , i ∈ PG, σ ∈ PN (2.21)

が成立する． PG不変部分格子LNの格子ベクトルをb1, b2, b3とする．

pibl ∈ LN , i ∈ PG, l ∈ {1, 2, 3} (2.22)

が成立する．空間群Gの元は{pi|ti + u},u ∈ LGと一意的に書かれるから，部分群N ⊂ Gを特徴づける
切断s′ : PN → Nは

s′σ = {pσ|tσ + uσ}, u ∈ C1(PN , LG) (2.23)

と書くことができる． uσのLNの不定性は同一の空間群Nを与えることに注意．可能な1コチェイ
ンuは，tσ + uσのコサイクル条件より制限を受ける：

pρ(tσ + uσ) + (tρ + uρ)− (tρσ + uρσ) = ωρ,σ + (δu)ρ,σ ∈ LN , ρ, σ ∈ PN , (2.24)

よって1コチェインu ∈ C1(PN , LG)は以下の線形方程式の解である：

δu = −ω|PN
mod LN . (2.25)

この解uを用いて，２コサイクルω′ ∈∈ Z2(PN , LN )が

ω′ = ω|PN
+ δu (2.26)

として求まる．

次に，切断s′が正規部分群N CGである条件を求める．表示

sis
′
σs
−1
i = {pipσp−1

i |pi(−pσpi−1ti + tσ + uσ) + ti} (2.27)

= {piσi−1 |pi(tσ + uσ)− piσi−1ti + ti}, (2.28)

s′iσi−1 = {piσi−1 |tiσi−1 + uiσi−1}, (2.29)
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を比較すると，uσが満たす線形方程式

piuσ − uiσi−1 ≡ −ti + piσi−1ti − pitσ + tiσi−1 (2.30)

≡ −(pitσ + ti − tiσ) + (piσi−1ti + tiσi−1 − tiσ) (2.31)

≡ −ωi,σ + ωiσi−1,i mod LN , i ∈ PG, σ ∈ PN , (2.32)

が得られる．

以下がまとめ．� �
空間群Gの正規部分群N CGは以下の手続きによって得られる．

• 点群の正規部分群PN C PGを与える．

• 並進群のPG不変部分群LN ⊂ LG, PG(LN ) = LNを与える．

• 未知変数{uσ ∈ LG}σ∈PN
に対して以下の線形方程式を解く：{

pρuσ + uρ − uρσ ≡ −pρtσ + tρ − tρσ mod LN , ρ, σ ∈ PN ,
piuσ − uiσi−1 ≡ −ti + piσi−1ti − pitσ + tiσi−1 mod LN , i ∈ PG, σ ∈ PN ,

(2.33)

� �
2.1.1 (2.33)の解法のメモ

方程式(2.33)は以下のように具体的に解かれる． uiをLGの格子ベクトルで展開し，

ui =
∑
i

xijai, xij ∈ Z, i ∈ PN , (2.34)

X = (xij)i∈PN ,j=1,2,3, (2.35)

とおくと，方程式(2.33)は

AX ≡ B mod LN (2.36)

の形． Aの一般化逆行列A+を用いて，有理数の範囲案で解のひとつは

X ≡ A+B (2.37)

として得られる．このようにして得られるXが整数であれば解． Xが整数でないときに，整数解の不
在か，mod LNの自由度を利用して整数解を探すべきかを検討する必要がある．（この点は実装時に確
認した方が効率が良いだろう．）

2.1.2 商群G/Nの構造

商群G/Nは以下の完全列に入る（証明はApp.Bを見よ．）．

1→ LG/LN → G/N → PG/PN → 1. (2.38)

よってG/Nの群構造は拡大を特徴づける２コサイクルZ2(PG/PN , LG/LN )を決定すれば良い．

マップ

PG/PN → PG, a 7→ ia, i1 = 1 (2.39)

を PG/PNの完全代表系とする．

PG =
⋃

a∈PG/PN

iaPN . (2.40)
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関係式

iaib = iabta,b, ta,b ∈ PN (2.41)

によりta,bを定める．一般論より（App. B）２コサイクルω̄a,bは

ω̄a,b ≡ ωia,ib + ωta,b,iab
− uta,b

mod LN (2.42)

として与えられる．

これから，G/Nの群構造は

(a, τ )(b, τ ′) = (ab, paτ
′ + τ + ω̄a,b), (a, τ ), (b, τ ′) ∈ PG/PN × LG/LN (2.43)

として決定される．

2.2 スピン群の正規部分群

与えられたスピン群Bの正規部分群NB C Bを求める問題は，有限群の正規部分群を求める問題である
から，ここでは議論しない．

2.3 同型写像θ : G/NG

∼=−→ B/NB

保留．

3 スピンとの結合項

実空間の磁気構造を３次元ベクトル場

M(r) = (Mx(r),My(r),Mz(r))>, r ∈ R3, (3.1)

で表現しよう．このベクトル場が

M(gr) = OgM(r), Og ∈ O(3), g ∈ G, (3.2)

OgOh = Ogh, g, h ∈ G, (3.3)

なる対称性を満たす状況を考える．

n̂方向のθ回転のSO(3)行列をRn̂,θ，反転行列をI = diag(−1,−1,−1)と書く．さて３つのPauli行列
をベクトルとして

σ = (σx, σy, σz)
> (3.4)

と表示すると，

e−iθσz/2σeiθσz/2 = (σxe
iθσz , σye

iθσz , σz)
> (3.5)

= (σx cos θ + σy sin θ, σy cos θ − σx sin θ, σz)
> (3.6)

=

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

σ = R>ẑ,θσ (3.7)

σyσ
∗σy = −σ = Iσ (3.8)
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などに注意する．直交行列Og ∈ O(3)を

Og = Rn̂g,θgI
1−detOg

2 (3.9)

と表示すると，

O>g σ = I
1−detOg

2 R>n̂g,θgσ = I
1−detOg

2 e−iθgn̂g·σ/2σeiθgn̂g·σ/2 (3.10)

=

{
e−iθgn̂g·σ/2σeiθgn̂g·σ/2 (detOg = 1)

e−iθgn̂g·σ/2σyσ
∗σye

iθgn̂g·σ/2 (detOg = −1)
(3.11)

となる．よって，スピン演算子との結合項の対称性は

M(gr)>σ = ûg(M(r)>σ)û−1
g , ûg = e−iθgn̂gσ/2(σyK)

1−detOg
2 , g ∈ G, (3.12)

と書くことができる．ここで，Kは複素共役．

ûgの従う乗数系は

ûgûh = e−iθgn̂gσ/2(σyK)
1−detOg

2 e−iθhn̂hσ/2(σyK)
1−detOh

2 (3.13)

= e−iθgn̂gσ/2e−iθhn̂hσ/2(σyK)
1−detOg

2 (σyK)
1−detOh

2 (3.14)

= zsp
g,h(−1)

1−detOg
2

1−detOh
2 × ûgh (3.15)

となる．ここで

zsp
g,h =

{
1 (e−iθgn̂gσ/2e−iθhn̂hσ/2 = e−iθghn̂ghσ/2)

−1 (e−iθgn̂gσ/2e−iθhn̂hσ/2 = −e−iθghn̂ghσ/2)
(3.16)

と置いた．

よって数値計算としては，

Rg =

{
Og (detOg = 1)

OgI (detOg = −1)
(3.17)

としてリフト

Rg 7→ R̃g ∈ Spin(3), g ∈ G, (3.18)

をひとつ与えて

zsp
g,h = R̃gR̃hR̃

†
gh (3.19)

とすれば良い．

A Goursatの補題

Goursatの補題については[2]が詳しい．群の単位元をeと書く．一般に，群準同型f : A → Bに対して，
部分群S ⊂ Bに対してf−1(S) = {a ∈ A|f(a) ⊂ S}は群であることに注意する．（f(aa′) = f(a)f(a′) ∈
Sよりa, a′ ∈ f−1(S)ならaa′ ∈ f−1(S).）� �

Lemma A.1 (Goursat). A,Bを群とする．部分群C ⊂ A×Bと５つ組Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ)の間に

１対１対応がある．ここで，NAC Ā ⊂ A, NB C B̄ ⊂ Bであり，θは同型写像θ : Ā/NA
∼=−→ B̄/NBで

ある．� �
（証明[2]） Cを部分群C ⊂ A×Bとする．

Ā = {a ∈ A|(a, b) ∈ C}, NA = {a ∈ A|(a, e) ∈ C}, (A.1)

B̄ = {b ∈ B|(a, b) ∈ C}, NB = {b ∈ B|(e, b) ∈ C}, (A.2)
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とする． Cは群であるから，Ā, B̄も群．任意のa′ ∈ NA, a ∈ Āに対してあるb ∈ Bが存在して

(a, b)(a′, e)(a, b)−1 = (aa′a−1, e) (A.3)

であるからaNAa
−1 = NAより，NA C Ā. NB C B̄も同様． θは

θ(aNA) := bNB , where (a, b) ∈ C, (A.4)

と定義する．右辺がwell-definedであることは，(a, b), (a, b′) ∈ Cとすると(a, b)−1(a, b′) = (1, b−1b′) ∈ C
よりb−1b′ ∈ NB，すなわち b ∈ b′NBより．同様に，(a, b), (a′, b) ∈ Cとするとa ∈ a′NAより左辺もwell-
defined. 群準同型性は，(a, b), (a′, b′) ∈ CとするとC 3 (a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′)より． θ(a) = NBとす
ると(a, b) ∈ Cかつ(e, b) ∈ C．このとき(a, e) = (a, b)(e, b)−1 ∈ Cよりa ∈ NAであるからθは単射．任意
のb ∈ B̄に対して(a, b) ∈ Cなるaが存在するからθは全射．これで５つ組f(C) := (Ā,NA, B̄, NB , θ)が構
成された．

逆に，５つ組Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ)が与えられると， θより部分集合

Gθ := {(aNA, θ(aNA))|aNA ∈ Ā/NA} ⊂ Ā/NA × B̄/NB (A.5)

が定義される． θの群準同型性より，Gθは群である．自然な全射

p : Ā× B̄ → Ā/NA × B̄/NB (A.6)

の逆像を取り，部分群

g(Q) := p−1(Gθ) ⊂ Ā× B̄ ⊂ A×B (A.7)

が定まる．

最後に，この対応 f と g が互いに逆であることを示す．

g ◦ f = idを示す．C ⊂ A×B を部分群とし，f(C) = (Ā,NA, B̄, NB , θ) を上で定めたとおりに取る．
このとき

g(f(C)) = { (a, b) ∈ A×B | (aNA, bNB) ∈ Gθ } (A.8)

であるが，Gθ の定義より

(aNA, bNB) ∈ Gθ ⇐⇒ (a, b) ∈ C (A.9)

よってg(f(C)) = C.

f ◦ g = idを示す． Q = (Ā,NA, B̄, NB , θ) を与え，C
′ := g(Q) = p−1(Gθ) ⊂ Ā× B̄ とおく． C ′ に対

して f(C ′) = (Ā′, N ′A, B̄
′, N ′B , θ

′) を構成する．まず，

Ā′ = { a ∈ A | (a, b) ∈ C ′ } = { a ∈ A | a ∈ Ā } = Ā, (A.10)

B̄′ = { b ∈ B | (a, b) ∈ C ′ } = { b ∈ B | bNB ∈ θ(Ā/NA) = B̄/NB } = { b ∈ B | b ∈ B̄ } = B̄, (A.11)

N ′A = { a ∈ A | (a, e) ∈ C ′ } = { a ∈ A | θ(aNA) = NB } = { a ∈ A | a ∈ NA } = NA, (A.12)

N ′B = { b ∈ B | (e, b) ∈ C ′ } = { b ∈ B | bNB = θ(NA) = NB } = { a ∈ B | b ∈ NB } = NB (A.13)

に注意． θ′ = θ を示す．

θ′(aNA) = bNB , where (a, b) ∈ C ′ (A.14)

であるが，(a, b) ∈ C ′はa ∈ ĀかつbNB = θ(aNA)と同値であるからθ′ = θ.
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B 商群の完全列

� �
Proposition B.1. 群の完全列

1→ A
i−→ G

π−→ Q→ 1 (B.1)

と正規部分群N CGに対して，以下の完全列がある：

1→ A/(A ∩N)
ι−→ G/N

π̄−→ Q/π(N)→ 1. (B.2)

ここで，

ι(a(A ∩N)) = i(a)N, (B.3)

π̄(gN) := π(g)π(N). (B.4)

第３同型定理AN/N ∼= A/(A ∩N)に注意．� �
（証明） A ∩ N C Aは，n ∈ A ∩ Nのときana−1 ∈ Nかつana−1 ∈ Aより． ιがwell-definedであること
はa(A ∩N) = a′(A ∩N)ならばa−1a ∈ A ∩Nよりa′(A ∩N) = aa−1a′(A ∩N) = a(A ∩N)より． ιの単
射性は，a ∈ A, i(a)N = Nとするとi(a) ∈ Nよりa ∈ A ∩Nから．

π(N)CQは，q ∈ Qに対してq = π(g)とするとqπ(n)q−1 = π(gng−1) ∈ π(N)より． π̄がwell-definedで
あることは，gN = g′Nとするとg−1g′ ∈ Nであるから，π(g′)π(N) = π(g)π(g−1g′)π(N) = π(g)π(N)よ
り．群準同型性はπ̄(gNhN) = π̄(ghh−1NhN) = π(ghN) = π(g)π(h)π(N) = π(g)π(h)π(N)π(h)−1π(h)π(N) =
π̄(gN)π̄(hN)より． π̄の全射性は，qπ(N) ∈ Q/π(N)に対してπの全射性よりq = π(g)なるg ∈ Gが存在
するから．

im ι ⊂ ker π̄は，π̄(i(a)N) = π(i(a))π(N) = π(N)より．

ker π̄ ⊂ im ιは，π̄(gN) = π(g)π(N) = π(N)を仮定すると，π(g) ∈ π(N)，つまりあるn ∈ Nが
存在してπ(g) = π(n)よりπ(gn−1) = eであるからgn−1 ∈ kerπ = im i．よってあるa ∈ Aが存在し
てgn−1 = i(a)よりg ∈ i(a)N .

Aを可換群とする．商群G/Nの群構造を，切断

s : Q→ G, s1 = 1, (B.5)

u : π(N)→ N, u1 = 1 (B.6)

の情報から構成する．切断sの定める２コサイクルを

ωp,q := spsqs
−1
pq ∈ A, ω ∈ Z2(Q,A) (B.7)

とする．代表元

r : Q/π(N)→ Q, r1 = 1, (B.8)

をひとつ定めて，

tx,y := rxryr
−1
xy ∈ π(N) (B.9)

と定義する．これらから，

σ : Q/π(N)→ G/N, σx := srxN (B.10)

と定義する．すると，2コサイクルは

σxσy = srxNsryN = srxsryN = ωrx,rysrxryN = ωrx,rystx,yrxy
N = ωrx,ryωtx,y,rxy

stx,y
srxy

N (B.11)

= ωrx,ryωtx,y,rxy
stx,y

Nσxy = ωrx,ryωtx,y,rxy
stx,y

u−1
tx,y

Nσxy. (B.12)
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ここで

π(sxu
−1
x ) = π(sx)π(u−1

x ) = xx−1 = e (B.13)

よりsxu
−1
x ∈ kerπ = Aを用いた．を用いた．これから2コサイクル

ω̄x,y = ωrx,ryωtx,y,rxy
stx,y

u−1
tx,y

N ∈ AN/N (B.14)

が定まる．

（コホモロジー類が代表元の取り方r, 切断s, uの取り替えに依存しないことは保留．）
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