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Abstract

[1, 2]に従って，立方体特異チェイン複体，細分作用素，カップ積等についてまとめる． [3]を読
むための準備．

1 立方特異チェイン複体

I = [0, 1]とする．

• 特異n立方体とは，連続写像

T : In → X (n ≥ 0) (1.1)

のこと．

• Qn(X)を特異n立方体の集合が生成する自由アーベル群とする．つまり，Qn(X)の元は，有限
和
∑
i aiTnと一意的に書くことができる．

• 特異n立方体T : In → Xが退化するとは，あるi ∈ {1, . . . , n}に対してT (x1, . . . , xn)がxi依存しな
いこと．（つまり，X内で次元が落ちる．）

• Dn(X) ⊂ Qn(X)を退化特異n立方体が生成する自由アーベル群とする．

• 商群Cn(X) := Qn(X)/Dn(X)を正規化された立方体特異nチェイン複体と呼ぶ．

境界作用素を導入する．特異n立方体T : In → Xに対して，前面，後面写像Ai, Bi : Tn−1 → Xを，

AiT (x1, . . . , xn−1) := T (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn−1), (1.2)

BiT (x1, . . . , xn−1) := T (x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn−1), (1.3)

と定義する．つまり，i番目の境界xi = 0, 1を取る．明らかに，1 ≤ i < j ≤ nに対して，

AiAj = Aj−1Ai, BiBj = Bj−1Bi, AiBj = Bj−1Ai, BiAj = Aj−1Bi (1.4)

が成立．境界作用素を以下で定義する．

∂n : Qn(X)→ Qn−1(X), ∂n(T ) =

n∑
i=1

(−1)i[AiT −BiT ], n > 0, (1.5)

∂n≤0 = 0. (1.6)

同じことだが，

∂n>0 =

n∑
i=1

(−1)i[Ai −Bi], ∂n≤0 = 0. (1.7)
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直接計算より，

∂n−1∂n = ∂n−1[

n∑
j=1

(−1)j(Aj −Bj)] =

n−1∑
i=1

n∑
j=1

(−1)i(−1)j(AiAj −BiAj −AiBj +BiBj). (1.8)

上記性質より，n > 1のとき，

n−1∑
i=1

n∑
j=1

(−1)i(−1)jAiAj =
∑

i≤i<j≤n

(−1)i(−1)jAiAj +
∑

1≤j≤i≤n−1

(−1)i(−1)jAiAj (1.9)

=
∑

i≤i<j≤n

(−1)i(−1)jAj−1Ai +
∑

1≤j≤i≤n−1

(−1)i(−1)jAiAj (1.10)

=
∑

i≤j<i≤n

(−1)j(−1)iAi−1Aj +
∑

1≤j≤i≤n−1

(−1)i(−1)jAiAj (1.11)

=
∑

i≤j<i+1≤n

(−1)j(−1)i+1AiAj +
∑

1≤j≤i≤n−1

(−1)i(−1)jAiAj (1.12)

= 0. (1.13)

また，T ∈ Dn(X), つまりあるjに対してxj依存性がないとき，(Ai −Bi)Tはi = jのとき0, j < iのxj依
存せず，i < jのときはxj−1依存しないため，∂nT ∈ Dn−1(X). まとめると，

∂n−1∂n = 0 n > 1, (1.14)

∂nDn(X) ⊂ Dn−1(X) n > 0. (1.15)

特に後者より，

∂n : Cn(X)→ Cn−1(X) n > 0 (1.16)

がwell-defined.

Zn(X) = ker[∂n : Cn(X)→ Cn−1(X)], (1.17)

Bn(X) = im [∂n+1 : Cn+1(X)→ Cn(X)], (1.18)

Hn(X) = Zn(X)/Bn(X), (1.19)

と定義する．

添加写像ε : Cn(X)→ Zを

ε : C0(X)→ Z,
∑
i

aixi 7→
∑
ai

, ε|Cn>0(X) = 0, (1.20)

と定義する．次が成立．

ε∂ = 0. (1.21)

実際，n = 1のみが非自明で，

ε∂1T (x) = ε([T (0)]− [T (1)]) = 1− 1 = 0 (1.22)

より．

• 特異チェイン複体をS∗(X)とする．自然なチェインホモトピー同値写像S∗(X)→ C∗(X)が存在す
る． ([2]の５章の問題9,10．）

• 正規化された立方特異チェイン複体C∗(X)でなく，立方体特異チェイン複体Qn(X)は退化立方体

が残り，ホモロジー群H ′n(X) :=
Z′n(X)=ker[∂:Qn(X)→Qn−1(X)]
B′n(X)=im [∂:Qn+1(X)→Qn(X)] が通常と異なる．例えば，１点の

ホモロジー群は，任意のn ∈ Zに対して，T : In → {pt}は定数写像であり，∂T = 0であるから，
Z ′n({pt}) = Z, B′n({pt})よりH ′n({pt}) = Z．

• [3]では，通常の特異チェイン複体ではなく，正規化された立方体特異チェイン複体を用いてい
る．

2



2 細分作用素

単位立方体Inを2n個に分割する．式で書くと以下のようになる． Tnの2n個の頂点の集合をEnと書く．
つまり，En = {0, 1}×n. 特異n立方体T : In → Xとe ∈ Enに対して，

FeT : In → X, (FeT )(x) := T (
1

2
(x+ e)), (2.1)

を導入する．例えば，

(F(0,0)T )(x1, x2) = T (x1/2, x2/2), (2.2)

(F(0,1)T )(x1, x2) = T (x1/2, x2/2 + 1/2), (2.3)

(F(1,0)T )(x1, x2) = T (x1/2 + 1/2, x2/2), (2.4)

(F(1,1)T )(x1, x2) = T (x1/2 + 1/2, x2/2 + 1/2). (2.5)

Sdn : Qn(X)→ Qn(X)を

Sdn>0(T ) :=
∑
e∈En

FeT, (2.6)

Sdn=0 = id, (2.7)

と定義する．つまり，写像T : In → Xの定義域を2n等分して写像Tでそのまま送る．明らかに，マッ
プを細分するだけだから，

Sdn(Dn(X)) ⊂ Dn(X) (2.8)

が成立する．よって，

• sdn : Cn(X)→ Cn(X),

が誘導される．以下も成立．

• ∂nSdn = Sdn−1∂n.

証明略．∂nが素朴な意味での向き付けられた境界を取るという意味であることから，境界作用素∂が
細分化と可換であることは直感的に明らかだろう．上と合わせると，

∂nsdn = sdn−1∂n (2.9)

が成立．つまり，sdはチェインマップ．

• u ∈ C0(X) = Q0(X)のとき，つまり，u =
∑
i aixiのとき，Sd0 = sd0 = 1より，

ε(Sd0(u)) = ε(u). (2.10)

Theorem 2.1. sd = (sdn)は1にチェインホモトピック．つまり，準同型写像

φn : Cn(X)→ Cn+1(X) (2.11)

が存在して，

sdn − 1 = ∂n+1φn + φn−1∂n (2.12)

が成立する．
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（証明） φnを構成する．まず，

η0, η1 : I2 → I1, (2.13)

η0(x1, x2) =
x1

2− x2
, (2.14)

η1(x1, x2) =
x1 + 1− x1x2

2− x2
, (2.15)

を導入する． 1 以下を満たすようにデザインされている．

η0(0, y) = 0, η0(1, y) =
1

2− y
= η1(0, y), η0(x, 0) =

x

2
η0(x, 1) = x, (2.16)

η1(0, y) =
1

2− y
= η0(1, y), η1(1, y) = 1, η1(x, 0) =

x+ 1

2
, η1(x, 1) = 1. (2.17)

n ≥ 1, e = (e1, . . . , en) ∈ En, T ∈ In → Xに対して，

Ge(T ) : In+1 → X, (2.18)

(Ge(T ))(x1, . . . , xn+1) := T (ηe1(x1, xn+1), ηe2(x2, xn+1), . . . , ηen(xn, xn+1)) (2.19)

を導入する．以下が成立．

• Geは退化特異立方体を退化特異立方体に移す．

なぜなら，表式

GeT (x1, . . . , xn+1) = T (ηe1(x1, xn+1), ηe2(x2, xn+1), . . . , ηen(xn, xn+1)) (2.20)

において，Tがxj依存しないことはGeTもxj依存しないことを意味するから．
2

• An+1Ge(T ) = Fe(T ).

これはη0(x, 0) = x
2 , η1(x, 0) = x+1

2 より．

• Bn+1Ge(T ) =

{
T (e = (0, . . . , 0)),

is a degenerate cube (else).

これはη0(x, 1) = x, η1(x, 1) = 1より従う．

• ２つのビット列e, e′ ∈ Enが，あるj ≤ nに対してej = 1, e′j = 0，かつ，任意のi 6= jに対し

てei = e′iを満たすとする．このとき，

AjGe(T ) = BjGe′(T ). (2.21)

実際，

(AjGeT )(x1, . . . , xn) (2.22)

= (GeT )(x1, . . . , xj−1, 0, xj , . . . , xn) (2.23)

= T (ηe1(x1, xn), . . . , ηej−1
(xj−1, xn), ηej=1(0, xn)︸ ︷︷ ︸

1
2−xn

, ηej+1
(xj , xn), . . . , ηen(xn−1, xn)), (2.24)

1このη1は[1]のAppendix 2節の定義．
2さらに，T : In → Xに対して，GeTの変数依存性はTを経由するから，GeT (∆n) ⊂ Xの(n+ 1)次元体積はゼロ．
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(BjGe′T )(x1, . . . , xn) (2.25)

= (Ge′T )(x1, . . . , xj−1, 1, xj , . . . , xn) (2.26)

= T (ηe′1(x1, xn), . . . , ηe′j−1
(xj−1, xn), ηe′j=0(1, xn)︸ ︷︷ ︸

1
2−xn

, ηe′j+1
(xj , xn), . . . , ηe′n(xn−1, xn)), (2.27)

より．

• T ∈ Q1(X)に対して， A1G0T,B1G1Tは退化．

直接確認すると，

A1G0T (x1) = G0T (0, x1) = T (η0(0, x1)) = T (0), (2.28)

B1G1T (x1) = G1T (1, x1) = T (η1(1, x1)) = T (1), (2.29)

より．

• n ≥ 2に対しては， e ∈ Enに対して，ej ∈ En−1を

ej = (e1, . . . , ej−1, ej+1, . . . , en), j ≤ n, (2.30)

とする．このとき，

ej = 0 ⇒ AjGe(T ) = GejAj(T ), (2.31)

ej = 1 ⇒ BjGe(T ) = GejBj(T ), (2.32)

(2.33)

これも直接示す．

AjGeT (x, . . . , xn) (2.34)

= GeT (x1, . . . , xj−1, 0, xj , . . . , xn) (2.35)

= T (ηe1(x1, xn), . . . , ηej−1
(xj−1, xn), ηej=0(0, xn)︸ ︷︷ ︸

0

, ηej+1
(xj , xn), . . . , ηen(xn−1, xn)) (2.36)

= AjT (ηe1(x1, xn), . . . , ηej−1
(xj−1, xn), ηej+1

(xj , xn), . . . , ηen(xn−1, xn)) (2.37)

= GejAjT (x1, . . . , xn). (2.38)

BjGeT (x, . . . , xn) (2.39)

= GeT (x1, . . . , xj−1, 1, xj , . . . , xn) (2.40)

= T (ηe1(x1, xn), . . . , ηej−1(xj−1, xn), ηej=1(1, xn)︸ ︷︷ ︸
1

, ηej+1
(xj , xn), . . . , ηen(xn−1, xn)) (2.41)

= BjT (ηe1(x1, xn), . . . , ηej−1
(xj−1, xn), ηej+1

(xj , xn), . . . , ηen(xn−1, xn)) (2.42)

= GejBjT (x1, . . . , xn). (2.43)

さて，

Φn : Qn(X)→ Qn+1(X), (2.44)

Φn≥1(T ) := (−1)n+1
∑
e∈En

Ge(T ), (2.45)

Φ0 = 0, (2.46)

を導入する．
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• 特異n立方体T : In → Xに対して，次が成立する．

∂n+1Φn(T ) + Φn−1∂n(T ) = Sdn(T )− T + (degenerate cubes). (2.47)

直接示す．

∂n+1Φn = (−1)n+1
∑
e∈En

∂n+1Ge = (−1)n+1
n+1∑
i=1

(−1)i
∑
e∈En

(AiGe −BiGe). (2.48)

特に，

(−1)n+1(−1)n+1
∑
e∈En

An+1Ge =
∑
e∈En

Fe = Sdn, (2.49)

(−1)n+1(−1)n+1
∑
e∈En

Bn+1Ge = 1 + (degenerate cubes). (2.50)

n ≥ 2のときは

Φn−1∂n = Φn−1

n∑
i=1

(−1)i(Ai −Bi) = (−1)n
n∑
i=1

∑
e∈En−1

(−1)i(GeAi −GeBi). (2.51)

よって，

n∑
i=1

(−1)i
∑
e∈En

(AiGe −BiGe)−
n∑
i=1

∑
e∈En−1

(−1)i(GeAi −GeBi) (2.52)

が退化することを示せばよい．任意のi ∈ {1, . . . , n}に対して，∑
e∈En

=
∑

e∈En,ei=0

+
∑

e∈En,ei=1

(2.53)

と分割することができる．すると，∑
e∈En

(AiGe −BiGe)−
∑

e∈En−1

(GeAi −GeBi) (2.54)

=
∑

e∈En,ei=0

(AiGe −BiGe) +
∑

e∈En,ei=1

(AiGe −BiGe)−
∑

e∈En−1

(GeAi −GeBi). (2.55)

ここで，

(2.21) ⇒
∑

e∈En,ei=1

AiGe =
∑

e∈En,ei=0

BiGe, (2.56)

(2.31) ⇒
∑

e∈En,ei=0

AiGe =
∑

e∈En−1

GeAj , (2.57)

(2.32) ⇒
∑

e∈En,ei=1

BiGe =
∑

e∈En−1

GeBj (2.58)

より． n = 1のときはΦ0 = 0に注意すると，

(−1)
∑
e∈E1

(A1Ge −B1Ge) = −(A1G0 +A1G1 −B1G0 −B1G1) (2.59)

が退化することを示せばよいが，A1G0, B1G1は退化し，(2.21)よりA1G1 = B1G0が従うから．
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以上より，Φnがup to Dn(X)でSdnと1をつなぐチェインホモトピーであることが示された． Geは
退化性を保つから，Φnも退化性を保つ．つまり，Φn(Dn(X)) ⊂ Dn+1(X)である．よって，準同型写
像

φn : Cn(X)→ Cn+1(X) (2.60)

が誘導され，(2.12)が成立する．

• [3]では，チェインホモトピーφ = {φn}nは自然であり，それゆえφn(T ) ∈ Cn+1(X)はT (∆n)上
にサポートを持ち，よって(n + 1)次元体積はゼロであると述べられている．φnの自然性から
なぜφnT (∆n)がT (∆n)上にサポートを持つことが保証されるのか把握していないが，φn(T )の
具体形()体積がゼロであることをなぜ保証するのかわからないが，φnの具体形，つまりGeの表
式(2.20)よりφnT (∆n)がT (∆n)にサポートをもつのは明らか．問題は任意の細分化作用素とその
任意のチェインホモトピーφnに対して同様の性質をもつかどうか．任意のチェインホモトピー
に対して同様のことを示すには，自然性など性質が用いられると思われる．

• [3]では，微分指標f ∈ Ĥ(X,R/Λ) = {f : Zk(X)→ R/Λ|f(∂c) =
∫̃
c
ω, ω ∈ Λk+1, c ∈ Ck+1(X)}が細

分作用素に対して不変であることがコメントされている．実際，∆を細分作用素，ψを1とのチェ
インホモトピー，つまり，1−∆ = ∂ψ+ψ∂とすると，x ∈ Zkに対して， f(∆x) = f(x)−f(∂ψx)で

あるが，f(∂ψx) =
∫̃
ψx
ωはψxのXにおけるk + 1次元体積がゼロであるから，f(∂ψx) = 0．よっ

て，f(∆x) = f(x)となり，微分指標fは細分作用素に対して不変である．

2.1 メモ：チェインホモトピーψの自然性とψ(σ)の体積

一般論として，ψ : Ck → Ck+p, p ≥ 1が自然な準同型写像であるとき，σ : ∆k → Xに対し
てψX(σ)はσ(∆n)にサポートを持つことを示す．よって，ψX(σ)のk + p次元体積はゼロである．自
然性の仮定は，以下が可換であること．

Ck(X)
f∗−−−−→ Ck(Y )

ψX

y ψY

y
Ck+p(X)

f∗−−−−→ Ck+p(Y )

. (2.61)

特に，

σ : ∆k → X (2.62)

に対して以下にψの自然性を適用する．

Ck(∆k)
σ∗−−−−→ Ck(X)

ψ
∆k

y ψX

y
Ck+p(∆

k)
σ∗−−−−→ Ck+p(X)

. (2.63)

ψX(σ) = ψX ◦ σ∗ ◦ id∆k , id∆k : ∆k → ∆k (2.64)

である．可換性より，

ψX(σ) = σ∗ ◦ ψ∆k ◦ id∆k : ∆k+p → X (2.65)

であるが，右辺はσを経由するため，ψX(σ)はσ(∆k)の部分集合である．より詳しく見ると，

ψ∆k(id∆k) : ∆k+p → ∆k =
∑
j

ajτj , τj (2.66)

であり，τj(∆
k+p)は∆kの部分集合である．よって，さらにσで誘導して得られる

σ∗(τj) : ∆k+p → X, σ∗(τj) : x 7→ σ(τj(x)) (2.67)

は特異単体σ(∆k)の部分集合である．
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3 Eilenberg-Zilberの定理

本節では特異チェイン複体を扱う．以下の証明を見ればわかるように，任意のnに対してH̃n(∆p) =
0なる性質（この性質を非輪状という）のみ用いている（非輪状モデルの方法と呼ばれる）ので，正規
化された立方体特異チェインにおいても同様． S∗(X), S∗(X,R)を特異チェイン複体，特異コチェイン
複体とする．

カップ積はコチェインレベルでは，f, g ∈ S∗(X)として，

(f ∪ g)(c ∈ C∗(X)) = (f ⊗ g)(ρ ◦ d∗(c)) (3.1)

として定義される．ここで，

d : X → X ×X (3.2)

は対角写像であり，

ρ : S∗(X × Y )→ S∗(X)⊗ S∗(Y ) (3.3)

は自然なチェイン写像であって，

ρ|S0(X×Y )(x, y) = x⊗ y, (3.4)

を満たす．（この条件を満たすものを対角近似と呼ぶ．） S∗(X × Y )とS∗(X)⊗S∗(Y )の間に自然なチェ
インホモトピーが存在する，という定理が以下． [2]に従って証明をスケッチする．

Theorem 3.1 (Eilenberg–Zilberの定理). (i) 自然なチェイン写像

ρ : S∗(X × Y )→ S∗(X)⊗ S∗(Y ) (3.5)

であり，0次において

ρ(x, y) = x⊗ y (3.6)

を満たすものが存在する．さらに，(3.6)を満たすものは互いにチェインホモトピー同値．

(ii) 自然なチェイン写像

κ : S∗(X)⊗ S∗(Y )→ S∗(X × Y ) (3.7)

であり，0次において

κ(x⊗ y) = (x, y) (3.8)

を満たすものが存在する．さらに，(3.8)を満たすものは互いにチェインホモトピー同値．

(iii) κはρのチェインホモトピー逆写像．

注）自然性は

f : X → X ′, g : Y → Y ′ (3.9)

に対して誘導される以下のチェイン写像との可換性を指す．

f∗ ⊗ g∗ : S∗(X)⊗ S∗(Y )→ S∗(X
′)⊗ S∗(Y ′), (3.10)

f × g : S∗(X × Y )→ S∗(X
′ × Y ′). (3.11)

（証明のスケッチ．） (ρの存在). 帰納法によりρnを構成する． n = 0においてはρ0を(3.6)で定める．
自然なチェイン写像ρi<nが与えられたとする．

∂ρr<n = ρr−1∂, (f∗ ⊗ g∗)ρr<n = ρr(f × g)∗. (3.12)
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対角写像

d : ∆n → ∆n ×∆n, d(x) = (x, x) (3.13)

を導入する． d ∈ Sn(∆n ×∆n)であるから，∂(d)に対してρn−1の∂との可換性より，

∂ρn−1∂(d) = ρn−2∂∂(d) = 0, (n > 1), (3.14)

ερ0∂(d) = 0. (3.15)

H̃∗(∆
n)⊗ H̃∗(∆n)は全て自明であるから， X = ∆nに関しては

ρn−1∂(d) = ∂ρn(d), ρn(d) ∈ (S∗(∆
n)⊗ S∗(∆n))n =

∑
p+q=n

Sp(∆
n)⊗ Sq(∆n) (3.16)

なるρnが存在する．

さてX × Yの特異単体σ′は

σ′ : ∆n → X × Y, σ′(t0, . . . , tn) = (σ′X(t0, . . . , tn), σ′Y (t0, . . . , tn)) (3.17)

の形をしており，σ : ∆n → X, τ : ∆n → Yの対(σ, τ)とみなすことができる． ρn(σ, τ)を

ρn(σ, τ) = (σ∗ ⊗ τ∗)(ρn(d)) ∈
∑

p+q=n

Sp(X)⊗ Sq(Y ) (3.18)

と定義するとρnは自然なチェイン写像となる．（要証明）

(κの存在)同様． n = 0は(3.8)として定義． r < nに対して，自然なチェイン写像

∂κr<n = κr−1∂, (f∗ × g∗)κr = κr(f∗ ⊗ g∗) (3.19)

が存在したと仮定する．

まずは

κn=p+q : Sp(∆
p)⊗ Sq(∆q)→ Sn(∆n) (3.20)

を構成する． ιp = id ∈ Sp(∆p), ιq = id ∈ Sq(∆q)に対して， ∆p ×∆qのホモロジー群H̃n(∆p ×∆q)はす
べてゼロだから，

∂κn−1∂(ιp ⊗ ιq) = κn−1∂∂(ιp ⊗ ιq) = 0 (3.21)

より，

κn−1∂(ιp ⊗ ιq) = ∂κn(∆p ×∆q), κn(∆p ×∆q) ∈ Sn(∆q ×∆q) (3.22)

が存在する．そこで一般のσ ⊗ τ ∈ Sp(X)⊗ Sq(Y )に対して

κn(σ ⊗ τ) = (σ × τ)∗κn(ιp ⊗ ιq) (3.23)

と定義する． κnは自然なチェイン写像である．（要証明）

(自然なチェイン写像S∗(X × Y )→ S∗(X × Y )の一意性)．自然なチェイン写像

φ : S(X × Y )→ S(X × Y ), φ|n=0 = 1, (3.24)

に対して，1をφにつなぐチェインホモトピー

Φ : S(X × Y )→ S(X × Y ) (3.25)
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が存在することを示す．帰納法． Φ0 = 0とする．1 ≤ r ≤ n− 1に対して，

∂Φr + Φr−1∂ = φr − 1, (f × g)∗Φr = Φr(f × g)∗ (3.26)

が構成されたと仮定する．すると，

∂(−Φn−1∂ + φn − 1) = (−∂Φn−1∂ + ∂φn − ∂) (3.27)

= ((1− φn−1 + Φn−2∂)∂ + ∂φn − ∂) (3.28)

= (φn−1∂ + ∂φn) = 0. (3.29)

特に，対角写像d ∈ Sn(∆n ×∆n)に対して

∂(−Φn−1∂ + φn − 1)(d) = 0 (3.30)

であるので，任意のnに対してH̃n(∆n ×∆n) = 0より，

∂Φn(d) = (−Φn−1∂ + φn − 1)(d), Φn(d) ∈ Sn+1(∆n ×∆n) (3.31)

が存在する．一般の(σ, τ) ∈ S∗(X × Y )に対しては

Φn(σ, τ) = (σ × τ)∗Φn(d) (3.32)

と置くと{Φn}は所望のチェインホモトピーである．

(自然なチェイン写像S∗(X)⊗ S∗(Y )→ S∗(X)⊗ S∗(Y )の一意性)．略．

(ρ, κの一意性) ρκ, κρはそれぞれ(ρκ)0 = 1, (κρ)0 = 1を満たす自然なチェイン写像である．

κρ ∼= 1, ρκ ∼= 1. (3.33)

さて，別のρ′が存在したとする．

3.1 立方体特異チェイン複体におけるρ, κ

一般に，写像

f : A→ C, g : B → D (3.34)

に対して，

f × g : A×B → C ×D, (f × g)(a, b) := (f(a), g(b)) (3.35)

と定義する．表記を[1]に戻す．特異立方体

S : Ip → X, T : Iq → Y (3.36)

に対して，

S × T : Ip+q → X × Y, (S × T )(x1, . . . , xp+q) = (S(x1, . . . , xp), T (xp+1, . . . , xp+q)) (3.37)

である．

さて，チェイン写像

κ : Q∗(X)⊗Q∗(Y )→ Q∗(X × Y ) (3.38)

については，次数に依らず，

κp,q(S ⊗ T ) = S × T, S : Ip → X, T : Iq → Y, (3.39)
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と選ぶことができる． κは退化立方体を退化立方体に移すため，κ : C∗(X)⊗C∗(Y )→ C∗(X×Y )がwell-
defined. さらにκの性質については[1]を見よ．

一方で，チェイン写像ρは複雑な表式になる．

ρn : Qn(X × Y )→
∑

p+q=n

Qp(X)⊗Qq(Y ) (3.40)

を定義したい． 0次は

ρ0(x, y) = x⊗ y, x ∈ X, y ∈ Y. (3.41)

高次を定義する．非輪状モデルの練習として，導出しよう． σ : In → X × Yは対

(S, T ), S : In → X, T : In → Y (3.42)

で表記できることに注意する． r < nまでの構成を仮定して，

ρn : Qn(In × In)→
∑

p+q=n

Qp(I
n)⊗Qq(In) (3.43)

を構成し，それを

Q∗(I
n)⊗Q∗(In)

S∗⊗T∗−−−−→ Q∗(X)⊗Q∗(Y ) (3.44)

へ誘導する．

まずは

ρ1 : Q1(I1 × I1)→ Q1(I1)⊗Q0(I1) +Q0(I1)⊗Q1(I1) (3.45)

を構成する．

d : I1 → I1 × I1, x 7→ (x, x) (3.46)

を対角写像として，

∂ρ0∂(d) = 0. (3.47)

ここで，H̃0(I1)⊗ H̃(I1) = 0よりρ1(d) ∈ (Q∗(I
1)⊗Q∗(I1))1が存在して，

ρ0∂(d) = ∂ρ1(d). (3.48)

左辺は

ρ0((1, 1)− (0, 0)) = 1⊗ 1− 0⊗ 0 (3.49)

であるので，確かに，

ρ1(d)(x) = x⊗ 1 + 0⊗ x (3.50)

と選べば条件を満たす．一般の

ρ1 : Q1(X × Y )→ Q1(X)⊗Q0(Y ) +Q0(X)⊗Q1(Y ) (3.51)

は

ρ1(S, T ) = (S∗ ⊗ T∗)(ρ1(d)) (3.52)

と定義する．つまり，

ρ1(S, T )(x) = S(x)⊗ T (1) + S(0)⊗ T (x) (3.53)
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である．これは

ρ1(S, T ) = S ⊗B1T +A1S ⊗ T (3.54)

である．（このρ1が望みの性質を満たすか確認する必要がある．）

次に，

ρ2 : Q2(I2 × I2)→ Q2(I2)⊗Q0(I2) +Q1(I2)⊗Q1(I2) +Q0(I2)⊗Q2(I2) (3.55)

を構成する．

d : I2 → I2 × I2, x 7→ (x, x) (3.56)

を対角写像として，自然性より

∂ρ1∂(d) = ρ0∂∂(d) = 0. (3.57)

(H̃∗(I
2)⊗ H̃(I2))1 = 0よりσ ∈ (Q∗(I

2)⊗Q∗(I2))2が存在して，

ρ1∂(d) = ∂σ. (3.58)

左辺は

∂d(x) = d(1, x)− d(0, x)− d(x, 1) + d(x, 0) (3.59)

= ((1, x), (1, x))− ((0, x), (0, x))− ((x, 1), (x, 1)) + ((x, 0), (x, 0)) (3.60)

より，

ρ1∂d(x) = (1, x)⊗ (1, 1)− (0, x)⊗ (0, 1)− (x, 1)⊗ (1, 1) + (x, 0)⊗ (1, 0) (3.61)

+ (1, 0)⊗ (1, x)− (0, 0)⊗ (0, x)− (0, 1)⊗ (x, 1) + (0, 0)⊗ (x, 0). (3.62)

∂σ(x) = σ(1, x)− σ(0, x)− σ(x, 1) + σ(x, 0) (3.63)

であるが，

σ(x1, x2) = (x1, x2)⊗ (1, 1) + (0, 0)⊗ (x1, x2)− (0, x1)⊗ (x2, 1) + (x1, 0)⊗ (1, x2) (3.64)

とすると確かに条件を満たす．一般の

ρ2 : Q2(X × Y )→ (Q∗(X)⊗Q∗(Y ))2 (3.65)

は

ρ2(S, T ) = (S∗ ⊗ T∗)σ (3.66)

と定義する．つまり，

ρ2(S, T )(x) = S(x1, x2)⊗ T (1, 1) + S(0, 0)⊗ T (x1, x2)− S(0, x1)⊗ T (x2, 1) + S(x1, 0)⊗ T (1, x2)
(3.67)

である．これは

ρ2(S, T ) = S ⊗B1B2T +A1A2S ⊗ T −A1S ⊗B2T +A2S ⊗B1T (3.68)

である．

一般には，以下で与えられる．

ρn : Qn(X × Y )→ (Q∗(X)⊗Q∗(Y ))n, (3.69)

ρn(S, T ) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)JAJ′S ⊗BJT. (3.70)
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ここで，Jの和は{1, . . . , n}の部分集合を走り，(−1)Jは入れ替え{1, . . . , n} → JJ ′の符号であり，Jを
順序付き集合J = {j1 < · · · < jp}として表記しJ ′ = {1, . . . , n}\J，AJ = Aj1 · · ·Ajq , BJ = Bj1 · · ·Bjpな
どと書いた．例えば，{1, 2} → {2}{1}の符号は−1, {1, 2, 3, 4} → {1, 4}{2, 3}の符号は1. 実際にこの定
義が∂ρn = ρn−1∂を満たすことを確認する．

3

∂ρn(S, T ) = ∂[
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)JAJ′S ⊗BJT ] (3.87)

=
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J(∂AJ′S ⊗BJT + (−1)n−|J
′|AJ′S ⊗ ∂BJT ) (3.88)

=
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J(∂AJ′S ⊗BJT + (−1)|J|AJ′S ⊗ ∂BJT ) (3.89)

=
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J

 |J|∑
i=1

(−1)i(Ai −Bi)AJ′S ⊗BJT + (−1)|J|
n−|J|∑
i=1

(−1)iAJ′S ⊗ (Ai −Bi)BJT

 .
(3.90)

一方で，

ρn−1∂(S, T ) = ρn−1

n∑
i=1

(−1)i(Ai −Bi)(S, T ) (3.91)

= ρn−1

n∑
i=1

(−1)i((AiS,AiT )− (BiS,BiT )) (3.92)

=

n∑
i=1

(−1)i
∑

J⊂{1,...,n−1}

(−1)J [AJ′AiS ⊗BJAiT −AJ′BiS ⊗BJBiT ] . (3.93)

ここで，1 ≤ i < j ≤ nに対して，

AiAj = Aj−1Ai, BiBj = Bj−1Bi, AiBj = Bj−1Ai, BiAj = Aj−1Bi (3.94)

を思い出す．同じことだがn ≥ i ≥ j ≥ 1に対して，

AiAj = AjAi+1, BiBj = BjBi+1, AiBj = BjAi+1, BiAj = AjBi+1 (3.95)

3n = 2:

∂ρ2(S, T ) = ∂(S ⊗B1B2T +A1A2S ⊗ T −A1S ⊗B2T +A2S ⊗B1T ) (3.71)

= ∂S ⊗B1B2T +A1A2S ⊗ ∂T − ∂A1S ⊗B2T +A1S ⊗ ∂B2T + ∂A2S ⊗B1T −A2S ⊗ ∂B1T (3.72)

= (−A1S +B1S +A2S −B2S)⊗B1B2T (3.73)

+A1A2S ⊗ (−A1T +B1T +A2T −B2T ) (3.74)

− (−A1A1S +B1A1S)⊗B2T +A1S ⊗ (−A1B2T +B1B2T ) (3.75)

+ (−A1A2S +B1A2S)⊗B1T −A2S ⊗ (−A1B1T +B1B1T ) (3.76)

= (B1S −B2S)⊗B1B2T +A1A2S ⊗ (−A1T +A2T ) (3.77)

− (B1A1S)⊗B2T +A1S ⊗ (−A1B2T ) + (B1A2S)⊗B1T −A2S ⊗ (−A1B1T ) (3.78)

= (B1S −B2S)⊗B1B2T +A1A2S ⊗ (−A1T +A2T ) (3.79)

− (A1B2S)⊗B2T +A1S ⊗ (−A1B2T ) + (B1A2S)⊗B1T −A2S ⊗ (−B1A2T ), (3.80)

ρ1∂(S, T ) = ρ1(−A1 +B1 +A2 −B2)(S, T ) (3.81)

= ρ1(−(A1S,A1T ) + (B1S,B1T ) + (A2S,A2T )− (B2S,B2T )) (3.82)

= −(A1S ⊗B1A1T +A1A1S ⊗A1T ) + (B1S ⊗B1B1T +A1B1S ⊗B1T ) (3.83)

+ (A2S ⊗B1A2T +A1A2S ⊗A2T )− (B2S ⊗B1B2T +A1B2S ⊗B2T ) (3.84)

= −(A1S ⊗A1B2T +A1A2S ⊗A1T ) + (B1S ⊗B1B1T +B1A2S ⊗B1T ) (3.85)

+ (A2S ⊗B1A2T +A1A2S ⊗A2T )− (B2S ⊗B1B2T +A1B2S ⊗B2T ). (3.86)

確かに一致する．
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が成立する．比較すると片方にあり片方にない項がある．

∂ρn(S, T ) 3
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J(−1)|J|
n−|J|∑
i=1

(−1)iAJ′S ⊗ (−Bi)BJT (3.96)

はρn−1∂(S, T )に含まれない．よく見るとこの項は

∂ρn(S, T ) 3
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J
|J|∑
i=1

(−1)iAiAJ′S ⊗BJT (3.97)

とキャンセルする．これを具体的に示す．符号(−1)Jは集合J = {j1 < · · · < j|J|}を用いて具体的に書
くことができる．入れ替え

12 · · · j1(j1 + 1) · · · (j2 − 1)j2 · · · → j112 · · · (j1 − 1)(j1 + 1) · · · (j2 − 1)j2 · · · (3.98)

に伴う符号は(−1)j1−1. 入れ替え

j112 · · · (j1 − 1)(j1 + 1) · · · (j2 − 1)j2 · · · → j1j212 · · · (j1 − 1)(j1 + 1) · · · (j2 − 1)(j2 + 2) · · · (3.99)

の符号は(−1)j2−2. つまり，

(−1)J = (−1)
∑|J|

a=1(ja−a). (3.100)

さらに，

BiBJ = BiBj1 · · ·Bj|J| = Bj1 · · ·BjrBi+rBjr+1
· · ·Bj|J| , jr < i+ r < jr+1, (3.101)

に注意する．ここでrはjr < i+ r < jr+1を満たす整数，つまり，ja − a < iを満たす最大の整数

r = max{a ∈ {1, . . . , |J |}|ja − a < i} (3.102)

である． BiBJに対応する順序付き集合を

J(i) = {j1 < · · · jr < i+ r < jr+1 < · · · < j|J|} (3.103)

と書く．つまり，

BiBJ = BJ(i). (3.104)

与えられたJ, iに対して，

BiBJ = BJ̃ , AJ′ = AĩAJ̃′ (3.105)

なるJ̃ , ĩに対して符号がキャンセルする

(−1)J(−1)|J|(−1)i = (−1)J̃(−1)ĩ (3.106)

ことを示せば良い．

i+ r = ĩ+ r̃, ĩ = r + 1 (3.107)

を示す．

例えば，

J = 1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, · · · (3.108)

i = 4, (3.109)
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の場合は，

4, 1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, · · · (3.110)

→ 1, 5, 2, 5, 6, 8, 10, 12, · · · (3.111)

→ 1, 2, 6, 5, 6, 8, 10, 12, · · · (3.112)

→ 1, 2, 5, 7, 6, 8, 10, 12, · · · (3.113)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 8, 10, 12, · · · (3.114)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 9, 10, 12, · · · = J(i) = J̃ . (3.115)

で止まるので，r = 5. また，

i+ r = 9 (3.116)

である．このとき

J ′ = 3, 4, 7, 9, 11, · · · (3.117)

であり，対応して

J̃ ′ = 3, 4, 7, 9̂, 11, · · · (3.118)

ここで，9̂は9を飛ばすことを意味する．したがって，J̃ ′(̃i) = J ′を満たすには，ĩがr̃回左から右に移動
するとして，

ĩ+ r̃ = i+ r (3.119)

であれば良い．また，iとĩが右に移動した際に通過した数字は

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (3.120)

であり，この個数は(i+ r)− 1に等しく，また，よって

r + r̃ = i+ r − 1 (3.121)

が成立する．よって(3.107)が示された．符号は

(−1)J̃(−1)ĩ = (−1)J(i)(−1)r+1 = (−1)
∑r

a=1(ja−a)+((i+r)−(r+1))+
∑|J|

a=r+1(ja−a−1)(−1)r+1 (3.122)

= (−1)J(−1)i−1(−1)|J|−r(−1)r+1 = (−1)J(−1)|J|(−1)i (3.123)

となり，(3.106)が成立する 4．よって，

∂ρn(S, T ) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J

 |J|∑
i=1

(−1)i(−Bi)AJ′S ⊗BJT + (−1)|J|
n−|J|∑
i=1

(−1)iAJ′S ⊗AiBJT

 (3.124)

=
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)J

(−1)|J|
n−|J|∑
i=1

(−1)iA{1,...,n}\JS ⊗AiBJT −
|J|∑
i=1

(−1)iBiA{1,...,n}\JS ⊗BJT

 .
(3.125)

これが

ρn−1∂(S, T ) =

n∑
i=1

(−1)i
∑

J⊂{1,...,n−1}

(−1)J
[
A{1,...,n−1}\JAiS ⊗BJAiT −A{1,...,n−1}\JBiS ⊗BJBiT

]
(3.126)

4ホントはi+ r > |J |のときの処理など考える必要があるが，省略．
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に一致することを示す．ここで，J ⊂ {1, . . . , n− 1}におけるJ ′の意味はJ ′ = {1, . . . , n− 1}\Jであるこ
とを混乱を防ぐため明記した．ここでも項の存在/非存在まで含めた一致は確認せず，符号の一致のみ
を見る．

第一項目の一致を確認する．まず，

AiBJ = BJ̃Aĩ (3.127)

なるJ̃ , ĩを求める．例えば，

J = 1, 2, 5, 6, 8, 10, 12 = n, (3.128)

i = 4, (3.129)

の場合は，

4, 1, 2, 5, 6, 8, 10, 12 (3.130)

→ 1, 5, 2, 5, 6, 8, 10, 12 (3.131)

→ 1, 2, 6, 5, 6, 8, 10, 12 (3.132)

→ 1, 2, 5, 7, 6, 8, 10, 12 (3.133)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 8, 10, 12 (3.134)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 9︸︷︷︸
i+r

, 10, 12 (3.135)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 9, 9, 12 (3.136)

→ 1, 2, 5, 6, 8, 9, 11, 9 (3.137)

となる． i+ r以降は右に移るたびにja 7→ ja− 1と1下がる．つまり，与えられたJ, iに対してrは以前と
同じ定義(3.102)

jr < i+ r < jr+1 (3.138)

を用いて，

ij1 · · · j|J| → j1 · · · jr(i+ r)jr+1 · · · j|J| → j1 · · · jr(jr+1 − 1) · · · (j|J| − 1)(i+ r). (3.139)

（rの定義より，jr < jr+1 − 1に注意．）よって，

ĩ = i+ r, J̃ = {j1, . . . , jr, (jr+1 − 1), . . . , (j|J| − 1)}. (3.140)

このとき，

A{1,...,n}\J = A{1,...,n−1}\J̃Aĩ (3.141)

は自動的に満たされる．上の例では

{1, . . . , n− 1}\J̃ = {3, 4, 7, 10} (3.142)

より

3, 4, 7, 10, 9→ 3, 4, 7, 9, 11. (3.143)

一方で，

{1, . . . , n}\J = {3, 4, 7, 9, 11}. (3.144)

よって後は符号の一致を見れば良い．

(−1)ĩ(−1)J̃ = (−1)i+r(−1)
∑r

a=1(ja−a)+
∑|J|

a=r+1(ja−a−1) = (−1)i+r(−1)J(−1)−(|J|−r) = (−1)i(−1)J(−1)|J|

(3.145)

となり一致する．第２項目も同様．
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4 カップ積

コチェインレベルのカップ積の定義は，

(f ∪ g)(c ∈ C∗(X)) = (f ⊗ g)(ρ ◦ d∗(c)) (4.1)

ここで，

d : X → X ×X (4.2)

は対角写像であり，ρ : C∗(X × Y )→ C∗(X)⊗ C∗(Y )の取り方には任意性があるが，前節の

ρn(S, T ) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)JAJ′S ⊗BJT (4.3)

とすると，特異立方体T : In → Xに対して，

d∗(T ) = (T, T ) : In → X ×X, (4.4)

ρ ◦ d∗(T ) = ρ(T, T ) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)JAJ′T ⊗BJT. (4.5)

よって

(f ∪ g)(T ) = (f ⊗ g)(ρ ◦ d∗(T )) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)Jf(AJ′T )g(BJT ). (4.6)

特定の次数のみ見ると，fp ∈ Cp(X,R), gq ∈ Cq(X,R), Tp+q : Ip+q → Xとして，

(fp ∪ gq)(Tp+q) =
∑

J⊂{1,...,p+q},|J|=p

(−1)Jfp(AJ′Tp+q)g
q(BJTp+q). (4.7)

特に，

(f0 ∪ gn)(Tn) =
∑

J⊂{1,...,n},|J|=0

(−1)Jf0(AJ′Tn)gn(BJTn) (4.8)

= f0(Tn(0, . . . , 0))gn(Tn), (4.9)

(fn ∪ g0)(Tn) =
∑

J⊂{1,...,n},|J|=n

(−1)Jfn(AJ′Tn)g0(BJTn) (4.10)

= fn(Tn)g0(Tn(1, . . . , 1)). (4.11)

p = q = 1を見ると，

(f1 ∪ g1)(T2) =
∑

J⊂{1,2},|J|=1

(−1)Jf1(AJ′T2)g1(BJT2) (4.12)

= f1(A2T2)g1(B1T2)− f1(A1T2)g1(B2T2) (4.13)

= f1(T2(x, 0))g1(T2(1, x))− f1(T2(0, x))g1(T2(x, 1)) (4.14)

となる． 5

5特異チェイン複体の場合のAlexander-Whitney写像を用いた表式

(f1 ∪ g1)(012) = f1(01)g(12) (4.15)

と比較せよ．
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Figure 1: p = q = 1の場合のカップ積．

5 de Rham写像とカップ積

微分形式

ω ∈ Ωn(X) (5.1)

に対して，

R : Ωn(X)→ C(X,R), (5.2)

ω 7→ Rω :

(
T →

∫
T

ω

)
∈ Cn(X,R), T : In → X ∈ Cn(X), (5.3)

をde Rhamマップと呼ぶ．

• 微分形式の性質より，de Rhamマップで得られるRωn ∈ Cn(X,R)は，一般のf ∈ Cn(X,R)と異
なり，T : In → Xの“パラメタ付け”，つまり，単位立方体の向き付けを変えない自己微分同相に
よる取り換えφ : In → Inに対して不変：

Rωn(T ) = Rωn(T ◦ φ). (5.4)

よって，T : In → Xの“形”だけで値Rωn(T )が決まる．

• Rは自然なチェインマップ．

• de Rhamマップは細分化作用素∆ : C∗(X)→ C∗(X)に対して不変． 6

∆∗Rω = Rω. (5.5)

なぜなら積分領域の分割に対応するため．

(∆∗Rω)(T ) = Rω(∆T ) =

∫
∆T

ω =

∫
T

ω = Rω(T ) (5.6)

より．ここで集合として∆T (In) = T (In)を用いた．

5.1 カップ積と細分化作用素

カップ積とde Rhamマップは可換ではないが，積分の離散近似のような表式を与えることが期待され
る．

ωp ∈ Ωp(X), θq ∈ Ωq(X) (5.7)

6細分化作用素の定義は2節のものとする． sd = {sdn}nを∆と書いた．
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として，

R(ωp ∧ θq)−Rωp ∪Rθq (5.8)

を見積もる．

R(ωp ∧ θq)(T ) =

∫
T

ωp ∧ θq =

∫
Ip+q

T ∗(ωp ∧ θq) =

∫
Ip+q

T ∗ωp ∧ T ∗θq. (5.9)

(Rωp ∪Rθq)(T ) =
∑

J⊂{1,...,n},|J|=p

(−1)JRωp(AJ′T )Rθq(BJT ) (5.10)

=
∑

J⊂{1,...,n},|J|=p

(−1)J
∫
AJ′T

ωp
∫
BJT

θq (5.11)

=
∑

J⊂{1,...,n},|J|=p

(−1)J
∫
AJ′I

p+q

T ∗ωp
∫
BJIp+q

T ∗θq. (5.12)

したがって，単位立方体Ip+q上の微分形式に関する比較に帰着する．つまり，

ω, θ ∈ Ω∗(Ip+q) (5.13)

として， ∫
Ip+q

ωp ∧ θq −
∑

J⊂{1,...,n},|J|=p

(−1)J
∫
AJ′I

p+q

ωp
∫
BJIp+q

θq (5.14)

を見積もる問題に．

例えば，p = q = 1の場合は，

ω = ωx(x, y)dx+ ωy(x, y)dy, (5.15)

θ = θx(x, y)dx+ θy(x, y)dy (5.16)

として，

R(ω ∧ θ)(id) =

∫
[0,1]×2

(ωx(x, y)θy(x, y)− ωy(x, y)θx(x, y))dxdy. (5.17)

一方で，

(Rω1 ∪Rθ1)(id) =

∫
[0,1]×2

(ωx(x, 0)θy(1, y)− ωy(0, y)θx(x, 1))dxdy. (5.18)

よって，微分形式に対するカップ積は，積分を端点で近似する表式とみなすことができる．すると素
朴には，細分化作用素は近似精度を上昇させると思われる． p = q = 1の場合に書き下すと，

∆∗(Rω1 ∪Rθ1)(id) (5.19)

=

∫
[0,1/2]×[0,1/2]

(ωx(x, 0)θy(1/2, y)− ωy(0, y)θx(x, 1/2))dxdy (5.20)

+

∫
[1/2,1]×[0,1/2]

(ωx(x, 0)θy(1, y)− ωy(1/2, y)θx(x, 1/2))dxdy (5.21)

+

∫
[0,1/2]×[1/2,1]

(ωx(x, 1/2)θy(1/2, y)− ωy(0, y)θx(x, 1))dxdy (5.22)

+

∫
[1/2,1]×[1/2,1]

(ωx(x, 1/2)θy(1, y)− ωy(1/2, y)θx(x, 1))dxdy. (5.23)
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したがって素朴には

lim
n→∞

(∆∗)n(Rω ∪Rθ) = R(ω ∧ θ) (5.24)

が成立する [3]． 7

極限公式(5.24)，及び細分化作用素のチェインホモトピー

1−∆ = ∂ψ + ψ∂ (5.25)

を用いて，

E : Ωp(X)⊗ Ωq(X)→ Cp+q−1(X) (5.26)

を

E(ω, θ) := −
∞∑
n=0

(∆∗)nψ∗(Rω ∪Rθ), (5.27)

つまり，

E(ω, θ)(c ∈ C∗(X)) := −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)(ψ∆nc) (5.28)

と定義する [3]．

• (5.28)の無限和が収束するかどうか要確認． [3]には“A straightforward estimate shows that the
right hand side of (1.8) is dominated by a geometric series and hence convergences.”と書かれてい
る．

さてR,∆が自然なチェインマップ，ψが自然なマップであることに注意して，

δE(ω, θ)(c) = E(ω, θ)(∂c) (5.29)

= −
∞∑
n=0

(∆∗)nψ∗(Rω ∪Rθ)(∂c) (5.30)

= −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)(ψ∆n∂c) (5.31)

= −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)(ψ∂∆nc) (5.32)

= −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)((1−∆− ∂ψ)∆nc) (5.33)

= −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)((∆n −∆n+1)c) +

∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)(∂ψ∆nc) (5.34)

= − lim
N→∞

(Rω ∪Rθ)((1−∆N+1)c) +

∞∑
n=0

δ(Rω ∪Rθ)(ψ∆nc) (5.35)

= −(Rω ∪Rθ)(c) + lim
N→∞

(∆∗)N+1(Rω ∪Rθ)(c) +

∞∑
n=0

(δRω ∪Rθ + (−1)|ω|Rω ∪ δRθ)(∂ψ∆nc)

(5.36)

= −(Rω ∪Rθ)(c) +R(ω ∧ θ)(c) +

∞∑
n=0

(Rdω ∪Rθ + (−1)|ω|Rω ∪Rdθ)(∂ψ∆nc) (5.37)

= −(Rω ∪Rθ)(c) +R(ω ∧ θ)(c)− E(dω, θ)(c)− (−1)|ω|E(ω, dθ)(c). (5.38)

7[3]では，この極限公式(5.24)のために立方体特異チェイン複体を用いると書かれており，また(5.24)自体は[4]を引用してい
る．しかし，[4]が通常の単体を用いた特異チェイン複体ではなく，立方体特異チェイン複体の何かの性質に依存しているかど
うかわからなかった．[4]自体も一見つすると単体の特異チェイン複体による構成のように見える．
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つまり，

R(ω ∧ θ)−Rω ∪Rθ = δE(ω, θ) + E(dω, θ) + (−1)|ω|E(ω, dθ), (5.39)

あるいは，同じことだが，

R(ω ∧ θ)−Rω ∪Rθ = δE(ω ⊗ θ) + Ed(ω ⊗ θ) (5.40)

が示された．

5.1.1 無限和(5.24)の収束について

(5.24)の収束性について，ω, θ ∈ Ω1(X)の場合に様子をみる．

E(ω, θ)(T : I → X) = −
∞∑
n=0

(Rω ∪Rθ)(ψ∆nT ) (5.41)

= −
∞∑
n=0

[Rω(A2ψ∆nT )Rθ(B1ψ∆nT )−Rω(A1ψ∆nT )Rθ(B2ψ∆nT )] . (5.42)

ψの具体形は(2.45)より

ψ(T ) =
∑
e∈E1

Ge(T ) = G0(T ) +G1(T ), (5.43)

ψ(T )(x1, x2) = T (η0(x1, x2)) + T (η1(x1, x2)). (5.44)

よって一般のσ : I → Xに対して

(Rω ∪Rθ)(ψσ) = (Rω ∪Rθ)(G0σ +G1σ) (5.45)

= Rω(A2G0σ)Rθ(B1G0σ)−Rω(A1G0σ)Rθ(B2G0σ) (5.46)

+Rω(A2G1σ)Rθ(B1G1σ)−Rω(A1G1σ)Rθ(B2G1σ). (5.47)

ここで

A1G0σ : x 7→ σ(η0(0, x)) = σ(0), (5.48)

B1G1σ : x 7→ σ(η1(1, x)) = σ(1), (5.49)

B2G1σ : x 7→ σ(η1(x, 1)) = σ(1), (5.50)

に注意すると，第１項しか残らず，

(Rω ∪Rθ)(ψσ) = Rω(A2G0σ)Rθ(B1G0σ) (5.51)

= Rω(x 7→ σ(η0(x, 0)))Rθ(x 7→ σ(η0(1, x))) (5.52)

= Rω(x 7→ σ(
x

2
))Rθ(x 7→ σ(

1

2− x
)). (5.53)

ここで，de Rhamマップによって得られたコチェインは，T : I1 → Xのパラメタ付けに依存しないこ
とに注意する．したがって，(Rω ∪ Rθ)(ψσ)は前半の経路σ(x ∈ [0, 1/2])上のωの線積分と，後半の経
路σ(x ∈ [1/2, 1])上のθの線積分の積である．これを上から評価する． 1形式の最大値と経路の長さをそ
れぞれ

µω,σ = max
v∈TyX,|v|=1,y∈σ([0,1])

|ω(v)|, (5.54)

`σ,[a,b] =

∫ b

a

‖dσ(t)

dt
‖dt (5.55)
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などと書くと，

|(Rω ∪Rθ)(ψσ)| ≤ µω,σµθ,σ`σ,[0,1/2]`σ,[1/2,1] ≤ µω,σµθ,σ(
`σ
2

)2. (5.56)

ここで，

`σ = `σ,[0,1] = `σ,[0,1/2] + `σ,[1/2,1] (5.57)

として，相加相乗平均の不等式

`σ,[0,1/2]`σ,[1/2,1] ≤ (
`σ
2

)2 (5.58)

を用いた．細分化作用素∆は積分領域を分割するだけだから，同様にして，

|(Rω ∪Rθ)(ψ∆nσ)| ≤ µω,σµθ,σ
2n−1∑
p=0

`σ,[ 2p

2n+1 ,
2p+1

2n+1 ]`σ,[ 2p+1

2n+1 ,
2p+2

2n+1 ] (5.59)

≤ µω,σµθ,σ
1

4

2n−1∑
p=0

(
`σ,[ 2p

2n+1 ,
2p+1

2n+1 ] + `σ,[ 2p+1

2n+1 ,
2p+2

2n+1 ]

)2

(5.60)

= µω,σµθ,σ
1

4
2n

2n−1∑
p=0

1

2n

(
`σ,[ 2p

2n+1 ,
2p+1

2n+1 ] + `σ,[ 2p+1

2n+1 ,
2p+2

2n+1 ]

)2

(5.61)

≤ µω,σµθ,σ
1

4
2n

(
2n−1∑
p=0

1

2n
(`σ,[ 2p

2n+1 ,
2p+1

2n+1 ] + `σ,[ 2p+1

2n+1 ,
2p+2

2n+1 ])

)2

(5.62)

= µω,σµθ,σ
1

4
2n
(

1

2n
`σ

)2

(5.63)

= µω,σµθ,σ
1

4
2−n(`σ)2. (5.64)

ここで，凹関数x 7→ x2に対する不等式∑
p

apx
2 ≤ (

∑
p

apx)2,
∑
p

ap = 1 (5.65)

を用いた．よって，無限和(5.41)はTを固定したときに絶対収束する．

一般のω ∈ Ωp, θ ∈ Ωqの場合にも収束性を議論する必要があるが，保留する．
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