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Abstract

このノートでは，ある対称点近傍におけるノードと対称点の既約表現の関係について考える．

1 同変トム同型の実装

Input data:

• n ∈ {1, 2, 3}

• G: 群

• pg ∈ O(n)群: k = (k1, . . . , kn)T 7→ pgk. sg := det pg ∈ {±1}と書く．

• φg ∈ {0, 1}: ユニタリ/反ユニタリ

• cg ∈ {±1}

• zg,h: 乗数系

対称性は以下：

ĝH(k)ĝ−1 = cgH(pgk) (1)

Diracハミルトニアン：

H(k) =

n∑
j=1

kjγj +mγ0. (2)

n = 1, 2, 3について，質量項mγ0の分類を与える．

1.1 波数k = 0におけるK群

G0 := Kerφg ∩Ker cg, (3)

TG0 := Ker (1− φ) ∩Ker cg, (4)

CG0 := Ker (1− φ) ∩Ker (−cg), (5)

ΓG0 := Ker (φ) ∩Ker (−cg) (6)

を導入する．

G = G0 + TG+ CG0 + ΓG0. (7)
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G0の既約表現をα, β, . . .と書く．既約表現αに対して，次のWigner判定条件と，直交関係を計算する．

WT
α =

1

|G0|
∑

g∈TG0

zg,gχ
α
g2 ∈ {±1, 0}, (8)

WC
α =

1

|G0|
∑

g∈CG0

zg,gχ
α
g2 ∈ {±1, 0}, (9)

OTαβ =
1

|G0|
∑
g∈G0

[
zg,T

zT,T−1gT
(χαT−1gT )∗]∗χβg ∈ {0, 1}, (10)

OCαβ =
1

|G0|
∑
g∈G0

[
zg,C

zC,C−1gC
(χαC−1gC)∗]∗χβg ∈ {0, 1}, (11)

OΓ
αβ =

1

|G0|
∑
g∈G0

[
zg,Γ

zΓ,Γ−1gΓ
χαΓ−1gΓ]∗χβg ∈ {0, 1}. (12)

ここで，T,C,ΓはそれぞれTG0, CG0,ΓG0の代表元である．また，h ∈ Gで”マップ”した既約指標

χhαg =
zg,h

zh,h−1gh
×
{
χαh−1gh (φh = 1),

(χαh−1gh)∗ (φh = −1)
(13)

を導入した．以下の19通りの有効AZクラスを得る．

A, AT , AC , AΓ, AT,C ,
AIII, AIIIT ,
AI, AIC ,
BDI,
D, DT ,
DIII,
AII, AIIC ,
CII,
C, CT ,
CI.

1.2 各EAZクラスにおける，ギャップのあるハミルトニアンに対する対称性演算子
の構成

G0の表現行列をD
α
g , g ∈ G0と書く．「ギャップのある」の意味は，PHSに対する表現行列を，占有状態

と非占有状態を入れ替える演算子に取る，ということ．

準備として，次の問題を考えよう．

WΓ
α = 1なるカイラルクラスにおいては，G0の既約表現αに対して， G0 + ΓG0の既約表現α±であ

って，Dα±
g∈G0

= Dα
g , D

α−
g∈ΓG0

= −Dα+
g なるものが存在する．（表現の中心拡大．）このとき，W

T
α = 1の

場合に，既約表現α±に対するT（C）のWigner判定条件の値は？

WT
α± =

1

|G0 + ΓG0|
∑

g∈TG0+CG0

zg,gχ
α±
g2 (14)

=
1

2

1

|G0|
(
∑

g∈TG0

zg,gχ
α
g2 +

∑
g∈CG0

zg,gχ
α
g2) (15)

=
1

2
(WT

α +WC
α ) (16)

=

 1 (BDI)
0 (DIII,CI)
−1 (CII)

(17)
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ここで，g2 ∈ G0を用いた．よって，BDIの場合に限り， G0 + ΓG0の表現α±を全体G = (G0 + ΓG0) +
T (G0 + ΓG0)に拡張できる．この拡張された行列を，同じ記号でDα±

g と書く．つまり，

ĝ = Dα±
g Kφg , g ∈ G (18)

とすると，ĝは乗数系zg,hを満たす表現となる．

• A.

Dα
g , g ∈ G0.

• AIII.

G0 + ΓG0の既約表現α±であって，Dα±
g∈G0

= Dα
g , D

α−
g∈ΓG0

= −Dα+
g なるものが存在する．こ

のDα+
g を用いて，

ĝ = Dα+
g σ

1−cg
2

y (19)

と定義する．

• AI.

G0 + TG0の表現αであって，D
α
g∈G0

= Dα
gなるものが存在する．このD

α
gを用いて，

ĝ = Dα
gK

φg (20)

と定義する．

• D.

G0 + CG0の表現αであって，D
α
g∈G0

= Dα
gなるものが存在する．このD

α
gを用いて，

ĝ = Dα
g (σxK)φg (21)

と定義する．

• AII.

乗数系をz′g,h = (−1)φgφhzg,hと取り替えるとクラスAIに．乗数系z′g,hにおける群G0 + TG0の表

現αであって，Dα
g∈G0

= Dα
gなるものが存在する．このD

α
gを用いて，

ĝ = Dα
g (iσyK)φg (22)

と定義すると，ĝは乗数系zg,hを満たすG0 + TG0の表現である．

• C.

乗数系をz′g,h = (−1)φgφhzg,hと取り替えるとクラスDに．乗数系z′g,hにおける群G0 + CG0の表

現αであって，Dα
g∈G0

= Dα
gなるものが存在する．このD

α
gを用いて，

ĝ = Dα
g (iσyK)φg (23)

と定義すると，ĝは乗数系zg,hを満たすG0 + CG0の表現である．

• BDI.

上で注意したように， Gの表現Dα±
g Kφgが存在する．この行列を用いて，

ĝ =


Dα±
g (g ∈ G0)

Dα±
g K (g ∈ TG0)

Dα±
g σxK (g ∈ CG0)

Dα±
g σx (g ∈ ΓG0)

(24)

と定義する．
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• DIII.

乗数系z′g,h = (−1)φgφh(−1)
1−cg

2

1−ch
2 zg,hに対するAZクラスはBDI．上の議論より，乗数系z′g,hを

満たす表現行列Dα±
g Kφg , g ∈ Gが存在する．

ĝ =


Dα±
g (g ∈ G0)

Dα±
g iσyK (g ∈ TG0)

Dα±
g K (g ∈ CG0)

Dα±
g iσy (g ∈ ΓG0)

(25)

と定義する．

• CI.

乗数系z′g,h = (−1)
1−cg

2

1−ch
2 zg,hに対するAZクラスはBDI．上の議論より，乗数系z′g,hを満たす表

現行列Dα±
g Kφg , g ∈ Gが存在する．

ĝ =


Dα±
g (g ∈ G0)

Dα±
g K (g ∈ TG0)

Dα±
g iσyK (g ∈ CG0)

Dα±
g iσy (g ∈ ΓG0)

(26)

と定義する．

• CII.

乗数系z′g,h = (−1)φgφhzg,hに対するAZクラスはBDI．上の議論より，乗数系z′g,hを満たす表現行

列Dα±
g Kφg , g ∈ Gが存在する．

ĝ =


Dα±
g (g ∈ G0)

Dα±
g iτyK (g ∈ TG0)

Dα±
g (−iτyσx)K (g ∈ CG0)

Dα±
g σx (g ∈ ΓG0)

(27)

と定義する．

1.3 既約表現を保たない対称性が存在するとき

まずは例として，スピンレス系の文様群p1121′を考えよう．

H(k) = k1γ1 + k2γ2 +mγ0, (28)

ĉH(k)ĉ−1 = H(−k), ĉ2 = 1, (29)

T̂H(k)T̂−1 = H(−k), T̂ 2 = 1, (30)

T̂ ĉ = ĉT̂ . (31)

n = 2のCCの一般論より，再定義は，

c̃ = γ1γ2ĉ, c̃2 = −1, (32)

T̃ = γ1γ2T̂ , T̃ 2 = −1, (33)

T̃ c̃ = c̃T̃ . (34)

よって，EAZクラスはAT . このとき，tr [γ0ĝ], tr [ĝ]はどのように書かれるだろうか．

まず，c̃ = iセクターの2D Diracハミルトニアンは，一般論より,

Hc̃=i = k1σx + k2σy +mσz, c̃ = i (35)

4



で与えられる．よって，

ĉ = σyσxc̃ = σz, tr [γ0ĉ] = 2, tr [ĉ] = 0 (36)

を得る．このとき，c̃ = −iセクターのハミルトニアンは，T̃によるマップを取り，

Hc̃=−i = H(k)∗ = k1σx − k2σy +mσz, c̃ = −i (37)

で与えられる．よって，

ĉ = −σyσxc̃ = σz, tr [γ0ĉ] = 2, tr [ĉ] = 0 (38)

となり，c̃ = iと同一の寄与を与える． AT →A + Aへのマップは，Z→ Z⊕ Z, 1 7→ (2,−2)で与えられ
る．確認のため，フルのDiracハミルトニアンを書くと，

H = k1σx + k2σyτz +mσz, ĉ = σz, T̂ = σzτxK (39)

で与えられるが，1 7→ (2,−2)が確認できる．

1.3.1 一般論

表現のマップをDiracハミルトニアンに対して一般化する．まずは，通常の表現のマップについて思い
出す． |i〉をG0の表現基底とする．つまり

ĝ |j〉 = |i〉 [Dα
g ]ij . (40)

G0 + TG0に対して，マップした表現Tαは以下で与えられる． T̂ |i〉を形式的な表現基底として，

ĝT̂ |j〉 = zg,T ĝT |j〉 = zg,T /zT,T−1gT T̂ T̂−1gT |j〉 = zg,T /zT,T−1gT T̂ |i〉 [Dα
T−1gT ]ij = T̂ |i〉

[
zg,T /zT,T−1gT [Dα

T−1gT ]∗ij

]
(41)

より，

DTα
g∈G0

= zg,T /zT,T−1gT [Dα
T−1gT ]∗ (42)

が得られた．また，T̂の表現行列は形式基底を用いて

T (|j〉 , T |j〉) = (T |j〉 , zT,T T̂ 2 |j〉) = (|i〉 , T |i〉)
(

0 zT,T [Dα
T 2 ]ij

δij 0

)
(43)

つまり，

T̂ =

(
0 zT,TD

α
T 2

1 0

)
K (44)

によって与えられる．

この構成を，有限次元のDiracハミルトニアンに対して拡張したい．対称性変換は波数kを変化させ
ないものとする．特に，

T̂H(k)T̂−1 = H(k). (45)

まず，G0部分の対称性を満たすDiracハミルトニアンは，一般に

Hα(k) =

d∑
j=1

kjγj ⊗ 1α +mγ0 ⊗ 1α, ĝ = 1γ ⊗Dα
g , g ∈ G0 (46)
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によって与えられる．ここで，Dirac行列の空間の単位行列を1γと書いた．さて，全系のハミルトニア
ンを

H(k) =

(
Hα(k)

HTα(k)

)
(47)

と書く．対称性T̂H(k)T̂−1 = H(k)より，HTα(k)の形が定まる．

T̂H(k) =

(
zT,TD

α
T 2HTα(k)∗

Hα(k)∗

)
, (48)

H(k)T̂ =

(
zT,THα(k)Dα

T 2

HTα(k)

)
(49)

よって，このT̂の表現行列においては，単に複素共役を取れば良い．

HTα(k) = Hα(k)∗. (50)

Diracハミルトニアンで書くと，

HTα(k) =

d∑
j=1

kjγ
∗
j +mγ∗0 . (51)

PHS演算子Ĉ，カイラル演算子Γ̂によるマップも同様． Ĉの表現行列を

Ĉ =

(
0 zC,CD

α
C2

1 0

)
K (52)

とすると，対称性ĈH(k)Ĉ−1 = −H(k)より，

HCα(k) = −Hα(k)∗ (53)

となる． Γ̂の表現行列を

Γ̂ =

(
0 zΓ,ΓD

α
Γ2

1 0

)
(54)

とすると，対称性Γ̂H(k)Γ̂−1 = −H(k)より，

HΓα(k) = −Hα(k) (55)

となる．

まとめると，以下の表．

EAZ class H(k) ĝ, g ∈ G0

XT Hα(k)⊕Hα(k)∗ ĝ = Dα
g ⊕DTα

g

XC Hα(k)⊕ [−Hα(k)∗] ĝ = Dα
g ⊕DCα

g

XΓ Hα(k)⊕ [−Hα(k)] ĝ = Dα
g ⊕DΓα

g

XT,C Hα(k)⊕Hα(k)∗ ⊕ [−Hα(k)∗]⊕ [−Hα(k)] ĝ = Dα
g ⊕DTα

g ⊕DCα
g ⊕DTCα

g

1.4 n = 1のCornfeld-Chapman

pg = sg ∈ {±1}なので，pgでなくsgを用いる．

ĝH(k1)ĝ−1 = cgH(sgk1), (56)

H(k1) = k1γ1 +mγ0. (57)
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再定義：

g̃ = γ
1−sg

2
1 ĝ, (58)

g̃H(k1)g̃−1 = cgsgH(k1). (59)

乗数系の変化は

g̃h̃ = g̃γ
1−sh

2
1 ĥ = (cgsgγ1)

1−sh
2 γ

1−sg
2

1 zg,hĝh = (cgsg)
1−sh

2 zg,hg̃h (60)

より，

z̃g,h = (cgsg)
1−sh

2 zg,h. (61)

G̃0 := Kerφg ∩Ker cgsg, (62)

T̃ G̃0 := Ker (1− φ) ∩Ker cgsg, (63)

C̃G̃0 := Ker (1− φ) ∩Ker (−cgsg), (64)

Γ̃G̃0 := Ker (φ) ∩Ker (−cgsg) (65)

を導入する．

G = G̃0 + T̃ G̃+ C̃G̃0 + Γ̃G̃0. (66)

G̃0の既約表現α̃に対してWigner判定条件と直交関係を計算し，有効AZクラスを得る．分類は，

π1(Cs), π1(Rs) (67)

によって得られる．

以下，特に断りなく，1.2の方法で構成された対称性演算子g̃を用いる．表にまとめると以下．

G̃0 T̃ G̃0 C̃G̃0 Γ̃G̃0

A Dα̃
g Dα̃

g

AIII Dα̃+
g σ

1−cgsg
2

y Dα̃
g Dα̃+

g σy
AI Dα̃

gK
φg Dα̃

g Dα̃
gK

φg

BDI Dα̃+
g σ

1−cgsg
2

x Kφg Dα̃
g Dα̃

gK Dα̃+
g σxK Dα̃+

g σx
D Dα̃

g (σxK)φg Dα̃
g Dα̃

g σxK

DIII Dα̃+
g (iσy)φg

1+cgsg
2 +(1−φg)

1−cgsg
2 Kφg Dα̃

g Dα̃
g iσyK Dα̃+

g K Dα̃+
g iσy

AII Dα̃
g (iσyK)φg Dα̃

g Dα̃
g iσyK

CII Dα̃+
g (iτy)φg

1+cgsg
2 +(1−φg)

1−cgsg
2 (−iτyσx)

1−cgsg
2 Kφg Dα̃

g Dα̃
g iτyK Dα̃+

g (−iτyσx)K Dα̃+
g σx

C Dα̃
g (iσyK)φg Dα̃

g Dα̃
g iσyK

CI Dα̃+
g (iσy)

1−cgsg
2 Kφg Dα̃

g Dα̃
gK Dα̃+

g iσyK Dα̃+
g iσy

1.4.1 AIII

ハミルトニアンは

H = k1σx +mσz. (68)

これから，

ĝ = γ
1−sg

2
1 g̃ = Dα̃+

g σ
1−sg

2
x σ

1−cgsg
2

y . (69)
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準同型Z→ Zの計算にはtr [γ0ĝ], g ∈ G0, が， Z→ Z2の計算にはtr [ĝ], g ∈ G0,が用いられる． g ∈ G0の
ときcg = 1に注意すると，

tr [γ0ĝ∈G0
] = tr [σzD

α̃+
g σ

1−sg
2

x σ
1−cgsg

2
y ] = δsg,−1 × 2i× χα̃+

g , (70)

tr [ĝ∈G0
] = tr [Dα̃+

g σ
1−sg

2
x σ

1−cgsg
2

y ] = δsg,1 × 2× χα̃g . (71)

ここで，χα̃+

g∈G̃0
= χα̃gを用いた．

1.4.2 AIIIT

既約表現α̃の寄与に加えて，T̃ α̃の寄与がある．ハミルトニアンは実なので， T̃ α̃セクターのハミルト
ニアンはα̃セクターと同一．

HT̃ α̃(k1) = Hα̃(k1)∗ = k1σx +mσz. (72)

T̃ α̃セクターの対称性演算子を求めよう． α̃セクターの対称性演算子は

ρ̃α̃+
g H(k1)[ρ̃α̃+

g ]−1 = cgsgH(k1), ρ̃α̃+
g = Dα̃+

g σ
1−cgsg

2
y , g ∈ G̃0 + Γ̃G̃0. (73)

一般論より，T̃によるマップを構成すると

ρ̃T̃ (α̃+)
g =

zg,T̃
zT̃ ,T̃−1gT̃

[ρα̃+

T̃−1gT̃
]∗ =

zg,T̃
zT̃ ,T̃−1gT̃

[Dα̃+

T̃−1gT̃
σ

1−cgsg
2

y ]∗ = DT̃ (α̃+)
g (−σy)

1−cgsg
2 . (74)

ここで，

DT̃ (α̃+)
g :=

zg,T̃
zT̃ ,T̃−1gT̃

[Dα̃+

T̃−1gT̃
]∗ (75)

はG̃0 + Γ̃G̃0の既約表現α̃+をT̃でマップした既約表現であり，G̃0の既約表現T̃ α̃をG̃0 + Γ̃G̃0へ拡張した
既約表現(T̃ α̃)+ではないことに注意する．実際，T̃ (α̃+)と(T̃ α̃)+を比較することは，一般にはできな
い．

すると，T̃ α̃セクターにおける，G0 + ΓG0の対称性演算子は，

ρT̃ (α̃+)
g = γ

1−sg
2

1 ρ̃T̃ (α̃+)
g = DT̃ (α̃+)

g σ
1−sg

2
x (−σy)

1−cgsg
2 . (76)

g ∈ G0のときcg = 1に注意すると

tr [γ0ρ
T̃ (α̃+)
g∈G0

] = tr [σzD
T̃ (α̃+)
g σ

1−sg
2

x (−σy)
1−sg

2 ] = δsg,−1 × (−2i)× χT̃ (α̃+)
g , (77)

tr [ρ
T̃ (α̃+)
g∈G0

] = tr [DT̃ (α̃+)
g σ

1−sg
2

x (−σy)
1−sg

2 ] = δsg,1 × 2× χT̃ α̃g . (78)

α̃とT̃ α̃セクターの寄与を合わせると，

tr [γ0ĝ] = δsg,−1 × 2i× [χα̃+
g − χT̃ (α̃+)

g ], (79)

tr [ĝ] = δsg,1 × 2× [χα̃g + χT̃ α̃g ] (80)

を得る．

8



1.4.3 CI

ハミルトニアンは

H = k1σx +mσz (81)

tr [γ0ĝ∈G0
] = tr [σzD

α̃+
g (σx)

1−sg
2 (iσy)

1−cgsg
2 ] = δsg,−1 × (−2)× χα̃+

g , (82)

tr [ĝ∈G0
] = tr [Dα̃+

g σ
1−sg

2
x (iσy)

1−cgsg
2 ] = δsg,1 × 2× χα̃g . (83)

1.4.4 DIII

ハミルトニアンは

H = k1σxτy +mσzτy. (84)

tr [γ0ĝ∈G0
] = tr [σzτyD

α̃+
g (σxτy)

1−sg
2 (iσy)

1−cgsg
2 ] = δsg,−1 × (−4)× χα̃+

g , (85)

tr [ĝ∈G0
] = tr [Dα̃+

g (σxτy)
1−sg

2 (iσy)
1−cgsg

2 ] = δsg,1 × 4× χα̃g . (86)

1.4.5 AI

ハミルトニアンは

H = k1σx +mσz (87)

tr [ĝ∈G0
] = tr [Dα̃

g σ
1−sg

2
x ] = δsg,1 × 2× χα̃g . (88)

1.4.6 AIC

C̃α̃セクターのハミルトニアンは

HC̃α̃(k1) = −Hα̃(k1)∗ = −k1σx −mσz. (89)

α̃セクターの対称性演算子ρ̃α̃g = Dα̃
g , g ∈ G̃0に対して， C̃α̃セクターの対称性演算子は

ρ̃C̃α̃g = DC̃α̃
g , g ∈ G̃0. (90)

したがって，

tr [γ
1−sg

2
1 ρ̃C̃α̃g∈G0

] = tr [(−σx)
1−sg

2 DC̃α̃
g ] = δsg,1 × 2× χC̃α̃g . (91)

α̃, C̃α̃セクターの両寄与を合わせると，

tr [ĝ∈G0
] = δsg,1 × 2× [χα̃g + χC̃α̃g ]. (92)

1.4.7 BDI

ハミルトニアンは

H = k1σyτy +mσz (93)

tr [ĝ∈G0 ] = tr [Dα̃+
g (σyτy)

1−sg
2 σ

1−cgsg
2

x ] = δsg,1 × 4× χα̃g . (94)
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1.5 n = 2のCornfeld-Chapman

ĝH(k)ĝ−1 = cgH(pgk), (95)

H(k) = k1γ1 + k2γ2 +mγ0. (96)

pg = rθgm
1−sg

2
1 , θg ∈ (−π, π] (97)

とSO(2)部分と鏡映部分に分ける．ここでrθはθ回転，m1はk1方向の鏡映mk = (−k1, k2)．

再定義：

g̃ = γ
1−sg

2
1 e

θg
2 γ1γ2 ĝ, (98)

g̃H(k)g̃−1 = cgsgH(k). (99)

乗数系の変化は（計算略）

g̃h̃ = zg,h(cgsg)
1−sh

2 z′g,hg̃h. (100)

ここで，z′g,h ∈ {±1}を，

γ
1−sh

2
1 e

θh
2 γ1γ2γ

1−sg
2

1 e
θg
2 γ1γ2 = z′g,hγ

1−sgh
2

1 e
θgh
2 γ1γ2 (101)

で定義した． z′g,hは，γ1γ2 7→ iσzと置くことで計算実行される．

1.5.1 A

H = k1σx + k2σy +mσz. (102)

e−
θg
2 γ1γ2γ

1−sg
2

1 = e−
θg
2 iσzσ

1−sg
2

x . (103)

tr [γ0ĝ] = tr [σze
− θg2 iσzσ

1−sg
2

x Dα̃
g ] = δsg,1 × (−2i sin

θg
2

)× χα̃g , (104)

tr [ĝ] = tr [e−
θg
2 iσzσ

1−sg
2

x Dα̃
g ] = δsg,1 × 2 cos

θg
2
× χα̃g . (105)

1.5.2 C

H = k1σx + k2σy +mσz. (106)

Aと同一．

1.5.3 D

H = k1σxτy + k2σyτy +mσz. (107)
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e−
θg
2 γ1γ2γ

1−sg
2

1 = e−
θg
2 iσz (σxτy)

1−sg
2 . (108)

tr [γ0ĝ] = tr [σze
− θg2 iσz (σxτy)

1−sg
2 Dα̃

g ] = δsg,1 × (−4i sin
θg
2

)× χα̃g , (109)

tr [ĝ] = tr [e−
θg
2 iσz (σxτy)

1−sg
2 Dα̃

g ] = δsg,1 × 4 cos
θg
2
× χα̃g . (110)

1.5.4 AI

H = k1σx + k2σyτy +mσz (111)

e−
θg
2 γ1γ2γ

1−sg
2

1 = e−
θg
2 iσzτyσ

1−sg
2

x . (112)

tr [ĝ] = tr [e−
θg
2 iσzτyσ

1−sg
2

x Dα̃
g ] = δsg,1 × 4 cos

θg
2
× χα̃g . (113)

1.5.5 CI

H = k1σxτz + k2σxτx +mσz. (114)

e−
θg
2 γ1γ2γ

1−sg
2

1 = e−
θg
2 iτy (σxτz)

1−sg
2 . (115)

tr [ĝ] = tr [e−
θg
2 iτy (σxτz)

1−sg
2 Dα̃

g (iσy)
1−cgsg

2 ] = δsg,1 × 4 cos
θg
2
× χα̃g . (116)

1.6 n = 3のCornfeld-Chapman

ĝH(k)ĝ−1 = cgH(pgk), (117)

H(k) = k1γ1 + k2γ2 + k3γ3 +mγ0. (118)

pg = r(n̂g, θg)I
1−sg

2 , θg ∈ (−π, π] (119)

とSO(3)部分と鏡映部分に分ける．ここでr(n̂, θ)はn̂軸周りθ回転，Iは反転Ik = −k.

再定義：

g̃ = (γ1γ2γ3)
1−sg

2 q(n̂g, θg)ĝ, (120)

q(n̂, θ) := e
θ
2 (n1γ2γ3+n2γ3γ1+n3γ1γ2), (121)

g̃H(k)g̃−1 = cgsgH(k). (122)

乗数系の変化は（計算略）

g̃h̃ = zg,h(cgsg)
1−sh

2 z′g,hg̃h, (123)

z′は

(γ1γ2γ3)
1−sh

2 q(n̂h, θh)(γ1γ2γ3)
1−sg

2 q(n̂g, θg) = z′g,h(γ1γ2γ3)
1−sgh

2 q(n̂gh, θgh) (124)

で定義した． z′g,hは，(γ2γ3, γ3γ1, γ1γ2) = iσと置くことで計算実行される．

11



1.6.1 AIII

H = k · τσx +mσz. (125)

q(n̂g, θg)
†(γ3γ2γ1)

1−sg
2 = e−

iθg
2 n̂g·τ (−iσx)

1−sg
2 (126)

tr [γ0ĝ∈G0
] = tr [σze

− iθg2 n̂g·τ (−iσx)
1−sg

2 Dα̃+
g σ

1−cgsg
2

y ] = δsg,−1 × 4 cos
θg
2
× χα̃+

g , (127)

tr [ĝ∈G0
] = tr [e−

iθg
2 n̂g·τ (−iσx)

1−sg
2 Dα̃+

g σ
1−cgsg

2
y ] = δsg,1 × 4 cos

θg
2
× χα̃g . (128)

1.6.2 CII

H = k · τσy +mσz. (129)

q(n̂g, θg)
†(γ3γ2γ1)

1−sg
2 = e−

iθg
2 n̂g·τ (−iσy)

1−sg
2 (130)

tr [γ0ĝ∈G0 ] = tr [σze
− iθg2 n̂g·τ (−iσy)

1−sg
2 Dα̃+

g σ
1−cgsg

2
x ] = δsg,−1 × (−4 cos

θg
2

)× χα̃+
g , (131)

tr [ĝ∈G0
] = tr [e−

iθg
2 n̂g·τ (−iσy)

1−sg
2 Dα̃+

g σ
1−cgsg

2
x ] = δsg,1 × 4 cos

θg
2
× χα̃g . (132)

1.6.3 BDI

H = k · (τxµy, τy, τzµy)σy +mσz. (133)

q(n̂g, θg)
†(γ3γ2γ1)

1−sg
2 = e−

iθg
2 n̂g·(τxµy,τy,τzµy)T (−iσy)

1−sg
2 (134)

tr [γ0ĝ∈G0
] = tr [σze

− iθg2 n̂g·(τxµy,τy,τzµy)T (−iσy)
1−sg

2 Dα̃+
g σ

1−cgsg
2

x ] = δsg,−1 × (−8 cos
θg
2

)× χα̃+
g , (135)

tr [ĝ∈G0
] = tr [e−

iθg
2 n̂g·(τxµy,τy,τzµy)T (−iσy)

1−sg
2 Dα̃+

g σ
1−cgsg

2
x ] = δsg,1 × 8 cos

θg
2
× χα̃g . (136)

1.6.4 C

H = k · στx +mτy. (137)

q(n̂g, θg)
†(γ3γ2γ1)

1−sg
2 = e−

iθg
2 n̂g·σ(−iτx)

1−sg
2 (138)

tr [ĝ∈G0
] = tr [e−

iθg
2 n̂g·σ(−iτx)

1−sg
2 Dα̃+

g ] = δsg,1 × 4 cos
θg
2
× χα̃g . (139)
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1.6.5 CI

H = k · (τx, τyµy, τz)σx +mσz. (140)

q(n̂g, θg)
†(γ3γ2γ1)

1−sg
2 = e−

iθg
2 n̂g·(τxµy,τy,τzµy)T (−iσx)

1−sg
2 (141)

tr [ĝ∈G0
] = tr [e−

iθg
2 n̂g·(τxµy,τy,τzµy)T (−iσx)

1−sg
2 Dα̃+

g (iσy)
1−cgsg

2 ] = δsg,1 × 8 cos
θg
2
× χα̃g . (142)

1.7 まとめ

n = 1.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]
AIII δsg,−1 × 2i× χα̃+

g δsg,1 × 2× χα̃g
AIIIT δsg,−1 × 2i× [χα̃+

g − χT̃ (α̃+)
g ] δsg,1 × 2× [χα̃g + χT̃ α̃g ]

CI δsg,−1 × (−2)× χα̃+
g δsg,1 × 2× χα̃g

DIII δsg,−1 × (−4)× χα̃+
g δsg,1 × 4× χα̃g

AI δsg,1 × 2× χα̃g
AIC δsg,1 × 2× [χα̃g + χC̃α̃g ]
BDI δsg,1 × 4× χα̃g

n = 2.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]

A δsg,1 × (−2i sin
θg
2 )× χα̃g δsg,1 × 2 cos

θg
2 × χ

α̃
g

C δsg,1 × (−2i sin
θg
2 )× χα̃g δsg,1 × 2 cos

θg
2 × χ

α̃
g

D δsg,1 × (−4i sin
θg
2 )× χα̃g δsg,1 × 4 cos

θg
2 × χ

α̃
g

AI δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

CI δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

n = 3.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]

AIII δsg,−1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃+
g δsg,1 × 4 cos

θg
2 × χ

α̃
g

CII δsg,−1 × (−4 cos
θg
2 )× χα̃+

g δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

BDI δsg,−1 × (−8 cos
θg
2 )× χα̃+

g δsg,1 × 8 cos
θg
2 × χ

α̃
g

C δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

CI δsg,1 × 8 cos
θg
2 × χ

α̃
g

このように，結果はθg ∈ (−π, π]と既約指標χα̃
g∈G̃0

のG̃0 + Γ̃G̃0の拡大χ
α̃+

g∈G̃0+Γ̃G̃0
にのみ依存する．対

称性演算子の構成において，クラスDIII,CIについてはΓ̃G̃0の乗数系をz̃
′
g,h = −zg,h, g, h ∈ Γ̃G̃0と取り

替えた．上記の結果を，もとの乗数系z̃g,hに対する既約指標の拡大χ
α̃+
g の場合に書き換えることができ

る．また，tr [ĝ]は，Z2へのマップなので，符号に意味はなく，したがって相対的にtr [γ0ĝ]の符号に意
味がないことを考慮すると，結果は以下のようにまとめられる．

カイラルクラスについては，群G̃0の既約指標χ
α̃
gの乗数系z̃g,hにおけるG̃0 + Γ̃G̃0への拡大のひとつ

をχα̃+
g とする．
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• n = 1.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]
AIII δsg,−1 × 2i× χα̃+

g δsg,1 × 2× χα̃g
CI δsg,−1 × 2i× χα̃+

g δsg,1 × 2× χα̃g
DIII δsg,−1 × 4i× χα̃+

g δsg,1 × 4× χα̃g
AI δsg,1 × 2× χα̃g
BDI δsg,1 × 4× χα̃g

• n = 2.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]

A δsg,1 × 2i sin
θg
2 × χ

α̃
g δsg,1 × 2 cos

θg
2 × χ

α̃
g

C δsg,1 × 2i sin
θg
2 × χ

α̃
g δsg,1 × 2 cos

θg
2 × χ

α̃
g

D δsg,1 × 4i sin
θg
2 × χ

α̃
g δsg,1 × 4 cos

θg
2 × χ

α̃
g

AI δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

CI δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

• n = 3.
AZ tr [γ0ĝ] tr [ĝ]

AIII δsg,−1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃+
g δsg,1 × 4 cos

θg
2 × χ

α̃
g

CII δsg,−1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃+
g δsg,1 × 4 cos

θg
2 × χ

α̃
g

BDI δsg,−1 × 8 cos
θg
2 × χ

α̃+
g δsg,1 × 8 cos

θg
2 × χ

α̃
g

C δsg,1 × 4 cos
θg
2 × χ

α̃
g

CI δsg,1 × 8 cos
θg
2 × χ

α̃
g

2 Diracハミルトニアンのトポロジカル数

各EAZクラスにおける，Diracハミルトニアン

H(k) =

d∑
i=1

kiγi +mγ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(k), g ∈ G (143)

が与えられたときの各種トポロジカル数についてまとめる．群Gの分解を

G = G0 + TG0 + CG0 + ΓG0 (144)

とする．

2.1 d=0

EAZ 既約分解公式

A Z #(α irreps) 1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0ĝ]

AI Z #(α irreps) 1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0ĝ]

AII Z #(α irreps) 1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0ĝ]× 1
2

D Z2 #(α irreps) mod 2 1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

BDI Z2 #(α irreps) mod 2 1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

2.2 d=1

H(k) = k1γ1 +mγ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(k), g ∈ G. (145)
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2.2.1 巻き付き数

クラスAIII. DIII, CIについては，Z数は1d巻き付き数で与えられるが，一般には，Γ2 = 1のようなカ
イラル演算子が必ずしも存在するわけではない．既約表現αをG0 + ΓG0への拡大α±の数を数えれば良
い． [2] 以下で与えられる．

w1d =
1

2
{#(α+ irreps)−#(α− irreps)} (146)

ここで， 1
2は巻き付き数1を与えるDiracハミルトニアンの次元より．指標について，

χα±g∈G0
= χαg , χα−g∈ΓG0

= −χα+
g (147)

に注意する．

g ∈ ΓG0に対する対称性演算子ĝをハミルトニアンと可換な対称性

ρ(g) := (iγ0γ1)cg ĝ, ρ(g)ρ(h) = zg,hρ(gh), g ∈ G0 + ΓG0 (148)

と再定義する．(iγ0γ1)2 = 1に注意．すると，

#(α± irreps) =
1

|G0 + ΓG0|
∑

g∈G0+ΓG0

(χα±g )∗tr ρ(g) (149)

=
1

2

1

|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr ρ(g)±
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr ρ(g)

 (150)

より，

w1d =
1

2

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr ρ(g) =

1

2

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [iγ0γ1ĝ] (151)

を得る．

2.2.2 Z2数

クラスAI, BDIはZ2数で既約分解する． AIの模型は2× 2, BDIの模型は4× 4であることを踏まえると，
Z2数は

ν = #(α irreps)×
{

1
2 (AI)
1
4 (BDI)

(152)

で与えられる．ここで，

#(α irreps) =
1

|G0|
∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ]. (153)

まとめ．
EAZ 既約分解公式

AIII Z 1
2

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

DIII Z 1
4

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

CI Z 1
2

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

AI Z2
1
2

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

BDI Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2
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2.3 d=2

H(k) = k1γ1 + k2γ2 +mγ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(k), g ∈ G. (154)

2.3.1 Chern数

一般論より，既約表現αへの射影は

Pα =
dim(α)

|G0|
∑
g∈G0

(χαg )∗ĝ. (155)

既約表現αにおけるChern数は以下で与えられる．

ch =
1

dim(α)

1

2i
tr [γ0γ1γ2Pα] =

1

2i

1

|G0|
∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0γ1γ2ĝ]. (156)

2.3.2 Z2数

クラスDIII, AIIはZ2数で既約分解する．模型は4× 4であることより，Z2数は

ν =
1

4
#(α irreps) (157)

で与えられる．

まとめ．
EAZ 既約分解公式

A Z 1
2i

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0γ1γ2ĝ]

D Z 1
2i

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0γ1γ2ĝ]

C Z 1
4i

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0γ1γ2ĝ]

DIII Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

AII Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

2.4 d=3

H(k) = k1γ1 + k2γ2 + k3γ3 +mγ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(k), g ∈ G. (158)

2.4.1 巻き付き数

クラスAIII. BDI, CIIについては，Z数は3d巻き付き数で与えられる．公式は1dの場合と同様にして，

w3d =
1

4
{#(α+ irreps)−#(α− irreps)} (159)

で与えられる． g ∈ ΓG0に対する対称性演算子ĝをハミルトニアンと可換な対称性

ρ(g) := (γ0γ1γ2γ3)cg ĝ, ρ(g)ρ(h) = zg,hρ(gh), g ∈ G0 + ΓG0 (160)
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と再定義する． (γ0γ1γ2γ3)2 = 1に注意．

w3d =
1

4

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr ρ(g) =

1

4

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1γ2γ3ĝ] (161)

を得る．

2.4.2 Z2数

Cの模型は4× 4：

H = k · στx +mτy, C = σyK. (162)

CIの模型は4× 4：

H = k · στx +mτy, C = σyK, T = σyτzK. (163)

よってZ2数は

ν =
1

4
#(α irreps) (164)

で与えられる．ここで，

#(α irreps) =
1

|G0|
∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ]. (165)

まとめ．
EAZ 既約分解公式

AIII Z 1
4

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1γ2γ3ĝ]

BDI Z 1
8

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1γ2γ3ĝ]

CII Z 1
4

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1γ2γ3ĝ]

C Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

CI Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

2.5 一般のd次元

一般の偶数次元d = 2nのとき，第nChern数chnは，

chn =
1

(2i)n
×
∑
g∈G0

(χαg )∗tr [γ0γ1 · · · γ2nĝ]. (166)

で与えられる． 1

1

d = 2 : tr [σxσyσz ] = 2i,

d = 4 tr [σxτxσyτxσzτxτyτz ] = (2i)2,

...

d = 2n tr [· · · ] = (2i)n.
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一般の奇数次元d = 2n− 1において，Diracハミルトニアン

H(k) =

2n−1∑
i=1

kiγi +mγ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(k), g ∈ G (167)

において，G0 + ΓG0の表現を

ρ(g) := (−inγ0 · · · γ2n−1)ĝ, ρ(g)ρ(h) = zg,hρ(gh), g, h ∈ G0 + ΓG0 (168)

によって定義すると， 2(2n− 1)次元巻き付き数はChern数と同様の表式

w2n−1 =
1

(2i)n
1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1 · · · γ2n−1ĝ] (169)

で与えられる．

Z2数はα既約表現の数を何らかの偶数で割ることにより与えられるが， α既約表現の数は，一般論
から

1

|G0|
∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] (170)

で与えられる．

3 実関数表現(undercnst)

本節では，波数空間における磁気点群の作用

k 7→ pgk, g ∈ G (171)

の実関数表現を与える．ここで，pgは反ユニタリな対称性における−1を含むことに注意する．

3.1 1次元表現

f(k) =
∑

n,m,l,n+m+l≤d

anmlk
n
xk

m
y k

l
z (172)

を仮定して，1次元表現ηg ∈ {±1}に対して方程式

f(pgk) = ηgf(k) (173)

をランダムに点kを何点か選んで1次方程式を解く．

3.2 2次元表現

xy面内の回転行列は，高々16個のみ．その16個の回転行列に対して，trを計算する． Mgを表現行列，
χgを，２次元表現の指標とする．

2(γ0 · · · γ2n−1)2 = (−1)nに注意する．
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• χg = 2であれば，Mg = 1． H = {g ∈ G|χg = 2}はGの正規部分群．コセット分解G/Hに対する
表現行列を求めれば十分．

• χg = 1, 0,−1,−2に対して，可能な15個の回転行列の集合を作り， Tuplesで全ての可能な組み合
わせを作り，MgMh = Mgh, g, h ∈ G/Hを満たすものを取る．

得られた表現行列Mgに対して，方程式

f(pgk) = Mgf(k), g ∈ G (174)

を解く．

3.3 3次元表現

f(k) = (kx, ky, kz)
T (175)

のみ考えれば十分．（予想）

4 EAZクラスとgrading

K群の次数と対称性についてまとめる．

Ep,−n1 = Kp−n(Xp, Xp−1) =
∏

Kp−n(Dp, ∂Dp) =
∏

K−n(pt) (176)

だった．次数−nの対称性が知りたい．次数0の対称性を

ĝHĝ−1 = (−1)cgH, ĝĥ = zg,hĝh, ĝ = ugK
φg (177)

とする．次数−nのシフトは，以下のカイラル対称性を加えることと等価．

γiHγ
−1
i = −H, {γi, γj} = 2δij , ĝγi = (−1)cgγiĝ. (178)

まずはn = 1のときの変化を見る．カイラル対称性γが加わることにより，群元が２倍となる．群元
そのものも{γg}g∈Gと書こう．

G′ = G+ γG. (179)

明らかに，

φγg = 1, cγg = 1− cg. (180)

対称性演算子を

γ̂g := γĝ (181)

と定義すると，

ĝĥ = zg,hĝh, (182)

ĝγ̂h = ĝγĥ = (−1)cgzg,hγ̂gh, (183)

γ̂gĥ = γĝĥ = zg,hγ̂gh, (184)

γ̂gγ̂h = γĝγĥ = (−1)cgzg,hĝh. (185)
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これをみると，

εg :=

{
0 (g ∈ G)
1 (g ∈ γG)

(186)

を定義すると，

z′g,h = (−1)cgεhzg,h, g, h ∈ G+ γG (187)

と書くことができる．

次にn = 2の場合を考える． γ1 = σx, γ2 = σz, H = σy ⊗H ′, ĝ = σ
cg
y ⊗ ĝ′とおくと，γ1, γ2を消去でき

る．このとき，ĝ′が従う乗数系が変化する．

ĝĥ = σcgy ⊗ ĝ′σchy ⊗ ĥ′ = (−1)φgchσ
cgh
y ⊗ ĝ′ĥ′ (188)

より，

z′g,h = (−1)φgchzg,h. (189)

また，cgも変化する．

ĝH = σcgy ⊗ ĝ′σy ⊗H ′ = (−1)φgσ1−cg
y ĝ′H ′, (190)

Hĝ = σy ⊗H ′σcgy ⊗ ĝ′ = σ1−cg
y ⊗H ′ĝ′ (191)

より，

ĝ′H ′ĝ′−1 = (−1)φg+cgH ′. (192)

つまり

c′g = φg + cg mod 2. (193)

まとめると以下．

G′ φ′g c′g z′g,h γ

n = 0 G φg cg zg,h
n = 1 G+ γG φg cg + εg (−1)cgεhzg,h ĝγ = (−1)cgγĝ, g ∈ G
n = 2 G φg cg + φg (−1)φgchzg,h
n = 3 G+ γG φg cg + φg + εg (−1)(cg+φg)εh+φgchzg,h ĝγ = (−1)cg+φgγĝ, g ∈ G
n = 4 G φg cg (−1)φgφhzg,h
n = 5 G+ γG φg cg + εg (−1)cgεh+φgφhzg,h ĝγ = (−1)cgγĝ, g ∈ G
n = 6 G φg cg + φg (−1)φg(ch+φh)zg,h
n = 7 G+ γG φg cg + φg + εg (−1)(cg+φg)εh+φg(ch+φh)zg,h ĝγ = (−1)cg+φgγĝ, g ∈ G

• φ′g = φg = 0のとき，偶数のnについては，z′g,h = zg,h，奇数のnについてはz
′
g,h = (−1)cgεhzg,h．

• 偶数次については，TRSとPHSの役割が入れ替わる．

• G0の既約表現は超伝導ギャップ関数の1次元表現に依存しない．一方で，G0 + γΓG0の既約表現
は，超伝導ギャップ関数の１次元表現に依存する．... だと思ったが，全ての場合について計算
してみると，G0 + γΓG0の乗数系は，normal phaseだけで決まるようだ． 証明を考える

nが奇数の場合に，カイラル対称性γを新しい対称性として追加した計算は行いたくはない．
n 6= 0の場合にn = 0の既約指標以外のものが現れる可能性はあるか？
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4.1 常伝導相

G = G0 + TG0, cg ≡ 0として，

G′ φ′g c′g z′g,h
n = 0 {G0, TG0, 0, 0} φg 0 zg,h
n = 1 {G0, TG0, γTG0, γG0} φg εg zg,h
n = 2 {G0, 0, TG0, 0} φg φg zg,h
n = 3 {G0, γTG0, TG0, γG0} φg φg + εg (−1)φgεhzg,h
n = 4 {G0, TG0, 0, 0} φg 0 (−1)φgφhzg,h
n = 5 {G0, TG0, γTG0, γG0} φg εg (−1)φgφhzg,h
n = 6 {G0, 0, TG0, 0} φg φg (−1)φgφhzg,h
n = 7 {G0, γTG0, TG0, γG0} φg φg + εg (−1)φgεh+φgφhzg,h

対応して，半端な並進も定義する．

tg, g ∈ G→ t[g], g ∈ G+ γG. (194)

4.2 超伝導相

G =


{G0, TG0, CG0,ΓG0} (n = 0, 4)
{G0 + ΓγG0, T (G0 + ΓγG0), C(G0 + ΓγG0),Γ(G0 + ΓγG0)} (n = 1, 3)
{G0, CG0, TG0,ΓG0} (n = 2, 6)
{G0 + ΓγG0, C(G0 + ΓγG0), T (G0 + ΓγG0),Γ(G0 + ΓγG0)} (n = 3, 7)

(195)

奇数のn次については，ユニタリな対称性は増えるが，必要な既約表現の数は増えないはず．既約
表現を増やさないように定式化できるか？

考えてみよう． n = 1はカイラル対称性がひとつ増えた場合のトポロジカル数． Diracハミルトニ
アンのトポロジカル数はすでにまとめたものがある．

EAZ 既約分解公式

AIII Z 1
2

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

DIII Z 1
4

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

CI Z 1
2

1
|G0|

∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [γ0γ1ĝ]

AI Z2
1
2

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

BDI Z2
1
4

1
|G0|

∑
g∈G0

(χαg )∗tr [ĝ] mod 2

5 カイラル指数について

3

一般に，異なる既約表現間で，カイラリティを比較する方法は，ない．例えば，”total chirality”な
どは，定義できない場合もある．この点についてまとめる．

3（動機）AHSSの第一微分dp,−n
1 において，奇数のnについては，カイラル演算子のため，群元を２倍に拡張する必要がある

が，なんとか群元を増やさずに第一微分の計算ができないだろうか？結論は，異なるセクター間のカイラリティを比較する方
法は一般には存在しないので，群元を２倍にすることは避けられない．
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群をG = G0 + ΓG0とする． G0の既約表現αに対して，Γα ∼ αとする．すると，一般論より，
G0 + ΓG0の既約表現α±であって，

χα±g∈G0
= χαg , χα−g∈ΓG0

= −χα+
g (196)

を満たすものが存在する． α+とα−をG0 + ΓG0の既約表現から選ぶ標準的な方法はない． α+, α−を
固定したとき，カイラル指数は

#(α+ irreps)−#(α− irreps) =
1

|G0 + ΓG0|
∑

g∈G0+ΓG0

(χα+
g − χα−g )∗tr [ĝ] =

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [ĝ]

(197)

と定義される．

G0の別の既約表現βが存在し，Γβ ∼ βとする．このとき，既約表現β+をG0 + ΓG0の既約表現の
集合から選ぶことにより， βセクターの正のカイラリティが定まる． αセクターの正のカイラリテ
ィα+とは一般には無関係であることに注意する．

部分群H ⊂ Gに対して， Hがカイラル対称性を有する場合を考える． H = H0 + ΓH0． H0の既約
表現γに対して，Γγ ∼ γとする．すると，γセクターの正のカイラリティが，H0 + ΓH0の既約表現か
らγ+を選ぶことにより定まる．

α+, β+はG0 + ΓG0の既約表現なので，部分群H0 + ΓH0の既約表現であるγ±と内積を取ることが
できる．部分群Hに制限したときのα+のカイラル指数の変化が以下で与えられる．

(γ+, α+)− (γ−, α+) =
1

|H0|
∑
g∈ΓH0

(χγ+
g )∗χα+

g . (198)

この変化が有限値である場合は，カイラル指数の変化を通して，α+とβ+の正のカイラリティを比較
することができる．

“total chirality”が定義できない例は， G = Z4 = {e, σ2} + σ{e, σ2}の場合．このとき，カイラル演
算子を含むようなGの意味のある部分群が存在しない．

6 ギャップレス点の電荷として第一微分を定式化できるか？

次数n = −1はn = 0の対称性クラスにおけるギャップレス点，としての意味がある．第一微分をギャ
ップレス点の広がりとして解釈できるが，この際に，カイラル対称性を群に追加せずに定式化できる
だろうか．

AIIITとAIIICの違いを検出できるかどうかに興味がある．ここで，AIIITはTによってカイラリテ
ィが変化しない，AIIICはカイラリティが変化する場合，として定義したい．

AIIIT : (1, 1), (199)

AIIIC : (1,−1). (200)

両者は，カイラリティの総和に関して明確な違いがあるように思える．しかし，考えてみると，既約
表現αとTαとで，ギャップレス点のカイラリティを比較する方法がないようにも思える．この点を真
面目に考えよう．

G = G0 + ΓG0 + T (G0 + ΓG0)とする．既約表現αに対して，WΓ
α = 1，つまり，Γα ∼ αとする．こ

のとき，一般論より，G0 + ΓG0の既約表現α±であって，

Dα±
g∈G0

= Dα
g , Dα−

g∈ΓG0
= −Dα+

g∈ΓG0
(201)
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なるものが存在する．詳細を見る． Γ ∈ ΓG0をひとつ選ぶ． Γα ∼ αは，あるユニタリ行列Uαが存在
して，

DΓα
g =

zg,Γ
zΓ,Γ−1gΓ

Dα
Γ−1gΓ = U−1

α Dα
g Uα (202)

を意味する． Dα
Γ ∼ Uαだが，U(1)位相を条件

zΓ,ΓD
α
Γ2 = U2

α (203)

で決める．Uαが解のとき，−Uαも解であり，カイラリティに対応する．相対的にしか意味を持たない
ことに注意する．

Dα±
Γ = ±Uα (204)

と定義し，一般のg ∈ ΓG0に対しては，

Dα±
gΓ = z−1

g,ΓD
α
g (±Uα), g ∈ G0 (205)

と定義する．

そもそも，カイラリティの総和はいつでも定義できるだろうか？カイラリティの総和の定義は暗
に{e,Γ} ⊂ G0 + ΓG0なる部分群の存在を仮定している． Γ2 = eなる群元が存在する場合は問題ない
が，一般にはそうではない場合もあるだろう．

G = Z4 = G0 + ΓG0 = {e, σ2}+ σ{e, σ2} (206)

なる場合を考えよう．乗数系を自明zg,h ≡ 1とする． Z2 = {e, σ2}の既約表現は自明表現と符号表現が
ある．

D+
e = 1, D+

σ2 = 1, (207)

D−e = 1, D−σ2 = −1. (208)

これをσでマップした既約表現は

Dσ(±)
g = D±g (209)

となる．ユニタリ行列U±を決める条件は

U2
± = D±σ2 = ±1 (210)

となる． U+ ∈ {±1}, U− ∈ {±i}である．この例を見ると，カイラリティの総和，は一般には定義でき
ないことがわかる．

それではそもそも(1, 1), (1,−1)を区別する必要はないか？単一のG0だけを考えている状況ではカイ
ラリティを比較する方法が存在しないが， G0の部分群を取る場合には，カイラリティを適切に合わせ
る必要があるだろう．つまり，対称性をG0 → G′0と落としたときに，カイラリティの変化の符号を計
算する必要がありそうだ．

再び例を考える．

G = Z2 × Z2 = G0 + ΓG0 = {e, σ1}+ σ2{e, σ1} (211)

なる場合を考えよう．乗数系を自明zg,h ≡ 1とする． Z2 = {e, σ1}の既約表現は自明表現と符号表現が
ある．

Dα0
e = 1, Dα0

σ1
= 1, (212)

Dα1
e = 1, Dα1

σ1
= −1. (213)

23



これをσ2でマップした既約表現は

Dσ2αj
g = Dαj

g (214)

となる．ユニタリ行列Uαjを決める条件は

[Uαj ]
2 = Dαj

e = 1 (215)

となる．よって，Uαj ∈ {±1}である．４通りの選び方がある．

Dα0+
σ2

= η0, Dα1+
σ2

= η1, η0, η1 ∈ {±1}. (216)

各４通りの選び方について，Z2 × Z2の既約表現を並べる．

(η0, η1) = (1, 1) :

e σ1 σ2 σ2σ1

Dα0+ 1 1 1 1
Dα0− 1 1 −1 −1
Dα1+ 1 −1 1 −1
Dα1− 1 −1 −1 1

(217)

(η0, η1) = (1,−1) :

e σ1 σ2 σ2σ1

Dα0+ 1 1 1 1
Dα0− 1 1 −1 −1
Dα1+ 1 −1 −1 1
Dα1− 1 −1 1 −1

(218)

(η0, η1) = (−1, 1) :

e σ1 σ2 σ2σ1

Dα0+ 1 1 −1 −1
Dα0− 1 1 1 1
Dα1+ 1 −1 1 −1
Dα1− 1 −1 −1 1

(219)

(η0, η1) = (−1,−1) :

e σ1 σ2 σ2σ1

Dα0+ 1 1 −1 −1
Dα0− 1 1 1 1
Dα1+ 1 −1 −1 1
Dα1− 1 −1 1 −1

(220)

対称性を部分群H = {e}+ σ2{e}に落とすと， Hのカイラリティの定義と比較して，Gの各セクターの
カイラリティの，Hのカイラリティへの変化が定義できる．

この例を見ると，カイラリティの総和が定義できそうであるが，U±の選び方に依存するだろう．

6.1 back up

ギャップレス点のハミルトニアン，及び対称性演算子は具体的に

H = 0, ĝ = Dα+
g , g ∈ G0 + ΓG0 (221)

によって与えられる．与えられた任意のハミルトニアンに対して，ギャップレス点の電荷は，α±の数
の差，つまり，

1

|G0 + ΓG0|
∑

g∈G0+ΓG0

{(χα+
g )∗ − (χα−g )}tr [ĝ] =

1

|G0|
∑
g∈ΓG0

(χα+
g )∗tr [ĝ] (222)
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で与えられる． α±の選び方に依存することに注意． αセクターのカイラリティに対して，相対的
にTαセクターのカイラリティを一意に決める方法があれば，γを群に追加した既約表現の計算をしな
くても良い． AIIITの仮定より，Tαとαは非等価． T ∈ TG0をひとつ選び，既約表現Tαは

DTα
g∈G0

=
zg,T

zT,T−1gT
[Dα

T−1gT ]∗ (223)

で与えられる．

7 E2ページの計算

次のコホモロジーを計算したい．

A
f−−−−→ B

g−−−−→ C. (224)

g ◦ f = 0である．ねじれ部分をZに拡張する．

PA −−−−→ PB −−−−→ PCy y yiC
Ã

f̃−−−−→ B̃
g̃−−−−→ C̃y y y

A
f−−−−→ B

g−−−−→ C

(225)

一般論より

Ker g = πB̃(Ker (g̃ ⊕ iC))/PB , Im f = (Im f̃ + PB)/PB . (226)

第３同型定理より，

Ker g/Im f = πB̃(Ker (g̃ ⊕ iC))/(Im f̃ + PB). (227)

一般に，自由アーベル群A ⊂ Bに対して，Bの基底をAの基底で展開する計算は，擬逆行列によって与
えられる．

8 d2の計算

8.1 2d, 絶縁体

先ずは最も簡単な状況として，2次元の常伝導相を考える． AHSSの計算によって，E2ページ

n = 0 E0,0
2 E1,0

2 E2,0
2

n = 1 E0,−1
2 E1,−1

2 E2,−1
2

Ep,−n2 p = 0 p = 1 p = 2

が与えられている．対称性は以下．

G′ φ′g c′g z′g,h
n = 0 {G0, TG0, 0, 0} φg 0 zg,h
n = 1 {G0, TG0, γTG0, γG0} φg εg zg,h
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0セルk0近傍におけるバンド反転の模型

H(k) = f(k)γ1 + (k2 − µ)γ0, ĝH(k)ĝ−1 = (−1)cgH(gk), ĝĥ = zg,hĝh, g, h ∈ Gk0 (228)

を考える． k→ k0に制限することにより，E
0,0
1 の元が定まる．

[γ0] ∈ E0,0
1 . (229)

[γ0] /∈ E0,0
2 ，つまり，両立関係を満たさない場合は，1セル上の点ノードを意味する． [γ0] ∈ E0,0

2 とす
る．このとき，一般点（GP）におけるハミルトニアン

H ′ = k1γ1 + k2γ0, ĝH ′ĝ−1 = (−1)cgH ′, g ∈ GGP (230)

において，GGPの元は波数を変化させないことに注意すると，

ĝγ1ĝ
−1 = (−1)cgγ1, ĝγ0ĝ

−1 = (−1)cgγ0, g ∈ GGP (231)

が従い，γ1は次数n = 1におけるカイラル対称性の役割を果たすことがわかる．よって，質量
項γ0はE

2,−1
1 の元を定める．

[γ0] ∈ E2,−1
1 . (232)
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9 Back up

10 AHSS第一微分の実装について（underconst）

• セル分割を行い，微分行列δを構成する．

• 全てのセルについて，ユニタリ群(G0)kの既約表現からなる格子を構成する．この格子をCpとす
る．

• 微分δp : Cp → Cp+1を構成する．これは，両立関係によって計算される．

• 軌道から代表セルkpiをひとつ選び，既約表現αに対してWignerテストを実行して，その代表セ

ルk
(p)
i におけるベクトルrb

(p)
i ∈ Cpを構成する．

Z A,AI (1, · · · )
AT (1, 1, · · · )
AC , AIC , AΓ (1,−1 · · · )
AII (2, · · · )
AIIC (2,−2 · · · )
AT,C (1, 1,−1,−1, · · · )

Z2 D (1, · · · )
DT (1, 1 · · · )
BDI (1, · · · )

• 代表セルの表現を波数空間全体に誘導する．このベクトルをb(p)i とする． bp1, . . . , b
p
dをZの元，

bpd+1, . . . , d
p
DをZ2の元とする．この際，Zの基底ベクトルについてはch = 1なる元については，ベ

クトルの元を(−1)倍するが，Z2のベクトルについては(−1)倍を取らないことに注意する．部分
格子

Ẽp,01 = Z〈bp1, . . . , b
p
D〉 ∈ C

p, (233)

P p = Z〈2bpd+1, . . . , 2b
p
D〉 ∈ C

p (234)

を導入すると，E1ページは

Ep,01 = Ẽp,01 /P p (235)

で与えられる．

• 構成から，bp1, . . . , b
p
DはẼ

p,0
1 の直交基底であることに注意する．

(bpi , b
p
j ) ∝ δij . (236)

したがって，任意の元x ∈ Ẽp,01 のb
p
i成分は，

(bpi , x)/(bpi , b
p
i ) (237)

によって与えられる．

11 予想

空間3次元を考える．整数n = 0, 1, 2, 3に対して以下のDiracハミルトニアンを考える．
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波数空間のある点k0を選ぶ．この点における小群をGとする．（Gk0
と書くべきだが，k0は略す．）

群Gは波数空間に

k 7→ gk := φgpgk, g ∈ G (238)

と作用する．ここで，pgはO(3)の点群作用，φg ∈ {±1}は，ユニタリ/反ユニタリを指定する．実n次
元表現ρに対して，以下のDiracハミルトニアンを考える．

H(k) =

n∑
j=1

fj(k)γj +mγ0, (239)

fi(gk) = [Dρ
g ]ijfj(k). (240)

ここで，Dρ
gは表現ρの表現行列．小群Gの対称性は，

ĝH(k)ĝ−1 = cgH(gk), ĝĥ = zg,hĝh (241)

で与えられるが， Diracハミルトニアン(240)を仮定すると，波数空間への作用は実表現ρによって決ま
るため， f = (f1, . . . , fn)Tをベクトル表記すると，以下のように書き換えることができる．

ĝH(f)ĝ−1 = cgH(Dρ
gf), ĝĥ = zg,hĝh. (242)

このタイプのDiracハミルトニアンの質量項mγ0は， Cornfeld-Chapmanの方法[1]によって，表現論の
問題に帰着させることができる．詳しくは，[2]を参照．

さて，n = 0の場合は，単に群Gの既約表現を得る．これは，Wigner判定条件によってアーベル群
の構造を決定できる．これをKと書く．

ハミルトニアン(240)の質量項の分類によって得られるアーベル群をK
(n)
ρ と書こう． k = 0に制限

することにより，準同型

r : K(n)
ρ → K (243)

を得る．この像をr(K
(n)
ρ )と書く． r(K

(n)
ρ )はKの部分群である． n次元実表現ρで和集合を取ったもの

を

K(n) :=
⋃
ρ

r(K(n)
ρ ) (244)

と定義する．

予想. 以下の構造がある．

K(3) ⊂ K(2) ⊂ K(1) ⊂ K(0) = K. (245)

部分群K(n)の意味は以下の通り．（こちらも要説明）

• K(3)は，ノードのないバンド構造．

• K(2)は，点ノードが存在するか，あるいはノードのないバンド構造．

• K(1)は，線ノードが存在するか，点ノードが存在するか，あるいはノードのないバンド構造．

• Kは，面ノードが存在するか，線ノードが存在するか，点ノードが存在するか，あるいはノード
のないバンド構造．
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したがって，各レベルの補集合を取ると，ノード構造の分類を得る．

• K\K(1)は面ノード．

• K(1)\K(2)は線ノード．

• K(2)\K(3)は点ノード．

以上の計算を実装することにより， AHSSの高次微分の実行，及び，対称性指標がノード構造を検
出するかどうかを判定できる．

12 いくつかの例

12.1 P1̄

n = 0— K = Z2で，I = ±1の既約表現が生成子．

n = 1— 自明表現ρ0と非自明表現ρ1がある．

自明表現の場合は，Dirac Hamiltonian

H = m1γ1 +mγ0 (246)

の分類となり，分類は自明．

非自明表現の場合は，1次元の反転対称性が存在する場合と等価．

H(f) = fγ1 +mγ0, (247)

分類はZで，生成子は

H(f) = fσx +mσz, I = σz. (248)

f = 0とすると，(1,−1) ∈ Kにmapされる．

以上より，

K(1) = Z[(1,−1)]. (249)

n = 2— 自明表現と非自明表現の組み合わせ．

ρ0 ⊕ ρ0の場合は，

H = m1γ1 +m2γ2 +mγ0 (250)

の分類となり，分類はZ2．生成子は

H = m1σx +m2σy +mσz, I = ±1. (251)

それぞれ，Kの自明元(0, 0) ∈ Kにマップされる．

ρ0 ⊕ ρ1の場合は，

H = fγ1 +m1γ2 +mγ0 (252)
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の分類となり，分類は自明．

ρ1 ⊕ ρ1の場合は，

H = fγ1 + f2γ2 +mγ0 (253)

の分類となり，分類はZ2．生成子は

H(f1, f2) = f1σx + f2σy +mσz, I = ±σz. (254)

で，それぞれ±(1,−1) ∈ Kにマップされる．

以上より，

K(2) = Z[(1,−1)]. (255)

n = 3— 自明表現と非自明表現の組み合わせ．

ρ0 ⊕ ρ0 ⊕ ρ0の場合は，

H = m1γ1 +m2γ2 +m3γ3 +mγ0 (256)

の分類となり，分類は自明．

ρ0 ⊕ ρ0 ⊕ ρ1の場合は，

H(f1) = f1γ1 +m2γ2 +m3γ3 +mγ0 (257)

の分類となり，分類はZ．生成子は

H(f1) = f1σx +m2σzτx +m3σzτy +mσzτz, I = σz (258)

で(0, 0) ∈ Kにマップされる．

ρ0 ⊕ ρ1 ⊕ ρ1の場合は，

H(f1, f2) = f1γ1 + f2γ2 +m3γ3 +mγ0 (259)

の分類となり，分類は自明．

ρ1 ⊕ ρ1 ⊕ ρ1の場合は，

H(f1, f2, f3) = f1γ1 + f2γ2 + f3γ3 +mγ0 (260)

の分類となり，分類はZ．生成子は

H(f1) = f1σxτx + f2σxτy + f3σxτz +mσz, I = σz (261)

で(2,−2) ∈ Kにマップされる．

以上より，

K(3) = Z[(2,−2)]. (262)

部分群の構造(245)の成立に注意しよう．

以上より，ノード構造について以下がわかる．

• K\K(1) 3 (n,m), n 6= mなるバンド反転は，面ノード．

• K(1)\K(2) = ∅より，線ノードは存在しない．

• K(2)\K(3) 3 (2n− 1)(1,−1)のバンド反転は，点ノード．
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12.2 Pm

両立関係が満たされない場合でも点ノードを検出できる例として，Pmを考える．

12.3 back up

問題設定：

• 任意のn = 1, 2, 3次元の実表現に対して，対応するn次元実関数ベクトルが存在するか？

• kxky, k
2
x − k2

yが”独立”とは？

• 実表現は，Wigner判定条件によって系統的に構成できる． WT
α = 1なら実． WT

α = 0なら，２つ
を組み合わせる． WT

α = −1なら・・・

まずは練習として，各点群ごとに，実表現を構成する．

12.4 1次元表現

PG
1
−1 kx ky kz
11m kz
112 kx ky
2/m kz kx, ky kxkz, kykz

f(pgk) = ηgf(k) (263)

を解く！ランダムに何点かとって１次方程式を解く．

12.5 2次元表現

与えられた２次元実表現から，どのようにしてO(3)回転行列を得るか？

f(pgk) = Mgf(k), MgMh = Mgh, g, h ∈ G. (264)

MgがそもそもO(3)回転行列であれば，結晶点群のO(3)行列のデータから検索できる．
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