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Abstract

本講義では
１日目： ”ハミルトニアン”によるK理論の構成方法について
２日目： K理論におけるAtiyah-Hirzebruchスペクトル系列(AHSS)の一般論
３日目： AHSSの計算例
について解説する．

このノートでは以下の表記を用いる．

X,Y,A,B, . . . K群を計算したい，何らかの空間．
ハミルトニアン 〢エルミート〢（自己共役）な行列のこと
≈ ホモトピー同値
H† Hの共役．
H〨k〩 ギャップのある有限次元ハミルトニアン．組せH0〨k〩, H1〨k〩そがK

0の元を表現する．
σx, σy, σz ぐちふぬど行列．
h〨k〩 無限次元ハミルトニアン．ギャップ条件は課さない．K1の元を表現する．
U〨k〩 有限次元ユニタリ行列．K−1,K1の元を表現する．
　 カイラル対称性の対称性変換を表すユニタリ行列．　 〽 iσzとして良い．
G 対称性群

ug〨k〩 対称性変換におけるユニタリ行列．g ∈ Gは群要素．
A,B,C, . . . , 〰セル〮
a, b, c, . . . , 〱セル〮
α, β, γ 〲セル〮

1 K理論

１日目はK理論のハミルトニアンによる記述を導入し， せ〱そ K群の次数，微分について解説する．時間
が余ればきちべづひ〭ざどづぴはひどび完全列についても解説する．

1.1 一般コホモロジー理論の公理

一般コホモロジー理論とは，何らかの空間たちからアーベル群への反変関手である． 〨X,Y 〩と書く
と，空間Xとその部分空間Y ⊂ Xの組を表す．反変関手とは，空間対〨X,Y 〩から整数n ∈ Zでラベルさ
れたアーベル群への対応

〨X,Y 〩⇒ hn〨X,Y 〩 〨〱〩

〱



であり，空間たちの間の写像f 〺 〨X,Y 〩→ 〨X ′, Y ′〩に対して，誘導される準同型の向きが逆になるもの
を指す．

〨X,Y 〩
f−→ 〨X ′, Y ′〩

⇓

hn〨X,Y 〩
f∗←− hn〨X ′, Y ′〩.

〨〲〩

このような対応h∗が与えられたときに，次の性質を満たすものを一般コホモロジー理論と呼ぶ．

• （ホモトピー公理）写像fi 〺 X → Y 〨i 〽 〰, 〱〩がホモトピックならば，f∗0 〽 f∗1 〮

• （切除公理） hn〨A ∪B,B〩 ∼〽 hn〨A,A ∩B〩〮

• （完全性公理）空間対〨X,Y 〩に対して，次の長完全列が存在する．

· · ·hn〨X,Y 〩→ hn〨X〩→ hn〨Y 〩→ hn+1〨X,Y 〩→ · · · 〨〳〩

• （加法性公理）

hn〨X t Y 〩 ∼〽 hn〨X〩⊕ hn〨Y 〩. 〨〴〩

さらに，h∗が一般コホモロジー理論であるとき，次の長完全列がある．

• （きちべづひ〭ざどづぴはひどび完全列）

· · ·hn〨A ∪B〩→ hn〨A〩⊕ hn〨B〩→ hn〨A ∩B〩→ hn+1〨A ∪B〩→ · · · 〨〵〩

さて，K理論は一般コホモロジー理論の一種である．次を順番に見ていく．

• K0をギャップのある有限次元ハミルトニアンの組で表現する方法．

• なぜ反変関手なのか．

• 微分K0〨Y 〩
d−→ K1〨X,Y 〩の意味．

• K1はギャップレスのハミルトニアンによって表現されること．

• 完全性公理．

• きちべづひ〭ざどづぴはひどび完全列．

1.2 K0(X, Y )の構成

何らかのパラメタ空間X上 1 の有限次元のN × Nエルミート行列H〨k〩, k ∈ Xを考える． 2 H〨k〩は連
続とする．

H〨k〩, k ∈ X, H〨k〩† 〽 H〨k〩. 〨〶〩

1Xは局所的にユークリッド空間である必要はなく，閉じてなくても良い．
2ここでは簡単のためハミルトニアンHは自明なベクトル束X × CNにおいて定義されているとしたが，一般には有限次元の

エルミートベクトル束E → X上の自己共役写像H : E → Eを考える．詳しくは[2]．

〲



さらに，H〨k〩の固有値に対して次の〢ギャップ条件〢を課す． H〨k〩がギャップのあるハミルトニ
アンとは， k ∈ X依存しない有限のギャップEg > 〰が存在して， H〨k〩の固有値を小さい方か
らEj〨k〩, 〨j 〽 〱, . . . , N〩と書いたとき，

E1〨k〩 ≤ · · · ≤ EN1〨k〩 < −Eg/〲 < Eg/〲 < EN1+1〨K〩 ≤ · · · ≤ EN 〨k〩 〨〷〩

となるときを言う．以下特に断らない限り，Hはギャップのある有限次元ハミルトニアンを表すもの
とする．ギャップのあるN次元エルミート行列H0, H1の組たち

{〨H0〨k〩, H1〨k〩〩} 〨〸〩

において，連続的に移り変わるものを同一視する．この同値類を

せH0〨k〩, H1〨k〩そ 〨〹〩

と書こう． せH0〨k〩, H1〨k〩そたちが生成する自由アーベル群

F 〽 ZせせH0〨k〩, H1〨k〩そそ⊕ ZせせH ′0〨k〩, H ′1〨k〩そそ⊕ · · · 〨〱〰〩

を形式的に導入する．ここで，行列次元は任意の正整数を走る． Fに次の同値関係を導入する．

〨ち〩 せH〨k〩, H〨k〩そ ∼ 〰〮

〨ぢ〩 せH0〨k〩⊕H ′0〨k〩, H1〨k〩⊕H ′1〨k〩そ ∼ せH0〨k〩, H1〨k〩そ 〫 せH ′0〨k〩, H
′
1〨k〩そ〮

〰次のK群K0〨X〩はFを同値関係∼で割ることによって得られる．

K0〨X〩 〽 F/ ∼ . 〨〱〱〩

構成から，K0〨X〩は何らかのアーベル群であることに注意．特に，

せH0〨k〩⊕H1〨k〩, H1〨k〩⊕H0〨k〩そ ∼ 〰 〨〱〲〩

より，逆元は

−せH0〨k〩, H1〨k〩そ ∼ せH1〨k〩, H0〨k〩そ 〨〱〳〩

で与えらえる．また，同一視〨ち〩〬〨ぢ〩を組み合わせると，ハミルトニアンの自明な組せH〨k〩, H〨k〩そを足し
てもK群K0〨X〩は値を変えないことがわかる．

せH0〨k〩⊕H〨k〩, H1〨k〩⊕H〨k〩そ ∼ せH0〨k〩, H1〨k〩そ. 〨〱〴〩

この性質は安定同値と呼ばれる．

相対K群K0〨X,Y 〩は，〢Y上で自明なハミルトニアンの組〢を分類する．同一次元のハミルトニアン
の組〨H0〨k〩, H1〨k〩〩として，Y上でハミルトニアンが等しいものを考える．

3

H0〨k〩 〽 H1〨k〩, k ∈ Y. 〨〱〶〩

このようなハミルトニアンの組について，K0〨X〩の場合と同様にして相対K群K0〨X,Y 〩が定義され
る．

以下，単にせH0〨K〩, H1〨k〩そと書いたときはK群K
0〨X〩,K0〨X,Y 〩の元を表すものとする．

例を見よう．

3以前のノートでは，Y上でハミルトニアンが互いに連続変形で移り合うものを考える．

H0(k) ≈ H1(k), k ∈ Y. (15)

としていましたが，これは間違いでした．

〳



ＱＮＲＮＱ 例１．K0〨ばぴ〩 〽 Z

〱点ばぴ上のギャップのあるハミルトニアンは連続変形で

H ≈
(
IN−N1

−IN1

)
〨〱〷〩

と書けることに注意すると，ハミルトニアンの組は[(
IN−N1

−IN1

)
,

(
IN−N2

−IN2

)]
〨〱〸〩

と書ける．同一視〨ち〩と〨ぢ〩に注意すると，エネルギー固有値が正負で共通の部分は落として良いので，
結局

〽

{
せ−IN1−N2 , IN1−N2 そ 〨N1 ≥ N2〩
せIN1−N2

,−IN1−N2
そ 〨N1 ≤ N2〩

〨〱〹〩

〽 〨N1 −N2〩× せ−〱, 〱そ 〨〲〰〩

となる．生成元はせ−〱, 〱そである．

ＱＮＲＮＲ 例２．K0〨S2〩 〽 Z⊕ Z

ギャップのあるハミルトニアンの固有値は±〱としても良い．するとギャップのあるハミルトニアン
はU〨k〩をユニタリ行列として

H〨k〩 〽 U〨k〩

(
IN−N1

−IN1

)
U〨k〩† 〨〲〱〩

と書ける．ユニタリ行列U〨k〩は一意ではなく，取り替え

U〨k〩 7→ U〨k〩

(
V 〨k〩

W 〨k〩

)
〨〲〲〩

に対してハミルトニアンH〨k〩は不変である．よって，N1個の負の固有値をもつN次元のギャップのあ
るハミルトニアンは

GN1
〨CN 〩 〽

U〨N〩

U〨N −N1〩× U〨N1〩
〨〲〳〩

に値を取る．複素ベクトル空間CNから複素N1次元空間を選ぶ選び方の空間である．一般のパラメー
タ空間Xについては，XからGN1

〨CN 〩への巻き付きが存在するため，〨〱〷〩のような連続変形は大域的
には正しくない．実際，

せS2, G1〨C2〩そ 〽 せS2, S2そ 〽 Z 〨〲〴〩

となり， 4 非自明な巻き付きが存在する．ハミルトニアンをぐちふぬど行列を用いて

H〨k〩 〽 h〨k〩 · σ 〨〲〵〩

と書くと，S2に値を取る単位ベクトルh〨k〩/|hＨkＩ|がG1〨C2〩上の点に対応する．巻き付きが非自明なハ
ミルトニアンは，例えば S2をR2の１点コンパクト化S2 〽 R2 ∪ {∞}として，

H〨kx, ky〩 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y − µ〩σz, 〨µ > 〰〩 〨〲〶〩

4G1(C2) ∼= S2は２準位系の物理的状態空間であり，Bloch球面と呼ばれることがある．

〴



で与えらえる． µ < 〰は巻き付きゼロである．物性物理学ではぃとづひの絶縁体と呼ばれる．K群K0〨S2〩 〽
Z⊕ Zの生成元は

せH0〨k〩 〽 −〱, H1〨k〩 〽 〱そ, 〨〲〷〩

せH0〨k〩 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y − 〱〩σz, H1〨k〩 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y 〫 〱〩σzそ 〨〲〸〩

で与えられる． 5

1.3 反変関手？

K0〨X,Y 〩を構成したが，反変関手だろうか．連続写像

f 〺 X → Y 〨〲〹〩

が与えられたときに誘導される準同型

f∗ 〺 K0〨Y 〩→ K0〨X〩 〨〳〰〩

を考えよう．与えられたY上のハミルトニアンHY 〨k ∈ Y 〩に対して，X上のハミルトニアンHX〨k ∈
X〩が

HX〨k ∈ X〩 〽 HY 〨f〨k〩〩 〨〳〱〩

によって与えられる．このように，f 〺 X → Yが与えらえると，X,Y上に乗っている〢関数〢について
は写像の向きが逆になる．

1.4 空間対の完全列

完全性公理

→ K0〨X,Y 〩
i∗−→ K0〨X〩

j∗−→ K0〨Y 〩
d−→ K1〨X,Y 〩→ 〨〳〲〩

について考えよう．

i 〺 X → 〨X,Y 〩, j 〺 Y → X 〨〳〳〩

はそれぞれ包含写像である．

• i∗ 〺 K0〨X,Y 〩 → K0〨X〩〺 Y上でホモトピー同値なハミルトニアンの組〨H0〨k〩, H1〨k〩〩を単にX上
のハミルトニアンの組する．

• j∗ 〺 K0〨X〩 → K0〨Y 〩〺 X上のハミルトニアンH〨k ∈ X〩に対して， Y上のハミルトニアン
をH〨k ∈ Y 〩 〽 H〨k〩と定義する．

完全性ぉね i∗ 〽 かづひ j∗について考えよう．

• ぉね i∗ ⊂ かづひ j∗〮

Y上でホモトピー同値なハミルトニアンの組をY上に制限する．

• かづひ j∗ ⊂ ぉね i∗〮

せH0〨k〩, H1〨k〩そ ∈ かづひ j∗を仮定すると，H0〨k〩, H1〨k〩はY上でホモトピー同値より．

完全性公理の他の部分の完全性をみるには，微分の意味について考える必要がある．

5K0(S2) = Z ⊕ Zを示すには，後者の生成元がハミルトニアンの自明な組の直和(14)に対して安定であること，他に生成元
が存在しないことを示す必要があるが，ここでは行わない．例えば，[S3, G1(C2)] = [S3, S2] = Zであるが，安定同値(14)よ
りK群K0(S3)には寄与しない．

〵



- :潦
うどでふひづ 〱〺 スペクトル流の対生成

1.5 微分とK1(X, Y )

微分

d 〺 K0〨Y 〩→ K1〨X,Y 〩 〨〳〴〩

を自然に定義したい． Y上におけるハミルトニアンの組せH0〨k〩, H1〨k〩そから X上における何かを定義し
たい．

最も簡単な場合として， Xを直線X 〽 Rとして，Yを原点Y 〽 {〰}としよう． R上の点をkxと書
く． K0〨{〰}〩 〽 Zの生成元として，組せH0〨〰〩 〽 〱, H1〨〰〩 〽 −〱そを取る． Y上で２つのハミルトニア
ンH0, H1をつなぐハミルトニアン

h01〨〰〩 〽 −µ, µ ∈ せ−〱, 〱そ 〨〳〵〩

はµ 〽 −〱→ µ 〽 〱の間に必ずギャップレス点がある． kx 〽 〰の近傍では何が起こるだろうか．ある種
の正則化

h01〨kx〩 〽 k2
x − µ, µ ∈ せ−〱, 〱そ 〨〳〶〩

を行うと，変化µ 〽 −〱 → µ 〽 〱の間にkx 〽 〰からkx > 〰とkx < 〰においてそれぞれ正と負のスペクト
ル流が対生成されることがわかる．図〱を見よ．

ペクトル流は摂動に対して安定なある種の〢トポロジカル〢な何かである．すると，

• K1〨X,Y 〩はY上でギャップのあるX上の無限次元ハミルトニアンh〨k〩の，なんらかの適切な意味
でのホモトピー同値類

と定義するのが良さそうだ．ここでハミルトニアンは無限次元としたが，実際，K1〨X,Y 〩を表現する
ハミルトニアンh〨k〩は必ずしも有限次元とは限らない．たとえば，K1〨S1〩を考えよう． S1上のトポ
ロジカルに安定なギャップレス点はスペクトル流のみなので， K1〨S1〩 〽 Zである． S1上の有限次元
ハミルトニアンの全スペクトル流は必ずゼロなので（図〲せちそ），非自明なスペクトル流を持つには無限
次元のハミルトニアンを導入する必要がある（図〲せぢそ）．

対応して，微分d 〺 K0〨Y 〩→ K1〨X,Y 〩は

• Y上のハミルトニアンの組せH0〨k〩, H1〨k〩そにおいて， H0〨k〩からH1〨k〩へとトポロジカル転移を起
こした際に XにおけるYの近傍において生成されるギャップレスなハミルトニアン

〶



で越※ iii い、 、 Is1 1 1 1 1 "

うどでふひづ 〲〺 せちそ有限次元ハミルトニアンの全スペクトル流はゼロ． せぢそ無限次元ハミルトニアンであれば
有限のスペクトル流を持っても良い．

麥

!:い
うどでふひづ 〳〺 しづべぬ点の対生成

として適切に定義すれば良いだろう．

注意として，Y ⊂ Xはどのような部分空間でも良い．上の例と下の例では余次元〱の場合を考える
ためギャップレス点の対生成（S0 〽 Z2）となるが，一般にはギャップレス点のループ（S

1），閉曲面
（S2）などが生成されることもある．

スペクトル流に限らず，もっと一般の安定なギャップレス点がある．

ＱＮＵＮＱ ｗ･ｹｬ点

〳次元のパラメータ空間において，ギャップレス点

H〨kx, ky, kz〩 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 kzσz 〨〳〷〩

は摂動に対して安定である．物性物理学の分野ではしづべぬ点と呼ばれる．ギャップレス点k 〽 Ｐを囲む
球面上S2上においてはハミルトニアンはギャップがあるので， 〱〮〲〮〲節と同様にして整数に値を取る巻
き付き数が定義される．

このしづべぬ点は〲次元的なパラメータ空間におけるギャップのあるハミルトニアンのトポロジカル転
移によって生成される．

〷



３次元空間Xの，ある部分球面S2 ⊂ Xとその近傍について考えよう． S2を〨kx, ky〩で，S
2に垂直

な方向をkzで座標を入れる．上の例で見たように，K
0〨S2〩 〽 Z ⊕ Zの片方のZはハミルトニアンの

組〨〲〸〩で与えられた． µ ∈ せ−〱, 〱そとしてハミルトニアン

h01〨kx, ky, kz〩 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y 〫 k2
z − µ〩σz, µ ∈ せ−〱, 〱そ 〨〳〸〩

を考えよう．エネルギー固有値は

E2 〽 k2
x 〫 k2

y 〫 〨k2
x 〫 k2

y 〫 k2
z − µ〩2 〨〳〹〩

より，µ < 〰ではギャップがある．µ 〽 〰においてk 〽 Ｐでしづべぬ点が対生成され，µ > 〰では〨kx, ky, kz〩 〽
〨〰, 〰,±√µ〩において電荷±〱のしづべぬ点が存在する．図〳を見よ．実際，ギャップレス点の近傍でハミル

トニアンh01〨k〩を１次まで展開すると

h01〨kx, ky, kz〩 ∼ kxσx 〫 kyσy ± 〲
√
µ〨kz ∓

√
µ〩σz 〨〴〰〩

となる．

K群とギャップレス点の関係をここでまとめておく．

K群 意味するところ

K0〨ばぴ〩 〽 Z 固有状態の数
まK1〨S1〩 〽 〰 の〯ち
まK0〨S2〩 〽 Z ぃとづひの絶縁体
まK0〨S3〩 〽 〰 の〯ち
K1〨ばぴ〩 〽 〰 の〯ち
K1〨S1〩 〽 Z スペクトル流
K1〨S2〩 〽 〰 の〯ち
K1〨S3〩 〽 Z しづべぬ点

ここで基点付きの空間〨X,ばぴ〩,ばぴ ∈ Xに対して簡約K群
まK0〨X〩 〺〽 K0〨X,ばぴ〩 〨〴〱〩

を導入した． K0〨X,ばぴ〩はばぴ上でホモトピー同値なハミルトニアンの組〨H0〨k〩, H1〨k〩〩によって表現さ
れるので， K0〨ばぴ〩 〽 Zから生じる自明な寄与を消している．なお，懸垂同型 6とあはぴぴ周期性より，一
般に

まKn〨Sp〩 〽 Kn−p〨pt〩 〽

{
Z 〨n− p ∈ づぶづの〩
〰 〨n− p ∈ はつつ〩

〨〴〲〩

である．

1.6 空間対の完全列（つづき）

K1〨X,Y 〩と微分d 〺 K0〨Y 〩→ K1〨X,Y 〩の意味を決めたので，完全性公理の残していた部分の完全性を
議論できる．以下は雰囲気を書いただけで証明ではないが，矛盾はなさそうである．

K0〨X〩
j∗−→ K0〨Y 〩

d−→ K1〨X,Y 〩 〨〴〳〩

• ぉね j∗ ⊂ かづひ d〮

X上のギャップのあるハミルトニアンの組せH0〨k〩, H1〨k〩そをY上に制限してH0〨k〩からH1〨k〩への
トポロジカル転移を起こしても，元来X上のギャップのあるハミルトニアンの組なので必ずギャ
ップレス点の電荷はキャンセルするから．

6h̃∗+p(Sp ∧X) = h̃∗(X).

〸



• かづひ d ⊂ ぉね j∗〮

せH0〨k〩, H1〨k〩そ ∈ かづひ dは， Y上のハミルトニアンH0〨k〩からH1〨k〩へのトポロジカル転移に伴い
生成されたX上のギャップレス点の電荷がキャンセルすることを意味する．これはX上にハミル
トニアンH0〨k〩, H1〨k〩を拡張できることを意味する．

K0〨Y 〩
d−→ K1〨X,Y 〩

i∗−→ K1〨X〩 〨〴〴〩

• ぉね d ⊂ かづひ i∗

Y上のギャップのあるハミルトニアンの組せH0〨k〩, H1〨k〩そに対して， H0〨k〩からH1〨k〩へのトポロ
ジカル転移によって生成されたX上のギャップレス点は， Y上におけるギャップ条件を外せば必
ずキャンセルするから．

• かづひ i∗ ⊂ ぉね d

X上のギャップレスなハミルトニアンh〨k〩に対して， Y上のギャップ条件を外すとX上でギャッ
プがあるハミルトニアンに変形できると仮定すると， h〨k〩のギャップレス点はYでのみ対生成さ
れることを意味する． h〨k〩のギャップレス点を生成するY上のギャップのあるハミルトニアンの
組せH0〨k〩, H1〨k〩そが存在するだろう．

1.7 K1(X, Y )とユニタリ行列，カイラル対称性

〱次のK群K1〨X,Y 〩は無限次元のギャップレスなハミルトニアンh〨k〩によって表現される．ギャップ
レス点の持つ電荷によってK群K1〨X,Y 〩が特徴づけられると期待されるので，固有値ゼロ近傍以外は
重要ではないだろう．固有値ゼロ近傍の様子を再現できれば，K1〨X,Y 〩の表現としてどのようなもの
を用いても良いだろう．有限次元ユニタリ行列のぬはでを取ると無限次元のギャップレスなハミルトニア
ンが構成できる．

h〨k〩 〽 −i ぬはでU〨k〩. 〨〴〵〩

• K1〨X,Y 〩は有限次元ユニタリ行列U〨k〩であり，Y上で自明U〨k〩 〽 −Iなものによって表現され
る． 7

あるいは同じことだが，

• K1〨X,Y 〩は有限次元ユニタリ行列の組〨U0〨k〩, U1〨k〩〩であり，Y上でU0〨k〩U1〨k〩
−1 〽 −Iを満た

すものによって表現される．

例：K1〨S1〩 〽 Z． U〨kx〩 〽 eikxとすると，h〨kx〩 〽 kx〮

ユニタリ行列が与えられたとき，

H〨k〩 〽

(
U〨k〩

U〨k〩†

)
σ

〨〴〶〩

とすると，有限次元のギャップのあるエルミート行列が得られる．構成から必ず次のカイラル対称性

　H〨k〩 〫H〨k〩　 〽 〰, 　 〽 iσz 〨〴〷〩

7(-1)次のK群K−1(X,Y )がユニタリ行列によって表現される．とした方が微分の意味を考えると正確だろう．実際，反ユニ
タリな対称性を含む場合は，K−1(X,Y )がユニタリ行列によって表現される．

〹



を有する． 8 逆に，カイラル対称性を有する有限次元の固有値±〱を持つギャップのあるハミルトニア
ンH〨k〩が与えられたとき，　 〽 iσzの基底を取ると〨〴〶〩と書ける．よって，

• K1〨X,Y 〩は，X上の共通のカイラル対称性　を持つ有限次元ハミルトニアンの組〨H0〨k〩, H1〨k〩〩で
あり，Y上でホモトピー同値H0〨k〩 ≈ H1〨k〩なものによって表現される．

1.8 Bott周期性

前節で，〱次のK群はカイラル対称性を満たすハミルトニアンの組によって表現されることを見た．一
般にn次のK群は次のn個のカイラル対称性を満たすハミルトニアンの組によって表現される．

　iH〨k〩 〫H〨k〩　i 〽 〰, {　i,　j} 〽 −〲δij , i, j ∈ {〱, 〲, . . . , n}. 〨〴〸〩

カイラル対称性が２つ存在するとき，ハミルトニアンの分類はカイラル対称性が存在しない場合と
一致する．一般性を失うことなく２つのカイラル対称性を

　1 〽 iσx, 　2 〽 iσy 〨〴〹〩

として良い．すると，カイラル対称性を満たすハミルトニアンH〨k〩は

H〨k〩 〽 まH〨k〩⊗ σz 〨〵〰〩

と形が決まってしまう．これからあはぴぴ周期性

Kn+2〨X,Y 〩 ∼〽 Kn〨X,Y 〩 〨〵〱〩

が導かれる．

同様に，負の次数のK群K−n〨X,Y 〩は２乗して〫〱となるn個のカイラル対称性

γiH〨k〩 〫H〨k〩γi 〽 〰, {γi, γj} 〽 〲δij , i, j ∈ {〱, 〲, . . . , n}. 〨〵〲〩

によって定義される．

反ユニタリな対称性が存在しない場合は　iとγiは同一のK群を与えるが，反ユニタリな対称性が存
在する場合は　iとγiは異なるK群を与える．

1.9 懸垂同型

一般コホモロジー理論においては懸垂同型

まhn+1〨〆X〩 ∼〽 まhn〨X〩 〨〵〳〩

が成立する．ここでXは基点付き空間〨X,ばぴ〩であり， Xの約懸垂〆Xは

〆X 〺〽 X × I/〨X × {〰} ∪X × {〱} ∪ {ばぴ} × ぉ〩 〨〵〴〩

として定義される．図〴を見よ．

ここではK理論における懸垂同型を説明しよう．線分Iをθ ∈ せ〰, πそとラベルしよう． X上のギ
ャップのある有限次元ハミルトニアンであり，基点ばぴ ∈ X上でホモトピー同値H0〨ばぴ〩 ≈ H1〨ばぴ〩な

8反ユニタリな対称性が存在する場合はカイラル演算子のU(1)位相Γ2 = 1とΓ2 = −1は異なる．次数が+1されるの
はΓ2 = −1のとき．

〱〰



:
うどでふひづ 〴〺 Xの約懸垂 〆X〮

組Hi〨k〩, 〨i 〽 〰, 〱〩に対して， 〆X上のカイラル対称性　のあるハミルトニアンの組 まHi〨k, θ〩, 〨i 〽 〰, 〱〩を
次のように導入する．

まHi〨k, θ〩 〽 びどの θH〨k〩 〫 っはび θ　, i 〽 〰, 〱. 〨〵〵〩

約懸垂〆X上のハミルトニアンとしてぷづぬぬ〭つづ「のづつかどうかについてを確認すると

まHi〨k, θ 〽 〰〩 〽 　, 〨〵〶〩

まHi〨k, θ 〽 π〩 〽 −　, 〨〵〷〩

まHi〨ばぴ, θ〩 〽 びどの θHi〨ばぴ〩 〫 っはび θ　, i 〽 〰, 〱 〨〵〸〩

となり，確かに〨X × {〰} ∪X × {〱} ∪ {ばぴ} × ぉ〩においては まHi〨k, θ〩, i 〽 〰, 〱はホモトピー同値である．こ
の対応により準同型

まKn〨X〩 3 せH0〨k〩, H1〨k〩そ 7→ せ まH0〨k, θ〩, まH1〨k, θ〩そ ∈ まKn+1〨〆X〩 〨〵〹〩

が得られるが，実は逆の構成も可能であり，同型を与える．9

まKn〨X〩 ∼〽 まKn+1〨〆X〩. 〨〶〰〩

さらに，約懸垂については

〆〨〆pX〩 〽 〆p+1X. 〨〶〱〩

が成立するので，結局

まKn〨〆pX〩 ∼〽 まKn−p〨X〩. 〨〶〲〩

が成立する．

特に，XとしてS0 〽 Z2とすると
10，球面上のK群が完全に決まる．

まKn〨Sp〩 〽 まKn〨〆pS0〩 ∼〽 まKn−p〨S0〩 ∼〽 Kn−p〨ばぴ〩 〨〶〳〩

〽

{
Z 〨n− p ∈ づぶづの〩,
〰 〨n− p ∈ はつつ〩.

〨〶〴〩

1.10 Mayer-Vietoris完全列

X 〽 A ∪ Bのように２つの空間A,Bを用いてコホモロジー群を計算したい空間Xを覆うことができる
とき，A,B上のコホモロジー群を用いてXのコホモロジー群を近似する手法がきちべづひ〭ざどづぴひはどび〨きざ〩完
全列である．有用な計算ツールなのでここで紹介する．

9例えば， [3]のAppendix Aには，作用汎関数（Morse関数）を用いた説明がある．
10Z2の2点のうち，片方を基点とする．

〱〱



空間について包含の列

A ∪B iA,iB←−−− A tB jA,jB←−−−− A ∩B 〨〶〵〩

に対して，次の可換図式に注目する．各行については空間対の完全列である．

−−−−→ Kn〨A ∪B,A〩 −−−−→ Kn〨A ∪B〩
i∗A−−−−→ Kn〨A〩 −−−−→ Kn+1〨A ∪B,A〩 −−−−→y∼= yi∗B yj∗A y∼=

−−−−→ Kn〨B,A ∪B〩 −−−−→ Kn〨B〩
j∗B−−−−→ Kn〨A ∩B〩

d−−−−→ Kn+1〨B,A ∪B〩 −−−−→
〨〶〶〩

ここで，iA.iB , jA, jBはそれぞれ包含

iA 〺 A→ A ∪B, iB 〺 B → A ∪B, 〨〶〷〩

jA 〺 A ∩B → A, jB 〺 A ∩B → B 〨〶〸〩

である．合成

δ 〺 Kn〨A ∩B〩
d−→ Kn+1〨B,A ∩B〩

∼=−→ Kn+1〨A ∪B,A〩→ Kn+1〨A ∪B〩 〨〶〹〩

としてδを定義すると，次の長完全列（きざ完全列）がある．（あちひひちぴぴ〭しとどぴづとづちつと呼ばれるらしい）

· · · → Kn〨A ∪B〩
(i∗A,i

∗
B)−−−−−→ Kn〨A〩⊕Kn〨B〩

j∗A−j
∗
B−−−−→ Kn〨A ∩B〩

δ−→ Kn+1〨A ∪B〩→ · · · 〨〷〰〩

Kn〨A∩B〩
d−→ Kn+1〨B,A∩B〩に注目すると， δの意味は，A∩Bにおいてトポロジカル転移に伴って生

成されるBにおけるギャップレス点，という意味がある．完全性については各自で確認して欲しい．

2 Atiyah-Hirzebruchスペクトル系列

表題のぁぴどべちと〭えどひづぢひふっとスペクトル系列（ぁぴどべちと〭えどひぺづぢひふっと こばづっぴひちぬ こづぱふづのっづ．ぁえここと略す）に移
る．一般に，スペクトル系列とは一般（コ）ホモロジー理論を計算するための計算ツールであり，
ぁぴどべちと〭えどひぺづぢひふっと以外にも，がづひちべ〭こづひひづ〬 ぁつちねび〬 〮〮〮など種類がある． ぁえここは，（コ）ホモロジーを計
算したい空間Xの分割に基づく．

本節の内容はせ〶そに基づく．

2.1 準備１．対称性について

バンド理論においては，時間反転対称性，電子・正孔対称性，磁気空間群対称性などの各種対称性と
両立するハミルトニアンの分類を考える．対称性はハミルトニアンに対して次の形の制限を与える．
せ〴そ 有限群Gの対称性群に対して，パラメータ空間Xへの群作用が定義されている．

k→ gk 〨〷〱〩

と書く．対称性の型を指定するZ2 〽 {〱,−〱}への２つの準同型がある．

φ 〺 G→ Z2 〽 {〱,−〱} 〺 g ∈ Gがユニタリか，反ユニタリかを指定する． 〨〷〲〩

c 〺 G→ Z2 〽 {〱,−〱} 〺 g ∈ Gがハミルトニアンと可換か，反可換かを指定する． 〨〷〳〩

φg ∈ {〱,−〱}に応じて，対称性変換を

ρg〨k〩 〽

{
ug〨k〩 〨φg 〽 〱〩
ug〨k〩K 〨φg 〽 −〱〩

〨〷〴〩

〱〲



とする．ここでug〨k〩はユニタリ行列，Kは複素共役である．量子力学においては対称性はえどぬぢづひぴ空間
における何らかの射影表現で表現されることを思い出すと，対称性変換同士の乗数系を決める必要が
ある．

ρg〨hk〩ρh〨k〩 〽 zg,h〨k〩ρgh〨k〩, zg,h〨k〩 ∈ U〨〱〩. 〨〷〵〩

zg,h〨k〩は何らかのU〨〱〩位相であるが，対称性変換が作用させる順番に依存しないこと

ρg〨h`k〩
(
ρh〨`k〩ρ`〨k〩

)
〽
(
ρg〨h`k〩ρh〨`k〩

)
ρ`〨k〩 〨〷〶〩

を要請すると次の〲コサイクル条件を満たす．

zg,hk〨h`k〩zh,`〨k〩 〨φg 〽 〱〩
zg,hk〨h`k〩zh,`〨k〩

∗ 〨φg 〽 −〱〩

}
〽 zg,h〨`k〩zgh,`〨k〩. 〨〷〷〩

まとめると，バンド理論において対称性は

• 有限群G

• Gのパラメータ空間Xへの群作用

• φg ∈ ±〱

• cg ∈ ±〱

• 乗数系zg,h〨k〩 ∈ U〨〱〩

によって指定される．対称性はハミルトニアンH〨k〩に対して次の制限を与える．

ρg〨k〩H〨k〩 〽 cgH〨gk〩ρg〨k〩, g ∈ G. 〨〷〸〩

この対称性と両立するハミルトニアンの組〨H0〨k〩, H1〨k〩〩より〱〮〲節と同様にしてK群K0〨X,Y 〩が定義
される．

2.2 同変K群の性質

本講義では簡単のため

φg ≡ 〱, cg ≡ 〱, zg,h〨k〩 ≡ 〱 〨〷〹〩

とする． 11 G対称なハミルトニアンの組

ug〨k〩Hi〨k〩 〽 Hi〨gk〩ug〨k〩, g ∈ G, i 〽 〰, 〱 〨〸〰〩

によって構成されるK群を

K∗G〨X,Y 〩 〨〸〱〩

と書く．カイラル対称性　i, 〨i 〽 〱, 〲, . . . 〩と群作用は可換

ug〨k〩　i 〽 　iug〨k〩 〨〸〲〩

とする．

11物性物理学においては，時間反転対称性のないスピンレス電子系の絶縁体の分類に対応する．Segalの同変K理論 [5]に対応
する．

〱〳
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うどでふひづ 〵〺 Z4作用付き〲次元トーラスのフィルトレーションの例．赤バツはZ4対称な点，緑バツ
はZ2 〽 {e, c2}対称な点を表す． せちそとせぢそは双対に取った．

対称性変換ug〨k〩はハミルトニアン，カイラル演算子と可換なので，〱〮〸と同様にしてあはぴぴ周期性

Kn+2
G 〨X,Y 〩 ∼〽 Kn

G〨X,Y 〩 〨〸〳〩

が成立する．

群GがXに自明に作用

gk 〽 k, k ∈ X, g ∈ G 〨〸〴〩

する場合は，対称性変換のユニタリ行列ug〨k〩はk依存せず， ugはGの既約表現の直和となる．

ug 〽 uαg ⊕ uβg ⊕ · · · 〨〸〵〩

ハミルトニアンH〨k〩も既約表現にブロック対角化されるので

H〨k〩 〽 Hα〨k〩⊕Hβ〨k〩⊕ · · · 〨〸〶〩

結局，K群は単に群Gの既約表現でラベルされる．

K∗G〨X,Y 〩 ∼〽
⊕

α∈{irreps}

K∗〨X,Y 〩. 〨〸〷〩

2.3 準備２．空間XのG対称なフィルトレーション

空間Xへの有限群Gの作用が与えられているものとする．空間XのフィルトレーションとはGが作用す
る部分空間の列

X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ X 〨〸〸〩

のことを言う．各部分空間XpはG作用について閉じている，つまり，

k ∈ Xp ⇔ gk ∈ Xp, g ∈ G 〨〸〹〩

に注意． XのG対称なフィルトレーションは一意ではない．

例．（ｰＴ） ２次元トーラス

〨kx, ky〩 ∼ 〨kx 〫 〲π, ky〩 ∼ 〨kx, ky 〫 〲π〩 〨〹〰〩

にZ4 〽 {e, c, c2, c3}が〴回回転

c〨kx, ky〩 〽 〨−ky, kx〩 〨〹〱〩

と作用している状況を考える．図〵のせちそとせぢそがZ4対称なフィルトレーションの例である．

〱〴
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うどでふひづ 〶〺 Z4作用付き〲次元トーラスのセル分割の例．赤バツはZ4対称な点，緑バツはZ2 〽 {e, c2}対称
な点を表す．

2.4 準備３．セル分割

ぁえここは任意のフィルトレーションについて定義されるが，本節で導入するある特別なフィルトレー
ションについてはE2ページの計算が簡単になる．まず，このノートでpセルと言ったときは向き付け
られたp次元円板の内部Dp ∼〽 Rpとする． G作用つきの空間Xに対して， pセルの集合Cp 〽 {Dp

j }を次
の規則で導入する．

• pセルDp
j間に交わりは，ない．D

p
i ∩D

p
j 〽 ∅, 〨i 6〽 j〩〮

• pセルDp
jに対して，G作用g ∈ GはpセルD

p
jの点を固定するか，あるいは，別のpセルD

p
g(j), g〨j〩 6〽

jに飛ばす．つまり，

k ∈ Dp
j , g ∈ G ⇒ gk 〽 k,または，gk ∈ Dp

g(j), g〨j〩 6〽 j. 〨〹〲〩

• pセルの向きはG対称に取る．つまり，g ∈ Gが向きを保つ（保たない）場合はDp
jとD

p
g(j)の向き

を一致（不一致）させる．

• 任意のpセルDp
jは少なくともひとつのp〫 〱セルDp+1

i と接する．

フィルトレーションは

X0 〽 C0, Xp 〽 Xp−1 ∪ Cp 〨〹〳〩

として得られる．このように構成された空間Xの分割をこのノートでは単にセル分割と呼ぶことにす
る． Xpをp骨格と呼ぶ． Z4作用付きの〲次元トーラスのセル分割の一例は，図〶で与えられ，対応する
フィルトレーションが図〵 せちそである． pセルは軌道に分裂する．軌道のラベルをaとする．軌道aから
代表pセルDp

aをひとつ選ぶと，D
p
aの点を不変に保つGの部分群GDp

a
⊂ Gが決まる． GDp

a
は，バンド理

論において小群と呼ばれる．軌道aは

〨G/GDp
a
〩×Dp

a 〨〹〴〩

の形をしており，全体では

Cp 〽
∏

a∈{orbits}

〨G/GDp
a
〩×Dp

a 〨〹〵〩

となる．

2.5 スペクトル系列の一般論

スペクトル系列は，計算したいコホモロジー群h∗〨X,Y 〩に対してE1ページ，あるいはE2ページ

Ep,q1 はひ Ep,q2 〽 何らかの計算できるもの

〱〵



から出発して，微分

dp,qr 〺 Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r , r 〽 〱, 〲, . . . , 〨〹〶〩

dr ◦ dr 〽 〰 〨〹〷〩

を計算し，Er+1ページをコホモロジー

Ep,qr+1 〽
かづひ せdp,qr 〺 Ep,qr → Ep+r,q−r+1

r そ

ぉね せdp−r,q+r−1
r 〺 Ep−r,q+r−1

r → Ep,qr そ
〨〹〸〩

によって定義し，この列が収束する場合

E1 ⇒ E2 ⇒ E3 ⇒ · · · ⇒ E∞ 〨〹〹〩

にE∞ページが計算したいコホモロジー群h
∗〨X,Y 〩を近似する，という構造をしている．計算したいコ

ホモロジー群に対してフィルタレーション

· · · ⊂ F ph∗ ⊂ · · · ⊂ F 1h∗ ⊂ F 0h∗ 〽 h∗〨X,Y 〩 〨〱〰〰〩

があり，E∞ページとは次の関係がある．

F phn/F p+1hn 〽 Ep,−p+n∞ . 〨〱〰〱〩

よって，F p+1h∗のEp,−p+∗∞ による拡大問題を何らかの方法で解いてF ph∗を得て，F ph∗のEp−1,−p+1+∗
∞ に

よる拡大問題を何らかの方法で解いてF p−1h∗を得て，．．．と拡大問題を順番に解くことによりコホモ
ロジー群h∗〨X,Y 〩を得る．

2.6 K理論における，セル分割に基づくAHSS

有限次元の空間Xに対し，有限群GのXへの作用k 7→ gk,k ∈ X, g ∈ Gが与えられているものとする．
一般に，Xのフィルトレーションに対してE1ページが

Ep,q1 〽 Kp+q
G 〨Xp, Xp−1〩 〨〱〰〲〩

と定義される． K群のフィルトレーションは

F pKn
G 〺〽 かづひ せi∗ 〺 Kn

G〨X〩→ Kn
G〨Xp−1〩そ, 〨〱〰〳〩

· · · ⊂ F pK∗G ⊂ · · · ⊂ F 1K∗G ⊂ F 0K∗G 〽 K∗G〨X〩. 〨〱〰〴〩

と定義される．ここで，i 〺 Xp−1 → Xは包含である． F pK∗Gの意味は，X上のハミルトニアンの
組〨H0, H1〩のうち，部分空間Xp−1に制限すると自明（ホモトピー同値）となるもの，である．

ＲＮＶＮＱ E1ページ

空間Xのフィルトレーションとして，前節で導入したセル分割に基づくものをひとつ選ぶ．セル分割
の場合は，E1ページは各軌道aからの寄与の直和になり，かつ，各軌道aのK群は代表pセルD

p
aの小群

で決まる．

Ep,q1
∼〽

⊕
a∈{orbits}

Kp+q
G

(
〨G/GDp

a
〩×Dp

a, 〨G/GDp
a
〩× ∂Dp

a

)
〨〱〰〵〩

∼〽
⊕

a∈{orbits}

Kp+q
GD

p
a

〨Dp
a, ∂D

p
a〩. 〨〱〰〶〩

〱〶



さらに，セル分割の定義から小群GDp
a
は代表pセルDp

aに自明に作用すること，懸垂同型 まKn〨Sp〩 〽
Kn−p〨ばぴ〩を用いると，結局E1ページは代表pセルD

p
aの既約表現だけで決まる．

∼〽
⊕

a∈{orbits}

まKp+q
GD

p
a

〨Dp
a/∂D

p
a〩 〨〱〰〷〩

∼〽
⊕

a∈{orbits}

まKq
GD

p
a

〨Dp
a〩 〨〱〰〸〩

∼〽
⊕

a∈{orbits}

⊕
α∈{irreps of GD

p
a
}

Kq
GD

p
a

〨Dp
a〩 〨〱〰〹〩

∼〽

{ ⊕
a∈{orbits}

⊕
α∈{irreps of GD

p
a
} Z 〨q ∈ づぶづの〩

〰 〨q ∈ はつつ〩
〨〱〱〰〩

E1ページを次のように表で書く．
12

〮〮〮
q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Zn0 Zn1 Zn2 Zn3

q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Zn0 Zn1 Zn2 Zn3

〮〮〮
Ep,q1 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳 · · ·

〨〱〱〱〩

アーベル群としては各pセルにおける既約表現を数えることによりE1ページが得られるが，もとも
とは空間対〨Dp

a, ∂D
p
a〩におけるp〫 q次のK群

まKp+q
GD

p
a

〨Dp
a/∂D

p
a〩
∼〽

⊕
α∈{irreps of GD

p
a
}

まKp+q〨Dp
a/∂D

p
a〩 〨〱〱〲〩

だった． K群の元は，ギャップのあるハミルトニアンとギャップレスなハミルトニアンの２通りの表
現があることに対応して，E1ページには２通りの解釈がある．

• Ep,−p1 〽
⊕

a∈{orbits}
まK0
GD

p
a

〨Dp
a/D

p
a〩： pセルDp

aにおけるギャップのあるハミルトニアン．

• Ep,−p+1
1 〽

⊕
a∈{orbits}

まK1
GD

p
a

〨Dp
a/D

p
a〩： pセルDp

aにおけるギャップレスなハミルトニアン．

と理解すべきであり，また，カイラル対称性のあるハミルトニアンとしては，

• Ep,−p+1
1 〽

⊕
a∈{orbits}

まK1
GD

p
a

〨Dp
a/D

p
a〩： pセルDp

aにおけるギャップのあるカイラル対称なハミル

トニアン．

• Ep,−p+2
1 〽

⊕
a∈{orbits}

まK2
GD

p
a

〨Dp
a/D

p
a〩： pセルDp

aにおけるギャップレスなカイラル対称なハミル

トニアン．

と理解されなければならない． E1ページの表に図を書いておくと良いだろう．前者を図〷 せちそに，後者
を図〷 せぢそに示した．

12記号を合わせてZ⊕nなどと書くべきだが，混乱が生じない限り⊕を+と書く．

〱〷
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うどでふひづ 〷〺 E1ページの意味するところ． せちそはカイラル対称性のないハミルトニアンとして． せぢそはカイ
ラル対称性のあるハミルトニアンとして．

2.7 第１微分 d1

第１微分

dp,q1 〺 Ep,q1 → Ep+1,q
1 〨〱〱〳〩

は微分d 〺 K∗〨Y 〩→ K∗+1〨X,Y 〩と一致するように定義する．つまり，合成

Kp+q
G 〨Xp, Xp−1〩→ Kp+q

G 〨Xp〩
d−→ Kp+q+1

G 〨Xp+1, Xp〩 〨〱〱〴〩

としてdp,q1 を定義する．セル分割の場合はpセル軌道aから〨p〫 〱〩セル軌道bへの寄与

せdp,q1 そa,b 〺 K
p+q
GD

p
a

〨Dp
a, ∂D

p
a〩→ Kp+q+1

G
D

p+1
b

〨Dp+1
b , ∂Dp+1

b 〩 〨〱〱〵〩

を全ての軌道について集めたものとして与えらえるが，この表式と微分dの意味を思い出すと明らかな
ように，第１微分は

• dp,q1 〺 pセルDp
aにおける， p 〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニア

ンH〨k〩のトポロジカル転移に伴う， p〫 〱セルDp+1
b へのギャップレス点の対生成

と理解できる．

dp,q1 の具体的な計算は，セルの向きと，表現の既約分解によって容易に与えられる．ここでは詳し
く述べないが，後で計算例をいくつか示す．

第１微分d1は〢微分性〢を満たす

dp+1,q
1 dp,q1 〽 〰 〨〱〱〶〩

これは意味を考えれば明らかであるが，あとで計算例で確認する．

d1 ◦ d1 〽 〰なのでコホモロジーを取ることができる． E2ページはコホモロジー

Ep,q2 〽
かづひ せdp,q1 〺 Ep,q1 → Ep+1,q

1 そ

ぉね せdp−1,q
1 〺 Ep−1,q

1 → Ep,q1 そ
〨〱〱〷〩

として定義される．分母と分子はそれぞれ

〱〸



• かづひ dp,q1 〺 pセルにおける， p〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニアンの
うち，ギャップを保ったままp〫 〱セルに拡張できるできるもの〮

• ぉね dp−1,q
1 〺 pセルにおける， p〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニアン

のうち， p− 〱セルより自明化を受けないもの．

という意味がある． ぉね dp−1,q
1 の方の解釈は， 〨−〱〩次のK群K−1がユニタリ行列によって表現され，ユ

ニタリ行列をベクトル束の変換関数と同一視することにより得られる．

したがってE2ページは

• Ep,q2 〺 pセルにおける， p〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニアンのう
ち，ギャップを保ったままp〫 〱セルに拡張でき，かつ， p− 〱セルより自明化を受けないもの．

と理解できる．

2.8 高次微分 dr

第１微分は，次元が±〱だけ異なるpセル間を〢大域化〢したに過ぎない．次元がrだけ異なるpセルを張
り合わせる際の障害を計算する準同型が第r微分

dp,qr 〺 Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r , r 〽 〱, 〲, . . . 〨〱〱〸〩

である．

• dp,qr 〺 pセルDp
aにおける， p 〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニア

ンH〨k〩のトポロジカル転移に伴う， p〫 rセルDp+r
b へのギャップレス点の対生成

と理解できる．後でd0,0
3 が非自明な具体例を見る．

E2ページと同様にEr+1ページがdrのコホモロジー〨〹〸〩によって定義される． Er+1ページの各項
は，

• Ep,qr+1〺 pセルにおける， p〫 q個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニアンのう

ち，ギャップを保ったままp 〫 〱, . . . , p 〫 rセルに拡張でき，かつ， p − 〱, . . . , p − rセルより自明
化を受けないもの．

と理解できる．

注） K理論，あるいはKO理論のぁえここにおいては， こぴづづのひはつ平方Sqiで与えらえる寄与がある．本
節で与えた高次微分の解釈との関係は，いまのところ不明である．

2.9 E∞ページと拡大問題

Xが有限次元であれば，r 〫 〱以上の高次微分は消える． E∞ページの意味は

• Ep,n−p∞ 〺 pセルにおける， n個のカイラル対称性が存在するギャップのあるハミルトニアンのう
ち，ギャップを保ったままX全体に拡張でき．かつ低次元のセルより自明化を受けないもの．

〱〹



である．一方で，K群のフィルトレーション

· · · ⊂ F pKn
G ⊂ · · · ⊂ F 1Kn

G ⊂ F 0Kn
G 〽 Kn

G〨X〩. 〨〱〱〹〩

は

F pKn
G 〺〽 かづひ せi∗ 〺 Kn

G〨X〩→ Kn
G〨Xp−1〩そ 〨〱〲〰〩

で与えられた．意味を考えると

F pKn
G/F

p+1Kn
G 〽 Ep,n−p∞ 〨〱〲〱〩

が確認できる．

短完全列で書くと近似の構造がより明白かもしれない． Xが〳次元以下の空間の場合は

〰→ F 1Kn
G → Kn

G〨X〩→ E0,n
∞ → 〰, 〨〱〲〲〩

〰→ F 2Kn
G → F 1Kn

G → E1,n−1
∞ → 〰, 〨〱〲〳〩

〰→ F 3Kn
G → F 2Kn

G → E2,n−2
∞ → 〰, 〨〱〲〴〩

〰→ F 4Kn
G → F 3Kn

G → E3,n−3
∞ → 〰 〨〱〲〵〩

となるが，次元的な理由でF 4Kn
G 〽 〰なので， 〴つ目の短完全列はF 3Kn

g
∼〽 E3,n−3

∞ を意味するので，結

局

〰→ F 1Kn
G → Kn

G〨X〩→ E0,n
∞ → 〰, 〨〱〲〶〩

〰→ F 2Kn
G → F 1Kn

G → E1,n−1
∞ → 〰, 〨〱〲〷〩

〰→ E3,n−3
∞ → F 2Kn

G → E2,n−2
∞ → 〰 〨〱〲〸〩

を得る．順番に拡大問題を解くことによりK群か決まる．さらに，反ユニタリな対称性が存在せず，
かつハミルトニアンと反可換な対称性が存在しない場合は，Ep,odd

1 〽 〰に注意すると，結局，

〰→ E2,−2
∞ → K0

G〨X〩→ E0,0
∞ → 〰, 〨〱〲〹〩

〰→ E2,−1
∞ → K1

G〨X〩→ E1,0
∞ → 〰 〨〱〳〰〩

が成立する． E0,0
∞ ⊂ E

0,0
1 は自由アーベル群なので， K0

G〨X〩に関してはぁえここの計算よりアーベル群の
構造が決まる．

K0
G〨X〩 ∼〽 E0,0

∞ ⊕ E2,−2
∞ . 〨〱〳〱〩

一方で，E1,0
∞ はねじれ群を含む可能性があるので， K1

G〨X〩のアーベル群の構造を決定するには拡大問
題を解く必要がある．空間群に対する具体的なE∞ページの計算結果についてはせ〶そを見て頂きたい．

3 計算例

最後にぁえここの計算例 せ〶そをいくつか紹介する．

3.1 ２次元トーラス T 2

k 〽 〨kx, ky〩と略記する． 〲次元トーラス

k ∼ 〨kx 〫 〲π, ky〩 ∼ 〨kx, ky 〫 〲π〩 〨〱〳〲〩

〲〰



A Y A

b へ の f nb

A で A

うどでふひづ 〸〺 T 2のセル分割

か、

a v の f へ a

•

A

うどでふひづ 〹〺 RP 2のセル分割

上のK群Kn〨T 2〩をぁえここで計算してみよう． T 2を図〸のようにセル分割する． E1ページは各pセル上
の既約表現（自明表現のみ）の数で与えられる．

q 〽 〱 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z Z〫 Z Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z Z〫 Z Z
Ep,q1 {A} {a, b} {α}

p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲

〨〱〳〳〩

第〱微分は全て自明．

d0,0
1 〽 〰, d1,0

1 〽 〰. 〨〱〳〴〩

よって，E2 〽 E1で，かつ第２微分以降も自明だから，E∞ 〽 E1〮 E∞ページからK群が決まる．

K0〨T 2〩 ∼〽 E2,−2
∞ ⊕ E0,0

∞ 〽 Z⊕ Z, K1〨T 2〩 ∼〽 E1,0
∞ 〽 Z⊕ Z. 〨〱〳〵〩

〲〱



3.2 実射影平面 RP 2

実射影平面上のK群をぁえここで計算しよう．図〹のようにセル分割する． E1ページは各pセル上の既約
表現（自明表現のみ）の数で与えられる．

q 〽 〱 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z Z Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z Z Z
Ep,q1 {A} {a} {α}

p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲

〨〱〳〶〩

トーラスの場合と異なり， d1,0
1 が非自明である．

d1,0
1 〺 E1,0

1 → E2,0
1 , 〱 7→ 〲. 〨〱〳〷〩

E1,0
1 〽 K1〨D1

a, ∂D
1
a〩 〽 Zは〱セルa上のカイラル対称性があるハミルトニアン

H 〽 kxσx 〫 〨k2
x − µ〩σy, 　 〽 σz 〨〱〳〸〩

によって生成される．一方でE2,0
1 〽 K1+1〨D2

α, ∂D
2
α〩はクラスぁぉぉぉのギャップレス・ハミルトニアン

h 〽 kxσx 〫 kyσy, 　 〽 σz 〨〱〳〹〩

によって生成される． d1,0
1 は〱セルaでトポロジカル転移を起こして〲セルαにギャップレス点を生成す

る過程，と理解できた．トポロジカル転移はaに垂直な方向の座標をkyとして

H 〽 kxσx 〫 〨k2
x 〫 k2

y − µ〩σy, 　 〽 σz 〨〱〴〰〩

と書ける． 〱セルaの向きに注意すると，生成されるギャップレスの電荷が同符号であることがわか
る．

d1のコホモロジーを取りE2 〽 E∞ページを得る．

q 〽 〱 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z 〰 Z2

q 〽 −〱 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z 〰 Z2

Ep,q2 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲

〨〱〴〱〩

これから

K0〨RP 2〩 ∼〽 Z2 〫 Z 〨〱〴〲〩

とK0にZ2が出現する．実際，RP 2上の複素ベクトル束においてはZ2不変量が定義できる． せ〷そ
（H2〨RP 2,Z〩 〽 Z2である．） RP 2上のU〨N〩ゲージ場Aとその曲率Fに対して次の量を考える．

iθ 〽

∮
a

ぴひA− 〱

〲

∫
RP 2

ぴひF ∈ R/〲πiZ. 〨〱〴〳〩

aはπ1〨RP
2〩 〽 Z2の非自明なループである．２倍すると，ストークスの定理より，

〲iθ 〽

∮
a+a

A−
∫
RP 2

F 〽 〰. 〨〱〴〴〩

よって，θは量子化する．

θ ∈ {〰, π}. 〨〱〴〵〩

〲〲
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うどでふひづ 〱〰〺 T 2のZ4同変なセル分割

3.3 文様群 p4

Z4 〽 {e, c, c2, c3}作用

ck 〽 〨−ky, kz〩. 〨〱〴〶〩

つきのトーラス上のK群Kn
Z4
〨T 2〩をぁえここで計算しよう．トーラスを図〱〰のようにZ4同変にセル分割す

る．小群は〰セルについては

GD0
A
〽 GD0

C
〽 Z4, GD0

B
〽 Z2 〽 {e, c2} 〨〱〴〷〩

で与えらる．〱, 〲セルについては自明〮 E1ページは各pセルにおける小群の既約表現の数で決まる．

q 〽 〱 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z4 〫 Z2 〫 Z4 Z〫 Z Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z4 〫 Z2 〫 Z4 Z〫 Z Z
Ep,q1 {A,B,C} {a, b} {α}

p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲

〨〱〴〸〩

第〱微分を計算すると，

d0,0
1 〽

A B C
〱 i −〱 −i 〱 −〱 〱 i −〱 −i
〱 〱 〱 〱 −〱 −〱 a

〱 〱 −〱 −〱 −〱 −〱 b

〨〱〴〹〩

d1,0
1 〽

a b
〰 〰 α

〨〱〵〰〩

となる．これからE2ページが

q 〽 〱 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z8 〰 Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z8 〰 Z
Ep,q2 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲

〨〱〵〱〩

と決まる． K0
Z4
〨T 2〩は次の短完全列に入る．

〰→ Z︸︷︷︸
E2,−2

2

→ K0
Z4
〨T 2〩→ Z8︸︷︷︸

E0,0
2

→ 〰. 〨〱〵〲〩

〲〳
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うどでふひづ 〱〱〺 T 3のZ2同変なセル分割．図は〢基本領域〢であるT 3の〲分の１のみ表示した．図中で，プラ
イム付き記号はプライムなし記号と対称性変換で移り合うことを意味する．図はせ〶そより．

さて，アーベル群としてはK0
Z4
〨T 2〩 ∼〽 Z9と決まる．

アーベル群の構造が決まっても， K群はE0,0
2 とE

2,−2
2 単なる直積ではない． E2,−2

2 〽 Zの生成
元はトーラスの〱〯〴である〲セルαにおけるぃとづひの数〱のぃとづひの絶縁体を表すため，トーラス全体として
はぃとづひの数〴を与える．一方で，トーラス全体でZ4対称性と両立するぃとづひの数〱のぃとづひの絶縁体の模型が
存在する．トポロジカル絶縁体などへの応用の観点からは，アーベル群の構造だけでは情報が不十分
な場合がある．

3.4 P1̄（空間群No. 2）

本節では第〳微分が非自明になる例を見る． 〳次元トーラス

k ∼ 〨kx 〫 〲π, ky, kz〩 ∼ 〨kx, ky 〫 〲π, kz〩 ∼ 〨kx, ky, kz 〫 〲π〩 〨〱〵〳〩

に対して，次のZ2 〽 {e, I}対称性（反転対称性）を考える．

uI〨k〩H〨k〩uI〨k〩
−1 〽 H〨−k〩, uI〨−k〩uI〨k〩 〽 〱. 〨〱〵〴〩

Z2対称なセル分割として，図〱〱を取る． 〰セルにおける小群はZ2，〱〬〲〬〳における小群は自明群Z1 〽
{e}である． E1ページは以下のようになる．

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z Z〫 Z〫 Z〫 Z Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z〫 Z Z〫 Z〫 Z〫 Z Z
Ep,q1 {　, X, Y, S, Z, U, T,R} {a, b, c, d, e, f, g} {α, β, γ, δ} {vol}

p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〵〵〩

〲〴



第１微分

d0,0
1 〺 E0,0

1︸︷︷︸
〰セルにおける既約表現

→ E1,0
1︸︷︷︸

〱セルにおけるスペクトル流

〨〱〵〶〩

は，〱セルにおいてはZ2対称性が落ちるので，

d0,0
1 〽

　 X Y S Z U T R
〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱
〱 〱 −〱 −〱 a

〱 〱 −〱 −〱 b
〱 〱 −〱 −〱 c

〱 〱 −〱 −〱 d
〱 〱 −〱 −〱 e

〱 〱 −〱 −〱 f
〱 〱 −〱 −〱 g

〨〱〵〷〩

となる．核を取り，生成元の成分で表示すると

E0,0
2 〽 かづひ d0,0

1 〽 Z

〈



〱
−〱
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〱
−〱
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〱
−〱
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〰
〰
〱
−〱
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〱
−〱
〰
〰
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〱
−〱
〰
〰
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〱
−〱
〰
〰



,



〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〰
〱
−〱



,



〱
〰
〱
〰
〱
〰
〱
〰
〱
〰
〱
〰
〱
〰
〱
〰



〉
∼〽 Z9

〨〱〵〸〩

となる．同様にしてd1,0
1 〺 E1,0

1 → E2,0
1 も計算できるがここでは省略する．第１微分

d2,−2
1 〺 E2,−2

1︸ ︷︷ ︸
〲セル上のぃとづひの絶縁体

→ E3,−2︸ ︷︷ ︸
〳セル上のしづべぬ点

〨〱〵〹〩

は特徴的である． d2,−2
1 の意味はα上のぃとづひの絶縁体のトポロジカル転移によって，〳セルvolにしづべぬ点

が生成される． Z2対称性によって，同時にα
′ 〽 I〨α〩においてもトポロジカル転移に伴うしづべぬ点の生

成が生じるが，しづべぬ点の電荷は同符号〯異符号のどちらだろうか． α上のぃとづひの絶縁体の模型

H 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y − µ〩σz 〨〱〶〰〩

に対して，Z2変換は〨kx, ky〩 7→ 〨−kx,−ky〩と作用する．この作用によってぃとづひの数は変化しないから，

対応して，生成されるしづべぬ点も同符号であることが分かる．よって，d2,−2
1 は

d2,−2
1 〽

α β γ δ
〲 −〲 〰 〰 vol

〨〱〶〱〩

となる．E3,−2
2 〽 ぃはにづひ d2,−2

1 〽 Z2に注意． 〳セルにおけるしづべぬ点の偶奇を意味する． E2ページは

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z9 〰 Z3 Z2

q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z9 〰 Z3 Z2

Ep,q2 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〶〲〩

〲〵



となる．第〲微分は自明なのでE3 〽 E2．

さて，E3ぺージを見ると

d0,0
3 〺 Z9 → Z2 〨〱〶〳〩

が非自明になり得る． d0,0
3 が非自明であることを以下のように示すことができる． E0,0

3
∼〽 Z9の生成元

のうち，

〨〱,−〱, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰, 〰〩tr, 〨〱〶〴〩

つまり，　点におけるZ2の自明表現と非自明表現によって生成されているものに注目する． Z2対称性，
及びハミルトニアンの組は

H0 〽

(
〱
−〱

)
, H1 〽

(
−〱

〱

)
, I 〽

(
〱
−〱

)
〨〱〶〵〩

によって与えらえる． H0からH1への〢トポロジカル転移〢が起こったときに，近傍において何が起き
るだろうか．トポロジカル転移の模型は

H 〽 kxσx 〫 kyσy 〫 〨k2
x 〫 k2

y 〫 k2
z − µ〩σz, I 〽 σz 〨〱〶〶〩

と構成できる．容易にわかるように，µ > 〰のときkz > 〰とkz < 〰において，電荷が異符号のしづべぬ点が
ひとつずつ存在する．他の〰セルからの寄与も同様なので，d0,0

3 〺 Z9 → Z2は

d0,0
3 〽

　 X Y S Z U T R ぴはぴちぬ 「ぬぬどので
〱 〱 〱 〱 〱 〱 〱 〱 〰 vol

〨〱〶〷〩

となる． d3のコホモロジーを取りE∞ページは

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z9 〰 Z3 〰
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z9 〰 Z3 〰
Ep,q∞ p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〶〸〩

となる．ここでアーベル群としてE0,0
∞
∼〽 Z9であるが， E0,0

3 とは異なるE
0,0
1 の部分格子であることに注

意したい．

3.5 P222（空間群No. 16）

比較的単純な対称性によってZ2が生じる例を見る．

k 〽 〨kx, ky, kz〩と略記する． 〳次元トーラス

k ∼ 〨kx 〫 〲π, ky, kz〩 ∼ 〨kx, ky 〫 〲π, kz〩 ∼ 〨kx, ky, kz 〫 〲π〩 〨〱〶〹〩

に対して，次のZ2 × Z2 〽 {e, cx, cy, cxcy}対称性を考える．まず，トーラスへの作用を

cxk 〽 〨kx,−ky,−kz〩, 〨〱〷〰〩

cyk 〽 〨−kx, ky,−kz〩. 〨〱〷〱〩

とする．ハミルトニアンの対称性は

ucx〨k〩H〨k〩 〽 H〨cxk〩ucx〨k〩, ucx〨cxk〩Ucx〨k〩 〽 〱, 〨〱〷〲〩

ucy 〨k〩H〨k〩 〽 H〨cyk〩ucy 〨k〩, ucy 〨cyk〩ucy 〨k〩 〽 〱, 〨〱〷〳〩

ucx〨cyk〩ucy 〨k〩 〽 ucy 〨cxk〩ucx〨k〩 〨〱〷〴〩

〲〶
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うどでふひづ 〱〲〺 T 3のZ2 × Z2同変なセル分割．図は〢基本領域〢であるT 3の４分の１のみ．図はせ〶そより．

とする．トーラスのZ2 × Z2対称なセル分割を図〱〲のように取る．各pセルは

〰セル：{　, X, Y, S, Z, U, T,R},
〱セル：{a, b, c, d, e, f, g, h, i, g, k, `},
〲セル：{α, β, γ, δ, ε},
〳セル：{vol〨図〱〲の領域〩}.

となる． 〰セルにおいては，Z2 × Z2対称性が， 〱セルにおいてはZ2対称性が残るので， E1ページは

E0,0
1 〽 K0

D2
〨〰〭っづぬぬび〩 〽 Z4︸︷︷︸

Γ

⊕ Z4︸︷︷︸
X

⊕ Z4︸︷︷︸
Y

⊕ Z4︸︷︷︸
S

⊕ Z4︸︷︷︸
Z

⊕ Z4︸︷︷︸
U

⊕ Z4︸︷︷︸
T

⊕ Z4︸︷︷︸
R

, 〨〱〷〵〩

E1,0
1 〽 K0

D2
〨〱〭っづぬぬび〩 〽 Z2︸︷︷︸

a

⊕ Z2︸︷︷︸
b

⊕ Z2︸︷︷︸
c

⊕ Z2︸︷︷︸
d

⊕ Z2︸︷︷︸
e

⊕ Z2︸︷︷︸
f

⊕ Z2︸︷︷︸
g

⊕ Z2︸︷︷︸
h

⊕ Z2︸︷︷︸
i

⊕ Z2︸︷︷︸
j

⊕ Z2︸︷︷︸
k

⊕ Z2︸︷︷︸
`

,

〨〱〷〶〩

E2,0
1 〽 K0

D2
〨〲〭っづぬぬび〩 〽 Z︸︷︷︸

α

⊕ Z︸︷︷︸
β

⊕ Z︸︷︷︸
γ

⊕ Z︸︷︷︸
δ

⊕ Z︸︷︷︸
ε

, 〨〱〷〷〩

E3,0
1 〽 K0

D2
〨〳〭っづぬぬび〩 〽 Z︸︷︷︸

vol

. 〨〱〷〸〩

となる．表も書いておくと

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z32 Z24 Z5 Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z32 Z24 Z5 Z
Ep,q1 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〷〹〩

第１微分は

Z32 d0,01−−→ Z24 d1,01−−→ Z5 d2,01−−→ Z, 〨〱〸〰〩

〲〷



の形をしている．第１微分は，表現の既約分解により機械的に計算される．

d0,0
1 〽

Γ X Y S Z U T R
AB1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3 A B1B2B3

1 0 0 1 −1 0 0 −1 A a
0 1 1 0 0 −1−1 0 B

1 0 0 1 −1 0 0 −1 A b
0 1 1 0 0 −1−1 0 B

1 0 0 1 −1 0 0 −1 A c
0 1 1 0 0 −1−1 0 B

1 0 0 1 −1 0 0 −1 A d
0 1 1 0 0 −1−1 0 B

1 0 1 0 −1 0 −1 0 A e
0 1 0 1 0 −1 0 −1 B

1 0 1 0 −1 0 −1 0 A f
0 1 0 1 0 −1 0 −1 B

1 0 1 0 −1 0 −1 0 A g
0 1 0 1 0 −1 0 −1 B

1 0 1 0 −1 0 −1 0 A h
0 1 0 1 0 −1 0 −1 B

1 1 0 0 −1−1 0 0 A i
0 0 1 1 0 0 −1−1 B

1 1 0 0 −1−1 0 0 A j
0 0 1 1 0 0 −1−1 B

1 1 0 0 −1−1 0 0 A k
0 0 1 1 0 0 −1−1 B

1 1 0 0 −1−1 0 0 A `
0 0 1 1 0 0 −1−1 B

〨〱〸〱〩

d1,0
1 〽

a b c d e f g h i j k `
AB AB A B A B AB AB A B A B A B A B A B AB
〱 〱 −〱−〱 −〱−〱 〱 〱 α

〱 〱 −〱−〱 −〱−〱 〱 〱 β
〱 〱 −〱−〱 −〱−〱 〱 〱 γ

〱 〱 −〱−〱 −〱−〱 〱 〱 δ
〱 〱 −〱−〱 −〱−〱 〱 〱 ε

〨〱〸〲〩

d2,0
1 〽

α β γ δ ε
〰 〰 〰 〰 〰 vol

〨〱〸〳〩

第一微分が計算できれば，そのコホモロジーを取る．

Zn → Zm 〨〱〸〴〩

の形の準同型の処理は，スミス標準形を使うと良い．ここでは結果だけ書く．

E0,0
2 〽 かづひ 〨d0,0

1 〩 〽 Z13, 〨〱〸〵〩

E1,0
2 〽 かづひ 〨d1,0

1 〩/ぉね 〨d0,0
1 〩 〽 Z2, 〨〱〸〶〩

E2,0
2 〽 かづひ 〨d2,0

1 〩/ぉね 〨d1,0
1 〩 〽 〰, 〨〱〸〷〩

E3,0
2 〽 ぃはにづひ 〨d2,0

1 〩 〽 Z. 〨〱〸〸〩

よりE2ページは

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z13 Z2 〰 Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z13 Z2 〰 Z
Ep,q2 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〸〹〩

となる．奇数次のK群が〰なので，第２微分d2 〽 〰〮 よってE3 〽 E2．さて，第３微分のうち

d0,0
3 〺 E0,0

3 → E3,−2
3 〨〱〹〰〩

〲〸
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うどでふひづ 〱〳〺 〨〱〹〲〩式で定義されるT 3のZ2 × Z2同変なセル分割．図は〢基本領域〢であるT 3の４分の１の
み書いた． A 〽 〨〰, 〰, 〰〩, B 〽 〨〲π, 〰, 〰〩, C 〽 〨〰, 〲π, 〰〩, D′ 〽 〨〰, 〰, 〲π〩である．図中で，プラ
イム付き記号はプライムなし記号と対称性変換で移り合うことを意味する．

が非自明になり得る．詳しくは述べないが，Z2 × Z2加群の構造に注目するとd
0,0
3 〽 〰を示すことがで

きる． 13 よって，E∞ 〽 E3を得る．

奇数次のK群に注目しよう， K群は次の短完全列に入る．

〰→ Z︸︷︷︸
E3,−2
∞

→ K1
D2

〨T 3〩→ Z2︸︷︷︸
E1,0
∞

→ 〰. 〨〱〹〱〩

実は，この短完全列の拡大は非自明であることが示すことができるが，ここではE1,0
∞ 〽 Z2に注目した

い． 〱骨格上でZ2不変量が定義できることを意味する． Z2不変量の具体的構成についてはせ〶そを見て頂
きたい．

3.6 F222（空間群No. 22）

以下のようにR3の点を同一視することにより〳次元トーラスをつくる．

k ∼ 〨kx − 〲π, ky 〫 〲π, kz 〫 〲π〩 ∼ 〨kx 〫 〲π, ky − 〲π, kz 〫 〲π〩 ∼ 〨kx 〫 〲π, ky 〫 〲π, kz − 〲π〩. 〨〱〹〲〩

Z2 ×Z2のT
3への作用は前節と同じとする． 14 T 3のZ2 ×Z2対称な分割例として，図〱〳を取る．特徴と

して，向かい合った〲セルは対称性変換によって移り合う．実際，〲セルαとα′は

α′ 〽 cy〨α〩 〫 〨〲π, 〲π, 〲π〩 〽 cy〨α〩 〫 〨−〲π, 〲π, 〲π〩 〫 〨〲π,−〲π, 〲π〩 〫 〨〲π, 〲π,−〲π〩 〨〱〹〳〩

13E3,−2
3 = ZはWeyl点を表す． Weyl点は回転に対して電荷を変えないことから，Z2 × Z2のE3,−2

3 = Zへの作用は自明であ
ることが分かる．一方で，d0,03 はある0セルにおけるバンド反転に伴うWeyl点の生成を意味するので， Z2 × Z2の非自明な既約

表現を含むバンド反転でなければならない． Z2 × Z2加群の構造が異なるので，非自明な準同型が存在しない．
14空間群F222に対応する．

〲〹



と関係する．各pセルにおける小群の既約表現の数から，E1ページは

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z4 〫 Z4 〫 Z4 〫 Z4 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 Z〫 Z〫 Z Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z4 〫 Z4 〫 Z4 〫 Z4 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 〫 Z2 Z〫 Z〫 Z Z
Ep,q1 {A,B,C,D} {a, b, c, d, e, f} {α, β, γ} {vol}

p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〹〴〩

となる．ここでは

d1,0
1 〺 E1,0

1 → E2,0
1 〨〱〹〵〩

に注目しよう．意味は，

E1,0
1︸︷︷︸

１セル上のクラスぁぉぉぉトポロジカル絶縁体

→ E2,0
1︸︷︷︸

〲セル上のクラスぁぉぉぉギャップレス点

だった． d1,0
1 自体は，表現の既約分解とセルの向きから計算され，（RP

2の第１微分の計算と同様にし
て）

d1,0
1 〽

a b c d e f
〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱 〱 −〱
〱 〱 〱 〱 −〱 −〱 〱 〱 α

〱 〱 〱 〱 −〱 −〱 −〱 −〱 β
〱 〱 〱 〱 〱 〱 〱 〱 γ

〨〱〹〶〩

となる．目の子で

ぉね d1,0
1 〽 Z

 〱
〱
〰

〫 Z

 〱
〰
〱

〫 Z

 〰
〱
〱

 〨〱〹〷〩

がわかり，すこし変形して

〽 Z

 〱
〱
〰

〫 Z

 〱
〰
〱

〫 Z

 〲
〰
〰

 〨〱〹〸〩

となるので， ぃはにづひ d1,0
1 〽 Z2がわかる．他の第１微分も計算するとE2ページは

q 〽 〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 〰 Z7 Z2 Z2 Z
q 〽 −〱 〰 〰 〰 〰
q 〽 −〲 Z7 Z2 Z2 Z
Ep,q1 p 〽 〰 p 〽 〱 p 〽 〲 p 〽 〳

〨〱〹〹〩

となる．前節と同様の議論から第３微分d0,0
3 〽 〰を示すことができ，E∞ページを得る．偶数次のK群

は

K0
Z2×Z2

〨T 3〩 〽 Z7 〫 Z2 〨〲〰〰〩

となる．よって，K群を特徴づけるZ2不変量が存在する． Z2の出自は〲セルにあるが，実際，図〱〳を
よくみると，〲骨格は実射影平面RP 2に他ならない．よってRP 2の場合と同一のZ2トポロジカル不変
量が定義できる．

iθ 〽

∮
a+b+c

A− 〱

〲

∫
α+β+γ

F ∈ {〰, iπ}. 〨〲〰〱〩

〳〰



A 完全列

A,B,Cをアーベル群，f 〺 A→ B〬 g 〺 B → Cを準同型とする．

A
f−→ B

g−→ C 〨〲〰〲〩

が完全とは，

ぉね f 〽 かづひ g 〨〲〰〳〩

が成立するときを言う．

準同型f 〺 A→ Bが単射であることは

〰→ A
f−→ B 〨〲〰〴〩

が完全である，言い換えることができる．

同様に，準同型f 〺 A→ Bが全射であることは

A
f−→ B → 〰 〨〲〰〵〩

が完全である，と言い換えることができる．

特に，

〰→ A→ B → C → 〰 〨〲〰〶〩

の形の完全列を短完全列と呼ぶ．

B 群の拡大

アーベル群A,B,Cに対して，BがCのAによる拡大とは，次の短完全列

〰→ A→ B → C → 〰 〨〲〰〷〩

が存在することを言う．なぜ拡大と呼ばれるかを理解するために次の例を考えよう．

右手で〱から〱〰まで数を数えて，〱〰の桁の数は左手で数えよう．すると〰から〹〹までの数を両手で記

録できる．右手をZ右手10 ，左手をZ左手10 ， 〰から〹〹までの数をZ100と書こう．すると，次の短完全列の
構造がある．

〰→ Z(左手)
10

n7→10n−−−−→ Z100
〱の位−−−−→ Z(右手)

10 → 〰. 〨〲〰〸〩

完全性については定義と比較して確かめて欲しい．右手で〱〰まで数える毎に左手で〱増やす点が拡大と
いうわけである．

CのAによる拡大は一意ではない．上の例では，

〰→ Z(左手)
10

n 7→(n,0)−−−−−→ Z(左手)
10 × Z(右手)

10

(n,m)→m−−−−−−→ Z(右手)
10 → 〰 〨〲〰〹〩

というZ右手10 のZ左手10 による自明な拡大がある．上の例とは，単に左手と右手で独立に〱〰を数えている
点が異なる．

〳〱



C Smith標準形

格子Znから格子Zmへの準同型

f 〺 Zn → Zm 〨〲〱〰〩

を適当な基底で行列表示する．

f〨a1, . . . , an〩 〽 〨b1, . . . , bm〩Mf . 〨〲〱〱〩

ここで，Mfはm×nの整数行列である．格子の基底を上手く選んで，つまり，ユニモジュラ行列u, vを
用いてMfを次の形に〢対角化〢できる．

uMfv 〽


d1

〮 〮 〮

dq

O

O O

 , 〱 ≤ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dq. 〨〲〱〲〩

これをスミス標準形と呼ぶ．

g ◦ f 〽 〰を満たす準同型

Zn f−→ Zm g−→ Zk 〨〲〱〳〩

について，コホモロジー かづひ g/ぉね fはスミス標準形を用いて容易に計算される．準同型gのこねどぴと標準
形を

u′Mgv
′ 〽


d′1

〮 〮 〮

d′q′

O

O O

 , 〱 ≤ d′1 ≤ d′2 ≤ · · · ≤ d′q 〨〲〱〴〩

とすると，

かづひ g/ぉね f ∼〽 Z⊕(m−q−q′) ⊕
q⊕
j=1

Z/djZ 〨〲〱〵〩

となる．

D 既約表現の構成

ぁえここの計算においては任意の有限群Gと任意の乗数系 zg,h ∈ U〨〱〩〬

ぞgぞh 〽 zg,hĝh, g, h ∈ G, 〨〲〱〶〩

に対する既約指標が要る．ここでは対称性を満たすハミルトニアンをできるだけランダムに構成して，
そのハミルトニアンを対角化することにより既約指標を構成する方法を紹介する． 15

任意の行列Hに対して次の行列を考える．

HG 〽
〱

|G|
∑
g∈G

ぞgHぞg−1. 〨〲〱〷〩

15例えば，[8]．

〳〲



明らかに，HGはG対称性を持つ．

ぞhHGぞh−1 〽 HG, h ∈ G. 〨〲〱〸〩

よって，HGを対角化すると，固有関数はGのなんらかの表現であり，G対称性以外の余分な対称性が
なくなるようにHをランダムに選ぶと，HGの固有関数はGの既約表現に分解する．

そこで，与えられた群Gからひとつの表現を構成する標準的な方法が問題となるが，正則表現があ
る．群Gの左正則表現とは，{|g〉}g∈Gを表現基底として以下によって定義される．

ぞg |k〉 〽 zg,k |gk〉 〽
∑
h∈G

|h〉 せzg,kδh,gkそ. 〨〲〱〹〩

表現行列はせDgそhk 〽 zg,kδh,gkである．∑
k∈G

せDgそhkせDg′ そkl 〽
∑
k∈G

zg,kδh,gkzg′,lδk,g′l 〽 zg,g′lδh,gg′lzg′,l 〽 zg,g′zgg′,lδh,gg′l 〽 zg,g′ せDgg′ そhl 〨〲〲〰〩

に注意．ここで２コサイクル条件を用いた．正則表現Rについては以下の性質がある．

R 〽
⊕

α∈{irreps}

α⊕dimα. 〨〲〲〱〩

ここでの重要点は，正則表現は全ての既約表現を含む点にある．既約表現αはつどねα回出現するが，ハ
ミルトニアンHをランダムに取ればつどねαの偶然縮退は生じない．よって，任意の乗数系に対して既約
表現が構成できる．計算確認として，次の関係式が有用である．∑

α∈{irreps}

〽
〱

|G|
∑

g,h∈G,gh=hg

zg,h
zh,g

. 〨〲〲〲〩
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