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定義: 行列の条件数
正則行列M ∈ GLN (C)の条件数を

κmat(M) := ∥M∥2
∥∥M−1

∥∥
2

(1)

で定義する.

A ∈ MatN×N (C)を対角化可能行列とする.

定義: 固有ベクトルの条件数
Aの相異なる固有値の個数を pとし, 固有値 λα (α = 1, 2, . . . , p)の重複度*1を dα := dimker(A−λαIN )

と置く. λα に属する右固有ベクトルを uα,µ
R ∈ CN , 左固有ベクトルを uα,µ

L ∈ CN とする (µ =

1, 2, . . . , dα). ここで, 右固有ベクトルと左固有ベクトルは双直交化しておく*2:

(uα,µ
L )†uβ,ν

R = δα,βδµ,ν . (2)

このとき, 固有ベクトル uL/R の条件数を

κvec(u
α,µ
L/R) := ∥uα,µ

L ∥2 ∥u
α,µ
R ∥2 (3)

で定義する.

命題
Aの左/右固有ベクトル uα,µ

L/R を上のように双直交に取る. 正則行列 U ∈ GLN (C)を, この右固有ベクト
ルたちを並べてできる行列として定義する*3:

U =
[
u1,1
R · · · u1,d1

R u2,1
R · · · u2,d2

R · · · · · · up,1
R · · · u

p,dp

R

]
. (4)

このとき,

1

L

∑
α,µ

κvec(u
α,µ
L/R) ≤ κmat(U) (5)

が成り立つ.

*2 右固有ベクトルがすべて与えられたとき, 双直交条件 (2)を満たす左固有ベクトルは一意に定まる.
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Proof. まず, U−1 は左固有ベクトル uα,µ
L を用いて

(U−1)† =
[
u1,1
L · · · u1,d1

L u2,1
L · · · u2,d2

L · · · · · · up,1
L · · · u

p,dp

L

]
(6)

と書ける. これより, U, U−1 の Frobeniusノルムは

∥U∥2F := Tr(U†U) =
∑
α,µ

∥uα,µ
R ∥22 ,

∥∥U−1
∥∥2
F
:= Tr(U−1(U−1)†) =

∑
α,µ

∥uα,µ
L ∥22 (7)

である.

2-ノルムと Frobeniusノルムの関係

∥M∥2 ≥ 1√
L
∥M∥F (8)

を用いると,

κmat(U) = ∥U∥2
∥∥U−1

∥∥
2
≥ 1

L
∥U∥F

∥∥U−1
∥∥
F
=

1

L

√∑
α,µ

∥uα,µ
R ∥22

√∑
α,µ

∥uα,µ
L ∥22 (9)

≥ 1

L

∑
α,µ

∥uα,µ
R ∥2 ∥u

α,µ
L ∥2 =

1

L

∑
α,µ

κvec(u
α,µ
L/R) (10)

を得る. なお, 2番目の不等号では Cauchy–Schwarzの不等式を用いた.

*3 ここで, 同じ固有値 λα に属する右固有ベクトル uα,1
R , . . . ,uα,dα

R 同士は直交化されている必要はない.
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