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WKB接続公式
一般に、指数関数的に減衰する関数に対し、

C

2
√
γ(x)

exp

(
−
∣∣∣∣∫ x

a
γ(x′)dx′

∣∣∣∣) (E < V (x))

←→ C√
k(x)

cos

(∣∣∣∣∫ x

a
k(x′)dx′

∣∣∣∣− π

4

)
(E > V (x)) (1)

指数関数的に増大する関数に対し、
D√
γ(x)

exp

(
+

∣∣∣∣∫ x

a
γ(x′)dx′

∣∣∣∣) (E < V (x))

←→ − D√
k(x)

sin

(∣∣∣∣∫ x

a
k(x′)dx′

∣∣∣∣− π

4

)
(E > V (x)) (2)

エアリー関数
方程式

d2

dz2
ψ(z)− zψ(z) = 0 (3)

の解はエアリー関数：ψ(z) = Ai(z).

定義：
Ai(z) =

1

π

∫ ∞

0
cos

(
t3

3
+ zt

)
dt (4)

漸近形 (z →∞)：

Ai(−z) → 1√
πz1/4

cos

(
2

3
z3/2 − π

4

)
, (5)

Ai(z) → 1

2
√
πz1/4

exp

(
−2

3
z3/2

)
(6)

(note) シュレーディンガー方程式(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)− E

)
ψ(x) = 0 (7)

において、V (a) = E となる古典的転回点 x = a のまわりでポテンシャル V (x) を

V (x) ∼ V (a) + F0(x− a) (8)

のように展開する。
z ≡

(
2m

h̄2
F0

)1/3

(x− a) (9)

のように z を定義すると、シュレーディンガー方程式は式 (3) のように変換される。このとき、
エアリー関数の漸近形は式 (5), (6) のようになるが、この式の中にあらわれる 2

3z
3/2 は次のよう

になる：

2

3
|z|3/2 = 2

3

(
2m

h̄2
F0

)1/2

|x− a|3/2 =
∫ x

a
dx′

√
2m

h̄2
F0 |x′ − a| =

∫ x

a
dx′

√
2m

h̄2
|E − V (x′)| (10)
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(note2) 方程式 (3)のもう一つの解は、ψ(z) = Bi(z)

定義：
Bi(z) =

1

π

∫ ∞

0

[
sin

(
t3

3
+ zt

)
+ exp

(
− t

3

3
+ zt

)]
dt (11)

漸近形 (z →∞)：

Bi(−z) → − 1√
πz1/4

sin

(
2

3
z3/2 − π

4

)
, (12)

Bi(z) → 1√
πz1/4

exp

(
+
2

3
z3/2

)
(13)
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