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Plan of the talk
•グラフ上のゼータ関数
•グラフ上のKazakov-Migdal模型と双対性
• finite Nでの厳密評価とユニタリー行列積分
• large Nにおける分配関数の厳密評価
•結論と展望
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グラフとサイクル
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基本的な用語
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cf) Misumi-san’s talk
Yumoto-san’s talk



cycleの分類と伊原ゼータ関数

2022/07/20 格子上の場の理論と連続空間上の場の理論@京大基研 4

primitive cycle
<latexit sha1_base64="N/Sh2inYmPLrituxRwh9o+1mT/U="></latexit>

C 6= Bn

primitive not
primitive

reduced cycle

bumpを持たないcycle

reduced

not 
reduced

同値なcycle
<latexit sha1_base64="kydaRGGggJPa8DMiSzi/rd0NeIA="></latexit>

C1 ⇠ C2

<latexit sha1_base64="+nWup64dYjrFBh43pEzgJaqDsAY="></latexit>

C1 = e1 · · · el
<latexit sha1_base64="zXlc0opVuOB4zZbgFJtAVGw3JSA="></latexit>

C2 = e01 · · · e0l
<latexit sha1_base64="CnCzObGNJicpfVK8oIpfIfEAmsw="></latexit>

, 9n 2 N s.t. e0i = en+i for
8i

<latexit sha1_base64="trHY7yVJwgFHl73sZh0l4WUzF6w="></latexit>

⇣G(q) ⌘
Y

[C]:primitive reduced

1

1� q|C|

伊原ゼータ関数
cf) リーマンゼータ関数
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伊原ゼータ関数の例
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Double Triangle
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⇣C3(q) =
1

(1� q3)2
= 1 + 2q3 + 3q6 + 4q9 + 5q12 + · · ·

一般には、primitive cycleは無数にあるため、素朴には閉じた形に書けない
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伊原の定理
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伊原ゼータ関数は多項式の逆数で書ける
<latexit sha1_base64="8iiyPXi8ntCl2IcjGi/30hnV1QA="></latexit>

⇣G(q) =
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(1� q2)nE�vV det
⇣
I � qA+ q2(D � I)

⌘

𝑛!: number of vertices
𝑛": number of edges
𝐷: degree matrix
𝐴: adjacency matrix

<latexit sha1_base64="+lsQKyxfNTzE/v3QdfHsgrM8O3A="></latexit>

D = diag(3, 2, 3, 2)
<latexit sha1_base64="s1Om6ffdQnej8v9RBp0ZjWYIETA="></latexit>

A =

0

BB@

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

1

CCA

Double Triangle
𝑛! = 4, 𝑛" = 5

Triangle
𝑛! = 𝑛" = 3

<latexit sha1_base64="K/R/KXxbcaz/ro3la4TM01PTZBk="></latexit>

A =

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A

<latexit sha1_base64="v++XnOOLdO0Bz9ghwjOpeatG0Fs="></latexit>

D = diag(2, 2, 2)

<latexit sha1_base64="INdnmBmtXqhHtcsb3xxEHfc4zXQ="></latexit>

⇣DT(q) =
1

(1� q2) det
⇣
I � qA+ q2(D � I)

⌘

=
1

(1� q4)(1 + q2 � 2q3)(1� q2 � 2q3)

= 1 + 4q3 + 2q4 + 12q6 + 12q7 + 3q8 + · · ·

<latexit sha1_base64="AO5gYXm7KH1RqsdjxiQFryRAg+A="></latexit>

⇣C3(q) =
1

det
⇣
I � qA+ q2(D � I)

⌘

=
1

(1� q3)2

Ihara 1966



Matrix weighted Ihara zeta function
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𝑋#

𝑋$
𝑋%

𝑋&

𝑋'

Ohta-S.M. 2022

• それぞれの辺𝑒に行列𝑋#（サイズ𝐾）を配置する
• 𝑋#() = 𝑋#$%とする
• 𝐶 = 𝑒&)⋯𝑒&*に対し𝑋' ≡ 𝑋#+) ⋯𝑋#+*
• matrix weighted adjacency matrix

<latexit sha1_base64="EIfGUvA9o4w/t9cZoUkwTkf2Kc8="></latexit>
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0 others
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det
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��1

行列重み伊原ゼータ関数
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=
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��K(nE�nV )
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�
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�通常の伊原ゼータ関数と同じ行列式表示を持つ

cf) Misumi-san’s talk



グラフ上のKazakov-Migdal模型と伊原表示
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,

Kazakov-Migdal model (on the D-dimensional square lattice) Kazakov-Migdal 1993

Graph Kazakov-Migdal model (on a general graph) Ohta-S.M. 2022
𝑒
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dUee
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Z Y
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d�v

Y
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dUee
� �

2 �v(m2
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このパラメーター調整で
gKM模型の分配関数は
伊原ゼータ関数で表せる

（※ 一般のパラメータではBartholdiゼータ関数になる）
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Itzykson-Zuber 表示
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HCIZ integration formula
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Φ積分ではなく、𝑈積分を先に実行する
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observation
ユニタリー拡張した伊原ゼータ関数と被覆グラフの関連が示唆される
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被覆グラフの例



サイクルグラフのfinite Nでの厳密評価
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伊原表示との比較（𝑛 = 1）
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（おそらく）これまで知られていなかった積分公式

伊原ゼータ関数の積
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large Nでは任意のグラフで分配関数が決まる
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2) primitive cycleのWilson loopの積に対して
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分割の数

（分割数の母関数）
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large N decomposition
1) 異なるprimitive cycleに対して

large Nでは、gKM模型の
分配関数は伊原ゼータ関数の
無限積で書ける



結論
• Kazakov-Migdal模型を任意のグラフ上に一般化した（gKM model）
•行列重み付き伊原ゼータ関数が定義された
• gKM模型の分配関数がユニタリー行列で重み付けされた伊原ゼータ関数
の積分で表されることを示した
• HCIZ積分公式を通じて得られた双対表示（IZ表示）から、被覆グラフの
伊原ゼータ関数との関連が示唆された
•サイクルグラフのgKM模型の双対性を用いて、新しいユニタリー行列積
分を導いた
• large Nにおいて、任意のグラフ上のgKM模型の分配関数が伊原ゼータ関
数の無限積で表されることを示した
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展望
• gKM模型のパラメータを一般化すると、伊原ゼータ関数ではなく、
Bartholdiゼータ関数が生じる（論文を準備中）
•元々、KM模型は任意次元のQCDをinduceする可能性のある模型として作
られた。large Nでの分配関数から新しい示唆が得られる可能性がある。
•オリジナルのKM模型では、large Nにおけるスカラー場の固有値分布の厳
密解が知られている。その解との対応関係をはっきりさせたい。
• large Nで相転移があるだろうか？
•行列で重み付けされたグラフゼータ関数は数学でもまだ未開拓の分野。新
しい知見が得られる可能性がある。特に、L関数とは親和性が高いと思わ
れる。
•セルバーグゼータ関数、スペクトルゼータ関数とは必ず何かしらの関係が
あると思われる。
•ランダム行列理論、数論、ユニタリー行列積分の間の橋渡しになる？
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