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量子可積分系における無数の局所保存量
! 保存量 : ハミルトニアンと交換する演算子 [H,Q] = 0
! 量子可積分系 : Bethe仮設により厳密に解け得る量子多体系

ex: spin-1/2 XYZ鎖 :磁性体のモデル, 1d Hubbard: 固体中電子の有効模型, etc...
• 無数の局所 (Local)保存量 Q2,Q3,Q4,Q5, · · · ,Qk, · · · の存在
• Qk は最大で隣接 kサイトに作用する演算子の線形結合→ Local
• Bethe仮設における転送行列の展開で求められる

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)
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Tji
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)
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5-upport 1-holeの例 ∈ Qc
6
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X
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)
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5-upport 1-holeの例 ∈ Qc
6

Qc
k=6

Ai ∈ {X, Y , Z }

−2J2
X

(
X I Y 2 +X I Z 2
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•

4

=

無限個の局所保存量 {"!}の存在⾃体は知られていたが...

⾼次の局所保存量

: 最初の"!はハミルトニアン⾃⾝

問題意識
! 転送行列の展開は難しく、Qkの具体的な表式は多くの場合で不明
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モチベーション
! 孤立量子形の非平衡ダイナミクス無数の局所保存量の存在→!!!!!!!!!!""""""""""熱平衡化 !can = e−!H

→一般化ギブス分布に緩和する　 !GGE = e
∑

k "kQk , "k :一般化温度
! 量子多体系における厳密な結果→数理的な面白さ
! 連続極限における場の理論との対応

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice (50)

Qcontinuum (51)

•

4
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= I 3XZ Z (43)
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qL−boundary
k=10 (44)
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log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)
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[Qk, Ql] = 0 (47)
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Hcontinuum (49)
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Qcontinuum (51)

•

4
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•
H lattice (48)
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•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice
k (50)

Qcontinuum
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•

4

連続極限

連続極限

可解な場の理論
(Massive Thirring model)

可解な格⼦上の量⼦系
(反強磁性XXX鎖)

場の理論の保存量の情報をどの程度格⼦上の量⼦系から引き出せるか?

?
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周期境界 XYZ鎖
スピン 1/2 XYZ鎖 (周期境界) : 可積分 by Bethe仮設

Hc
XYZ =

∑L
i=1 JXXiXi+1 + JYYiYi+1 + JZZiZi+1 = JXXX + · · ·

(c :周期境界 (closed), X, Y , Z は Pauli行列、site indexと並進和は省略)

! 周期境界では Boost operatorが存在 :
[
B,Qc

k
]
= Qc

k+1
• 逐次的に Qc

kを求めるための関係式が求められた [Grabowski,
Mathieu, Ann.Phys, 1995 ]。

• これにより保存量は原理的には計算可能だが、実用的には非常に複雑
! 等方的な XXX鎖の場合 (JX = JY = JZ )は全ての Qc

kの表式が求まった
[Grabowski, Mathieu, Ann.Phys, 1995 ]。

! より一般の異方的な場合である XYZ鎖での一般的な局所保存量の表式は求められていなかった。→次スライドでより詳しく解説
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局所保存量の構造 : SupportとHoleによる分解

Qc
3 (27)

JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (28)

•
Qc

4 (29)

JXJY JZ(XZXZ − ZXZX) + · · · (30)

+J2
XJY XZZX + J2

XJZXY Y X + · · · (31)

JY JZXIX + · · · (32)

J2
XXX + · · · (33)

Qc
5 (34)

Qc
6 (35)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (36)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (37)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (38)

XY I Z I X (39)

XY I Y X (40)

•

3
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t

Hole
!-Support "-Hole 
の演算⼦の例

の構成要素

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice
k (50)

Qcontinuum
k (51)

•

R0
n,m

(
A1+m1

1 · · ·
)
=

d∑

p=0

(−1)p
∑

1≤j1,...,jp+1∑p+1
i=1 ji=d+1

(
p∏

i=1

Tji

)(
Tjp+1 + (−1)1+m1A

jp+1

1

)
(52)

5-upport 1-holeの例 ∈ Qc
6

Qc
k=6

4

×	#!"###$ : 係数
これが⼀般的には求まっていない

! © :構成要素が存在
! ©を全て足す→局所保存量 Qc

k

! ©の条件→後述の
doubling-productに相当

! 出現する演算子の種類は分かったが (by Boost op.)、その係数の一般項までは求まっていなかった
(XXXの場合は、係数は一般化 Catalan数になる [Grabowski, Mathieu, Ann.Phys,
1995 ])
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他の保存量の具体形
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A1A2 · · ·Ak−1 = A1|A1A2||A2A3| · · · |Ak−2Ak−1|Ak−1

(10)

= A1A1,2A2,3 · · ·Ak−2,k−1Ak−1

(11)

{A1, A2, A1,2} = {X,Y, Z} (12)

XY Z = X|XY ||Y Z|Z = XZXZ (= X ⊗ Z ⊗X ⊗ Z) (13)

X2Z3 = XXZZZ = XIY IIZ (14)

XXY Z = X|XX||XY ||Y Z|Z = XIZXZ (15)

Q2 = H (16)

H = JxX + JyY + JzZ (17)

0 =J2
A2

R5,1(A2A1A2)− J2
A1

R5,1(A1A2A1)−R4,0(A2a1A2)− J2
A1,2

R4,2(A1) +R3,1(A1)

(18)

= J2
A2

(S2(A2A1A2) + 2a1S1(A2A1A2) + a2 + a21) (19)

− J2
A1

(S2(A1A2A1) + 2a1S1(A1A2A1) + a2 + a21) (20)

− (S3(A2A1A2) + 2a1S2(A2A1A2) + (a2 + a21)S1(A2A1A2)) (21)

− J2
a1,2(S2(A1) + 3a1S1(A1) + 2a2 + 3a21) (22)

+ S3(A1) + 3a1S2(A1) + (2a2 + 3a21)S1(A1) + a3 + 3a2a1 + a31 (23)

S2() (24)

Qc
k =

∑

(supp,hole)

Qc
k(supp, hole)

Qc
k(supp, hole) =

∑′
θksupp,hole (A1A2A3 · · ·An)A1 I I A2 I A3 · · ·An

Qc
2 = Hc (25)

JXXX + · · · (26)

•
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Qc
3 (27)

JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (28)

•
Qc

4(4, 0) = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (29)

Qc
4(4, 0) = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (30)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (31)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (32)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (33)
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A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
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f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (38)

XY I Z I X (39)

XY I Y X (40)

•

3

! 高次の係数は複雑、係数の一般解は求まっていなかった (Grabowski,
Mathieu, Ann.Phys, 1995では Qc

6までの具体形の記述のみあり)
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with
F̃ 5
5,0 =

∑

j∈Λ

(((σ̂j × σ̃j+1)× σ̃j+2)× σ̃j+3) · σ̂j+4,

F̃ 5
3,1 =

∑

j∈Λ

∑

a∈{x,y,z}

(
λxλyλz
λa

)εabc(σ̂a
j σ̃

b
j+2σ̂

c
j+3 + σ̂b

j σ̃
c
j+1σ̂

a
j+3),

F̃ 5
3,0 =−

∑

j∈Λ

∑

a"=b"=c

(λb)
2εabcσ̂a

j σ̃
b
j+1σ̂

c
j+2.

(5.16)

The six-spin “monster” is:

H6 = F̃ 6
6,0 + F̃ 6

4,1 + F̃ 6
2,2 + F̃ 6

4,0 + F̃ 6
2,1 + F̃ 6

2,0, (5.17)

with
F̃ 6
6,0 =

∑

j∈Λ

(((σ̂j × σ̃j+1)× σ̃j+2)× σ̃j+3)× σ̃j+4) · σ̃j+5,

F̃ 6
4,1 =

∑

j∈Λ

∑

a"=b

[(
λxλyλz
λa

)(σ̂a
j σ̃

b
j+2σ̃

a
j+3σ̂

b
j+4 − σ̂a

j σ̃
b
j+2σ̃

b
j+3σ̂

a
j+4

+ σ̂b
j σ̃

a
j+1σ̃

b
j+2σ̂

a
j+4 − σ̂a

j σ̃
b
j+1σ̃

b
j+2σ̂

a
j+4)

+ λaλb(σ̂
a
j σ̃

b
j+1σ̃

a
j+3σ̂

b
j+4 − σ̂a

j σ̃
b
j+1σ̃

b
j+3σ̂

a
j+4)],

F̃ 6
2,2 =

∑

j∈Λ

∑

a∈{x,y,z}

(
λxλyλz
λa

)2σ̂a
j σ̂

a
j+3,

F̃ 6
4,0 =

∑

j∈Λ

∑

a"=b

(λ2b − λ2a)σ̂
a
j σ̃

b
j+1σ̃

b
j+3σ̂

a
j+4,

F̃ 6
2,1 =

∑

j∈Λ

∑

a∈{x,y,z}

λ2a(
λxλyλz
λa

)σ̂a
j σ̂

a
j+2,

F̃ 6
2,0 =

∑

j∈Λ

∑

a"=b"=c

(λ2a + λ2b)(λ
2
a + λ2c)σ̂

a
j σ̂

a
j+1.

(5.18)

The logarithmic derivatives of the transfer matrix can be expressed as linear combi-

nations of the Hn’s:
Q3 =H3,

Q4 =2H4 − 2p2H2,

Q5 =6H5 − 4p2H3,

Q6 =24H6 − 32p2H4 + 8p4H2.

(5.19)

with p2 = λx
2 + λy

2 + λz
2. In the isotropic limit (λx = λy = λz = 1), the XYZ charges

reduce to linear combinations of the XXX charges given by (4.2), which we denote below

37

!!" [Grabowski, Mathieu, Ann.Phys, 1995] (※ノーテーションが違う)
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37

!!" [Grabowski, Mathieu, Ann.Phys, 1995] (※ノーテーションが違う)

c

c

c

c

c

これらの係数の規則性、一般項は知られていなかった
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道具 : doubling-productの導入 N.Shiraishi, EPL, 2019

! Hc
XYZ+磁場 hZ →高次の局所保存量の非存在→この意味で非可積分

[N.Shiraishi, EPL, 2019]
! doubling-product(スピン演算子の表記)を使用
→ハミルトニアンとの交換関係が容易 (doubling内の代数で閉じる)

doubling-product (N.Shiraishi, EPL, 2019での定義を拡張)
A1A2 · · ·At ≡ A1(A1A2)(A2A3) · · · (At−1At)At (Ai ∈ {X, Y , Z})
e.g. XY = XZY , XYZ = XZXZ , Y2 = YY = Y I Y (1-hole) ,

Z3 = ZZZ = Z I I Z (2-hole),

! ©の制限はちょうど doubling-productに相当
(※以降、doublingの定義を factor倍変更したものを使用)

非可積分の証明で用いられた doubling-productを可積分系に応用する
11 / 23



周期境界XYZ鎖の局所保存量の一般解
Y.Nowaza, K.Fukai, PRL, 2020

Hc
XYZ = JXX + JYY + JZZ (doublingで表記)
! doubling-productで局所保存量をより初等的に計算
! 演算子の係数に規則性があることを発見、係数を予測スピン演算子ではなくて doublingを引数と見ることが大事
! 予想された局所保存量の表式が実際に保存量になっていることを帰納的に証明
周期境界 XYZ鎖の局所保存量の一般解 [Y.Nowaza, K.Fukai, PRL, 2020]

Qc
3 = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (26)

•
Qc

4() = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (27)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (28)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (29)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (30)

3

=

Qc
3 = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (26)

•
Qc

4() = JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (27)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (28)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (29)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (30)

3

!!!"!#の対称多項式 doubling依存

Qc
3 (27)

JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (28)

•
Qc

4 (29)

JXJY JZ(XZXZ − ZXZX) + · · · (30)

+J2
XJY XZZX + J2

XJZXY Y X + · · · (31)

JXJY JZXIX + · · · (32)

J3
XXX + · · · (33)

Qc
5 (34)

Qc
6 (35)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (36)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (37)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (38)

XY I Z I X (39)

XY I Y X (40)

•
t∑

i=1

mi = m (41)

•

3

:	Hole

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice
k (50)

Qcontinuum
k (51)

•

R0
n,m

(
A1+m1

1 · · ·
)
=

d∑

p=0

(−1)p
∑

1≤j1,...,jp+1∑p+1
i=1 ji=d+1

(
p∏

i=1

Tji

)(
Tjp+1 + (−1)1+m1A

jp+1

1

)
(52)

5-upport 1-holeの例 ∈ Qc
6

Qc
k=6

Ai ∈ {X, Y , Z }

4
(∗最近 1d Hubbard模型の局所保存量の表式も得られた [K. Fukai, ArXiv 2022 in preparation])
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係数の一般解に出現する関数の具体系
※詳細省略

Explicit Expressions for the Boundary Terms in Conserved Charges

of the Open Spin-1/2 XYZ Chain

Kouhei Fukai⇤

The Institute for Solid State Physics, The University of Tokyo, Kashiwa, Chiba 277-8581, Japan
(Dated: July 17, 2022)

We study the local conserved charges in the spin-1/2 XYZ chain with open boundary condition.
It has been proved that that these charges consists of a bulk part whose density is identical to that
of a periodic chain, and a boundary part in [? ]. Although the explicit expression for the bulk part
has been given in [? ], the boundary part has not been known. We resolve this problem and derive
the explicit expression for the boundary part for the first time. (I will.)

I. RECAP OF PERIODIC CASE

We redefine the doubling product as follows.

sgn(A1 · · ·At)J
m
XY Z

tY

i=1

V mi
Ai

Am1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t

�! Am1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (1)

where

V mi
Ai

=

(
J1�mi
Ai

Ai 2 {X, Y , Z}
J1�mi
XY Z Ai = I

(2)

and JXY Z = JXJY JZ , m =
Pt

i=1 mi.
The local conserved quantities of the periodic case is written as

Qk =
X

0n+mb k
2 c�1

Qk(w, n) (3)

Qk(w, n) =
X

A2(w,m)

Rw,m (A1A2 · · ·At)A (4)

A = Am1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amw�1+1
w�1 (5)

Rw,m (A1A2 · · ·Aw�1) =
nX

ñ=0

f(n� ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·Aw�1) (6)

where w = k � 2n�m, t = k � 2m� 2m� 1 and

f(0,m) = 1 (7)

f(n, 0) = 0 for n � 1 (8)

f(n,m) =
nX

p=1

mX

m̃=1

apf(n� p, p+ m̃� 1)

for n � 1 and m � 1 (9)

or

f(n,m) =

8
><

>:

m
n+m

Pn
p=1

 
n+m

p

!
P

j1,j2,...,jp�1
j1+j2+···+jp=n

aj1aj2 · · · ajp for n � 1,

1 for n = 0.

(10)

⇤ k.fukai@issp.u-tokyo.ac.jp

2

and

Sp (A1A2 · · ·Al) ⌘
⇢ P

1j1j2···jpl J
2
Aj1

J2
Aj2

· · · J2
Ajp

for p � 1
1 for p = 0

(11)

an ⌘
J2
X

⇣
J2(n+2)
Y � J2(n+2)

Z

⌘
+ c.p.

(J2
X � J2

Y ) (J
2
Y � J2

Z) (J
2
Z � J2

X)
(12)

where c.p. denotes cyclic permutations. For example a�2 = a�1 = 0, a0 = 1, a1 = J2
X + J2

Y + J2
Z and a2 =

J4
X + J4

Y + J4
Z + J2

XJ2
Y + J2

Y J
2
Z + J2

ZJ
2
X . an satisfies the following recursion relation,

an+3 =
�
J2
X + J2

Y + J2
Z

�
an+2 �

�
J2
XJ2

Y + J2
Y J

2
Z + J2

ZJ
2
X

�
an+1 + J2

XJ2
Y J

2
Zan, (13)

The division of the monomial un+2 by (u� J2
X)(u� J2

Y )(u� J2
Z) gives

un+2 =
�
u� J2

X

� �
u� J2

Y

� �
u� J2

Z

�
( a polynomial in u) + anu

2 + (an+1 � a1an)u+ J2
XJ2

Y J
2
Zan�1 (14)

Substituting u = JX , JY , JZ , we have

J2(n+2)
A = anJ

4
A + (an+1 � a1an) J

2
A + J2

XJ2
Y J

2
Zan�1 for A = X,Y , or Z. (15)

II. COMMUTATION RELATION IN OPEN BOUNDARY CASE

The commutation to up, i.e. support increasing case is

· · ·A1 �! · · ·A1A2 + · · ·A1A1,2 (16)

I sA1 · · · �! � I s�1A2A1 · · ·� I s�1A1,2A1 · · · (17)

The commutation to down, i.e. support decreasing case is

· · ·A2A1 �! · · ·A2 I ⇥ (�J2
A1

) (18)

I sA1A2 · · · �! I s+1A2 · · ·⇥ J2
A1

(19)

The commutation to right, i.e. hole making case is

· · ·A1A1,2A2 · · · �! · · ·A1A1A2 · · ·� · · ·A1A2A2 · · · (20)

A1A2 · · · �! �A2A2 · · · (21)

· · ·A2A1 �! · · ·A2A2 (22)

· · ·A1 I A2 · · · �! �J2
A1

· · ·A1A1A2 · · ·+ J2
A2

· · ·A1A2A2 · · · (23)

· · ·A1A2 I · · · �! · · ·A1A1 I · · ·� J2
A2

· · ·A1 I I · · · (24)

· · · I A2A1 · · · �! �· · · I A1A1 · · ·+ J2
A2

· · · I I A1 · · · (25)

where {A1, A2, A1,2} = {X,Y, Z}.

2
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Z) gives
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II. COMMUTATION RELATION IN OPEN BOUNDARY CASE
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· · ·A1 �! · · ·A1A2 + · · ·A1A1,2 (16)
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· · ·A2A1 �! · · ·A2 I ⇥ (�J2
A1

) (18)

I sA1A2 · · · �! I s+1A2 · · ·⇥ J2
A1

(19)

The commutation to right, i.e. hole making case is

· · ·A1A1,2A2 · · · �! · · ·A1A1A2 · · ·� · · ·A1A2A2 · · · (20)

A1A2 · · · �! �A2A2 · · · (21)

· · ·A2A1 �! · · ·A2A2 (22)

· · ·A1 I A2 · · · �! �J2
A1

· · ·A1A1A2 · · ·+ J2
A2

· · ·A1A2A2 · · · (23)

· · ·A1A2 I · · · �! · · ·A1A1 I · · ·� J2
A2

· · ·A1 I I · · · (24)

· · · I A2A1 · · · �! �· · · I A1A1 · · ·+ J2
A2

· · · I I A1 · · · (25)

where {A1, A2, A1,2} = {X,Y, Z}.
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周期境界XYZ鎖の局所保存量の構造と交換子の打ち消し
Su

pp
or

t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3

↓

↓

↓↓

↓

↓

→

→

→→

→

→

←

←

←←

←

←

operators in Qc
8

! © : 保存量の構成要素が存在
!

!

: 構成要素無し
! "↑,←, ↓,→"はハミルトニアンとの交換子で出現する演算子の行き先を示す
!

!で打ち消しが起こる→保存量
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1 イントロダクション

2 周期境界 spin-1/2 XYZ鎖の全ての局所保存量の表式

3 開放端 spin-1/2 XYZ鎖の局所保存量の構造

4 まとめ

15 / 23



開放端の局所保存量=Bulk term + Boundary term

スピン 1/2 XYZ鎖 (開放端) : Bethe仮設で厳密に解け得る
Ho

XYZ =
∑L−1

i=1 JXXiXi+1 + JYYiYi+1 + JZZiZi+1 (+*Jleft · *#1 + *Jright · *#L)

Qc
3 (27)

JXJY (XZY − Y ZX) + · · · (28)

•
Qc

4 (29)

JXJY JZ(XZXZ − ZXZX) + · · · (30)

+J2
XJY XZZX + J2

XJZXY Y X + · · · (31)

JXJY JZXIX + · · · (32)

J3
XXX + · · · (33)

Qc
5 (34)

Qc
6 (35)

•
Qk =

∑

0≤n+m≤" k
2 #−1

Qk(n,m) (36)

Qk(n,m) =
∑

A∈(n,m)

Rn,m (A1A2 · · ·At)A
m1+1
1 Am2+1

2 · · ·Amt+1
t (37)

Rn,m (A1A2 · · ·At) =
n∑

ñ=0

f(n− ñ,m+ ñ)Sñ (A1A2 · · ·At) (38)

XY I Z I X (39)

XY I Y X (40)

•
t∑

i=1

mi = m (41)

•
Qo

k = qL−boundary
k +Qbulk

k (+qR−boundary
k ) (42)

•
3

Boundary term Bulk term Boundary term 

L spin site

! Bulk term=周期境界→Y.Nowaza, K.Fukai, PRL, 2020より既知
(Qbulk

k =
∑L−k+1

j=1 qc
k (j) : 周期境界の時の保存量密度の和)

目的 : Boundary term qL−boundary
k の表式を求める

( 境界の磁場は簡単のため考えない *Jleft = *Jright = 0簡単のため、システムサイズが十分大きい場合を考えて、左の boundary term のみに注目。
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開放端と周期境界の違い
周期境界の場合より複雑 [Grabowski, Mathieu, J. Phys. A, 1996 ]

! Boost operatorの非存在
########[
B,Qo

k
]
= Qo

k+1
→漸次的に局所保存量を計算する手法なし

! 奇数次は保存しない Qo
2,$$%%Q

o
3,Q

o
4,$$%%Q

o
5,Q

o
6,$$%%Q

o
7, · · ·

! 周期境界では存在しなかった演算子のクラスがある
→doublingを拡張する必要あり

! boundaryからの距離の指標 : (support, hole, distance)

I I I X Y I Z 1 …

distance=3 Support=4

Left edge
hole

•
= I 3XZ Z (43)

•

4

doubling表記

4-support 1-hole 3-distance operatorの例
(※開放端では、並進和は取らない)
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新しく分かったこと
これまで開放端では XXXの場合の局所保存量の表式も求まっていなかった
! Boost operatorの非存在にも関わらず、漸次的に局所保存量を構成する方法を開発
→それを用いて計算機での (シンボリック)計算により、20次までの具体形を計算した
(先行研究 [Grabowski, Mathieu, J. Phys. A, 1996 ]では XXXで 8次までの具体形が示されていた)

! その 20次までの計算機実験データから法則を読み取り...
• 一部のクラスの係数に関しては一般解が厳密に求まった。
• doublingを拡張して、周期境界では出現しなかった演算子の規則性を発見した。
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局所保存量の漸次的な計算方法

! − 1

!+1

!
! − 1

!

! − 1

!
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! = 2

! = 3

•
= I 3XZ Z (43)
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qL−boundary
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•

4

2

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

↑

↑

↑
2

3

4

5
0 1

↓
→

←

(7)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7
0 1 2

↓

↓

↓

→

→

→

←

←

←

(8)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3

↓

↓

↓↓

↓

↓

→

→

→→

→

→

←

←

←←

←

←

(9)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

↑
2

3
0

(10)

2

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

↑

↑

↑
2

3

4

5
0 1

↓
→

←

(7)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7
0 1 2

↓

↓

↓

→

→

→

←

←

←

(8)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3

↓

↓

↓↓

↓

↓

→

→

→→

→

→

←

←

←←

←

←

(9)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

↑
2

3
0

(10)

2
S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

↑

↑

↑
2

3

4

5
0 1

↓
→

←

(7)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7
0 1 2

↓

↓

↓

→

→

→

←

←

←

(8)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3

↓

↓

↓↓

↓

↓

→

→

→→

→

→

←

←

←←

←

←

(9)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

↑
2

3
0

(10)

2

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

↑

↑

↑
2

3

4

5
0 1

↓
→

←

(7)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7
0 1 2

↓

↓

↓

→

→

→

←

←

←

(8)
S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑↑

↑

↑
2

3

4

5

6

7

8

9
0 1 2 3

↓

↓

↓↓

↓

↓

→

→

→→

→

→

←

←

←←

←

←

(9)

S
u
p
p
or
t

Hole m

n = 0

↑
2

3
0

(10)

!
!において、連立方程式を解くことなく、漸次的に演算子の係数が求まる 19 / 23



一番外側の層は厳密解が求まった

Distance

Hole

Sup
po

rt (
+ D

ist
an

ce)

奥の層から順に構成要素が求まる
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exact solution of s = 0 case

We show the general solution for s = 0 case. In the following, we
denote X, Y, Z outside doubling product as J

2
X
, J

2
y
, J

2
z
. The general

solution for s = 0 case is

R
0
n,m

⇣
A

1+m1
1 · · ·

⌘
=

n�1X

p=0

(�1)p
X

1j1,...,jp+1P
p+1
i=1 ji=n

 
pY

i=1

Tji

!⇣
Tjp+1 + (�1)1+m1 A

jp+1
1

⌘
(10)

where A1 2 {X, Y, Z} and Tj ⌘ X
j + Y

j + Z
j.

ü この○ (" = 0,&, ')に属する演算⼦
の係数は厳密に計算できる。

層
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2jp+1
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⌘
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where A1 2 {X, Y, Z} and Tj ⌘ J
2j

X
+ J

2j

Y
+ J

2j

Z
.

16/18

exact solution of s = 0 case

We show the general solution for s = 0 case. In the following, we
denote X, Y, Z outside doubling product as J

2
X
, J

2
y
, J

2
z
. The general

solution for s = 0 case is

R
0
n,m

⇣
A

1+m1
1 · · ·

⌘
=

n�1X

p=0

(�1)p
X

1j1,...,jp+1P
p+1
i=1 ji=n

 
pY

i=1

Tji

!⇣
Tjp+1 + (�1)1+m1 J

2jp+1
A1

⌘
(11)

where A1 2 {X, Y, Z} and Tj ⌘ J
2j

X
+ J

2j

Y
+ J

2j

Z
.

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice
k (50)

Qcontinuum
k (51)

•

R0
n,m

(
A1+m1

1 · · ·
)
=

d∑

p=0

(−1)p
∑

1≤j1,...,jp+1∑p+1
i=1 ji=d+1

(
p∏

i=1

Tji

)(
Tjp+1 + (−1)1+m1A

jp+1

1

)
(52)

4

ü ⼀番左の演算⼦!!の種類に依存
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出現する演算子のクラス

Distance

Hole

Sup
po

rt (
+ D

ist
an

ce)

層 (support=4, hole=1, distance=0) : ⼀層⽬(! = 1)

•
= I 3XZ Z (43)

•
qL−boundary
k=10 (44)

•
log T (λ) = λQ2 + λ2Q3 + λ3Q4 + · · · (45)

H (46)

[Qk, Ql] = 0 (47)

•
H lattice (48)

Hcontinuum (49)

Qlattice
k (50)

Qcontinuum
k (51)

•

R0
n,m

(
A1+m1

1 · · ·
)
=

d∑

p=0

(−1)p
∑

1≤j1,...,jp+1∑p+1
i=1 ji=d+1

(
p∏

i=1

Tji

)(
Tjp+1 + (−1)1+m1A

jp+1

1

)
(52)

5-upport 1-holeの例 ∈ Qc
6

Qc
k=6

Ai ∈ {X, Y , Z }

−2J2
X

(
X I Y 2 +X I Z 2

)
(53)

•

4

!!"# までの具体形から予想される性質

ü "層⽬は最⼤"個の#がdoublingに⼊る
ü #は左から偶数番⽬のdoubling stringに⼊り得る
ü 左から2"番⽬以降に#は⼊らない

周期境界では出現しなかった演算⼦(doublingの中に!が存在)
→doublingで表すことで規則性が⾒つけやすかった

上の層(! > #)には周期境界では出現しなかった演算⼦も出現する
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1 イントロダクション

2 周期境界 spin-1/2 XYZ鎖の全ての局所保存量の表式

3 開放端 spin-1/2 XYZ鎖の局所保存量の構造

4 まとめ
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まとめ

! 量子可積分系の局所保存量の具体形の計算は一般に困難
! 周期境界 spin-1/2 XYZ鎖の全ての局所保存量の一般解を構築
! 開放端の場合も漸次的に局所保存量を計算する方法を開発、一部の係数は厳密に求まった。
! doubling表記を用いることで、周期境界の場合に出現しなかった演算子の出現パターンを発見
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