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要旨

この論文では、超対称ゲージ理論 �SQCD�と超弦理論について、���� ～ ���� 年の研究の進展

をレビューする。

まず、�次元 N � � SU�Nc� SQCDで、基本表現のフレーバー Nf 個が質量ゼロで入っている

とき、Nf � Nc ではスーパーポテンシャルが生成され、超対称で安定な真空が消えることをみる。

更に、�

�
Nc � Nf � �Nc では、ゲージ群が異なる � つの理論が、同一の非自明な赤外固定点を持

つことをみる。この � つの理論の関係を Seiberg dualityと呼ぶ。また、� 次元 N � � SQCDの

真空は、Higgs相と Coulomb相に大別できる。対称性により、Higgs相は量子補正を受けないこと

が示される。一方 Coulomb相は量子補正を受け、Seiberg	Witten 曲線と呼ばれる楕円曲線で完全

に記述されることをみる。

次に、超弦理論における双対性について説明し、type IIA超弦理論の強結合極限が M理論という

�� 次元の理論であることをみる。また、ソリトン解である p	braneについて説明する。p	braneの

うち D�irichlet�p	braneは、開弦の励起を持ち、その世界体積上の低エネルギー有効理論は �p
��

次元の SYMである。これを用いて、type IIA理論の中に �次元 N � �� � SQCDを低エネルギー

有効理論として持つ brane配位を構成することができる。さらに type IIAから M理論の記述に移

ることを考えると、N � � SQCDの Seiberg	Witten 曲線が、braneの広がりとして得られる。ま

た、N � � SQCDのスーパーポテンシャルの情報が、M 理論から要請される brane 配位に含まれ

ることが分かる。
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� 序論

����年から ����年にかけて、素粒子論では二つの大きな進展があった。
一つは、超対称ゲージ理論 
SQCD�の低エネルギー領域での振舞いに関する非摂動的な理解が進んだこ

とである。超対称電荷の種類が一種類のとき N � �超対称性、二種類のとき N � �超対称性と呼ぶ。����
年に発表された SeibergとWittenの論文 ������では、ゲージ群が SU
��の N � � SQCDの真空構造が厳
密に解かれた。ここで明らかにされたのは、U
��ゲージ対称性が破れず残っている Coulomb相の N � �

超対称な真空が、Seiberg�Witten曲線と呼ばれる楕円曲線を用いて完全に記述されるということであった。
更に同年には、Seibergによってゲージ群が SU
Nc�の N � � SQCDにおいて、基本表現のフレーバーの
数Nf が �

�Nc � Nf � �Ncにあるとき、理論は非自明な赤外固定点を持つことが指摘された ���。更にこの
固定点は双対的な記述を持ち、そこではゲージ群が SU
Nf �Nc�となっている。このように非可換ゲージ
理論において結合定数の強弱が入れ変わる双対性を、Seiberg dualityという。その結果、N � � SU
Nc�

SQCDの低エネルギーでの振舞いが全てのフレーバー数の場合で理解できるようになった。Seiberg duality
は他のゲージ群や様々な表現を持つ物質場の場合にも拡張され ����������	� ���、それらはことごとく高度に
非自明な整合条件を満たしており、Seiberg dualityの正当性が検証されている。
もう一つは、超弦理論における双対性の研究が進み、理論のスペクトルに非摂動的なソリトン解が存在

することが明らかにされ ���、強結合領域での振舞いが分かるようになってきたことである ����。その著し
い結果として、��次元に存在する IIA� IIB� E� � E�ヘテロ� SO
���ヘテロ� SO
���I� 以上 �つタイプの
超弦理論が互いに独立のものではなく、M理論と呼ばれる ��次元の理論の持つ真空の moduli空間上に存
在するものと認識されるようになった ����。M理論の微視的定式化はまだ確立されていないが、低エネル
ギー極限で ��次元の超重力理論と一致することが知られている。このような議論は超弦理論の間の双対性
に基づいてなされたが、そこで重要な役割を果したのが、p�braneと呼ばれるソリトン解である。p�brane
は、具体的には超弦の低エネルギー有効理論である超重力理論のソリトン解として得られている。更に、
D
irichlet�p�braneと呼ばれる開弦を励起状態として持つ p�braneの存在も明らかにされ、��次元以下の
様々な次元に超弦をコンパクト化した場合の双対性の理解を格段に促した。
p�braneの世界体積上の低エネルギー有効理論は、��次元の SYMを 
p� ��次元に次元縮約したものと

考えられる。従って上記の N � �� � SQCDの結果を D�braneの世界体積上の有効ゲージ理論として再現
できるかという問題が考えられる。このような試みが、実際に ����年の Hanany�Wittenの論文 ����で行
われ、超弦理論で適当な p�brane配位を取ることにより、その世界体積上に �次元の SQCDを構成してみ
せた。�次元の SQCDについては、Intriligator�Seibergにより Coulomb相と Higgs相を写し合うミラー対
称性の存在が知られていたが ����、HananyとWittenは IIB型超弦の双対対称性の結果としてこのミラー
対称性を説明した。この結果は直ちに �次元の場合に拡張され、Elitzur� Giveon� Kutasovは �次元N � �

SQCDの Seiberg dualityを brane配位を用いた方法で解釈できることを論じた ����。更にWittenは、以
上の結果に基づき、N � � Seiberg�Witten解もまた同様の方法で再構成されることを示した ����。著しい
ことに、これら �次元 N � �� � SQCDの結果は、全て M理論の観点で統一的に理解され、場の理論に現
れた量子効果をことごとく再現することを確認した。
このようにして、SQCDで得られた結果を超弦理論という別の枠組から見直すことが可能になってきた。

これによって、SQCDの場の理論的な解析結果をより深く理解できると思われる。また、今後は超弦理論
と SQCDの上記のような対応付けを使って、場の理論で解析できなかった点を超弦理論で、超弦理論で不
明な点を SQCDで、それぞれ解析することにより、この分野の研究が進むことが期待される。以上の状況
を踏まえて、この修士論文では、まず SQCD及び弦理論における ����年から ����年までの研究の成果を
レビューする。次に、brane配位の方法を用いて SQCDの非摂動的な振舞いを超弦理論の立場で記述する
方法を解説する。
第 �章では、超対称ゲージ理論の基礎を説明した後、N � �� �の SQCDについて、その低エネルギーで

の振舞いの解析をレビューする。N � � SQCDでは、Nf の値によって低エネルギーでの振舞いが異なる。

�



Nf � Ncでは、対称性と正則性を使って超対称性を自発的に破るようなポテンシャルが生成されることを
示す。Nf � Nc� Nc ��では、低エネルギーでの閉じ込めを仮定することで、他の Nf の結果と無矛盾な真
空が得られることが分かる。また、Seiberg dualityについての解説を行う。N � �では、Seiberg�Witten
理論について簡単に説明し、量子補正を受けない Higgs 相と呼ばれる真空の構造についても説明する。
第 �章では、弦理論の基礎を主に説明する。そして ��次元で現れる �つの超弦理論及び ��次元のM理

論が、双対性によってどのように結び付くかを、各理論の低エネルギー有効作用を実際に双対変形で結び付
けることで議論する。また、D�braneと呼ばれるソリトン解を開弦の端点として導入し、双対性によって閉
弦の理論にも D�braneが含まれるべきであることを説明する。
第 �章では、brane配位の方法を用いて、�次元N � �� �の SQCDを D�brane上の低エネルギー有効理

論として構成する。これを使って、N � �の Seiberg duality、N � �の Seiberg�Witten曲線を超弦理論の
側から導く。最後に、場の理論によって導かれるN � � SQCDの有効ポテンシャルを使って求めたメソン
の期待値が、超弦理論のM理論中の braneの位置と一致することを、Hori� Ooguri� Ozの論文 ����に沿っ
て説明する。

�



� 超対称ゲージ理論

����～ ����年にかけて、超対称性を持つゲージ理論 
物質場のない場合 super Yang�Millsで SYM、物
質場のある場合 super QCDで SQCDと呼ぶ� の非摂動的な性質についての理解が一気に深まった。この章
では、超対称性について説明した後、�次元 N � �� �のゲージ理論の性質についてレビューを行なう。

��� 超対称性

この節では、超対称性を導入し、その一般的な性質を調べる。また、超対称性を持つゲージ理論の作用を
導く。

����� 超対称代数

素粒子論において、対称性は重要な役割を担っている。場の理論でいう対称性とは、d次元時空上で定義
された場 �i
x� 
i � �� � � � k�の変換に対する作用 S � R ddxL
�i�の不変性である。連続対称性の場合、微
小パラメータ �a
a � �� � � � n�が存在して

場の変換�i
x� �� ��i � �i
x� � �a�a�i
x�に対して

L
�i� �� L�
�i� � �a�mX
m
a

と表される。但し、m � �� �� � � � d� ��gmn � diag
��� �� � � � � ��である。ここから、

保存カレント jma 
x� �
�L

���m�i�
�a�i
x��Xm

a 
x�

保存電荷 Qa �
R
dd��xjm��

a 
x�

が導かれる。この Qaは、
��aQa� �i
x�� � �i�a�a�i
x�

という交換関係を満たし、微小変換の生成子となっている。従って、Qa同士の代数から変換のなす群が定
まり、�iはその表現空間の元として理解される。このように場の理論における対称性は、保存電荷のなす
代数とその表現論によって記述される。
相対論的場の理論の模型は、生成子Mmnによるローレンツ対称性

�Mkl�Mmn� � i
glmMkn � glnMkm � gkmMln � gknMlm� 
��

を持つ。これらの模型では、�i
x�� Qaを含む全ての演算子がローレンツ群の表現空間の元であるから、m
をベクトルの足、	 
 �	�を 
反�スピノルの足として、O�a�
a � 
a�m�� � � � �mj � 	�� � � � � 	l� �	�� � � � � �	k�のよう
に変換性が明確な形に書くことにする。l� kが奇数であればフェルミ統計に従い、偶数であればボーズ統
計に従う。フェルミオン演算子同士の代数は fQ�a� Q�bgの反交換関係で定まり、それ以外の場合は �Q�a� Q�b�

の交換関係でよい。
ローレンツ対称性に加えて、どのような対称性が許されるだろうか。まず、Q�aがボゾンの場合、ローレ

ンツの足を持たないスカラー Taであれば、�Mmn� Ta� � �であり、矛盾なく導入することができる。交換
関係は、一般に

�Ta� Tb� � ifcabTc 
��

と表され、コンパクトであれば構造定数 fcabの形によって完全に分類されている。一方、Q�aがスカラーで
ないボゾンの場合、d � � � �次元で相互作用のある模型では、エネルギー・運動量演算子 Pm 以外存在し
ないことが証明されている 
Coleman�Mandula定理 ��	��。

�



次に Q�aがフェルミオンの場合を考える ����。Coleman�Mandula定理により保存電荷はベクトルの足を
持てないから、
a � 
a� 	�� � � � � 	l� �	�� � � � � �	k� 
l � kは奇数�である。Q�aのエルミート共役を �Q�aとして

fQa��������� ������� ���
�Qa� ������� ����������g

をとると、l � k 個のベクトルの足を持つ保存電荷になってしまうから、Coleman�Mandula 定理により
l � k � �のみが許され、fQa��� �Qb� ��g�Pmとなる。適当な基底を選べば、

fQi��� �Qj� ��g � ��ij
�m�� ��Pm 
i � �� � � � � N� 
��

とできる。
同様の議論を用いると、
�� 
�� 
��式に加えて

fQi�� Qj�g � ��
p
�i���Z

�
ij Zij � aaijTa

�Qi�� Pm� � �

�Qi��Mmn� �
�

�

�mn�

�
�Qi� 
��

�Qi�� Ta� � 
ba�
i
jQj�

�Zij � anything� � � Zij � �Zji
が導かれる ����。Zij はセントラルチャージと呼ばれるスカラー量で他の生成子と可換である。Qi�から生
成される対称性を、超対称性と呼ぶ。

����� 超対称性を持つ理論の特徴

以下では d � �次元とし、前小節で導いた代数から超対称性を持つ理論の一般的性質を調べる。ここで
の記法はWess�Bagger����に従う。

��超対称性で不変な真空のエネルギーは �である。

��
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�
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� ��

� ��
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�
� �i
i �

�
� ��

� ��
�

�
� �

� ��

�

とする。スピノルの添字 	� �の上げ下げは、

��� �

�
� ��
� �

�
�

で行う。
��式より

H � P � � �P� �
�

�
�Q�

�Q� � �Q�Q� �Q�
�Q� � �Q�Q��

であるから、状態 j�iのエネルギー固有値は h�jH j�i � �である。超対称性を持つ真空 j�iに対して
は Qj�i � �Qj�i � �だから、h�jH j�i � �が導かれる。

��ボゾンとフェルミオンのスペクトルは等しい
フェルミオン数演算子を NF とすると、
���NFQ� � �Q�
���NF だから

Tr�
���NF fQi�� �Qj ��g� � �

� ��m
� ��
�ijTr�
���NFPm�

である。よって、ある Pm �� �の粒子の状態に対して Tr
���NF��であり、ボゾンとフェルミオンは
同じ Pmで対になっている。

�



スペクトルをもう少し詳しく調べる。質量 m �� �の場合は静止系がとれて、超対称代数はセントラル
チャージ Zij のないとき

fQi�� �Qj ��g � �m�ij�� �� fQi�� Qj�g � f �Qi ��� �Qj ��g � �

である。これは 
ai��
y� �p

�m
�Qi ��� ai��

�p
�m

Qi�と規格化しなおせば、生成消滅演算子の代数に等しい。従っ
て、スピン jで ai��j��を満たす状態 �j に 
ai��

y�
aj��yを作用させることで、多重項となる状態を導く
ことができる。例えば N � �では、

状態 スピン

�j j


a��
y�j j � �

�
�

����j 	 ��
����

�p
�

a��

y
a��y � � �

�
p
�
� �� ��
a

��y
a��y j

のようになる。相互作用可能な意味のある場は、スピン �以下でなくてはならないから、N � �では j � �
�

となる。このようにして求められる超対称多重項は、N � �� �では以下のとおりである。
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� � �

� �

なお、N � �では ��から出発してもスピンが �より大きい粒子が出てきてしまうから、質量を持つ粒子
の入った理論の持つ超対称性は、最大でも N � �である。
質量m � �の場合、Pm�
�E� �� �� E�という系で見ると

fQi�� �Qj ��g � �
�
�E �

� �

�
�ij fQi�� Qj�g � f �Qi ��� �Qj ��g � �

である。m �� �のときと同様、Q� �Qを �
�
p
E
で規格化しなおすと生成消滅演算子の代数になる。但し fQi�� �Qj�g

��だから、m �� �の場合に比べて生成消滅演算子の数が半分に減っている。これに伴って多重項に含まれ
る状態数が少なくなるので、『小さい表現』と呼ばれる。ヘリシティー 
を持つ状態を ��をとすると、�Qi�

を作用させることによってヘリシティーは 
� �
� に上がる。m �� �のときと同様に、

N � �
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�

��� �� �
�

�� � �
�

�� � �
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である。多重項を CPT不変にするために、���と � �
�
、���と � �

�
、�� �

�
と ��を組にする。これらを順

に、重力多重項、ベクトル多重項、カイラル多重項と呼ぶ。また N � �では

ヘリシティー ��� �� �
�

��� �� �
�

�� � �
�

��

� �
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� � �

� � � �
�
� � � �

� � � �

� �� � � �

�� � � �

� �
� � �

�� �

である。CPT不変性から、���と ��、�� �
�
と � �

�
、���と ��を組にする。���と ��を組んだものを

N � �ベクトル多重項と呼び、N��のベクトル多重項 �個とカイラル多重項 �個からなる。�� �
�
は単独で

CPT不変であり、N � �のカイラル多重項 �個に相当する。しかしこれが N � �超対称性の下で意味の
ある場にならないことは、以下のように示される。�� �

�
の多重項をなす状態を、複素スカラー場 �、�成

分フェルミオン場 ��で表す。�組の超対称電荷Q��� Q��により、其々�� �� ��に移ると考えられるから、
一般に cを定数として

��� �Q�� � ���Q�� � �

���Q�� � �i�� ��� �Q�� � c ��

と書ける。これと超対称代数から f���Q��� �Q�g� f��� �Q��� Q�gを評価すると、f�� �Q�g � �m�m�� f ���Q�g �
�i
c �

m�m�が導かれる。よって

��� fQ�� �Q�g� �
�
�

c�
� c

�
�m�m�

y

である。ここでは fQ�� �Q�g � �としており、また右辺の係数は �ではありえないから、�m� � �となり �

は定数である。従って物理的な場としては、�� �
�
が �個必要になる。これをハイパー多重項といい、N � �

のカイラル多重項 �つに相当する。
スピン �以下という要請から、m � �では N � �まで許される。N � �の超対称代数ではセントラル

チャージ Zijが入れられるが、特別な値のとき m �� �でも小さな表現が出てくる。これは BPS状態と呼
ばれ、N��の場合について後で具体的に見る。

����� N � � SQCDの作用

超対称代数はポアンカレ変換を拡張したものだから、Pmによる平行移動と同様に超電荷もまたある種の
座標変換をひきおこすと考えよう。そこでボゾン座標 xmに加え、Q�に対応するフェルミオン座標 ��� �� ��

を導入する。拡張された座標で記述される空間を、超空間という。座標の拡張に伴って場の変数も拡張し、
�
x� � �
xm� ��� �� ���とする。これを超場と呼ぶ。特に N � �の場合は、超場を使うと場の超対称変換性
を簡単に求められる。この小節では、実際に超場を使って N � � SQCDの作用を導く。
まず座標の超対称変換性は、有限変換の演算子を G
x� �� ��� � ei��x

mPm		Q	
	Q� と書くと、
反�交換関
係から

G
�� �� ���G
x� �� ��� � G
x� i���� � i����� � � �� �� � ���

�



が導かれる。但し、�は微小変換のパラメータとして �次以上を落した。よって座標に作用する Q� �Qは、
具体的に

�Q� �� �Q � ��
�

�

���
� i�m� ��

�� ���m

�
� �� ��

�
�

��� ��
� i���m

� ��
� �� ���m

�

��

と書ける。N � �の超場の一般型は、����について展開して

F 
x� �� ��� � f
x� � ��
x� � ����
x� � ��m
x� � ����n
x�

���m��vm
x� � �����

x� � ������
x� � ������d
x�

である。f
x�のように xのみによる場を、成分場と呼ぶ。この成分場の微小変換は、F に �Q� �� �Qを作用
させることにより

�
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�
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と求まる。
前小節でみたように、N � �の超対称多重項はカイラルやベクトルのようなものである。これらは超対

称性と両立する拘束条件を、一般的な超場 F に課して得られる。例えばカイラル多重項は、
��式で表され
る Q� �Qの共変微分

D� �
�

���
� i�m� ��

�� ���m �D �� � � �

��� ��
� i���m� ���m

fD�Qg � fD� �Qg � f �D�Qg � f �D� �Qg � �
を使って、 �D���なる条件を満たす超場から得られる。�をカイラル超場という。また、D�y � �を満た
すものを、反カイラル超場という。�は、 �Dy��を満たす y�x�i����を使うと簡単に表せて、

�
x� �� ��� � �
y� �
p
���
y� � ��F 
y�

� �
x� � i��m���m�
x� �
�

�
��������
x� �

p
���
x� � ip

�
���m�
x��

m �� � ��F 
x� 
	�

となる。ここで、�は複素スカラー場、�は �成分スピノル場で F は補助場である。�yについても同様に、
yy � x� i����を使って

�y
x� �� ��� � ��
yy� �
p
��� ��
yy� � ����F �
yy�

である。
n個の 
反�カイラル場 �i
�y� 
i � �� � � � � n�で書かれる一般的な超対称ラグランジアンは、

L �
Z
d��K
���y� �

�Z
d��W 
�� � h�c�

�

��

	



である。ここで、K
���y�は ���yの関数で、�� ��で展開すると一般の超場になっている。W 
��は �の
みの関数でカイラル超場になっており、スーパーポテンシャルと呼ばれる。
��式から、一般の超場の �����

成分、カイラル超場の �� 成分は超対称変換は全微分の形になっており、ラグランジアン 
��式は確かに超
対称である。

R
d�� ����� � ��

R
d�� �� � �として積分を実行すると、
	�式より、Z

d��K
���y� � ��K
���y�
��i��jy

����
���


�m�
i�m�jy � F iF jy�

なる項が出てくる。よって �i を局所座標とする複素 n次元空間は、gij � ��K���i��jyj���を計量に持
つ多様体とみなせる。このような多様体を K�ahler多様体といい、Kを K�ahlerポテンシャルと呼ぶ。また、
FF yに注目すると運動方程式

gijF
j � � � �W 
�y�

��iy

����

	��

が出て、右辺は F によらない。これより F は消去されて、カイラル超場中の物理的な自由度は �� �であ
り、確かにカイラル多重項に対応している。
一方ベクトル多重項からなる超場は、V � V yの条件から得られる。この条件の下での一般形は、
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x� �� ��� � C
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�
�C
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�

である。ここで、カイラル超場 �� �yを用いて、ゲージ変換 V�V � i�� i�yを定義する。すると、次の
ゲージ固定

V 
x� �� ��� � ���m��vm
x� � i�����

x� � i�����

x� � ������D
x�

が可能で、これをWess�Zuminoゲージと呼ぶ。但し、まだ通常のゲージ変換に対応する vm�vm� �ma 分
の自由度は残っている。この V から

W� �
�

�
�D �DD�V

を作ると、場の強さ Fmn��mv�nv � �nv�mvが成分場として入ってくる。このW はゲージの取り方によ
らず、 �DW��を満たすからカイラル超場になっている。よって 
��式と同様に、超対称でゲージ不変なラ
グランジアン
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がとれる。カイラル超場の場合と同じく、�
�D

�の項より運動方程式で Dが落ちてゲージ多重項分の自由度
が残ることが確認できる。
非可換ゲージ場への拡張は、ゲージ群の生成子を T a 
a � �� � � � � n�として n個のベクトル超場を用意し、

V � V aT aとすればよい。但しゲージ変換は eV � e�i

y

eV ei
 
� � �aT a�で与えられるとし、

W� � ��
�
�D �De�VD�e

V

とする。このときW�は成分場として場の強さ Fmn � �mvn � �nvm � i�vm� vn�を含み、ゲージ変換の元
でW� � e�i
W�e

i
となるから、
��式と同様にラグランジアンは L � �
�

R
d��TrW�W�と書ける。通常

�



の Yang�Millsラグランジアンでは、結合定数 gが 
���式の第 �����項に �
g� の形で、�が第 �項に 	

���� の
形で入ってくる。これを再現するには、複素結合定数 � � 	

�� � i ��g� を導入して

L � �

��
Im

Z
d�� �TrW�W�

とすればよい。なお、超対称ではないが �項を加えた �次元格子上の Zp模型� でも複素結合定数 � が自然
に現れ、Zp 模型の電磁双対対称性を SL
�Z�対称性として理解する上で重要であった。����。
以上の情報をもとに、N � � SQCDのラグランジアンを書くことができる。
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但し i � �� � � � � Nf はフレーバー、I � �� � � � � Nc はゲージを表す足であり、上付きのとき SU
Nf �の基
本表現として、下付きのとき反基本表現として変換する。これらは適宜省略する。物質場のゲージ変換は
Q� e�i
Qである。超場と成分場の関係は以下で与えられるものとする。

Qi
x� �� ��� � Qi
y� �
p
���i
y� � ��F i
y� �Qiも同様
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ここで T a� a � �� � � � � N�
c � �は SU
Nc�の生成子であり、Dmはその共変微分を表す。e��V の �倍は、展

開したとき共変微分が通常の �m � iAa
mT

aになるために必要であり、	は Diracスピノルと � 行列
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でラグランジアンを書き直して、���mDm�となるよう決めた。物質場が質量を持つ場合は、スーパーポテ
ンシャルに �QiIm

i
jQ

jI を加える。
SQCDのラグランジアンでは、��e�i��に対して

Q
�� � Q
e�i���
�Q
�� � �Q
e�i���

W 
�� � e�i�W 
e�i���

というU
��対称性がある。このような超空間のパラメータの回転を伴う対称性を、R対称性と呼ぶ。Q� �Q
とも同じ U
��電荷を持ち、カイラルな対称性である。
この小節の最後に、N � �の超対称性を持つ模型について非摂動的な量子補正を議論する上で「正則性」

が重要となることを、具体例を用いて説明する。N � �のスーパーポテンシャルは、カイラル超場 �の正
則関数である。正則関数は、漸近的な振舞いと特異性によって完全に決定されてしまうため、正則性によっ
てスーパーポテンシャルの量子論的な振舞いが厳密に分かってしまう場合がある。例えば、スーパーポテン
シャルが

Wtree � m�� � 
�� 
���
� 格子上の各リンクに Zp 変数を持たせた模型で、p � �のとき Isingゲージ模型、p��のとき U��� 格子ゲージ模型にあたる。
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で与えられるWess�Zumino模型の量子補正を考える。m�
は結合定数である。この模型は、摂動論的には
繰込みを受けないことが知られている。ここで、m�
がカイラル超場で、その真空期待値が結合定数であ
ると考えよう。
U
��電荷�U
��R 電荷�を �について 
����、mについて 
�����、
 について 
������と決め
てやれば、この模型は �つの U
��変換に対して不変である。スーパーポテンシャルの電荷は 
����でなけ
ればならないから、量子補正も含めた有効スーパーポテンシャルは

We� � m��f 
t� � t �
�


m

���

と定まる。ここでm�
� �
但し m�
は固定� の極限をとるとWtreeに戻るはずだから、f
t� � �� tであ
る。一方、この極限で tは全ての値をとるから、厳密に We� � Wtreeである。このように、摂動的に示さ
れているWess�Zuminoモデルの非繰り込み定理が、非摂動的にも正しいことが分かった ����。

����� N � � SQCDの作用

この小節では、N � � SQCDの作用を紹介する。N � �の特徴として、N � �でのK�ahlerポテンシャル
とスーパーポテンシャルが、N � �では �つの正則関数から導かれることを確認する。また、N � � SQCD

では一般にはセントラルチャージ Zij �� �だから、この場合の多重項を第 �����節にならって調べなおす。
N � �の物質場はハイパー多重項で与えられ、N � �のカイラル超場 �つ 
Q� �Q�を使って表される。ベ
クトル場は N � �のカイラル超場 �つとベクトル超場 �つ 
��W �を使って表される。従ってN � � SQCD

の作用は、以下のように表されると予想される。
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超場と成分場の関係は、Q� �Q�W 
V �については 
���式であり、

�
x� �� ��� � �a
x� �� ���T a � �
y� �
p
����
y� � ��F�
y�

とする。N � � SQCDのスーパーポテンシャルには �Q�Qが含まれ、物質場のカイラル対称性が明らかに
破れている。なお、質量項は N � � SQCDと同様に入れられる。
このラグランジアンは、N � �のときを拡張して、�種類のフェルミオン座標 �������を導入し N � � 超
空間・超場を定義すれば実際に導かれる ����。N � � SQCDの特徴として、例えばゲージ群 U
��の SYM

を考える。N � �超空間のカイラル超場
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から作られるゲージ不変な関数を F
A�とおくと、
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のようにして 
���式を得ることができる ����。つまり、N � �の言葉で見たスーパーポテンシャルとK�ahler

ポテンシャルが、N � � SQCDでは �つの正則関数 F から導かれるのである。この F はプレポテンシャ
ルと呼ばれる。
N � �のときと同じように、N � � SQCDでも超場の座標 �����を回転を伴うR対称性がある。N � �

の場合にはフェルミオン座標が �組あるので、�a�U b
a�bという U b

a
SU
��R 対称性、�a�e�i��a という
U
��R 対称性がとれる。しかし、
���式のように N � �の言葉で書くと、フェルミオン座標は � � 組に
なってしまうので、SU
��R の U
��部分群 
U
��J とおく�しか見えない。U
��J による変換は、�����
e�i������ �����ei�����と作用する。U
��J はカイラル対称性ではない。
第 �����節で、N � �と N � �の超対称性の違いとしてセントラルチャージの有無があげられることを

見た。実際に N � � SQCDのラグランジアン 
���から Q�を作って、その交換関係を計算すれば
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NfX
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Simi 
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を得る。但し、� � diag
a�� � � � � aNc�とゲージ変換により対角化しており、このとき nIe �n
I
mは電場 EI

i 、磁
場 BI

i の表面積分からくる電荷及び磁荷であり、
P

I n
I
e � ��

P
I n

I
m � �を満たす。また、aD � �aである。

mi はクォークの質量項を
p
�Remi

�QiIQ
iI で入れたときの裸の質量であり、このとき U
��Nf に破れたフ

レーバー対称性の保存電荷が Siである。
���式は古典的に求めたものであるが、量子補正を受けても式自
体は変わらないと考えられる。
ここで中心電荷が �でない場合のスペクトルを考えておく。第 �����節と同様に、m �� �のとき静止系が
取れて、

fQi�� �Qj ��g � �m�ij�� ��

fQi�� Qj�g � ��
p
�iZ��ij���

である。これらの Q� �Qを組み直して
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とすると、これらは以下のような生成消滅演算子の代数を満たす。
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左辺は正値演算子だから、右辺も正でなくてはならない。つまり

m �
p
�jZj 
���

が導かれる ����。このような電荷・磁荷と質量の間の関係式は他の模型でも古典的に与えられいて ����、量
子補正を受けても関係式は保たれると思われている ����。等号が成り立つ状態を BPS状態といい、このと
き生成消滅演算子の半分が落ちるから、m � �のときと同じく小さな表現を作っている。m � �の状態が
何らかの理由でm �� �になった場合、自由度が増えるとは考えられないから BPS状態に移るものと推測さ
れる。実際このことは、Higgs機構でゲージ場が m �� �になる場合など知られている模型については確認
されている ����。
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��� N � � SQCD

この節では、ラグランジアン 
���式から出発して、N � � SQCDの低エネルギーでの古典的・量子論的
な振舞いを説明する。以下、ゲージ群は SU
Nc�とする。

����� 古典的moduli空間

ラグランジアン 
���式から、運動方程式として
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�Qy

����
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� �

� �

g�
Da � QyiI 
T

a�IJQ
iJ � �QiI
T

a�IJ �Q
yiJ 
���

を得る。真空はポテンシャル最小の点であり、
���式には F yF � �F �F y� D� という正値の項が含まれている
から、場の真空期待値は F��� Da��を満たさなくてはならない。TrT a � �と 
���式より、結局スクォー
クの真空期待値について

QyiIQ
iJ � �QiI

�QyiJ � �JI 
���

なる条件式が導かれる。真空は連続的に縮退しており、Mcl�fQ� �Qj 
���式 gなる空間を張る。このよう
に、超対称性のある理論ではスカラー場 �が自然に含まれるため、その期待値の異なる真空が無限に縮退
していることが多い。Mclのような空間を moduli空間と呼ぶ。
因みに U
��ゲージ理論を考えると、真空期待値は 
���式から QyiQ

i � �Qi
�Qiy � �を満たせば良いから

Q � �Q � �のゲージ対称性を破らない真空も許される。ここで、ラグランジアンにベクトル超場中の補助
場Dを加えることを考えよう。これは Fayet�IlliopoulosのD�termと呼ばれる。Dは超場の �����成分だか
ら、超対称変換の下で全微分の形の変化しか出ず、ラグランジアンに加えても超対称性は破れない。また、
U
��ゲージ変換のもとでも Dは不変である。このとき Dについての運動方程式から超対称性を破らない
真空の条件は QyiQ

i � �Qi
�Qiy � ��となり、物質場の真空期待値は �ではあり得ず、必ず Higgs機構を起こ

すことが分かる。
Mclを詳しく調べるために、
���式を扱いやすい形に書きかえる。Q� �Qを行列
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で表し、これらに SU
Nc�のゲージ変換と SU
Nf �R � SU
Nf �Lのフレーバー変換を作用させて変形する
ことを考える。まず Nf � Ncであるとする。
���式の行列内の各列は、SU
Nc�のベクトルである。Nf

個のベクトルのうち r個が一次独立であるとすると、SU
Nc�の変換で基底を取り替えることにより、
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とできる。また、行列内の各行は SU
Nf �のベクトルで、r個が独立であるから、SU
Nf �の変換によって

Q�

�
BBBB�

a�
� � �

ar

	
CCCCA

と対角化される。 �Qについても同様で、Nf � Ncの場合も同様に対角化できるので、ゲージ変換とフレー
バー変換分の自由度を除いたスクォークの真空期待値は、一般に以下で与えられることになる。
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これらを 
���式に代入すれば、
jaij� � j�aij� � iによらない定数 
���

を得る。また、QCDにおけるゲージ不変性から、ai� �aiの代わりにゲージ不変なパラメータで moduli空間
を表すのが適当である。SU
Nc�ではこのようなパラメータとして、不変テンソル �IJ � �I�I����INc から
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が作られる。Nf � Ncのときバリオンは作れず、ゲージ不変なパラメータはメソンだけである。
以上により、古典的moduli空間は

Mcl � fM � 
���式�B� �B � 
�	�式� 
���式 g
のように求められた。以下の小節では、量子補正の入った moduli 空間Mq について、Nf ごとに調べて
いく。

����� Nf � Ncでの量子論的moduli空間

�����節で見たように、N � �の超対称性を持つラグランジアンは K�ahlerポテンシャルとスーパーポテン
シャルから構成される。この小節では、スーパーポテンシャルの正則性と対称性によって、N � � SQCD

の低エネルギーでの有効スーパーポテンシャルWe�
� 、を決定する ����。

� We� は、あるエネルギースケール以上の重い粒子の自由度を積分して得られるもので、Wilsonian有効作用と呼ばれる。大抵の
場の理論の教科書に載っている有効作用は �PI 有効作用と呼ばれ、全ての粒子の自由度を積分したものである。従って軽い粒子があ
る場合は Wilsonian 有効作用と異なり、特に質量 �の粒子があれば赤外発散によって ill	de�nedになる 
���。
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We�は理論の低エネルギー励起状態に対応する場について正則関数で、系の持つ対称性
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のもとでの不変性を持つ。なお、SU
Nc�から SU
Nf �R までは表現の次元を、残る U
��対称性について
はその電荷を示した。カイラルな U
��対称性には量子異常が現れ、対応するカレントは
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に従う。但し、
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iはゲージ場と相互作用するフェルミオン �iについての和で、�iは SU
Nc�の ri 表現に
属し、の U
��電荷は c
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r�は SU
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格化した。今、カイラル U
��対称性は U
��Aと U
��Rの �つであり、それぞれ成分フェルミオン場の電
荷は以下のようになっているから、
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を作ることができて、この量子異常のない対称性を改めて U
��R とする。ただし、U
��A についても、
Q�ei�Q と同時に �����Nf	 とすれば作用は不変になり、有効作用を議論する際の選択則を与える。
N � � SQCDの � 関数は
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であるから ����、��loopレベルで ��i�� log
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���Nc�Nf � であり、上述の U
��A のもとでの � の変換は
��Nc�Nf�e�iNf���Nc�Nf に相当する。以上をまとめると、対称性は以下のように決まる。
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logE*
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g2 (E)

E = E*あるスケール　　　で結合定数が一致。
高エネルギー理論と低エネルギー理論が
移り変わる。

図 �
 スケールマッチング

ここで、低エネルギーでは理論は閉じ込め相にあり、正しい自由度はメソン M i
j で与えられると仮定す

る。これは、

��超対称性のない QCDで記述される現実のクォーク・グルーオンの系が、低エネルギーでは閉じ込めを
起こしてメソン及びバリオンが自由度として観測されていること

��格子ゲージ理論により、理論的にも閉じ込めが予想されていること

に基づくものである。よって
R
d��We�はM i

j � �の関数で、前表に揚げた対称性を持たなくてはならない
から。
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と唯一定まる。CNc�Nf
は定数である。

CNc�Nf
は、以下のように様々な極限での値を評価することから求められる。

�� aNf
が非常に大きい場合

aNf
��では、フレーバーNf の SU
Nc�ゲージ理論から Higgs機構によってフレーバー 
Nf � ��の

SU
Nc���ゲージ理論に移る。これに伴い、We�も正しく変形しなくてはならない。つまり、aNf
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に伴って

CNc�Nf

�
��Nc�Nf

detM

� �
Nc�Nf

� CNc���Nf��

�
����Nc�����Nf���

det �M

� �
�Nc�����Nf���


���

ここで、ティルダをつけたものは低エネルギー、すなわちHiggs機構の影響が見える領域でのパラメー
タを表す。具体的には、

detM � aNf
�aNf

det �M 
���

また �DR
dimensional reduction�と呼ばれる繰り込み方法 ���� の下でのスケールマッチングは、

����Nc�����Nf��� �
��Nc�Nf

aNf
�aNf


���

である 
図 �にスケールマッチングの概念図を示した�。
���式に 
���
���式を代入すれば、CNc�Nf
�

CNc���Nf�� 
 CNc�Nf
となり、定数 CNc�Nf

は Nc �Nf によって決まることが分かる。
�� Nf 番目のクォークの質量m��
ラグランジアンに、最初からWtree � mM

Nf

Nf
を加えておく。質量mが十分大きければ、低エネルギーで

はフレーバー数が Nf からNf ��になる。このときスケールの関係式は、 �DR法により ���Nc��Nf��� �

��



m��Nc�Nf である。この場合はパラメータmが新たに加わるので、前段落で求めたWe�
���式が変更
を受ける可能性がある。mを入れて同じ議論を繰り返すと、

We� �

�
��Nc�Nf

detM

� �
Nc�Nf

� f
t�� t � mM
Nf

Nf

�
��Nc�Nf

detM

�� �
Nc�Nf


���

となる。質量が小さい領域では f
t� � CNc�Nf
� tであるから、

We� � CNc�Nf

�
��Nc�Nf

detM

� �
Nc�Nf

�mM
Nf

Nf

���

が全ての領域で厳密に成り立つ。運動方程式により重い自由度M
Nf

Nf
を消去すると、CNc�Nf

と CNc�Nf��

を関係付けられる。これと第 �項で求めた CNc�Nf
� CNc�Nf

により、CNc�Nf
� 
Nc�Nf �C

�
Nc�Nf で

あることが分かる。

なお、C は Nc� Nf によらない定数で、Nf � Nc � �の場合にはインスタントンの寄与により 
���式が再
現され ����、 �DR法の下では C��と計算されている ����。Nf � Nc � �では Higgs機構により SU
Nc�が
完全に壊され、非可換部分群を持たないので漸近自由ではない。よって結合定数は低エネルギー領域でも十
分小さくできるから、インスタントン計算の結果は信頼できる。よって

We� � 
Nc �Nf �

�
��Nc�Nf

detM

� �
Nc�Nf


���

となる。なお、Nf � Nc � �ではゲージ群が Higgs機構では完全には破れず、非可換部分群が残るので低
エネルギーでのインスタントン計算は信頼性を失う。この場合はグルイーノ凝縮によって 
���式が生成さ
れると考えられている ����。

���式の確認のために、全てのスクォークに大きな質量を与えた極限を考える。低エネルギー理論はフ

レーバーが �でゲージ群が SU
Nc�の pure Yang�Mills理論になる。このとき、スーパーポテンシャルは

���式と同様にして

We� � TrmM 
�	�

と導かれ、これを最小にする点は

hM i
j i � 
��Nc�Nf detm�

�
Nc

�
�

m

�i
j


���

である。スケールマッチングは ��Nc�Nfdetm� ���Ncだから、m��の極限ではMqの原点付近に 
 �
�
Nc

からくるNc個の超対称な真空が存在することがわかる。これは、Witten indexによる議論によって求めら
れた結果 ���� と一致しているから、
���式は正しいと思われる。なお、クォークの質量が厳密に �の場合
は、M i

j ��となって真空は安定でなくなるから、低エネルギーの自由度としてM i
j をとることは適当で

なく、
���式のWe�による記述が成り立たない。しかし、質量を入れた場合の議論が無矛盾であることな
どから、形式的には m� �の場合でも上記の議論は正しく、
���式のWe�は有効であると思われる。従っ
て m � �のとき F � �に解はなく、超対称で安定な真空はないと結論される。
なお次の小節で紹介するように、低エネルギーの正しい自由度を評価する方法として、�tHooftの量子異
常釣合条件がある。これはカイラルな対称性があるときに使える方法で、今の場合厳密には m �� �でなく
てはならず、カイラル対称性は陽に破れてしまうので使えない。

��



����� Nf � Nc� Nc � �での量子論的moduli空間

Nf � Ncでも、理論は閉じ込めを起こしていると仮定する。前小節で扱った Nf � Ncのときと異なり、
メソン M に加えてバリオン B� �Bが低エネルギーでの自由度として出てくる。しかし、これらのパラメー
タは独立ではない。
���式を 
���
�	�式に代入すると分かるように、古典的には

detM � �BB � � 
���

の関係を満たす。従って古典的 moduli 空間Mcl 上で B � �B � �� rankM � Nc � �の点を考えると、
d
detM � �BB� � �となるので接線が定まらず特異である。この特異性は、これらの点での低エネルギー
自由度が、Mcl 上の一般の点よりも多くなっているためと思われる。実際、Mclの一般の点で、Higgs機
構によってゲージ群が SU
Nc �Nf �に破れるのに対し、rankM � Nc � �の点では SU
Nc � rankM�で
あるから、質量が �のままのゲージ場が多くなっている。
ここで量子論的moduli空間に移ると、条件式 
���は量子補正を受けて

detM � �BB � ��Nc 
���

となることが分かる ����。このことは、以下のようにして確認できる。今考えているNf � Ncの理論を、質
量項Wtree � TrmMを加えてm� �の極限をとったものと考える。ここでm

Nf

Nf
��の極限をとってみる

と、低エネルギーでは Nf � Nc��の理論に落ちるから 
���式のスーパーポテンシャルが再現されるはずで
ある。従ってこの極限でのスーパーポテンシャルはWtree�We�の形で与えられるはずで、その極小は 
���

式及び B � �B � �で与えられる。従って、Nf � Ncでは 
���式を満たす。また、Wtree � TrmM�bB��b �B

で m� b��b � �の極限をとったと考えて同様の議論を行なうと、h �Bbi �� �になって 
���式が満たされてい
る。����。

���式を見ると分かるように、古典的には原点に存在した特異点が、量子補正によって消えている。古典

的に原点にあった特異点はゲージ群が回復することに伴うものだった。この特異点が消えるということは、
ゲージ対称性 SU
Nc�が、量子補正によって完全に壊れているということである。古典的な Higgs機構で
は SU
Nc � rankM�までしか壊せないから、残った部分群は閉じ込めによって壊されていると考えられ、
Higgs相と閉じ込め相が混在していると思われる。超対称性のないQCDでも基本表現でのみ物質が入って
いる場合、Higgs相と閉じ込め相はなめらかにつながっていて区別がないことが格子ゲージ理論での解析に
より分かっている ����。従って、この結果はそれほど奇妙ではない。
ところで、古典的に真空として許されたM � B � �B � �は、量子異常のない大域的対称性 SU
Nf �L �

SU
Nf �R �U
��B �U
��Rを保つ唯一の点であった。量子論的にはこの点は消えて、大域的対称性はもっ
と小さくなる。しかし、
���式ではカイラル対称性が完全に破れるわけではないので、残った対称性を使っ
て�tHooft の量子異常釣合条件を確認することができる。
ここで、�tHooftの量子異常釣合条件の概略を説明する 
図 ��。まず大域的な対称性をゲージ対称性にす
る。新たなゲージ結合定数を充分小さくとれば、高エネルギーでの振舞いは元の理論とほとんど変わらない。
一般には、このようにして作ったゲージ理論は量子異常を持ち、ill�de�nedである。そこで、新たなゲージ
場とのみ相互作用するフェルミオン 
spectator フェルミオン�を導入して量子異常を消す。図 �
a�
b�中の
spectator フェルミオンの寄与は等しいから、もとの理論の高エネルギーと低エネルギーでの自由度につい
ての条件式 
c�が得られる。これが�tHooftの量子異常釣合条件である。評価されるのはフェルミオンの自
由度のみだが、超対称性がある場合にはボゾンの自由度も決まってしまうので、低エネルギーでの自由度を
完全に評価できる。実際に、以下でMq 上のいくつかの点に適用する。

�� B � �B � �� M i
j � �

��ij

SU
Nf �R � SU
Nf �L � U
��B � U
��R � SU
Nf �V � U
��B � U
��R

�	



ψ spec ψ elemψ spec

エネルギー

新たな結合定数
ゲージ結合定数 大 小大

大 小 小

ψ comp
+ = 0+ =0

ψ comp ψ elem
=

量子異常釣合条件

(a) (b)

(c)

図 �
 �tHooftの量子異常釣合条件

なる対称性が残っている。このうちカイラルなのは、U
��Rのみである。高エネルギーの自由度と低
エネルギーの自由度及び変換性は

高エネルギー 低エネルギー

自由度 Q �Q W M B �B

SU
Nf �V Nf
�Nf � N�

f � � � �

U
��B � �� � � Nf �Nf

U
��R � � � � � �

である。なお、M が SU
Nf �V の N�
f � �表現になっているのは、
���式によって自由度が �個落ち

ていることによる。量子異常は、三角ダイアグラムの各頂点に以下の表の第一列のゲージ場が接続し
たものから出る。高エネルギー、低エネルギーそれぞれで係数を計算すると、

ゲージ場 高エネルギー 低エネルギー 結果

SU
Nf �
�
V U
��R ��Nc � d�
Nf � �d�
N�

f � �� �Nf

U
���BU
��R �NfNc � ��
��� ��N�
f 
��� � �� 
�Nf �

�
��� ��N�
f

U
���R �NfNc � 
���� � 
N�
c � ��� �� 
N�

f � ��� 
���� � �� 
���� �N�
f � �

U
��R
gravity� �NfNc � 
��� � 
N�
c � ��� � 
N�

f � ��� 
��� � �� 
��� �N�
f � �

となる。自由度数 �電荷の順に書いた。カイラル超場の R電荷に対して成分フェルミオン場の R電
荷は �下がることに注意する。よって�tHooftの量子異常釣合条件が満たされ、この点上では低エネル
ギーでの自由度が M �B� �Bと条件 
���式で与え得ることが分かる。

��M i
j � �� B � � �B � �Nf

SU
Nf �L � SU
Nf �R � U
��B � U
��R � SU
Nf �L � SU
Nf �R � U
��R

の対称性が残る。全てカイラル対称性で、高エネルギーの自由度と低エネルギーの自由度及び変換性は

��



高エネルギー 低エネルギー

自由度 Q �Q W M B �B

SU
Nf �L Nf � � Nf � �

SU
Nf �R � �Nf � �Nf � �

U
��R � � � � � �

で与えられる。量子異常のあるダイアグラムの係数を計算すると、

ゲージ場 高エネルギー 低エネルギー

SU
Nf �
� 	Ncd�
Nf � � 	Nfd�
Nf � 	Nfd�
Nf �

SU
Nf �
�U
��R Ncd�
Nf �
��� � �Nf

� Nfd�
Nf �
��� � �Nf

�

と求められる。d�
Nf �は SU
Nf �の基本表現の �次の Casimirを表す。SU
Nf �の添字 L�Rはどち
らを選んでも符合の違いしか出ないので省略した。また、U
���R�U
��Rについては前項と同じ結果を
与える。よって、この点でも�tHooftの量子異常釣合条件が満たされる。

このように低エネルギーの自由度が 
���式のもとで正しく与えられるから、これは単に真空期待値に関
する条件式ではなく場そのものの満たすべき条件式であろうと考えられる。そこで、Lagrange multiplier
Aを導入して 
���式をスーパーポテンシャルに取り込み、

W � A
detM � �BB � ��Nc� 
���

とする。ここで質量項 Wtree�TrmM�
PNf

i�Nf�n	�mM
i
i を加えて n個のスクォークを消すと、低エネル

ギーでは Nf � Nc � nの理論に落ちる。実際に各超場の運動方程式

M i
jで微分 AdetM

�
�

M

�j
i

�mj
i � �

detm detMh � 
AdetM�Nf�n � 
AdetM ��Nf�n
det �M�Nf�n

Aで微分 detM � �BB � ��Nc � �

B� �Bで微分 B � �B � �

を使うと、

We� � A
detM � �BB � ��Nc� � TrmM

� TrmM � TrmM � � 
Nc � n�AdetM

� 
Nc � n�AdetM �det �M � 
Nc � n�A
��Nc

det �M
�M

� 
Nf � n�

�
��Ncdetm

det �M

� �
Nf�n

となるから、 �DR法により ��Ncdetm���Nc	nを考慮すれば正しく 
���式で与えられることが確認できる。
同様の方法は、Nf � Nc��を調べる場合も有効である。Nf � Nc��では、バリオン Bの自由度が Nf

に増える。
Bi � �ij����jNcQ

j� � � �QjNc �Bi � �ij����jNc �Qj� � � � �QjNc 
���

但し、ゲージの足についても完全反対称テンソル �でつぶしてあるものとする。ここでもmoduliパラメー
タが独立な訳ではなく、古典的には以下のような条件式がつく。

detM

�
�

M

�i
j

� �BiBj � � 
���

��



β (g)

g
0

赤外固定点
g* = 0

β (g)

g
0

赤外固定点
g* =

8π2

3Nc

ε

(a) (b)N f = 3Nc N f = (3 − ε)Nc

図 �
 � 関数の振舞い

M i
jBi �M i

j
�Bj � � 
���

そしてこれは量子補正を受けない ����。このことは、Wtree � mM
Nf

Nf
を加えて Nf 番目のスクォークに質

量を持たせると、スーパーポテンシャルの極小は 
���式で与えられること、これは m � �の極限をどう
取っても 
���式を再現することによって確認できる。

���式が量子補正を受けないために、古典的 moduli空間Mclの原点での特異性はそのまま残る。従っ

てこの点では、moduli空間の一般の点では表れない余分な質量 �の粒子が出てくると考えられる。原点で
は�tHooftの量子異常釣合条件が成り立ち、メソンとバリオンが正しい低エネルギーの自由度を与え得るこ
とが示されるから、原点から離れた点ではこれらが質量を持つと考えられる。そこで、スーパーポテンシャ
ルに対する条件として、

��対称性
�� moduli空間Mcl �Mqを変えない 
運動方程式として条件式 
���が導かれる�
��原点ではM�B� �Bが全て質量 �で、原点からずれると質量を持つ

を課すと、

We� �
�

��Nc��

M i

jBi
�Bj � detM� 
���

が導かれ、TrmM�bB��b �Bを加えて変形すると正しくNf � 
Nc� ��のスーパーポテンシャルになる ����。
なお、原点から離れるほどゲージ対称性は少なくなるので低エネルギーで弱結合であり、古典的な自由度が
そのまま量子論的な自由度となる。

����� Nf � Nc � � � Seiberg duality

前小節では、閉じ込めを仮定して Nf � Nc� Nc � �のMq を解析した。一方 Nf � �Ncでは、� 関数

���式より ��loopで � � �であるから、静電遮蔽によって低エネルギーでの結合定数は非常に小さくなる。
従ってこの領域ではラグランジアンに表れるクォークやグルーオンがそのまま低エネルギーでの自由度と
なり、閉じ込めは起こっていない。このように、Nf を大きくしていくとどこかで閉じ込めの仮定が不適当
になり、前小節のような解析方法が使えなくなると考えられる。実際、Nf � Nc � �で�tHooftの量子異常
釣合条件が満たされなくなり、メソンやバリオンは低エネルギーでの正しい自由度ではないことが分かる。
では、Nc�� � Nf � �Ncの場合、理論はどのように振舞うと考えられるだろうか。まず Nf � �Ncでの

� 関数は、
���式より ��loopで �であり、g � �近傍では図 �
a�のように振舞う。従って低エネルギーで
は、g� � �の赤外固定点上の理論となる。ここからフレーバーを少し減らして Nf � 
�� ��Nc
� � �� ��

の場合を考える。
���式より、��loopから負の項、��loopの寄与では正の項が出てきて打ち消し合うから、
g �� �で ���の固定点が表れる可能性がある。実際、Ncg

��
Nf

Nc
を変えずに Nf � Nc ��の極限をとると、

��



� 関数は図 �
b�のようになり、非自明な赤外固定点が表れる。以上の情報から、Nf � �Ncでは非自明な
赤外固定点を持つ理論になっていると仮定する。
ここで、固定点が存在すると仮定できる Nf の下限を考える。固定点上の理論は共形場の理論で記述さ

れると考えられ、その表現論によりノルムが非負の状態を与える演算子Oの次元は D
O� � �でなければ
ならない 
但し等号成立は自由場の場合で、恒等演算子のみ D � �でよい�ことが知られている ����。よっ
て、ゲージ不変な演算子M�B� �Bは物理的であるから、D
M�� D
B�� D
 �B� � �でなくてはならない。こ
れらの次元D
O�と R対称性の電荷 R
O�の間には D
O� � �

� jR
O�jの関係がある。ここで Oがカイラル
演算子のとき等号が成立する ��	�。これより

D
M� �
�

�
R
M� � �

Nf �Nc

Nf
� �

D
B� � D
 �B� �
�Nc
Nf �Nc�

�Nf
� � 
���

と書ける。従って、Nf �
�
�Ncでなくてはならない。以上、共形場の理論の表現論によって、固定点が存在

しうるのは �
�Nc � Nf � �Ncの領域であることが分かった。今後は、この領域では非自明な赤外固定点を

持つものと仮定して議論を進める。
ところで、Nf � �Nc では Q� �Qが自由場で、固定点上での結合定数 g� は �であった。よって �

�Nc �

Nf � �Ncの Nf が大きい領域では、Q� �Qによる記述や SU
Nc�ゲージ結合定数についての摂動展開が有
効であると考えられる。一方、Nf �

�
�Ncでは 
���式より D
M� � �である。複合場であるメソン M が

自由場として振舞うことになるから、g�は大きく強結合となっていると考えられる。従って Nf が小さく
なると、もともとの SQCDでは解析しにくい。そこで、逆にこの領域で結合定数が小さくなるような、双
対理論を探すことを考える。
まず、�つの理論での大域的対称性は一致していなければならない。SU
Nf �R � SU
Nf �L 対称性から、

双対理論でもフレーバーの数はもとと同じ Nf であると考えられる。また、�つの理論において赤外固定点
のある領域は同じはずだから、双対理論のカラー自由度を �Ncとして

�

�
Nc � Nf � �Nc �� �

�
�Nc � Nf � � �Nc

が等しいと思われる。従って �Nc � Nf �Ncである。次に、moduliパラメータの次元や大域的対称性に対
する変換性を一致させることを考える。双対理論の物質場を q� �qとする。moduliパラメータ Bは、双対理
論で作られる『バリオン』bi����i �Nc � �I����I �Nc qI�i� � � � qI �Nc

i �Nc
から、大域的対称性が合うように作れば良い。

つまり、SU
Nf �の不変テンソル �i����iNf を用いて

Bi����iNc � �i����iNcj����j �Nc bj����j �Nc

とする。 �Bについても同様である。ここから q� �qの変換性が以下のように定まる。

SU
Nf �L SU
Nf �R U
��B U
��R

q �Nf � Nc

Nf�Nc

Nc

Nf

�q � Nf � Nc

Nf�Nc

Nc

Nf

メソン M i
j の大域的対称性に対する変換性は

SU
Nf �L SU
Nf �R U
��B U
��R

M Nf
�Nf � �

Nf�Nc

Nf

��



であるから、双対理論でのメソン q�qとは同定できない。よって双対理論には、通常の物質場とは別にゲー
ジ不変な物質場 �M を入れる必要がある。 �M の変換性は M と同じにとるべきで、また次元合わせのパラ
メータ �を導入して �M � M


 と表すことにする。この �を使うと、Bと bの間の比例定数が

C � ��
���Nc�Nf��Nc�Nf �
�
� 
�	�

と書けることが知られている ����。また、q�qは双対理論のみに表れる余分な自由度であるから、スーパー
ポテンシャル

W �
�

�
Mq�q 
���

を導入して消すことにする。これは、正しいスーパーポテンシャルの変換性を持つ唯一の形である。
よって、双対理論はゲージ群 SU
Nf �Nc�でフレーバー Nf の SQCDに、ゲージ不変な物質場M i

j を
加えて 
���式のスーパーポテンシャルをつけたものと考えられる。SQCDのスケールを �、双対理論のス
ケールを ��とすると、スケールマッチングは

��Nc�Nf ����Nf�Nc��Nf � 
���Nf�Nc�Nf 
���

である。よって、�つの理論の間で強結合領域と弱結合領域が入れ替わっており、U
��理論の電磁双対の拡
張になっている。そこで、もとの理論 
SQCD�を電気的理論、双対理論を磁気的理論という。この双対性
は、non�Abelian duality又は Seiberg dualityと呼ばれる。�つの記述を対比させると、以下のようになっ
ている。

電気的理論 磁気的理論

ゲージ群 SU
Nc� SU
Nf �Nc�

超場 Q� �Q�W q� �q� �W�M

スーパーポテンシャル � �

Mq�q

前段落では、moduli 空間の原点での �つの理論の自由度を対応付けることにより、強引に双対理論を
作った。もしこの結果が正しければ、moduli空間の全領域で双対関係が成り立っているはずである。例え
ば M �� �� B � �B � �の点を考える。この点での電気的理論は、Higgs機構によってゲージ群 SU
Nc�n�、
フレーバー 
Nf � n�の理論になっている。これを磁気的理論でみると、スーパーポテンシャル 
���式か
ら q� �qに質量がつくことに相当する。よってゲージ群は変わらず SU
Nf �Nc�で、フレーバーは 
Nf �n�

の理論になる。これはこの点上での電気的理論の Seiberg dualになっており、moduli空間の原点以外でも
Seiberg dualityが成り立っている。示され、また、質量項によって理論を変形した場合も、やはり Seiberg

dualityが成り立っていることが確認されている ���。
最後に、moduli空間の原点で、�つの理論の間の�tHooftの量子異常釣合条件をみる。量子異常がでるの

は、下表最左列のゲージ粒子が飛ぶ場合で、全て条件が成り立っていることが確認できる。なお、SU
Nf �

としては SU
Nf �Lを選んだ。

��



ゲージ場 電気的理論 磁気的理論 結果

SU
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以上で見たように、フレーバーが �
�Nc � Nf � �Ncの領域では、電気的理論と磁気的理論という �つの

低エネルギーで等価な記述がある。電気的理論でみると、フレーバーが大きくなるに従って赤外固定点上
での結合定数は小さくなり、Nf � �Ncでは Q� �Qが自由場になる。Nf � �Ncでは赤外自由な理論だから、
電気的理論による記述がよい。逆に磁気的理論でみると、フレーバーが小さくなるに従って赤外固定点上で
の結合定数が小さくなり、Nf �

�
�Ncではメソン M や q� �qの共形次元が �で自由場になることが分かる。

よって電気的理論との対応から、Nf �
�
�Ncでは磁気的な記述で赤外自由な理論に見えると思われる。

����� N � � SQCD まとめ

以上、この節の結果をまとめると、図 �のようになる。
Nf � Ncでは、ADS型のスーパーポテンシャルが非摂動的に生成され、物質場の質量が �の極限では超

対称性を持つ安定な真空がないことが分かった。Nf � Nc� Nc � �では閉じ込めを仮定したが、�tHooftの
量子異常釣合条件が成り立つこと、質量項による変形で Nf を減らしたとき無矛盾な結果を導くことによっ
て、正しいと思われる。�

�Nc � Nf � �Ncでは非自明な赤外固定点が存在し、SQCDに低エネルギーで等
価と思われる磁気的な理論が構成された。これを Seiberg dualityと呼んだ。Seiberg dualityによって、強
結合領域と弱結合領域が入れ替わる。よって、Nf � �Ncでは SQCDの記述で赤外自由であるのに対応し、
Nf �

�
�Ncでは磁気的な記述で赤外自由であると思われる。ここで、赤外固定点の存在は仮定であるが、全

体として矛盾のない結果が導かれ、正しいと思われる。
なお、ここで評価したのはスーパーポテンシャルであり、K�ahlerポテンシャルについてどのような量子
補正が入るかは議論されていない。結果を大きく変えるとは思えないが、この評価は今後の課題である。ま
た、ここでの手法を SO
Nc�� Sp
�Nc�など別の群の場合に適用したり ������、基本表現以外の場、スーパー
ポテンシャルを入れた場合についての考察 ���がなされている。特に全く別の表現のフレーバーが入った理
論の間の Seiberg duality �	� については、個々の理論の間の双対関係は分かってきたものの ���、統一的な
導出方法は明確でない。

��� N � � SQCD

この節では、N � � SQCDのラグランジアン 
���式から出発して、古典的moduli空間Mclを導き、つ
いで量子論的振舞いを説明する。

��
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閉じ込め（原点はlift）
閉じ込め（原点も残る）
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非自明な赤外固定点

電気的理論で赤外自由

超対称性を保つ真空なし
（ADS型ポテンシャル）

図 �
 N � � SQCDの低エネルギーでの振舞い

����� 古典的moduli空間


���式にはポテンシャルとして F y�F�� F
yF� �F y �F � �

�D
aDaが含まれており、超対称な真空では F� � F �

�F � Da � �でなくてはならない。よって運動方程式から、

F a
�で微分 � �F ay

� �
p
� �QiI 
T

a�IJQ
iJ � � 
���

F で微分 � �F yiI �
p
� �QiI�

I
J � � �IJ � �a
T a�IJ 
���

�Fで微分 � �F iIy �
p
��JIQiJ � � 
���

Daで微分 � ��DbTr
T aT b� � �yIJ 
T
a�JK�

K
I �QyiI 
T

a�IJQ
iJ � �QiI
T

a�IJ
�QyiJ � � 
���

が導かれる。
まず解のうち � �� �� Q � �Q � �を満たすものを考える。条件式は Da � �だけだから、
���～ 
���式

は自動的に満たされる。
���式は

��y� �� � �

と書き直される。ここで、ゲージ変換分の自由度を使うと、

� �

�
BB�

a�
� � �

aNc

	
CCA 
���

と対角化できる。但し、ゲージ群は SU
Nc�なので
PNc

i�� ai � �である。更に、ai 同士を入れ替えても真
空に属することは変わらない。この対称群を �Nc とおく。解 
���式を �Nc で割った空間

MC
cl �

�

a�� � � � � aNc� 
 CNc j

NcX
i��

ai � �

�
��Nc

の一般の点では、ゲージ群が U
��Nc��に破れている。MC
clを古典的 Coulomb branchと呼ぶ。

次に � � �及び Q� �Q �� �の解を考える。条件式は 
��� 
���式からそれぞれ

��IJ � QiI �QiJ 
���

���IJ � QiIQyiJ � �QyiI �QiJ 
���

��



と求まる。但し、� 
 R� � 
 Cは SU
Nc�� SU
Nf �の変換で不変な定数である。一般にこの解の下では物
質場が真空期待値を持つから、この解の張るmoduli空間MH

cl を Higgs branchと呼ぶ。
N � � SQCDの場合と同様、Q� �Qを行列で表して、ゲージ変換とフレーバー変換を使って対角化する。

N � � SQCDの場合と異なり、N � �ではスーパーポテンシャル中の �Q�Qによって物質場のカイラル対
称性は破れ、フレーバー対称性は SU
Nf �V だけである。従って、Q� �Qを独立には変換できない。まず Q

を対角化できて

Q �

�
BB�

Q�� � � � QNf�

���
� � �

���

Q�Nc � � � QNfNc

	
CCA�

�
BB�

��
� � �

�Nc

	
CCA �i 
 R	 
�	�

とする。これを条件式 
���に代入すると、

�Q �

�
BB�

�Q�� � � � �Q�Nc

���
� � �

���
�QNf� � � � �QNfNc

	
CCA�

�
BBBBBBBBBB�

���
� � �

��Nc

�Q�Nc	��� � � � �Q�Nc	��Nc

���
� � �

���
�QNf� � � � �QNfNc

	
CCCCCCCCCCA

�i��i � � 
���

となり、 �Qも上半分は対角でになることが分かる。更に Nf � �Ncのとき、条件式 
���により

t �Q �

�
BB�
��� 
�

� � �
� � �

��Nc 
Nc

	
CCA 
i 
 R	 
���

��a � ���a � 
�a � �� 
���

となる。
���式を使うと、
���式は


�i � ��i �
j�j�
��i

� � 
���

と書き直される。以上により、Nf � �Ncのときの解は 
�	� 
��� 
��� 
���式で与えられる。Nf � �Ncの場
合は、
�	�
���式からいくつか列を消してNf 列にすれば良い。つまり、
� � � � � � 
i � �� � � � � � �j � ��

i� j � �Nc �Nf とする。こうして Nf � �Ncの場合の真空期待値として、以下の �通りが得られる。

�� Baryonic Branch

Nf � Ncのとき i � �Nc �Nf � j � �とできて、真空期待値の間の条件式 
���
��� を使うと
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�
BBBBBBBBBB�

��
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�Nf�Nc

��
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CCCCCCCCCCA
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��Nf�Nc 
Nf�Nc

���
� � �

���

	
CCCCCCCCCCA


���

を得る。但し、
i � �なる iに対して �i � ��とした。条件式は、

�i ��i � �


�i � ��i � ��� �
�
�

��i
� �

���

�
j�j� 
���

となる。ゲージ不変なmoduliパラメータは、M�B� �Bである。
���式の下では一般に B �� �であるか
ら、この解の張る moduli空間MB

clを Baryonic branchと呼ぶ。なお、Nf � �Ncの解 
�	�
���式で
も一般には B �� �であるから、Baryonic branchに入れることにする。
MB

cl の一般の点ではゲージ群は完全に破れている。このとき軽い自由度は、もともとあったハイパー
多重項の数 NfNcから、Higgs機構によってゲージ場に喰われる Higgsスカラー場の自由度N�

c � �を
引いて、NcNf �N�

c ��である。これを成分場の自由度で見れば、�
NcNf �N�
c ���となる。これは

Nf � �Ncのとき、大域的対称性の破れ

SU
Nf �V � U
��B � SU
��R � U
Nf � �Nc�� U
��Nc�� � SU
��R

に伴うGoldstone粒子の自由度 N�
f � 
N�

f � �NcNf � �N
�
c �Nc � ��に、ゲージ不変な moduliパラ

メータM�B� �Bの次元Nc��
� を加えた自由度数 �
NcNf �N�

c ���と一致している。またNf � �Nc

の場合も、大域的対称性は

SU
Nf �V � U
��B � SU
��R � SU
�Nc �Nc�� U
��Nf�Nc � SU
��R

と破れているから、Goldstone粒子の自由度N�
f�
�N�

c ��NcNf�N
�
f�Nf�Nc��� ���N�

c��NcNf�
Nf �Nc � �に moduliパラメータの自由度 Nf �Nc � �

� を加えて、自由度数は �
NcNf �N�
c � ��

と導かれる。
MB

cl 上でゲージ対称性が残っているところは特異点となっており、�iや 
jが �になる点にあたると思
われる。実際 �i � �の点では、Nf � �Ncのとき 
�	� 
���式により

Q �
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BBBB�
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� � �

�Nc�j

	
CCCCA t �Q �

�
BBBB�

��
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�Nc�j

	
CCCCA

であり、j � �なら確かに SU
j�が破れずに残っている。Nf � �Ncで Nf � �Ncと異なるのは �� � �

� M�B� �B を規定する �� ��� �の自由度は、�������� 式より �Nc である。これに条件式 �������� の数 �Nc を引いて、パラメータ
�� � の実次元 �を足すと得られる。

� M�B� �B を規定するパラメータ �� ��� �の数は ���� 式より ��Nf �Nc� 
 �で、条件式 ���� 式の数 ��Nf �Nc� 
 �を引いて
実パラメータの数 �を足すと、Nf �Nc 
 �を得る。

��



とした場合で、このとき
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CCCCA

となる。ゲージ群は ��が �個以上あれば、SU
�Nc �Nf �だけ破れずに残る。一方 
i � �の点では、
Nf � �Ncなら ��が出てくるだけでゲージ群は完全に破れたままである。Nf � �Ncでも同様となる。

�� non�Baryonic branch

j �� �とする。�i � 
i � �なる iが存在するから、真空期待値の間の条件式 
���
���より � � � � �

が導かれ、
�i � ��i となる。よって真空期待値は、
�	�
���式より
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BBBB�
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� � �
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���

となる。但し、r � Nc�Max
i� j�であるから、r � �Nf

� �である。この解の下では B � �であり、
���
式で指定される Higgs branchの部分空間MnB

cl は、non�Baryonic branchと呼ばれる。
一つの rで指定されるMnB

cl 上の一般の点では、ゲージ対称性のうち SU
Nc � r�が破れずに残って
いる。MnB

cl 上の軽い自由度は、ハイパー多重項のうち、破れずに残るゲージ群の物質場以外の自由度
NfNc� 
Nc�r�
Nf ��r� � �Ncr�Nfr��r�から、Higgs機構でゲージ場に喰われるHiggsスカラー
場の自由度 N�

c � �� �
Nc � r�� � �� � �Ncr � r�を引いて、r
Nf � r�が得られる。よって成分場で
みれば、�r
Nf � r�である。non�Baryonic branchのゲージ不変なmoduliパラメータは、B � �B � �

よりM だけである。
よって、大域的対称性の破れは

SU
Nf �V � U
��B � SU
��R � U
Nf � �r�� U
��r � SU
��R

であり、Goldstone粒子の自由度N�
f � �
Nf � �r�� � r� � r
�Nf � �r � ��と moduliパラメータの自

由度 rを足して求められる軽い自由度数は �r
Nf � r�である。これは前述の結果と一致している。

moduli空間の �点間を特異点を通らずにつなぐことができる場合、�つの点は同じ branchに属すると
し、必ず特異点を通る場合には別の branchに属するものと定義する。上記の議論により、異なる rによって
分類される non�Baryonic branchは分離していることが分かる。Baryonic branchと non�Baryonic branch

は、たとえ r � Nc � �でも、SU
��が回復する点を通るので、分離している。
また、解を求める際の場合分けで � � �� Q� �Q �� �を Higgs branch、� �� �� Q � �Q � �を Coulomb

branchと置いたが、� �� �かつ Q� �Q �� �の mixed branchの場合も解が求められて、一般に

� � diag
�� � � � � �� �r	�� � � � � �Nc� �i 
 C かつ
NcX

i�r	�
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および 
���式で与えられる。つまり Coulomb branchMC
cl 上で SU
Nc � r�が破れずに残る部分多様体上

から、先に議論した non�Baryonic branchが生じている形になっている。破れずに残っているゲージ群は、
U
��rである。今後は、mixed branchも non�Baryonic branchに含めることにする。
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Coulomb branch
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Baryonic branch
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non-Baryonic branch root
SU(r) × U(1)N c− r

Baryonic branch root
SU(Nc )

図 �
 古典的moduli空間

Higgs branchと Coulomb branchの接点は rootと呼ばれ、Baryonic branchの rootは原点のみであり、
rで分類される non�Baryonic branchの rootは SU
Nc � r�が破れずに残っているMC

cl 上の部分多様体に
なっている。全ての Higgs branchは、Coulomb branchの原点で接している。
以上の結果を、図 �に大まかにまとめた。ここでは、non�Baryonic branchが �個だけ書いてある。

����� 量子論的Coulomb branch

この小節では、量子補正が入ったときに古典的Coulomb branchMC
clがどのように変化するかを、ゲージ

群 SU
��の SYMの場合にしぼって説明する ���。
古典的には、Coulomb branchの一般の点での �の真空期待値は

� �

�
a

�a

�

で与えられ、ゲージ群は U
��に破れる。量子論的にもゲージ群が破れるという状況は変わらないと思われ
るから、低エネルギーでの有効ラグランジアンは 
�	�式より
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より aの関数となる。古典的には、� � ��とする。また、K�ahlerポテンシャルは

K
���y� �
�F
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である。古典的には K � ��yだから、古典的なプレポテンシャルは
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と求められる。u��では aが大きく、U
��理論とみなせるから弱結合である。このとき 
�	�式への量
子補正は摂動的な ��loop補正 ����と非摂動的に instantonの寄与からくるもの ����があり、
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で与えられている。なお N � � SQCDでは、摂動的な補正は ��loop exactであることが知られている。
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moduli空間の計量は、K�ahlerポテンシャルから

ds� � � ��K da d�a

と求められる。
���式より、
ds� � Im�
a� da d�a

と書ける。Im�
a� � ��
ge�
より、Im�
a� � �でなくてはならない。aがもし moduli空間全域で良いパラメー

タだとすると、�は aの正則関数だから最小値をもたず、不等式は満たされない。従って、aをmoduli空間の
大域的座標とすることはできない。moduli空間の座標は、ゲージ不変な �次の Casimir ucl � Trh��i � �a�
で与えられる。
ここで、Legendre変換 FD � F � aaD より aD �

�F
�a を使って計量を書き換えると

ds� � ImdaD d�a � � i
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となる。これは、 �
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�
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に対する対称性を持つ。この対称性は、� の SL
�� Z�対称性に相当する。実際、SL
�� R�の生成子
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� b
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�
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の作用を考える。Tbによる変換では aD � aD�baとなるから、
���式より � � ��bを引き起こす。ここで、
U
��ゲージ理論は � の整数分の変化について対称だから、b 
 Zでなくてはならず SL
�� R�� SL
�� Z�

であることが分かる。また、Sによる変換では a� aDの入れ替えが起こる。a � ��FD
�aD
の両辺を aDで微

分すると、
�

�
� ��D

であるから、aから aDの記述に移ると結合定数の強弱が入れ替わっている。従って、moduli空間中の aの
記述が成り立たないところでは、aDによる記述が良くなると予想される。この SL
�� Z�対称性は U
��の
電磁双対性であり、
���式より中心電荷は ne� nmを電荷、磁荷としたとき

Z � nea� nmaD 
���

であるから、aが電気的なパラメータなら aDは磁気的なパラメータとなっていることが分かる。
古典的な記述が良い弱結合領域 u � �を考える。
��� 式で ��loopの寄与を考えること及び u � �a�

より、 �
aD
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�ulog u
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である。moduli空間内で u ��の回りを一周すると、aは �だけ位相がつき

M� �
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となり、非自明な monodromyが導かれる。
特異点は強結合領域にあると考えられる。もし古典的な場合と同じく u平面の原点にのみあったとする

と、M�とは可換な monodromyしか出てこない。従って基本群が可換群になるので、u � �a�は全領域
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まで拡張できることになり、Im� � �に反する。よって量子論的には、u �� �の点に特異点が出ることにな
る。今、量子異常により破れた U
��R � Z�の R対称性が残っていて、uの R電荷は �だから、u平面上
では u� �uの Z� 対称性になる。従って、最低でも Z� 対称な �つの特異点がなければならない。以下で
は �個の特異点が出るものとして話を進める。特異点の位置を u � 	��とおく。特異点上では有効理論が
破綻し、新たな軽い粒子が現れる。例えばMC

cl の原点にあった特異点では非可換ゲージ対称性が回復し、
ゲージ粒子が余分に軽くなっていた。しかし量子論的な特異点は u �� �の点に出てくるので、非可換対称
性が回復し得ず、新たな粒子はゲージ粒子ではありえない。そこで、この粒子は N � �のハイパー多重項
に属すると仮定しよう。半古典的にはこのような状態は、モノポールやダイオンとして構成される。また、
この粒子は他の領域で重くなっているから BPS状態であり、BPS不等式 
���及び N � � SQCDのセント
ラルチャージ 
��� 式により質量の下限が決まっている。一方の特異点 u � ��ではモノポールが質量 �に
なっているとする。
���式と 
���式より、特異点直上では aD � �であり、近傍では aD � c
u����と書
けることが分かる。また、特異点上の理論は N � �の U
��ゲージ多重項とハイパー多重項を含む理論で
あるから、��loopでの � 関数は �
gD� �

g�D
��� である。よって
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logaD

となり、�D � � �a
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により
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であることが分かる。従って特異点の回りでの monodromyは、

M	 �

�
� �

�� �

�

と求められる。もう一方の特異点 u � ���の回りの monodromyM�は、M� �M	M� より
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である。M�の固有ベクトルは t
�����であるから、ダイオンが質量 �となる特異点であることが分かる。
以上で monodromyが求まったので、あとはこのような特異性から要請される関数 a
u�� aD
u�を求めれ

ばよい。これは数学的には Riemann�Hilbert問題として知られているもので、解が唯一与えられることが
知られている。monodromy行列 M��M�のうち �つを基底にすると、SL
�� Z�の部分群

��
�� �

��
a b

c d
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が生成される。よって数学的には、量子論的moduli空間MC
q は複素平面の上半分を ��
��で割ったもの
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q � H	

�
��
��

になる 
図 �
a��。これは楕円曲線
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図 �
 量子論的 Coulomb branchMC
q と楕円曲線
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と、meromorphicな ��形式で与えられることが分かる。homology サイクル 	� �の取り方は、moduli空間
の対称性 ��
��を使って取り替えがきく。
楕円曲線で記述される複素平面について考える。y平面は、xでみると二重に覆われていて、y�
x� u� � �

となるのは

e� � �
p
u���� e� � �

p
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の �点である。これが分岐点になっていて、これらをつなぐ形で分岐カットが走っている 
図 �
b��。これ
は uで分類されるトーラスに対応していることが分かる。図中の 	� �は homology サイクルに一致するよ
うに描いた。特異点はトーラスのうち、サイクルが潰れるものに対応する。つまり、�つの分岐点のうちど
れか �つが同一点になる、判別式

�
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�Y
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ei � ej�
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が �になるような uの指定するトーラスである。実際、このような uをみると
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�� u� ���

e� � e�で、サイクル �が潰れる。このときモノポールが質量 �になる。
�� u� ���

e� � e�で、サイクル � � �	が潰れる。このとき 
nm� ne��
�����のダイオンが質量 �になる。
�� 


�

u � �

e� � e�� e� � e�で、サイクル �が潰れる。このとき質量 �になるのは電荷 ne � �を持つ粒子で、W
ボゾンと理解される。

となっていて、u平面上の特異点と対応付いている。
なお、このように求められた解を変形すると、プレポテンシャル中の係数に対する方程式 
Picard�Fuchs

方程式�が得られる。これを解いて求められる係数と、instanton計算による係数が一致することが確認さ
れており ����、以上の議論が正しいことを示している。
以上、ゲージ群 SU
��の SYMにおけるmoduli空間MC

q は、楕円曲線 y� � 
x� � u�� ���で記述され
ることが分かった。数学的には、SU
Nc�に対応する単純特異点に現れる
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を使って、y� � 
C�
x� u��
� � �� と書ける。よって、ゲージ群を SU
Nc�に拡張すると、moduli 空間は

y� � 
CNc
x� u��
� ���Nc で与えられると想像される。実際この推測が正しいことが示されている ����。こ

の曲線は、y � y�CNc
x� u�� 
x� a�� �
�
Nc 
x� a�とすると y� �CNc
x� u�y ��
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を、物質場が入った場合に拡張すると
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となることが分かっている ����。このように、N � � SQCDの量子論的Coulomb branchは、Seiberg�Witten
曲線と呼ばれる楕円曲線によって完全に記述される。

����� 量子論的Higgs branch

この小節では、Higgs branchとその rootが、量子補正によってどのように変化するかを調べる ����。ま
ず、Higgs branchが量子補正を受けないことを示す。K�ahlerポテンシャル Kは、一般に N � �ベクトル
超場 
��W��とハイパー超場 
Q� �Q�の関数で与えられる。
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もし、ベクトル超場とハイパー超場への依存性が分離されていないとすると、 ��K
��ay�Qiy �� � であり、ラグ
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も出てくるはずである。更に N � �の多重項としての超対称変換を考えると、
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��ay�Qiy

����
	�
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� 
 �Qi� Aa
mと微分 �回�

がなくてはならないが、これは Lorentz不変に組めないので禁止される。従って、 ��K
��ay�Qiy

� �であり、
K�ahlerポテンシャルは

K
��W��Q� �Q� � KV 
��W�� �KH
Q� �Q�

と、ベクトル多重項に依存する部分とハイパー多重項に依存する部分に分離していることがわかる。一方、
有効結合定数 � は �の真空期待値で決まっていたから、ベクトル超場の成分とみなされる。そして、� は
量子補正のスケール �によって展開される。ハイパー多重項側はベクトル超場とは分離されるから、� に
よることはできず、従って �にも依れないので量子補正を受けないことになる。
しかし、Higgs branch自身が変わらなくても、Coulomb branchは量子補正を受けるから、それに伴って

rootがどのように変化するかが問題として残る。N � �の �関数は �
g� � � g�

���� 
�Nc�Nc�であるから、
Nf � �Ncでは赤外自由な理論になっており、量子補正はゲージ群を変えてしまうほど大きくはない。よっ
て、Nf � �Ncについて考える。
まず、non�Baryonic branchの rootを議論する。古典的には、r � �Nf���で分類される non�Baryonic

branchの rootでは、ゲージ群のうち SU
r� � U
��Nc�rが破れずに残っている。よって root上のゲージ
理論は、ゲージ群 SU
r�で基本表現のフレーバーが Nf である。なお、随伴表現に属する物質場の真空期
待値は ��diag
�� � � � � �� �r	�� � � � � �Nc�であるので確かに SU
Nc� � SU
r�に破れるが、条件

P
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によって全く自由に破れている訳ではない。この分により、Nf 個のフレーバーには U
��Nc�rから �個の
U
��電荷がつく。量子論的には、r � �Nf���及び r � �Nf���でも Nf が奇数の場合は Nf � rであるから
root上では一般に赤外自由な理論になっている。従って、量子補正を受けた後でも rootに大きな変化はな
いと考えられる。一方、r � �Nf���で Nf が偶数の場合は ��loopで � 関数が �のスケール不変な理論にな
るので、量子補正によって rootの性質が著しく変化する可能性がある。しかし、�の古典的な真空期待値
j�clj �M � �とすると量子補正を含めた真空期待値は
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とおけて、量子論的 Coulomb branchを表す楕円曲線 
	��式は近似的に
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となる。これはちょうどゲージ群 SU
r�でフレーバー数 Nf の曲線になっているから、r � Nf��の root

であっても、量子補正はゲージ群の破れ方を変えるほど大きくはないことが分かる。一方、�� � �とする
と曲線は
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となる。
P

�I � �よりパラメータの数は Nc � r � �で、一般には曲線に現れる �
Nc � r � ��個の �点を
調整して、うち �つずつをくっつけることができる。x�平面上の経路の基底として、このようなくっつく
�点を回る Nc � r � �個のサイクルをとることにする。これらのサイクルは交わらない。従ってこれらの
サイクルを vanishing サイクルとする特異点上で現れる余分な軽い自由度は、互いに局所的な電子であるこ
とが分かる。他に、SU
r�の要素を与えるサイクルがあるから、root上に自由度として現れるハイパー多
重項の種類と電荷は以下のようになる。
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��B の電荷は局所 U
��Nc�rと組み合わせることで消した。余分の自由度 eiが出てくる点は 
	��式の �

点であり、具体的な解は一般には求められないが、量子異常によって離散化された R対称性 Z�Nc�Nf
があ

ることにより、�Nc�Nf 個のこのような点があることが予想される。r � Nf��の場合、
	��式はちょうと
ゲージ群 SU
Nc�Nf���の Yang�Mills理論になっており、実際にこのような質量 �の電子の多重点が現れ
る点が計算されている ����。また r � Nf �Ncでは一点で R対称性を保つところが存在し、そこでは Nc�r
個の電子が一度に質量 �になる。これはちょうど Baryonic branchの rootとして期待される点であり、従っ
て non�Baryonic branchと Baryonic branchは r � Nf �Ncでは接することが可能である。non�Baryonic
branchの rootの理論は、基本的には弱結合であると考えられるから、Coulomb branchから non�Baryonic

branchが生えているという描象は量子論的にも正しいと思われる。確認のため、以上で考えた rootでのパ
ラメータが、もともと non�Baryonic branchにあるべきパラメータと一致するかどうかを見る。先に調べ
たように、non�Baryonic branchのパラメータは、N � �の U
��ベクトル多重項で Nc � r � �、ハイパー
多重項で r
Nf � r�であった。rootでの自由度は、まず電荷を担う物質場のない U
��要素分で Nc� r� �、
次に物質場のあるゲージ群 SU
r�� U
��については、その moduli空間を古典的にみてやると、r � �Nf

より解 
���式が使える。更に条件式 
���に現れるパラメータ �� �は U
��ゲージを使って �とできるから、
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となる。従って大域的対称性の破れは

SU
Nf �� U
��B � SU
��R � U
Nf � �r�� U
��r � SU
��R

となる。よって以前と同様に Goldstone粒子の自由度を数えると r
�Nf � �r � ��個で、パラメータ �iの
数 rを足せば、non�Baryonic branchでの自由度と一致する。
次に、Baryonic branchの rootについて考える。Baryonic branchの rootは、古典的には Coulomb branch

の原点であり、ゲージ対称性は全て回復している。従って Nf � �Ncでは漸近自由な理論になっており、量
子補正の影響を強く受けると考えられる。一方、量子論的 Coulomb branchの厳密解から、古典的には原
点にあった特異点は分離してしまうことが分かっている。そして Higgs branchは量子補正を受けず、量子
論的にも rootは一点であると想像される。よって、一点で R対称性 Z�Nc�Nf

を保つ点を探さなくてはな
らず、結局古典的に

�� � 
�� � � � � �� �� ��� � � � � ��Nc�Nf �

なる真空期待値を持つ点ではないかと想像される。但し、� � e��i���Nc�Nf �である。�は量子補正によっ
て出てくるものであり、

P
�i � � のような制限は受けない。この点で古典的に残るのは、ゲージ群が

SU
Nf �Nc� � U
���Nc�Nf で、フレーバーが Nf のゲージ理論である。これは赤外自由な理論であるか
ら、量子論的にもこのゲージ群が残ると考えられる。実際、non�Baryonic branchの場合と同様に、この点
上での真空期待値を

� � ��� ��

��
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ととって Coulomb branchの厳密解に代入すると、
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��Nc�Nf �y ���Nc�NfxNf � �

であり、ちょうどゲージ群 SU
Nf �Nc�で Nf のフレーバーのゲージ理論の曲線になっている。しかし、
これだけでは Baryonic branchと自由度数が合わない。不足分のパラメータの出所を考えよう。�� � �と
すると、曲線は

y� � x�Nf�Nc�
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x�Nc�Nf � ��Nc�Nf �y ���Nc�NfxNc
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となる。y � �
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Nf�Nc
x�Nc�Nf � ��Nc�Nf �を yとおくと、
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x��Nf�Nc��
x�Nc�Nf � ��Nc�Nf �� � ���Nc�NfxNc �

となり、� � �で完全平方になる。従って、このときには 
�Nc � Nf � 個の余分な質量 �の電子が出て
きて自由度が増える。この、最大の自由度が出てくる点が Baryonic branchの rootと予想される。更に、
x平面上でのサイクルの基底として、この点に近付くにつれて接触してくる �つの特異点を回るサイクル
	i
i � �� � � � � �Nc �Nf �、また SU
Nf �Nc�要素から同様に、交わらないサイクル �I がとれ、対応する
軽い自由度がある。

P
i 	i �

P
I �I � �であり、

P
I �I � �とはなっていないので、�I は SU
Nf �Nc�の

Cartanの U
��要素ではない。このような性質を持つのは �	I � �I �
�

Nf�Nc

P
i 	iであり、従ってクォー

クの各カラー要素に相当するサイクルは ��I となるから、クォークは各 U
��について � �
Nf�Nc

の電荷を持
つ。以上、最もたくさんの軽い電子が出てくる点でのハイパー多重項の自由度は、次のようになる。
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Nf �Nc� U
��� � � � U
���Nc�Nf U
��B

Q�Nf Nf �Nc
�

Nf�Nc
� � � �

Nf�Nc
� Nc

Nf�Nc

e� � �� � � � � �
���

���
���

� � �
���

���
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実際にこの点が Baryonic branchの rootであるためには、この点での自由度が Baryonic branchのそれと
一致していなくてはならない。まずこれを確認する。質量 �の電子は互いに局所的であるから、この点上
のスーパーポテンシャルが以下のように書ける。
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但し、�iは U
��iのベクトル多重項中の N � �カイラル超場である。従って真空の方程式のうち、D � �

より
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Coulomb branch

non-Baryonic branch
Baryonic branch

non-Baryonic branch root
SU(r) × U(1)N c− r

Baryonic branch root
SU(N f − Nc) × U(1)

2N c− N f

図 	
 N � �の量子論的moduli空間

また F � �より
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となる。但し � 
 R� � 
 Cである。これらはほぼ 
���
���式と同じであるから、解は先に求めた 
�	�
���


���
���式のようになる。このときもともとあったゲージ群 SU
Nf �Nc��U
���Nc�Nf は完全に破られる
から、自由度として残るハイパー多重項の数は、最初にあったNf 
Nf �Nc�� �Nc�Nf から Higgs機構で
喰われる分 
Nf �Nc�

� � �� �Nc�Nf を引いた NfNc�N�
c ��である。これは Baryonic branchの自由

度と等しい。また、このとき大域的対称性は SU
Nf ��U
��B � U
Nf � �
Nf �Nc���U
��Nf�Nc�� �

SU
�Nc � Nf � � U
��Nf�Nc であり、これも Baryonic branchに等しくなっている。自由度だけでなく、
条件式についても、Baryonic branchと Coulomb branchの上記の点の間で等しくなることが示され、ま
た Nf � �Ncのスケール不変な理論から、順にフレーバーを落していく操作によってもこの点が Baryonic

branchの rootであろうことが確かめられる ����。

����� N � � SQCDのmoduli空間 まとめ

以上の結果をまとめると、図 	のようになる。Coulomb branchについては、古典的にみてゲージ対称性
が回復する点にあった特異性が、何らかのソリトンが質量 �になる点となり、特異点の位置と数も変わっ
てくる。この特異点の性質を記述するのが 
	��式のような楕円曲線であった。Higgs branchについては、
その構造自体は古典的なものと変化がない。しかし、各 branchの接し方が変わってくる。特に Baryonic

branchの rootは、古典的に全てのゲージ群 SU
Nc�が回復している Coulomb branchの原点に位置してい
たため大きな量子補正を受け、ゲージ群が SU
Nf �Nc��U
���Nc�Nf に破れた点が rootになる。これに
伴って、Baryonic branchと古典的には接していた non�Baryonic branchが、量子論的には r � 
Nf �Nc�

のとき分離してしまうことが分かった。
このように、N � � SQCDのmoduli空間は、超対称性による強い制限により、厳密に解くことができる。

��� N � � SQCDとN � � SQCD

厳密に解かれているN � � SQCDのmoduli空間の情報から、先に求めたN � �のmoduli空間の情報を
得ることができる。この節では、N � � SQCDで随伴表現の物質場に質量 �を持たせて超対称性を N � �

��



に破ったとき、���の極限の取り方によって、N � � SQCD又は Seiberg dualityでつながる磁気的な
理論の自由度が、それぞれ導かれることをみる。

����� 随伴表現の物質場の質量 �によるN � �の破れ 	���


N � � SQCDのスーパーポテンシャルに、随伴表現の物質場の質量項を加えて

W �
p
�TrQ� �Q�

�

�
Tr��

とすると、超対称性は N � �に破れる。N � � SQCDのスケールを �とし、破れてできた N � �理論の
スケールを ��とする。スケールマッチングは

���Nc�Nf � �Nc��Nc�Nf

である。�� �とすると、上記のスーパーポテンシャルによる記述が有効な高エネルギーかつ弱結合の領
域でも、�は重い自由度である。そこで運動方程式によって �を消すと、
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Q �Q�� � �

Nc

TrQ �Q��

�

	��

を得る。よって ��を固定して � � �の極限を取ると W � �であり、ラグランジアンは N � �の SQCD

のそれと一致する。だから質量項による変形で、N � � SQCDが N � � SQCDに移ると考えられる。
次に、� � �から出発して � � �の極限を取ることで得られる理論がどのようなものかを調べる。ま

ず r � �Nf���で分類される non�Baryonic branchについて考える。moduli空間MnBの「原点」に当たる
root上で、S�W曲線が Ns � 
Nc � r � ��箇所で潰れた特別な点では、Ns 個の U
��電子が出る。�� �

としているから、� �� �としたときの �は、N � � SQCD での解からの摂動で
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と書ける。但し、行列中の �はゲージ群 SU
r�での随伴表現の物質場であり、�i � �程度の真空期待値
を持つとしている。よって質量項は、
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となるから、有効ポテンシャルは
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である。F � �の解は Ns � 
Nc � r � ��のときのみ存在する。�W
��i

� �より ei�ei �� �であるから、Higgs
機構によりゲージ群は SU
r��U
��Nc�r � SU
r��U
��に破れる。また �W

�ei
� �より �i � �
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あるから、スーパーポテンシャルは
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となる。更に FQ � F� � �の、カラーとフレーバーの自由度分を除いた一般解は、
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である。但し、l � �� �� � � � � rで区別されている。このような真空期待値で指定される moduli空間の各点
は、ゲージ群が SU
r � l�で質量 �のゲージ不変な場 l
Nf � l�個の理論になっており、ゲージ場と相互作
用する物質場は � ��の質量を持つので効いてこない。量子論的には、N � � SYMは低エネルギーで閉じ
込め相にあることが分かっているから、ゲージ群は完全に破れている。従って低エネルギーでの自由度は質
量 �のカイラル多重項 �QQであり、対称性から N � � SQCDのメソン M と同定される。Seiberg duality
での磁気的理論のメソン q�qとしないのは、rank �QQ � �Nf���に対して rankq�q � Nf �Nc � �Nf���であ
ることによる。
一方、同様の議論を Baryonic branchについて行なう。rootでのスーパーポテンシャルは、

W �
p
�Tr �Q�Q�

p
�

Nf �Nc
Tr �QQ

�Nc�NfX
i��

�i �
p
�

�Nc�NfX
i��

�iei�ei � �

�
�� �Nc�NfX

i��

�i�i �
�

�
Tr��

	
A

となる。non�Baryonic branchの場合と同様、F � �から �ee �� �となるから Higgs機構により U
��ゲージ
対称性は全て破れ、結局 N � �でゲージ群が SU
Nf �Nc�の理論が残る。運動方程式によりスーパーポ
テンシャルは、

W �
p
�Tr �Q�Q�

�

�
Tr��

となる。���の極限ではW � �であり、ゲージ群 SU
Nf �Nc�の N � � SQCDになる。従って、こ
の有効ポテンシャルに出てくるQ� �Q�W といった超場は、全て Seiberg dualityの磁気的理論のものと思わ
れる。以上の結果をまとめると、図 �となる。
このように、�� �から出発して ���の極限をとると N � �SQCDの電気的な理論になり、�� �

から出発すると磁気的な理論の自由度を再現することが分かった。相転移がなければ、� � �の取り方
を変えても最終的に得られる理論は等しいと思われる。よって、以上の議論で N � � SQCDの立場から、
N � � SQCDの Seiberg dualityについての証拠が得られたことになる。
ところで、一般には Casimir

PNc��
I�� gI��Tr�

I を加えて N � � SQCDを N � �に落すことができる。
この小節で見てきたのは、gI � �
I �� ��の場合で、N � � moduli空間中互いに局所的な軽いソリトンが
出てくる特異点が N � �まで残ってきた。一方、gI �� �
I �� ��の場合には、互いに局所的でないソリトン
が同時に軽くなるような特異点も N � �まで残ってくる。Nc � �のときこれらは Argyres�Douglasの点と
呼ばれ、詳しい解析が行なわれている ����。こうして得られるN � �の理論は SQCDではなく、長距離で
の振舞いが重要となるので � � �の固定点上の理論と考えられ、超対称な共形場理論になっていると思わ
れる。

��



g

µ

N = 1N = 2

SU(N f − Nc)

SU(Nc )

図 �
 N � �� N � �の自由度の流れ

また、N � � SQCDでは閉じ込めを仮定した。閉じ込め相での粒子の振舞いは、クォークを弦でつな
いでメソンやバリオンをつないだ模型 
格子ゲージ理論での強結合展開のようなもの�で考えると理解し
やすい。このとき複合粒子の振舞いを決めるのは、弦の張力 T によって定まる。N � �の結果を使うと、
T � sin �k

Nc

k 
 Z�なる複数種類の弦があることが導かれる ����。

����� 随伴表現の物質場の質量 �によるN � �の破れ 	� ��


この小節では、小さな �を入れた時の理論の振舞いを見ておく。ここでの結果は �章で使われる。
まず、N � �を �の質量項で破ったとき、運動方程式を使って �を消すとスーパーポテンシャルは 
	��

式となった。� ��の場合は、N � �の名残りとして、このスーパーポテンシャルが残っていると考えら
れる。
まず、� � Nf � Ncの場合は、N � � SQCDの解析から ADS型のスーパーポテンシャル 
���式が生成

されると結論された。従って、� ��では
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のような有効ポテンシャルを持つと思われる。この他に、�による展開項 ���M� ����Nc�Nf ��がつく可能
性がある。ここで、� � �の極限をとった時 N � � SQCDに落ちることが分かっているから、ADS型
のポテンシャルを出す項を除いて 	 � �でなくてはならない。また、�� �とした場合は量子補正が見え
なくなり高エネルギーでの場の理論が与えられるはずだから、� � �である。更にスーパポテンシャルは
U
��R� U
��A 対称性を持つべきだから、M���� M� ��

�Nc�Nf
Nc�Nf の形しか許されない。従って正則性により、


	��式が厳密に正しいことがわかる。
このスーパーポテンシャルの下での moduli空間を考える。�We�

�Mj
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である。正則行列 gによりM � � gMg��と変換して Jordan標準形に持っていくと、M �も 
	��式を満た
す。ここで対角成分をM

�i
i � miとおき、M

�i	j
i � �
j � ��とする。このときmiは、多くとも �種類の値
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しかとれない。これを示す。もし、mi�mj �mkの �つが違う値を取ったとする。
	��式で ii成分をみてや
ると、
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であり、右辺は iによらず等しい。よって ii成分から jj 成分をひくと
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lmlである。同様の式はmj とmkの間にも成り立つ

から、
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となり、最初の仮定mi �� mk に反する。よって miは、m� または m� の �種類しかとれないことが分か
る。さらにM �が対角化可能であることが、以下のように示される。もし不可能であったとすると、Jordan
細胞を
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として、M � � diag
J�� � � � � Jl�と書いたとき、少なくとも一つは非対角成分が �でないものがある。この
ような 
	��式の i� i� �成分をみてやると、
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である。もし m� �� m�なるm�があったとすると、
		� 式と上式は両立しない。よって �mi � m�であり、
上式の和を実行すると �m�� �
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Nfm� � �であることが分かる。一般にはm� �� �であるから、� � Nf
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と

なり Nf � Ncに反する。よって、M �は非対角成分を持つことができず、対角化可能であることが分かる。
よって一般に、

M � � diag
m�� � � � �m�� �z �
r

�m�� � � � �m�� �z �
Nf�r

� 
	��

である。� � r � �Nf���として一般性を失わない。従って 
		�式より�
�� r

Nc

�
m� �

�
�� Nf � r

Nc

�
m� � � 
	��

である。また 
	��式から
m
Nc�Nf	r
� mNc�r

� � 
���Nc�Nf 
����Nc�Nf 
���

を得る。これら �式より、

m� �

�

���r

�
Nc � r

Nc �Nf � r

�Nc�Nf	r
�
�� 
���

と求められる。
以上により、Nf � Nc で � � � の場合の解が分かった。ところで最後の解は、M � M � の変換分

GL
Nf � C�の自由度GL
Nf � C���GL
r� C��GL
Nf � r� C��を持つ。これは複素でN�
f � 
Nf � r��� r� �

��



�r
Nf � r�次元であり、non�Baryonic branchの自由度と一致する。r � �Nf���で区別されていることも
あり、この解は N � �の non�Baryonic branchから来たものと思われる。�を止めて � � �の極限をと
ると、

m� � �� � 
�Nc�Nf ���Nc�Nf �
�

�Nc�Nf ��
であるから、解は全て不安定で moduliを持たない。これは N � �の結果を再現している。
次に、Nf � Ncの場合について考える。We�は、N � � SQCDの解析より 
���式で与えられる。従っ

て、� ��では
We� � A
detM � �BB � ��Nc� �

�

��

�
TrM� � �

Nc

TrM��

�
と思われる。Nf � Ncの場合と異なり、厳密に正しいという保証はない。
このスーパーポテンシャルから出発すると、moduli空間は

A �B � �� AB � � 
���

detM �B �B � ���Nc 
���

M� � �

Nc
MTrM � ��AdetM 
���

で指定される。Nf � Ncの場合と同様M は対角化可能で、固有値は最大でも �種類しかとれないことが
示せるので、M � diag
m�� � � � �m��m�� � � � �m��とおく。以下では場合分けして解を求める。

�� A � �


���式は自動的に満たされるから、B �B � ��B �B �� � の �通りの可能性がある。

a� B �B � �


���式より mr
�m

Nf�r
� � ��Nc、
���式より m�
Nc � r�
m� �m�� � �である。よって r � �で

m� � ���とまとめられる。

b� B �B �� �


���式よりmr
�m

Nf�r
� � �BB � ���Nc、
���式よりm�
Nc � r�
m� �m�� � �である。よって解は、

r � �で
mNc

� � �BB � ���Nc 
���

とまとめられる。
�� A �� � 
���式より、B � �B � �である。
���式より、
	��式を得る。
���式より、mr

�m
Nf�r
� � 
���Nc

である。よって、

m� �

�

���Nc�r

�
r

Nc � r

�Nc�r
� �
Nc

��� m� �

�

���r

�
Nd � r

r

�r� �
Nc

��

B � �B � �の解は N � � SQCDの non�Baryonic branchから来たものと思われ、Nf � Ncでの解 
	��
���
に一致している。B �B �� �の解は Baryonic branchからきたものと思われる。Nf � Ncであるから �� � ��

で、���でも解は残る。
最後に Nf � Nc ��の場合を考える。�が小さいところを考えているから、前小節の議論の �� �に対

応する極限のとり方を考えている。よってN � �ではゲージ群 SU
Nf �Nc�の磁気的な記述が見えるはず
である。従って、スーパーポテンシャルには �

�Mq�qが含まれる。但し、M の次元合わせのパラメータは、
�を随伴表現の場の質量として使っているので 
とした。また、Nf � Ncで現れた ADS型のスーパーポ
テンシャルは、B� �Bを除けば、Nf � Ncでも対称性から許される唯一の形であり、これを理論に入れてお
くと、運動方程式からインスタントン計算により求められたM j

i の期待値を再現する。そこで、電気・磁

��



気的記述の双方にこのポテンシャルを入れておくことにする。なお、Nf � Ncでは必ず hdetMi � �であ
るから、ADS型のスーパーポテンシャルを加えてもmoduli空間は変わらない。以上により、スーパーポテ
ンシャルを

We� �
�



Mq�q � 
Nc �Nf �

�
���Nc�Nf

detM

� �
Nc�Nc

�
�

��

�
TrM� � �

Nc

TrM��

�

と取る。なお、��は電気的な記述のスケールである。
解を求める。まず q � �q � �なら、このスーパーポテンシャルは Nf � Nc のときと同じである。従っ

て同じ解 
	��
���式が求まる。この解は N � �の non�Baryonic branchから出てきたと思われる。miは

���式で与えられるので、� � �の極限をとると M � �に落ちる。これは、N � � SQCDで考えた時
に、B � �B � �なら detM � �であることと矛盾しない。
次に、q� �q �� �の場合を考える。Nf � Nc��のとき、磁気的な理論ではNf �Nc � �よりクォークの成分

数は �、よってバリオンの成分数はもともと �個しかなく、B � 
Cb� �� � � � � ��、t �B � 
C�b� �� � � � � ��と書ける。
Cは 
�	�式で与えられている。�We�

��q �
�We�
�q � �よりMq �M �q � �であるから、M � diag
��m� � � � �m�

ととれる。また �We�
�M � �より

mNc � �BB � �m
�
���Nc�Nf 
���

である。Nf � Nc � �では、同様に

q �

�
BB�

q�
� � �

qNf�Nc

	
CCA t�q �

�
BB�
�q�

� � �

�qNf�Nc

	
CCA

M � diag
�� � � � � �� �z �
Nf�Nc

�m� � � � �m� �z �
Nc

�

である。Nf � Nc � �では detM � �であるが、Mk
k � �の成分もMk

k � �e
� ��ik
Nf�Nc として � � �の極限

をとるものとすると、

�



qk �q

k �
�

���Nc�Nf

mNc�Nf�Nc

� �
Nc�Nf �

�
e

��ik
Nf�Nc �

�

�

�
�e

���ik
Nf�Nc � �

Nc
TrM

�
� �

であるから �� �で
mNc � �BB � �Nc�NfmNf�Nc ���Nc�Nf 
�	�

と求まる。Nf � Nc��での解 
���式も、この表式に含まれる。但し、detM � �への近づけ方は一意では
なく、極限のとり方によって結果が変わってしまうので、厳密に正しいかどうかは不明である。この解は、
N � �の Baryonic branchからきたと考えられる。また、���をとると、
���式は ��依存性を持たなく
なる。これは、N � � SQCDで Nf � Nc � �の moduli空間が量子補正を受けないことに対応している。
以上のように、B �B � �での解は 
	��
	�� 
���式で、B �B �� �での解は 
���式で与えられることが分

かった。但し、導出中Nf � Ncでは � �� �でのスーパーポテンシャルを仮定し、また Nf � 
Nc � ��では
detM � �への極限の取り方によって答えが変わる。

��



� 超弦理論と双対性

前章では、�次元超対称ゲージ理論の非摂動論的な解析について、最近の進展を紹介した。特に N � �

SQCDの真空は Coulomb branchとHiggs branchに大別され、Coulomb branchについては Seiberg�Witten

曲線で完全に記述されることをみた。この Seiberg�Witten曲線で指定される多様体構造は、�次元より高
い次元の理論におけるコンパクト化によって現れることが予想される ��	�。このとき高次元の理論として考
えられるものに、超弦理論がある。
超弦理論は、理論の基本構成要素を点粒子でなく弦にしたものである。超対称性をもたせることによっ

て、��次元で type IIA、type IIB� type I� SO
���ヘテロ、E� � E� ヘテロという �つの安定な真空を持
つことが知られている。低エネルギー有効理論として超重力理論及び SYMを持ち、しかも発散のない理
論であることから、重力を含めた統一理論の候補として有力視されてきた。��次元での SYMのゲージ群
は、SO
���または E� �E�に限られており、これを �次元にコンパクト化する過程で、他のゲージ群を持
たせることができる。このような背景をもとに、コンパクト化された超弦理論についての研究が進められ、
コンパクト化した理論の間に様々な双対性が知られるようになった。����年頃から、これらの双対性が ��

次元の理論の双対性で説明できるようになり、更に ��次元で見えていた �つの理論が、��次元の M理論
と呼ばれる �つの理論の moduli空間上の理論として理解できることが分かった ����。また、時期を同じく
して、D�braneというソリトン解が 
R�R�電荷と呼ばれる特殊な電荷を運ぶことが示され ����、超弦理論の
双対性を理解する上で重要な役割を果たした。
この章では、このような超弦理論における研究結果を、簡単に紹介する。

��� 弦理論

この節では、超対称性のない弦理論について、弦の励起状態のスペクトル及び非線型 � 模型による有効
作用の求め方を解説する。また、閉弦を S�にコンパクト化したときのスペクトルを調べ、T�dualityとい
う双対対称性を導く。この T�dualityを開弦に作用させると、自由端が固定端に変わる。このとき開弦の端
点が動ける領域として D�braneを導入し、brane上での有効理論についても説明する。

����� 弦の作用と古典解

d次元時空における質量m �� �を持つ点粒子の作用は、世界線の長さ

S � �m
Z S�

S�

ds � �m
Z ��

��

d�

r
�gmn dx

m

d�

dxn

d�

���

で与えられる。但し、���節と同様 gmn � diag
��� �� � � � � ��なる計量であり、m � �� �� � � � � d� �とする。
� は世界線のパラメータである。これと古典的に等価な作用として、

S � �

�

Z ��

��

d� e

�
�

e�
gmn

dxm

d�

dxn

d�
�m�

�

���

がとれる。ここで eは � の関数である。この作用は m � �でも意味を持つ。運動方程式は

�S
�e

� � �
e�
dxm

d�

dxm
d�

�m� � �

�S
�xm

�
d

d�

�
�

e

dxm

d�

�
� �

であり、これを使って eを消せば 
���式が 
��� 式の作用に一致する。
���式の作用は、微小変換

�
x
m � �

dxm

d�
� �
e �

d�e

d�

��



に対する局所対称性を持つ。これを例えば e
�� � �
m とゲージ固定すると、eについての運動方程式に相当

する拘束条件 dxm

d�
dxm
d� � � � �がつく。

同様の議論を、d次元時空を伝搬する弦に対して行なう。点粒子の質量に相当する弦の張力を T � �
����

とおくと、弦の作用は世界面の面積

S � � �

��	�

Z
dA � � �

��	�

Z
d��

s
�det

�
gmn

�Xm

���
�Xn

���

�

で与えられる。これを南部・後藤の作用という ����。点粒子の場合と同様に、古典的に等価な作用として

S � � �

��	�

Z
d��

p
hh��gmn��X

m��X
n

がとれる。�� � 
�� �� 
	 � �� ��は世界面のパラメータであり、変域は �� � � ��� � � � � ��とする。
通常、閉弦では �� � ��、開弦では �� � �ととる。h��は ��の関数で世界面の計量にあたり、h � �deth��
とする。この作用は Brinckらによって導入されたもので ����、Polyakovが弦の経路積分による量子化を
行ったときに使ったことから ���� Polyakov作用と呼ばれることが多い。運動方程式は、

T�� � ���	� �p
h

�S
�h��

�
�

�
��X

m��Xm � �
�
h��h

����X
m��Xm � � 
���

���	� �p
h

�S
�Xm

�
�p
h
��

�p
hh����X

m


� �

と導かれる。
Polyakov作用の持つ局所対称性は、以下の通りである。

� 世界面の一般座標変換

�
X
m � ����X

m

�
h�� � ����h�� � ���
�h�� � ���

�h��

� r��� �r���

� Weyl変換

�
X
m � �

�
h�� � ��h��

��や �は微小変換のパラメータで、��の任意の関数である。パラメータの数が �つで h�� の独立成分も
�つだから、

�h�� � r��� �r��� � ��h��

� 
P���� � ���h�� 
����

P���� � r��� �r��� � 
r��

��h��

��� � �� �r���

��



τ

1

(a) 1-looptree

…

(b)

図 �
 閉弦の世界面とパラメータ

により局所的には h�� � g�� 
 diag
��� ��とゲージ固定できる。これを共形ゲージと呼ぶ。
図 �
a�のように、閉弦の n�loopでの世界面は種数 nの Riemann面になっており、一般には大局的に共

形ゲージを取ることができない。n階のテンソル V �n� � V������n のスカラー積を


V �n�jW �n�� �

Z
d��

p
hh���� � � �h�n�nV �������nW������n

と定義し、t�� を対称な �階テンソルとして P の随伴演算子 P yを 
tjP�� � 
P ytj��で定めると、

P yt�� � ��r�t��

である。P y のゼロ・モード t� 
P
yt� � ��は P�では表せない。�� 分の h�� の変形を Teichm�uller変形と

呼び、これを考慮して 
���式を

�h�� � 
P���� � ���h�� �
rankP yX
i��

ti�����i 
���

とすれば、任意の �h��が表せる。パラメータ �iを導入すれば、大局的に共形ゲージがとれることになる。
�iの個数 rankP yは、n � �で �、n � �で �、n � �で �
n� ��であることが知られている。例えば n � �

のとき世界面はトーラスで、パラメータ � は図 �
b�のようにとれる。
また、P のゼロ・モード ��� が存在すれば、� � � � ��としても同じ作用を導き、ゲージ固定は完全で

ない。なお、
P����� � �を Killing方程式と呼び、その解 ��を Killingベクトルという。Killingベクトル
の数は n � �のとき �、n � �のとき �、n � �のとき �である。共形ゲージの下での Killing方程式は

����� � ����� � ���
�
� g��

である。このような ��による変換を共形変換といい、共形不変性を持つ �次元の理論については詳しく調べ
られている ����。�� � � 	�という座標に移ると、世界面上の計量は g	� � g�	 � � �

� � g
	� � g�	 � ��

で他の成分は �である。また、�� � �
� 
�� 	 ��� であるから、Killing方程式は �	�

�
� � ���	� � �と書き

換えられる。よって、��� はそれぞれ ��のみを変数とする任意の関数であることが分かる。
共形ゲージのもとでの作用は、
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である。閉弦の場合 �Xm
� � ��� � �Xm
��より右辺第二項の表面項は消えて、運動方程式


��� � ��� �Xm � �

が導かれる。開弦ではこれに加え、表面項を消すための境界条件として

Neumann条件 
自由端� ��Xmj����� � � 
���

Dirichlet条件 
固定端� �Xmj����� � � 
���

のどちらかを課す。通常、開弦の端は自由であるのが自然なので Neumann条件をとる。この他に、ゲージ
固定する前の運動方程式 
���から拘束条件
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��X
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がつく。��を使ってこれらを書き直すと、
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�
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である。なお、エネルギー運動量の保存則から

��T		 � �� �	T�� � �

が導かれるから、T		 � T		
�
	�� T�� � T��
���である。よって任意の関数 f
�	�に対して ��
fT		� �

�であり、無限個の保存電荷

�Lf �
�

�	�

Z 
�

�

d� f
�	�T		
�
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が存在する。ここで、共役運動量は  m � �L
����Xm� �

�
���� ��X

mだから、Poissonの交換子 f gcl は

fXm
�� ��� Xn
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�� ��� n
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fXm
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��� ��gcl � gmn�
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である。これを使うと
f�Lf � Xm
��gcl � �f
�	��	Xm
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が導かれるから、この保存電荷は �	 � �	 � f
�	�の変換に相当し、ゲージ固定されずに残った自由度に
一致している。T��についても、同様に �� � �� � f
���を引き起こす保存電荷 Lf が導かれる。
運動方程式の一般解は、Fourier展開で表される。閉弦の場合
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である。開弦では境界条件 
��� 
���式により XRと XLが関係付けられ、
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X
k ���

�

k
	mk 
e

�in��	�� � e�in������ 
�	�

となる。Xmは実であるから、xm� pmは実で 	m�k � 
	
m
k �

y� �	m�k � 
�	
m
k �

yである。弦の重心の運動量はZ 
�

�

d� m �
�

��	�

Z 
�

�

d���X
m
�� � pm

と求められる。また、� � �での重心の位置は

�

��

Z 
�

�

Xm
� � �� � xm

である。Poissonの交換関係 
���式を Fourier展開の係数で書き直すと、

fxm� pngcl � gmn

f	mk � 	nl gcl � �ik�k	lgmn 
���

f�	mk � �	nl gcl � �ik�k	lgmn
f	mk � �	nl gcl � �

となる。最後の �式は閉弦の場合のものである。
閉弦の場合、	m� � �	m� �

q
��

� p
mとしてハミルトニアンを 	mk � �	

m
k で表すと、

H �

Z ��

�
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�
��X

m �L
�
��Xm�

�L
�
�
�

�

�X
k���


	m�k	km � �	
m
�k �	km�

である。無限個の保存電荷 L� �Lは、fk
��� � e�ik�
�

として

Lk �
�

�	�

Z ��

�

d� eik�����T��
� � �� �
�

�

X
l

	mk�l	lm

�Lk �
�

�	�

Z ��

�

d� eik��	��T		
� � �� �
�

�

X
l

�	mk�l �	lm

と求められる。Lkを Virasoro演算子という。Lk � Ly�k� �Lk � �Ly�kであり、H � L� � �L�となっている。
� 方向への並進の生成子は、

�

��	�

Z ��

�

d���X
m��Xm � �L� � L�

であり、閉弦では端点 � � �は自由にとれるので、条件 L� � �L� � � を満たす。Lkの間の Poissonの交換
子は、
���式より

fLk� Llgcl � �i
k � l�Lk	l

f�Lk� �Llgcl � �i
k � l��Lk	l 
���

fLk� �Llgcl � �

と求められる。これをVirasoro代数という。開弦の場合も同様に、ハミルトニアンH � �
�

P�
k��� 	m�k	km、

Virasoro演算子 Lk �
�
�

P�
l��� 	mk�l	mlと書ける。H � L�であり、Lkが Virasoro代数を満たすことも

示される。

�	



����� 正準量子化

この小節では全小節の結果を量子化し、弦のスペクトルを調べる。
Poissonの交換子 
���式を Diracの交換子に上げると、

�xm� pn� � igmn

�	mk � 	
n
l � � k�k	lg

mn 
����

��	mk � �	
n
l � � k�k	lg

mn

�	mk � �	
n
l � � �

が導かれる。最後の �式は開弦にはない。	k� �	kのうち、負の振動モード 
k � ��の係数を生成演算子、正
の振動モード 
k � ��の係数を消滅演算子として、正規積 
 
を「生成演算子を左、消滅演算子を右」と定
義する。L� �Lは振動子の複合演算子なので、正規積をつけて量子化するべきで、

Lk �
�

�

�X
l���


 	mk�l	lm 


となる。k � �の場合は、正規積を取った時に交換関係から定数が出てくる。この不定定数を aとして、も
ともとの L�を

L� � a �
�

�
	�
� �

�X
l��

	m�l	lm � a

と表すことにする。
����式より、Lk 同士の交換関係は

�Lk� Ll� � 
k � l�Lk	l �
d

��
k
k� � ���k	l�� 
����

と導かれる。古典的な Virasoro代数 
���式と違い、中心荷 dが入っている。
運動量演算子  mの固有状態 j�� piを、

 mj�� pi � pmj�� pi
	mk j�� pi � � k � �

と定義する。交換関係 
����式により、Wick回転 � � �i� を行って、

j�� pi � lim���� 
 eipmX
m


 j�� �i

と書けることが分かる。このように真空 j�� �iに作用して状態を作る演算子を、Vertex演算子と呼ぶ。j�� pi
に生成演算子を作用させれば、Hilbert空間が作られる。但し、例えば 	m�kj�i� k � �のノルムは、交換関
係から h�j	�

k	
�
�kj�i � �kh�j�i � �と、負になってしまう。このようなゴーストは、d � ��次元かつ a � �

で消えることが知られている 
no�ghost定理 �����。古典系では拘束条件より T � �であった。しかし量子
論的には、物理的な状態を j�iとしたとき交換関係 
����により

h�j�Lk � L�k�j�i � h�j�kL�j�i� d

��
k
k� � ��h�j�i

となるから、古典的な場合と異なり任意の kに対して Lk��とはできない。そこで、物理的な状態は正の
振動モードの係数 Lkによって消される、つまり

Lkj�i � � k � �


L� � a�j�i � �

��



と定義する。閉弦の場合、�Lkについても同様であり、�方向の並進の演算子に対して 
L� � �L��j�i � �と
いう条件を導く。
	m� を pmで書き直すと、開弦の場合

L� � 	�pmpm �
�X
k��

	m�k	km

であるから、質量演算子m� � �pmpmは

m�j�i � �

	�

N � a�j�i 
����

と書ける。但し、N は粒子数演算子 N �
P

k�� 	
m
�k	kmである。閉弦では
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�
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	m�k	km

�L� �
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�X
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であるから、

m�j�i � 
m�
L �m�

R�j�i
	�m�

L � �
 �N � a� 
����

	�m�
R � �
N � a�

と書ける。N は開弦と同じで、 �N は同様に �N �
P

k�� �	
m
�k �	kmである。L� � �L� よりm�

L � m�
Rでなく

てはならない。
空間座標をX� � �p

�

X�	Xd���� X i� i � �� � � � � d��で表すと、共形ゲージでも残っている �� � f
���

分の局所対称性を使って X	 � � とできる。これを光円錐ゲージと呼ぶ。このとき、ゲージが完全に固定
されて物理的自由度のみが残るから、以下ではこのゲージでの質量演算子の固有値によって励起状態のス
ペクトルを調べる。
まず、開弦の場合を考える。X	 � �	�p	�とすると、		

n �
p
�	�p	�n��である。また、拘束条件 
��Xm	

��X
m�� � �は

��X� �
�

�	�p	

��X i��

と書き換えられ、これを生成消滅演算子で書き直すと

	�k �
�

�
p
�	�p	

� �X
l���


 	ik�l	
i
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 ��a�k��

�

である。また質量演算子は、m� � �p	p� � pipiより

m� �
�

	�

�X
k��

	i�k	
i
k � a

�

である。基底状態では、	�m�j�� pi � �aj�� piである。第一励起状態 	i��j�� piは、SO
d � ��のベクトル
粒子である。この状態を表すバーテックス演算子は、V m � ��X

meip
mXm となる。質量は、

	�m�	i��j�� pi � 
�� a�	i��j�� pi

��



より 	�m� � 
�� a�と求められる。
ところで、SO
d� �� ��の Lorentz対称性があるとき、粒子スペクトルはm� �� �なら SO
d� ��の表現、

m� � �なら SO
d� ��の表現になっていなくてはならない。今、第一励起状態は SO
d� ��のベクトル表
現で、他に同じ質量の励起はないから SO
d � ��の表現には組めず、m � �のはずである。従って a � �

でなければならない。aはもともと正規積を取る時に出てくる定数であったから、まともに評価すると

X
k ���

	i�k	
i
k �

X
k ���


 	i�k	
i
k 
 �
d� ��

�X
k��

k

である。本来発散する
P

kの部分を、�
s� �
P�

k�� k
�sを s � ��まで解析接続した値 �
��� � � �

�� とと
れば、a � d��

�� より d � ��が求まる。これは no�ghost定理が成り立つ臨界次元であった。なお、基底状態
の質量は 	�m� � �aだったから、a � �とすると負の質量を持つタキオンが存在することになり、真空は
安定でない。
第二励起状態は 	i��j�i� 	i��	

j
��j�iであり、SO
���で見てベクトル表現、対称テンソル表現、スカラー

表現の状態からなっている。質量は 	�m� � � �� �である。これらの励起状態は、SO
���の対称テンソル
表現の状態 V fm�ngj�� �i から V fi���gj�� �i� V fi�jgj�� �i� V f�����gj�� �iと構成され、正しく SO
d � ��の表
現となっている。同様に第 n励起状態が SO
d � ��の表現になることが分かるから、a � �と置いたこと
と矛盾しない。
次に、閉弦を考える。X	 � 	�p	� とすると、		

n � �		
n �

q
��

� p
	�n�� である。拘束条件 
��X

m 	
��X

m�� � �は

��X� �
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と書け、生成消滅演算子で表すと
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である。質量演算子は
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	i�n	
i
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i
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i
n�� �a
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となる。
基底状態の質量は、	�m�j�� pi � ��aj�� piで与えられる。閉弦の第一励起状態は、L� � �L� � �より

	i�� �	
j
��j�iである。この状態の質量は 	�m� � �
�� a�である。SO
d� ��の表現として見ると、

	i���	
j
��j�� pi � 	

�i
�� �	

j�
��j�� pi�

�
	
�i
�� �	

j�
�� �

�

��
�ij	k�� �	

k
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�
j�� pi� �

��
�ij	k���	

k
��j�� pi

と分解される。なお、�i� j�は i� jを反対称に組んだもの、
i� j�は対称に組んだものを表す。右辺の最初の部
分を反対称テンソル場 Bij、第二項を重力子Gij、第三項をディラトン �と呼ぶ。この状態に対応するバー
テックス演算子は、V mn
q� � �	X

m��Xneip
mXm である。開弦のときと同じく、第一励起状態は Lorentz

変換性から質量 �でなくてはならず、a � �� d � ��が導かれる。
第二励起状態として、	�m� � �の 	i���	

j
��j�i� 	i��	

j
�� �	

k
�� �	

l
��j�i� 	i�� �	

j
���	

k
��j�i� 	i��	

j
�� �	

k
��j�iがあ

る。これらは 	m	n �	p �	q j�iから導かれるもので、SO
d� ��の表現になっている。同じことが第 n励起状
態についても示せるから、閉弦の場合にも a � �と取って無矛盾である。

��



����� 経路積分による量子化

前小節では正準量子化の方法で議論を進めたが、この小節では共変性が明白な経路積分による量子化を
閉弦の場合に限って考える。臨界次元 d � ��が共変不変性に量子異常がないという条件に一致すること、
n�loop分配関数の modular不変性について説明する。
分配関数は

Z �

Z Dh
�� ��DXm
�� ��

Vol
Di!�Vol
Weyl�
eiSP �h�X�

である。作用は h��の 
���式の変換のもとで不変だから、任意のパラメータ ��による変換分の体積Vol
Di!�、
Weyl変換分の体積 Vol
Weyl�で予め割っておいた。積分の計量は

jj�hjj� �

Z
d��

p
hh��h���h���h��

jj�X jj� �

Z
d��

p
h�Xm�Xm

で定義する。一般の �h�� は 
���式で与えられるから、

Dh � D
P��D��
rankP yY
i��

d�i � D�D�
������
P�� ����
����

�����
rankP yY
i��

d�i

と書ける。Jacobianは形式的には評価できて、������
P�� ����
����

����� �
�����det

�
P �

� �

������ � 
detPP y� ��
となる。この Jacobianは、作用の局所対称性に量子異常がないとすると ���にはよらず、D�D�は分母
と打ち消し合う。但し、�� のうち Killingベクトル分は上記の

R D� に含まれないから、この分の体積を
Vol
KV�とおく。よって、

Z �

Z QrankP y

i�� d�i
Vol
KV �

DXm
detPP y�
�
� eiSP �e

���h�� �X
m�

となる。反交換する ghost場 c�� b�� を導入すると、


detPP y�
�
� �

Z
DcDbe� i

���

R
d��

p
hh��b��r�c

�

と書ける。ここで、h�� � e��"h��は、ゲージを止めた計量であり、"h�� � diag
��� �� � � � � ��とすれば共形
ゲージになる。cは微小な座標付け替えに相当し、bはゲージに垂直な変化分を表す。以上をまとめると、
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��	�

Z
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p
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である。
ゴースト側についても Fourier展開して
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図 ��
 閉弦の相互作用

とすると、反交換関係は
fbk� clg � �k	l�� fbk� blg � fck� clg � �

で与えられる。T はゴースト側でも Xmからくる TX と独立に

T b�c�� � i
b��r�c
� � b��r�c

� � c�r�b	� � h��b��r�c��

と導かれて、モードで表すと

Lb�ck �

�X
l���


k � l� 
 bk	lc�l 


�Lb�ck �
�X

l���

k � l� 
 �bk	l�c�l 


となる。bと cはエルミートだから、ck � cy�k� bk � by�kである。これと上式より、Lk � Ly�kである。
ところで、正規化に於ける不定分の定数を aとして、量子化後のVirasoro演算子は Lk � LXk �L

b�c
k �a�k��

である。交換関係は

�Lk� Ll� � 
k � l�Lk	l �A
k��k	l��

A
k� �
d

��
k
k� � �� � �

�

k � ��k�� � �ak

と導かれる。なお、A
k�の第一項は Xmから、第二項は b� cから導かれるものである。この Virasoro代
数の量子異常項が消えるのは d � ��� a � �のときのみであり、これはちょうど臨界次元に一致している。
Virasoro代数は共形不変性からきたものだから、臨界次元は共形変換に量子異常がないという条件から決
まるものと考えられる。
さて、分配関数 Zは、n�loopの分配関数を Znとして

Z �
�X
n��

g�n
st
Zn

と摂動展開される。gst は弦の結合定数で、n項目に次数 �nで入っているのは、閉弦ではループを �つ増す
ごとに �回相互作用が起こることによる 
図 ���。n � �の場合に注目する。世界面はトーラスで、P yのゼ
ロ・モードに対応するパラメータは図 �
b�中の ��つであった。トーラスは変換 S 
 � � � �

�、T 
 � � � ��

のもとで不変である。よって T� Sで生成される � の SL
�� Z�変換 � � a�	b
c�	d で、分配関数への ��loopの

寄与 Z�は不変であるべきである。このように、世界面の対称性から �iの変換に対する Znの不変性が要請
され、これを modular不変性と呼ぶ。
Z� �

R
d��

Vol�KV ��
�� �� � における被積分関数 �を考える。光円錐ゲージでのハミルトニアンは、
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となる。�方向の並進の生成子は L�� �L� � HR�HLであり、� 方向ではHであるから、Re� � �� Im� � �

とみなしたとき、�は

�
�� � �� � Tre��iRe��HR�HL�e���Im��HR	HL� � TrqHR �qHL

のように書ける。ここでは q � e��i� である。HR�HLを代入すると、

�
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である。但し、�
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�
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Q�
l��
�� ql�であり、�
� � �� � e

i�
�� �
��� �
� �

� � �
p�i��
��であるから �は

modular不変である。一方、n � �では Vol
KV�� 
Im���であることが示せるから、 d��
Im� も不変になって

おり、全体として Z�は modular不変性を満たしている。�を q� �qで展開すると、

�
�� � �� � j�
��j��� � q
�
��

Y
n��


�� qn�

�
�

jqj� � ��q
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を得る。� �
P

dmn�q
mqn
dmnは m�

L � m�m�
R � nの状態数�であるから、最右辺の第一項は基底状態の

タキオンに、定数項は m � �の粒子数に対応している。第二、三項は、L� � �L�の条件を課すと消える。

����� 有効ラグランジアン

第 �����節で議論したように、弦のスペクトルに含まれる質量 �の粒子は、開弦のゲージ場 Am、閉弦の
重力子Gmn、反対称テンソル場 Bmn、ディラトン �であった。弦そのものの相互作用は扱えなくても、こ
れら軽い粒子の振る舞いを記述する低エネルギー有効作用を書くことはできる。この小節では、このよう
な有効作用の導き方を説明する。
低エネルギー有効作用を得る一つの方法として、軽い粒子のバーテックス演算子から n点関数を計算し、

これを再現するような ��次元の作用を作るということが考えられる ����。この方法での計算は、例えば ����

に詳しい説明がある。一方、前節でみたように、弦理論は世界面上での共形対称性が量子異常を持たないよ
うに作られていた。共形不変性は、世界面上では �関数が �であることを意味する。また、共形対称性があ
るとき、バーテックス演算子 V の n � �点関数は Vol
KV���のために �になることが示され、hV i � �
であることが分かる。これは、一般に場 �を背景場 ��の回りで展開して

� � �� � ��

としたときに、��が安定な真空まわりでの値になっていれば h��i � �となることに相当しており、古典的
には ��が運動方程式の解であることを意味する。よって、軽い粒子を背景場として弦の作用に入れ、その
� � �の条件式を運動方程式として持つような ��次元の有効作用をとるという方法も考えられる ����。
具体的に、� 関数を使う方法で有効作用を求めてみる。閉弦の場合、背景場として Gmn� Bmn� �を入れ

るて弦の作用は

S � � �

��	�

Z
d��

hp
hh��Gmn
X���X

m��X
n � ���Bmn
X���X

m��X
n � 	�

p
hR����
X�

i

��



となる。���は �次元の反対称テンソルとする。Gmnと Bmnは �階のテンソル場であるから、弦に接続さ
せるのが自然である。�はスカラー場なので、何らかの共形不変なスカラー量に接続させる必要があり、上
記のような形が適当であることが知られている。ここで、R���は �次元世界面のスカラー曲率であり、共
形ゲージ h�� � e�g�� では ���である。ところで、n�loopの世界面に対して �

��

R
d��

p
hR��� � �
�� n�

である。よって、ディラトン場 �を定数分だけずらして �� �� ��とすると、前小節で扱った分配関数は
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となる。これは、ちょうど弦の結合定数 gst � gste
�� とすることに対応している。従ってディラトンを再

規格化すれば、その真空期待値が弦の結合定数を与えていると理解できることが分かる。
� 関数は、まず Xを古典解X�の回りで展開して X � X� � xとすると
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である。但し、Hmnl � ��mBnl�である。また、R�H� �の引数は X�であり、X�の回りでの展開が

Gmn
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�
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HjmlH

j
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�
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となるような座標 
Riemann normal coordinatesでゲージ場による曲率が入ったもの�を取った。運動方程
式より xmの一次の項を消したが、�については運動方程式が課されないので残した。� � �i� とWick回
転して z � e��i�とおくと、伝搬関数は

hxm
z�� �z��xn
z�� �z��i � ��
�
	�gmnlogjz� � z�j�

であるから、z� � z�では �	�gmnlog�のように振舞う。但し、�はカットオフスケールである。ここから
� 関数は、
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図 ��
 開弦の相互作用

が運動方程式として導かれ、共形不変性の条件式を満たす。
開弦の場合には、まず外場としてゲージ場 Amを入れた �次元の作用が
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Z
d���aXm�aX

m � i
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と書ける。閉弦の場合と同様に古典解X�の回りで展開すると
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である。但し、Mは弦の張る世界面を表し、�Mはその境界を指す。運動方程式 ��X� � �と境界条件

��X

m
� � iFm

n ��X
n
� �j�M � �より、xの一次の項は落とした。伝搬関数は通常の開弦では

hxm
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であるが、境界条件から 
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z�� �z��i�j��� � �を課すと、
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となり、z� � z�の極限での振舞いは、��	�log�
��F ����mnとなる。これらから、�Am � �mF l
n
��F ����

lm

であり、� � �を運動方程式として導くような有効作用は
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d��xe��
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と導かれる。
ゲージ結合定数 gst は eh�iであった。閉弦の有効作用 
����式には e���で、開弦の有効作用 
����式に
は e��でかかっており、開弦が閉弦より gst で �次高くなっている。これは、閉弦の treeグラフである球
面にバーテックスをつけると、開弦の treeグラフである diskになることからみて妥当である。

����� 開弦のゲージ群

第 �����節で見たように、開弦の第一励起状態には質量 �のゲージ粒子が含まれている。この節では、こ
のゲージ粒子の担う対称性の、ゲージ群を調べる。
開弦では弦の両端に自由度をつけることができる。これを i � �� � � � � N と番号付けし、開弦の励起状態

を ja� pi � PN
i�j�� 


a
ij jij� piと表す。
aij を、Chan�Paton因子と呼ぶ。つなぐことのできる開弦は向きが

揃っていて、端点の Chan�Paton因子の足が同じであるとする。このとき図 ��のような開弦の �点関数は
非自明に計算されるはずで、Chan�Paton因子の寄与で Tr
�
�
�
�が出てくる。これは、
a � U
aU��


U 
 GL
N��のもとで不変であり、また状態のノルムが変わらないためには U 
 U
N�でなくてはならな

��



い。よって、
aij の足はそれぞれ U
N�の基本表現、反基本表現の足と理解できる。ゲージ粒子を表すバー
テックス演算子は、V am � 
aij��X

meikmX
m

で与えられ、U
N�のゲージ粒子であることになる。
ここで、開弦に何らかの制限を課し、U
N�より小さい群のゲージ粒子を得ることを考える。制限とし

て、世界面上でのパリティー変換 #に対する局所不変性を要請する。開弦では � � � � � であるから、
# 
 � � � � �と作用する。これを Xm
�	�式に代入すると

# 
 	mk � 
���k	mk 
����

のように、生成消滅演算子に対する作用に焼き直される。#に対する不変性から、当然真空も不変で #j�� p �
�i � j�� p � �iを満さなくてはならない。よってベクトル場は、
����式より #	m��j�� pi � �	m��j�� piとな
るから不変でなく、状態として残らない。
Chan�Paton因子がある場合には、#の作用を

# 
 
ij jij� pi � 
�ij jij� pi� 
� �M t
M��

とする。ここで 
の転置をとっているのは、#によって両端点が入れ替るからである。#を �回作用させ
ると 
�M tM��
 tMM��である。これでもとに戻るはずだから、M tM�� � 	I 
 	diag
�� � � � � �� で
ある。M tM�� � I のとき、U
N�の自由度を除いて解はM �t M � I で与えられる。基底状態は #に
対して不変であるから、このとき # 
 
aij ja� pi � 
ajija� piである。よってゲージ粒子が生き残る為には、

ji � �
jiになっている必要がある。よって Chan�Paton因子によって運ばれるゲージ対称性は、SO
N�
となる。一方、M tM�� � �I の場合は
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と書ける。ベクトル粒子を残すための条件は
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となるから tD � �A� tB � B� tC � C であり、残るゲージ群は USp
N�となる。
このように #に対する局所対称性を持たせた弦理論を、「向き付け不能な弦 
unoriented string�」と呼ぶ。
ところで、相互作用のある開弦の理論には必ず閉弦も入ってくる。これは、�つの開弦の両端点をつなげ

ば閉弦になること、また開弦の ��loopは cylinderになっており、閉弦と同様 � � �に対して不変であると
すると閉弦の伝搬にも見えることによる。よって、ここで向き付け不能な閉弦の理論を考えておく。
閉弦では、� � � � ��であったから、# 
 �� � �� � ��と作用する。これを Xm
���式に代入すると、

生成消滅演算子に対する作用
# 
 	mk � �	mk

に焼き直せる。このとき、質量 �の状態は

#	m���	
n
��j�� pi � �	m��	

n
��j�� pi

で不変でなくてはならないから、反対称テンソルが消えることが分かる。
なお、向き付けされない弦の摂動計算をするときは、開弦では通常の ��loopで現れる世界面である cylinder

と等価な世界面として、M�obius stripが出てくる。また、閉弦の場合は treeでの球面の他に crosscapが出
てくる。このように、向き付けされない弦では、考慮する必要のある世界面が多く出てくる。
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����� T�dualityと D�brane

��次元時空 
座標 
X�� X�� � � � � X����の一次元分を、半径 Rの S� にコンパクト化することを考える。
X��をコンパクト化すると、X�� � X�� � ��RL� L 
 Z なので、閉弦ならば

X��
�� � � ��� � X��
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である。従って、X��の Fourier展開は
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となる。x��と p��は、通常の交換関係 �x��� p��� � iを満たすから、p��は x�� 方向の並進の生成子になっ
ている。波動関数 eip

��x�� の x�� � x�� � ��Rの下での一意性により、

p�� �
M

R
� M 
 Z

が導かれる。これを考慮すると、X��
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と書ける。コンパクト化後は ��次元だから、質量演算子はm� � �P��
m�� pmp

mであり、
����式に p��p��

を足した
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となる。M のかかっている項は、コンパクト化された方向の運動量からくるもので Kaluza�Kleinモードと
呼ばれ、また Lのかかっている項はコンパクト化された方向に巻き付いた弦からくるもので、windingモー
ドと呼ばれている。なお、物理的には m�

R � m�
Lの条件がつくので、N � �N � �

��MLである。このスペク
トルは、R� ��

R のもとで winding モードと K�K モードが入れ替わって不変に保たれる。これは単なる正
準量子化レベルの双対性ではなく、弦のループ展開の全ての次数で成り立つことが知られている。従って、
これは弦理論における基本的な対称性と考えられ、T�dualityと呼ばれている。
T�dualityの作用を振動子でみると、
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となる。よって T�dualityは、コンパクト化された方向の XLだけに作用する時空のパリティー変換に相当
している。
T�dualityの開弦への作用をみる。開弦の振動子展開は、
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であり、S�コンパクト化のもとでは p�� � M
R であるから
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となる。つまり、端点は X
���
� � �� � �C� X

���
� � �� � �C � ��MR�と定数になっており、開弦の
T�duality変換では Neumann境界条件が Dirichlet境界条件に変化することが分かった。
このように、開弦の T�dualityを取ることによって、Neumann境界条件が Dirichlet境界条件に変わり、

この端点の動き得る領域として � � �次元の物体が定義できる。一般に n個の方向について T�dualを取れ
ば、p� � � ��� n次元の広がりを持った物体が定義でき、これを Dp�braneと呼ぶ。ある方向に Xnにつ
いて T�dualを取ると、Dp�braneのうちXn方向に広がっているものは D
p � ���braneになり、広がって
いないものは D
p� ���braneになる。
Chan�Paton因子がある場合の D�braneを考えることもできる。まず、ゲージ対称性が U
N�の場合を

考える。コンパクト化の半径 Rが充分小さいとすると、ゲージ場の ��方向成分 A��はほとんど定数とし
て扱われるから、ゲージ変換分を除いて一般的に A�� � diag
��� ��� � � � � �N ����Rと書ける。このため一般
にはゲージ群が U
N�� U
��N に破れる。この A��は、
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e�i	� � � � � � e�i	N �の位相を拾うから、単純にゲージ変換で A�� � �とはできない。この位相の影響を
T�dualを取った後の理論でみると、jijiの状態に対して
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図 ��
 S�コンパクト化したときの D�brane
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図 ��
 D�brane上の開弦の励起

で与えられる。� �内の分子はちょうど �枚の D�braneをつなぐ弦の最短の長さになっており、質量 �の粒
子は windingがなく同じ D�braneの間をつないでいる弦から出てくる。これは D���brane上のゲージ場
	m��jii� piで、U
��対称性分に当たる。もし n枚の D�braneが重なっていれば U
n�対称性が回復してお
り、上記のスペクトルからも n�n個の質量 �のゲージ場Amが出てくることが分かる。ここで、Dp�brane
が x�� � � � � x�の ��次元中 x�� � � � � xp 方向に広がっているとすると、m � �� � � � � pをとる。また、このとき
braneに垂直な方向の開弦の励起により、スカラー場 �i
i � 
p � ��� � � � � ��が出てくる。�i はゲージ場と
対になっており、ゲージ群 U
n�の随伴表現に属すると思われる。低エネルギーでの Dp�brane上の有効作
用は、
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dp	�xe��Tr

h
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G�B � ��	�F �

i
と求められており、Born�Infeld作用と呼ばれる ��	�。

��� 超弦理論

この節では、前節で弦理論に対して行った方法をそのまま超弦理論に適用して、理論に含まれるスペクト
ルを求める。ボゾン側の低エネルギー有効作用は、前節と同様に評価されるはずで、ここから超対称性によ
り、フェルミオンを含めた作用が決定される。このボゾン側の作用を用いて、超弦理論の双対性が低エネル
ギーで成り立っていることを説明する。また、理論全体として双対性が成り立つために、type IIの超弦理
論には前節で求めた D�braneが含まれることを示す。

����� 超弦理論のスペクトル

超対称化した Polyakovの作用は、
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である。
Xm� �m�が N � �のカイラル多重項を組んでおり、
e�a � ���は重力多重項をなしている。但し、
e�a は e�ae

�
b h�� � gab� e

�
ae

�
b g

ab � h��を満たすものとし、�は �次元の Dirac行列である。この作用は、以
下のような局所的対称性を持つ。
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但し、�� ��� l� �� �は ��の関数である。パラメータの数は �個だから、ea� � �a�� �� � �の超対称共形ゲー
ジが取れる。このとき作用は
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��X

m��Xm � �i ��
m�����m

�
となる。但し、超対称共形変換分の自由度はゲージ固定されずに残っていて、また 
P���� � t�� と同様


 ��� �
�

�
����D�� � ��

が導入される。これらの �モードがあると、ゲージ固定は完全でなくなる。P�� � �を満たす ��をものを
Killingベクトルと呼んだように、 �� � �を満たす ��を Killingスピノルと呼ぶ。弦理論では Killingベク
トル分の変換の生成子が、�次元の運動量演算子 T�� から導かれた。超弦では同様に、
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から導かれる。
場を X � X � �X� � � � � ��とずらした時、弦理論の場合と同様、作用の不変性から運動方程式

�	��Xm � �� ���m	 � �	�
m
� � �

を得る。また、閉弦であれば表面項から
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なる境界条件が導かれる。この境界条件は
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かつ、��側にも同じ条件をつければ満たされる。このように、世界面上を一周回って戻ってきた時の値は
�通りが許されていて、周期的境界条件を満たしていれば Ramond
R�フェルミオン、反周期的境界条件を
満たしていれば Neveu�Schwartz
NS�フェルミオンと呼ばれる。これらは �
����� � e��i��
��とまとめ
て書けて、Rでは � � �、NSでは � � �

� となる。これを使って、振動子展開は
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書ける。量子化された代数関係は、正規積の取り方による定数分の自由度を aとおいて、
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となり、超対称 Virasoro代数をなす。
弦理論の場合、共形変換分の自由度を使って光円錐ゲージに持っていくことができた。超弦の場合も、

残った超対称共形変換分の自由度を使って X	 � �� �	 � �に持っていくことができる。閉弦の場合は
X	 � 	�p	� ととる。このとき X�� �� 分の自由度は、拘束条件より
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と、X i� �i�i � �� � � � � d� �で表すことができる。これは振動子でみると、
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となる。ここから、質量演算子は、
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と求められる。閉弦の物理的な状態に対しては、L� � �L�によりm�
R � m�

Lである。開弦についても同様に、
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が得られる。
超弦のスペクトルを調べる。まず、開弦について考える。NSフェルミオンを取ると、基底状態を j�iとして、

その質量演算子の固有値は 	�m�j�i � �aj�iである。第一励起状態は bi� �
�

j�iで、同様に質量は 	�m� � �
��a

となる。弦理論の場合と同じく、これは SO
d � ��のベクトル表現で SO
d � ��の表現ではありえない
から、質量が �で a � �

� でなくてはならない。形式的に � 関数を使って aを求めると、a � d��
�� である

から、d � ��と臨界次元が求められる。更に第二、三励起状態と求められて、これらは全て SO
��の表
現からにまとまることが分かる。一方、Rフェルミオンを選ぶと、ゼロ・モードについて bm� j�i �� � であ
り、�bm� �m

�� � �であるから、真空に作用させても基底状態であることには変わりない。一方、交換関係
fbm� � bn�g � gmnより、これらの �モードは d次元時空での Diracの � 行列と bm� � �p

�

�m��� の関係で同一

視できる。よっRフェルミオンを取ったときの基底状態は、スピノルの足を持っていると考えられ、d次元
時空内でのフェルミオンになっていることが分かる。スピノルの足を持つものと、反スピノルの足を持つも
のがあり得るから、これらを区別して jai� j�aiと書くことにする。これらは SO
d � ��の表現であるから、
質量は �でなくてはならず a � �

� が再び導かれ、d � ��であることが分かる。
以上をまとめると、開弦のスペクトルで m� � �の部分は以下の通りである。

フェルミオンの境界条件 SO
��表現での状態 	�m� 
���NF

NS j�i � �
� ��

bi� �
�

j�i � ��

R jai � ��

j�ai � ��

ただし、NF は世界面上でのフェルミオン数演算子で、NF �
P

r�� b
i
�rb

i
rである。b

i
�rは反交換する演算子

だから、フェルミオンに作用させればボゾンになるし、ボゾンに作用させればフェルミオンになると思われ
る。しかし、実際には bi�rをいくら作用させても SO
d� ��または SO
d� ��の n階のテンソル表現にし
かならないから、時空上のボゾンしかできない。そこで、NF が偶数の状態だけを残すことにする。これを
GSO projectionといい、projection演算子は �	����NF

� である。もし NSでの真空を 
���NF j�i � �j�iと
取ると、タキオンは消され m � �のゲージ場のみが残る。R側では 
���NF � b�� � � � b

�
�e
P

r��
bi�rb

i
r である。

よって 
���NF jai � 	jaiとすると 
���NF j�ai � �j�aiあり、GSO projection後は jaiまたは j�aiのどちら
か一方が残る。このとき時空のボゾンであるNS側の自由度とフェルミオンであるR側の自由度が一致し、

��



R側の粒子をゲージーノと見ると時空での N � �超対称性があることになる。なお、��loopでの modular

不変性の要請からも GSO projectionが理解されることが知られている。
また、閉弦の場合も同様にスペクトルを求めると、以下のようになる。

フェルミオンの境界条件 
L�R� SO
��表現での状態 	�m� 
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閉弦の場合にもGSO projectionをかける。まず、境界条件 
NS�NS�では 

��� 
NF � 
���NF � � 
������を
残せばタキオンが消える。
R���で 
�����、
��R�で 
�����というように、左右でフェルミオンのカイラリ
ティを違えたものを残すと、
R�R�から SO
��の ��形式と ��形式が出て、フェルミオンは表中の 
R�NS�

の下側、
NS�R�の上側が残る。従って、時空での N � �の超対称性があるように見える。�つの超対称電
荷のカイラリティは異なる。これは type IIA理論と呼ばれる。または、
R���で 
�����、
��R�で 
�����
というように、左右のカイラリティを揃えてやると、
R�R�から �����形式が出る。フェルミオンは表中の

R�NS�
NS�R�ともに上側が残る。これは type IIB理論と呼ばれている。
また、開弦を含む理論は type I理論と呼ばれ、方向付け不可能な閉弦を含む。左右が同じでなくてはなら

ないから、これは type IIBの一部と考えられる。超対称性のない弦理論のときに考えたように、
NS�NS�
中の反対称場は消える。
R�NS�
NS�R� は、その線形結合である半分の自由度が残る。また 
R�R�では、
jai � jbiでスピノルの足だけを見ると、対称な積から出るのは ��形式と ��形式である。これに加えて、左
右のバーテックス演算子は反対称であるから、入れ換えに対して符合を出す。よって、結局 ��形式が残る。
なお、上述の �つの他に heterotic
混成�理論がある。これは、閉弦の右手側を超対称性のない弦で、左
手側を超弦で構成したものである。量子異常が消えるのは、右手側では d � ��次元であるから、左手側よ
り ��次元分多い。これをトーラス上にコンパクト化することによってゲージ対称性を出す。modular不変
性及び理論の局所性から、ゲージ群は SO
���または E� �E�であることが指定される。
以上のように、超弦にはタキオンのない安定な真空があること、その真空には typeI� IIA� IIB� SO
���

heterotic� E� �E� heteroticの �通りがあることが分かる。
なお、閉弦の理論において、時空のボゾンは 
NS�NS�
R�R�から出てくる。このとき、
NS�NS�に含まれ
る反対称テンソル場 Bmnはポテンシャルそのものがバーテックス演算しで書けるのに対して、
R�R�の n�

形式場でバーテックス演算子として表せるのは、場の強さだけである。

����� 有効作用からみた超弦理論の双対性

超弦理論は重力子が自然に含まれる紫外発散のない理論で、実際低エネルギーでの有効作用は超重力理
論の作用になっている。単なる弦理論の場合のように、タキオンが出ることもない。一方、超弦理論として
は d � ��次元に �つの整合的な模型がある。しかし、��次元で見えていたこれら複数の超弦理論が、実は
種々の双対変換によって移り変わることのできる一つの理論であるらしいことが最近分かってきた。この節

��



では、この事情を有効作用から簡単に説明する。
前小節で説明したように、超弦には ��次元で安定な解が typeI�IIA�IIB�Hetero SO
���� E� �E�の �つ

あった。まず、typeIについて考える。ボゾン側についてのみ調べると、質量 �のスペクトルは開弦からく
る SO
���のゲージ場と閉弦の 
NS�NS�からくる重力子及び 
R�R�からくる ��形式A���であった。これら
を使って、低エネルギーの有効作用は
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と書ける。但し、� �内第一項は閉弦から来ているので e���がかかっており、第二項は開弦から来るので e��

となっている。第三項は閉弦の 
R�R�から出ているが、e���がかかっていない。これは次のように説明さ
れる。まずディラトン �が外場として入っていなければ、GF � �Xm�mであるから G� � pmb

m
� � �m�m

より超対称性が破れない条件は、
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となる。但し、VRRは 
R�R�の質量 �の粒子の生成演算子で、Saj�i � jaiL� �Sbj�i � jbiRとする。Cは ��次
元の荷電共役行列とする。これと �G�VRR � �により、Bianchi identity dF �n� � �� d�F �n� � �が導かれる。
一方、外場としてディラトンが入っていると、GF � �Xm�m� �m��

mであるから G� � �m�m� �m��
m

である。これを使って、VRRが超対称性を破らない条件を作ると

� � dF �n� � d� � F �n� � e�d�e��F �n��

が出て、e��F �n�の方が Bianchi identityを満たすことになる。従って、これを改めて F �n� � dA�n���と
取るのが自然であり、このため 
R�R�から来る場は閉弦であっても e���がかからない。

����式において G� e�Gとして書き直すと、
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となる。ここで、� � � 
 ��hとすると、
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となっていて、A���を 
NS�NS�からくる反対称テンソル Bとし、F も閉弦のコンパクト化によって出てき
たものとすると、ちょうど Heteroの SO
���の有効作用に一致する。従って、typeIと heteroSO
���は同
じものなのではないかと考えられる。但し、途中で �� ��hとしたから、強結合と弱結合が入れ替わって
いる。
また、type IIAと type IIBを S�コンパクト化することを考える。�つの理論で、
NS�NS�からくる質

量 �の粒子のスペクトルは同じである。
R�R�から来るのは、type IIAでは A���� A���であり type IIBで
は A���� A���� A���である。但し、type IIBの A���は、��次元では自己双対であるから独立成分は足の数か
ら数えた 	�の半分で ��個である。また、自己双対場では運動項 F � F � �であるから伝搬する場になら
ず、共変な Lagrangianが書けない。しかし、形式的に書けたとすると、X�の S�コンパクト化によりスペ
クトルは

次元 type IIA type IIB

�� A��� A��� A��� A��� A���

� �A���� �A��� �A���� �A��� A��� �A���� �A��� �A���
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に移る。なお、A���から導かれる �A���は、 �A���で書けるので落した。このスペクトルの対応から、�次元
以下では type IIAと type IIBは対応があるとみなせる。この対応は、前述の T�dualityに相当する。
また、heteroticについても同様に S�コンパクト化を行なうことを考える。トーラスコンパクト化では、

�次元コンパクト化の仕方は �次元格子で表される。�次元コンパクト化の場合、modularパラメータ � に
よって決まる �次元格子で表される。heterotic理論も、超対称でない弦であるXm

R を ��次元分トーラスコ
ンパクト化して得られるものだから、��次元格子で理論が決まる。ここでは説明しないが、理論の局所性
と modular不変性によりこの格子は自己双対でなくてはならず、これがちょうど SO
���または E� � E�

のゲージ対称性を導いていた。こうして定まった ��次元の理論を更に �次元 S�に落すと、やはり自己双
対であるべしという要請から、ゲージ群が定まる。これが、��次元で SO
���か E� �E�かに関わらず出
てくるので、heteroticの �つの理論は �次元以下では T�dualityでつながっている。
また type IIBで、
NS�NS�からくるボゾンを gmn� Bmn� �として 
R�R�からくるボゾンを A���� A���� A���

とすると、自己双対場 A��� を除いた作用は
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となる。ここで、Gmn � e�
�
�Gmnとすると、

SIIB �

Z
d��x

p�g
�
R�

�

�
Tr
�M�M���� �

��
HyMH

�

とまとめられる。但し、

M � e�

�
j
j� A���

A��� �

�

 � A��� � ie�� H �

�
dB

dA���

�

である。この形で書くと分かるように、作用は SL
�� R�対称性
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を持つ。これはちょうど 
NS�NS�と 
R�R�を入れ換えるような対称性になっており、S�dualityと呼ばれる。
以上のような関係は、低エネルギー有効作用の対応にとどまらず、理論全体の間で成り立っていると考え

られている。以上で �つの超弦理論のうち、type IIAと IIB、typeIと Heteroがそれぞれ等価と思われる
ことが分かった。この �個の理論の間の等価性を見るためには、一度 ��次元に上がって考える必要がある。
�� 次元の理論に N � �の超対称性を課すと、超対称電荷は �� 個である。これを単純に dimensional

reductionして �次元の理論にすると、N � ���� � �となる。よって、�次元でみたときに超対称性を入
れられる最大の次元は、��次元である。この N � �超重力の性質は、よく調べられている。この理論のボ
ゾンの部分の作用は、

S��SUGRA �
�

�

Z
d��x

p
��g
 �R � jdC������ �

Z
C��� � dC��� � dC���

のようになっている。但し、C���は �形式の場で、�gは ��次元の重力子である。これを、S�コンパクト化
して ��次元に落す。つまり計量を、

ds� � gmndx
mdxn � e��
dx�� �Amdx
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�gmn �

�
gmn �Am

�An e��

�

��



M理論

IIA

IIB

ISO(32)

ヘテロE8 × E8

SO(32)ヘテロ
T-dual T-dual

S-dual
S-dual

S1 S1

Z2
／
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 超弦理論と M理論

とする。また、C���
mnl � A

���
mnl� C

���
mn�� � Bmnとする。すると、

S �
�

�

Z
d��x

p�g
h
e�
R � 
r��� � jdA���j�� � e�� jdA���j� � e�� jdBj� � � � �

i
となる。� � �は、もともとの作用の Chern�Simons項から来る部分。更に、gmn � e��gmnとし、�� � ��
とすると、

S �
�

�

Z
d��x

p�g
�
e���

�
R� �
r��� � �

��
H�

�
� 
jdA���j� � jdA���j��

�
にまとめられる。これはちょうど type IIAの作用になっている。ここで、�� � ��より R�� � g

�
� である

ことが分かる。type IIAには、もっと重い自由度が含まれているから、低エネルギー有効理論として ��次
元超重力理論を持つ何らかの理論が、type IIAの強結合での良い記述となると思われる。これをM理論と
呼ぶ。
M理論を S��Z�にコンパクト化すると、E� �E�のゲージ対称性を持つ heteroの作用を再現するので、

M理論を通して全ての ��次元の超弦理論がつながることになる。つまり、��次元に低エネルギー有効理
論として SUGRAを持つ『M理論』という �つの理論があって、そこから ��次元の理論が全て導かれる。
従って、��次元の超弦理論に複数の真空があるように見えたのは見かけだけで、実は �つの理論であった
と想像される。
以上をまとめると、図 ��のようになる。�つの理論の等価性は、厳密に示されている訳ではないし、ま

たM理論が何かという問題については、ここ一年で matrix modelという形での理解が進んでいるものの、
未だ解決の見通しがたっていない。しかし、後でみるように M理論が存在すると思って議論を進めると、
非常にうまくいく。今のところ何の矛盾も生じていない。そこで、��次元にM理論と呼ばれる何らかの理
論があるということについては、多くの人に信じてられている。

����� 双対性と D�brane

前小節でみた双対性のうち、Type IIBの S�dualityは、
NS�NS�の状態と 
R�R�の状態を入れ替えるよ
うな対称性であった。しかし、第 �����節で見たように、
NS�NS�の反対称テンソル場 Bmn がポテンシャ
ルの形でバーテックス演算子が与えられたのに対し、
R�R�の �形式場 A���は場の強さ F ���の形でしか書
くことができず、
R�R�電荷を運ぶ場を入れられない。この立場では、
NS�NS�と 
R�R�の ��形式は対称
でありえないように見える。これは、Bmnが基本弦 
Fundamental string� F��braneともいう�に接続してR
F�

Bなる項があり、
NS�NS�電荷を運んでいるのに対して、A���が接続するような �次元の広がりを持っ
た物体がないことによっている。
この小節では、開弦の T�dualityをとったときに導入された D�braneが 
R�R� 電荷を持つことを示し、

��
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図 ��
 D�braneを含むダイヤグラム

Type IIBにも D�braneが入っているとすれば
R
D�A

���のような項が入れられ、S�dualityと矛盾しないこ
とを説明する。
図 �����のように、�枚の平行な Dp�braneの間の閉弦の伝搬を考える。brane間の距離が長い極限で振幅

を計算すると、閉弦の質量 �の励起状態の伝搬だけを考えればよい。低エネルギー有効作用は、Dp�brane
が張力 Tpの他に 
R�R�電荷 �pを持つとすると、
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Z
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A�p	��

である。但し、フェルミオンの項は省略した。右辺第一項は、��次元中の閉弦の 
NS�NS�セクターの有効
作用である。第二項は、Dp�brane上の有効作用である。第三項は、��次元中の 
R�R�セクターの有効作用
で、ここでは p� �形式 Ap	�の運動項である。そして第四項は、Dp�braneが Ap	�の電荷 �pを運んでい
ることを仮定して入れたものである。これを使って、図 �����の振幅を求めることができて、

A � 
�T �
p � ��p�G��p
R�

となる。ここで、G��pは �� p次元のグリーン関数である。Rは �枚の brane間の距離である。一方、図
�����は開弦の ��loopグラフとみることもできる。このとき、振幅は
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但し、最後の行に移るとき、xの積分で出てくる定数は、真空のエネルギー分として消去した。また、t� ��	�t
と変数変換した。m�は 
��	�式と同様、

m� �
�

	�

N � a� �

R�

���	��

で与えられる。N は粒子数演算子であり、aは正規積を定義する際の不定定数で、Rセクターでは �、NS
セクターでは �である。これを Aに代入し、kの積分を実行すると、
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となる。PGSO � 
���F であり、GSO projectionを行っている。� �内について計算すると、
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となる。但し、
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とする。これを Aに戻すと、
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となる。� �は �になることが分かる。閉弦でみると、
� � PGSO�の �が 
R�R�セクターに対応していて、
PGSOが 
NS�NS�セクターに対応している。従って、
NS�NS�の粒子の寄与ANSと 
R�R�の粒子の寄与が
AR がちょうど打消しあって A � �となっていることが分かる。t��の極限をとると、

ANS � �AR � �
���	���p	���G��p
R�

が導かれる。以上により、
��p � �T

�
p � ��
��

�	����p 
����

が導かれる。Tp �� �より �p �� �であり、D�braneが 
R�R�電荷を持つことがここから分かる。また、
����
式より Diracの量子化条件 ���p�p � ��n
n 
 Z�も満たされることが分かる。
以上により、D�braneが 
R�R�電荷を持つことが分かった。従って、もし type IIB超弦理論が 
R�R�セ
クターの場の源として D�braneを含めば、S�dualityによって F�と D�が入れ変わり、高い励起状態も正
しく双対になっていることが分かる。このように、type IIBに D
���������	��braneを、その T�dualである
type IIAに D
�����������braneがそれぞれ含まれることにより、超弦理論に於ける双対性が正しく理解でき
る。これにともない、閉弦の理論である type IIにも、Dp�brane
広がりの方向 x�� � � � � xp�上の開弦の励起
状態からベクトル場が含まれ、brane上の低エネルギー有効理論として SYMを持つことが分かる。
ところで、type IIの有効作用から、実際に D�brane的な解がソリトンとして得られている。ソリトン

は BPS状態であることが多いから、D�braneも BPS状態であると思われる。一方、例えば X�を S�コン
パクト化して T�dualityをとると、X�

L � �X�
Lと作用し左手側だけの時空のパリティー変換とみなせた。

従って超対称な場合には対となるフェルミオンも ��
	 � ���

	とするのが適当である。�モードに注目する
と、これは丁度 �� � ���� �m � �m
m � �� �� � � � � ��を引き起こしているから、フェルミオンに作用する
T�dualityの演算子は、�� � �����
��� � �� � � � ���と表すことができる。もともと開弦では左と右が独立
でなく、保たれる超対称電荷は線形結合QR�QL であった。D�braneは開弦の理論で T�dualを取ったとき
に出てくるものだから、保たれる電荷は QR� �QLであることが分かる。従って、typeII理論中に D�brane

が含まれているとすれば、それは超対称性を半分だけ保っており、これによっても D�braneが type IIの理
論中の BPS状態であることが分かる。
なお、D�braneとは異なる ��braneがソリトン解として得られており、これを NS��braneと呼ぶ。NS��

braneは、
NS�NS�の反対称テンソル場の電磁双対場が結合しているものと理解されている。また、type
IIAに D�braneが含まれることに伴い、強結合極限である M理論には �次元及び �次元の広がりを持つ
物体が含まれることが分かる。これをそれぞれ M��brane、M��braneとよぶ。M理論を S�コンパクト化
して type IIAに近づけたとき、M��braneから D��brane及び基本弦が、M��braneから NS��brane及び
D��braneが現れる。

��



� braneによる�次元超対称ゲージ理論の解析

前章により、type IIの超弦理論にはソリトン解として Dp�braneが含まれ、brane上の低エネルギー有
効理論として 
p� ��次元の SYMが得られることが分かった。このことから、D�braneを用いて �次元の
N � �� � SQCDを超弦理論の枠内に構成することが考えられる。
この章では、実際に type IIAの D��brane上の有効理論として �次元N � �� � SQCDを構成し、�章で
紹介した場の理論による解析結果が braneの側からも導けることをみる。

��� D�brane上での超対称ゲージ理論の構成

この節では、typeIIA超弦理論において、低エネルギー有効理論として �次元の N � �� � SQCDを実現
する brane配位を導入する。次に質量項や物質場の真空期待値を与えるような理論の変形が、brane配位の
変化としてはどのように見えるかを調べる。これによって、SQCDの moduliパラメータが brane配位内
のどこに現れるかが明らかになる。最後に、N � �SQDの Seiberg dualityをこの brane配位を使って説明
する。

����� SQCDのスペクトルを再現する brane配位

SQCDのスペクトルには、SU
Nc�のゲージ粒子Aa
mと 
反�基本表現に属する物質場Q 
 �Q�、及びその超

対称パートナーである。一方前節で、閉弦の理論である typeIIAと typeIIBの超弦理論には自然に D�brane

が含まれ、それに伴う開弦の励起から、U
Nc�のゲージ粒子が出せることを見た。これを使って、D�brane
上に SQCDのスペクトルを再現することを考える。なお、閉弦からくる重力子の影響は、弦の結合定数
g � eh�iが非常に小さいとして無視する。
Dp�braneを Nc枚重ねると、brane上には 
p���次元の U
Nc�ゲージ場が現れる。このとき、braneに

より超対称性が半分に落ちるから、��次元の typeIIで保たれる ��
��
� � � ��個の超対称電荷のうち、保存電

荷として残るのは ��個である。�次元の理論を作るために typeIIBの D��braneを選ぶとすると、N ���$

��
�
� � � �の超対称性が残る。ここでは N � �� �の理論を構成したいから、Dp�braneの両端に他の braneを
つけて、その境界条件から更に超対称性を破ることを考える。境界をつけることで、Dp�braneの広がりは
Rp � Lになるから、巨視的にみて �次元の理論を作るためには、typeIIAに含まれる D��braneをとれば
よい。Dp�braneと NS��braneのどちらで境界をつけたら良いかを考えるために、まず D��brane上の粒子
が境界条件によってどのような影響を受けるかを調べる。ここで、超弦理論の ��次元の座標を x�� � � � � x�

とし、D��braneの広がりを x�� � � � � x�� x�と取る。このうち x�方向については、D��braneに境界を持たせ
て有限の広がりを持つものとする。

�� スカラー場 �


a� NS��braneで境界をつけた場合
Neumann境界条件が課されるから、境界上で ��� � �である。今、D�の x�方向の広がりが充分小
さくて、D�上の理論が �次元とみなせる場合を考えたいから、単純な dimensional reductionを行
なって、場は x�に依存しないものとする。従ってこの場合はスカラー場にはなんの拘束条件もつか
ない。


b� Dp�braneで境界をつけた場合
Diriclet条件が課され、境界上では �i� � �
i � �� � � � � ��であり、定数となる。よって x� 依存性を
持たないことから、�は全ての領域で定数であるから、場としては残らないことが分かる。

��ベクトル場 Aa
m


a� NS��braneで境界をつけた場合

��
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図 �	
 �次元 
a�N � ��
b�N � �の brane配位

Ai
i � �� � � � � ��と A� � bに分離する。まずゲージ自由度を使って b � �に持っていく。このゲージ
固定は完全でなく、x�������の �次元内でのゲージ変換分は固定されずに残っている。このとき、場の
強さは境界上で

Fij � �iAj � �jAi

Fi� � ���Ai � �

となる。従って、�次元でのゲージ場 Aiが自由度として残る。

b� Dp�braneで境界をつけた場合
境界条件及び上記と同じゲージ固定により、Fij � �� Fi� � ���Ai �� �となる。よってゲージを取り
直せば Ai � �� b �� �とでき、x� 成分である bのみが自由度として残る。

従ってD��brane上のゲージ場を残すためには、NS��braneで境界をつける必要がある。また、もし Dp�brane

で境界をつけたとすると、D��braneと Dp�braneをつなぐ開弦の励起から余分な粒子が出てきてしまうか
ら、この点からも NS��braneの方がよい。
では、D��braneが NS��brane上に境界を持つという配位は許されるだろうか。まず、D��braneに基本弦


F��brane�がつくことはできる。ここから電磁双対、type IIBの S�dual、T�dualを順にとると、NS��brane
から D��braneが生えているような配位が取れ 
図 ���、可能であることがわかる。また、D��braneよりも
NS��braneの方が広がっている次元が大きいから、D��brane内の A���のような場は、NS��braneに流れ込
むことができ、運動方程式に矛盾を生じない。D��braneの端点は、NS��brane側から見てモノポールのよ
うなソースになっていることが分かる。これは変形の途中でも言えることである。
以上をまとめると、�次元の N � �� � SQCDのスペクトルを再現する D�brane配位は、図 �	のような

ものと思われる。なお、N � �を再現するために、D��brane上の超対称性を �$�にしなくてはならないか
ら、�つの境界での NS��braneの向きを変えた。D��braneは、後でみるように超対称性を破らず、物質場
を入れるために必要である。今後はこの配位中の braneを、NS�� NS��� D�� D�のように省略して表す。
保たれる超対称電荷を少し詳しく見ておく。もともと typeIIAであるから、カイラルでない ��次元の

N � �超対称性を持つ。電荷をQ、パラメータを �とすると、�LQL��RQRによる変換に対して不変。但し ��

次元のガンマ行列を �m�m � �� �� � � � � �として ��� � ���� � � ���とすると、���QL � QL��
��QR � �QR

である。従って �L�
�� � �L� �R�

�� � ��R。電荷の数は、�� ��� � � ��である。
x�� x�� � � � � xp�方向に広がった
Dp�braneの保つ超対称性は、前節で求めたようにQL��

��� � � ��pQRであるから、�
QL��
��� � � ��pQR�

による変換に対して不変、つまりパラメータに対して �R � �L�
��� � � ��pの条件がつく。
����� � � ���方向に

	�



広がった NS�については、Schwarzの作用から �L�R � �L�R�
��� � � ���なる条件がつく。図 �	に描かれて

いる D�branesについて、広がりの方向と保存される超対称電荷に対する条件式をまとめると、以下のよう
になる。

x������� x��� x� x� x��� 超対称電荷の条件

NS� � � � � � �L�R � �L�R�
� � � ���

NS�� � � � � � �L�R � �L�R�
� � � �������

D� � � � � � �R � �L�
� � � �����

D� � � � � � �R � �L�
� � � ���������

但し、�はその方向に無限に広がっていることを、�は有限に広がっていることを、�は広がっていないこ
とを示す。従って、図 �	
a�のような brane配位を考えると、条件が �つでそれぞれ保存電荷の数を半分
に落すから、��

�� � �個の超対称電荷が保存される。よって D�上の �次元では N � �の超対称性が残る。
ここで、図のような D�を入れても超対称電荷に対する新しい条件はつかない。同様に、図 �	
b�のような
brane配位を考えると、条件がもう一つ加わって �次元の N � �に落ちている。
この brane配位において、D�上に現れる軽い粒子の自由度にどのようなものがあるかを見る。D�が Nc

枚重なっているとすると、D�同士をつなぐ開弦から U
Nc�のゲージ粒子 Aa
m�m � �� � � � � �が現れる。Aa

�

は境界条件で落ちた。また、D�から出て D�で終っている弦から、U
Nc�の基本表現、反基本表現の粒子
が現れる。
��	�式より、この粒子の質量は D�と D�の距離に比例する。図 �	
a�の N � �の場合につい
ては、この他に D�の x��� 方向の位置を動かす分の自由度があり、ここから随伴表現の物質場が現れる。
以上の情報により、図 �	
a�の D��brane上には �次元の N � � SQCDが、
b�では N � � SQCDのス

ペクトラムが存在していることが分かる。
なお、D�は D�と異なり無限に広がっているからゆらぎづらいと考えられる。D�が Nf 枚重なっている

とした時の、D�同士をつなぐ弦からくる U
Nf �対称性は力学的な寄与はなく、大域的対称性となる。こ
れが、N � � SQCDの持つ SU
Nf �V �U
��B 対称性の出所となっている。N � �ではカイラルなフレー
バー対称性が出てくるはずだが、D�上で他種類の braneが見えない程度に局所的には、��$����個の保存
される超対称電荷が存在し、より大きな超対称性を持つ理論とみなされる。従って SU
Nf �L � SU
Nf �R

対称性は、D�の x� 方向の広がりが見えないような、完全に �次元に落ちる極限を取った時に、初めて見
える対称性であると考えられる。

����� SQCDの変形に対応する brane配位

図 �	上に実現された SQCDに、物質場の質量や場の真空期待値を与えて変形することを考える。
まず、物質場の質量は D�と D�の距離である。つまり v � x� � ix�として、

物質場の質量m� � jv
D��� v
D��j

であるから、質量を変化させることは brane配位側で考えると、D�の x���方向の位置を動かすことに相当
する。
また、ゲージ結合定数は NS�間の距離で決まる、つまり

�

g�
�
jx�
NS��� x�
NS���j

gsls

����

である。gsは弦の結合定数で、D�braneが開弦から来ていることによりもともと入っている。ls �
p
	�は

弦の長さであり、次元を合わせるために入れた。分子は、作用を単純に dimensional reductionしたとき x�

方向の積分から x�
NS���x�
NS���が出てきたものである。よって、結合定数を変化させることは、brane
配位で見ると NS�を x� 方向に動かすことに相当している。
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図 ��
 FI D�term

更に、N � � SQCDに含まれる随伴表現の物質場の真空期待値は、Nc 枚の D� の x��� 方向の位置で与
えられる。よって、N � �の古典的 Coulomb branchの moduliは、図 ��で与えられる。図 �	より明らか
に、N � �ではこの変形は不可能である。
ゲージ群が U
��でフレーバーも �の場合、つまり D�も D�も一枚の場合を考える。この理論は、場の
理論的には Fayet�Illiopoulosの D�termを入れる変形が可能である。これに対応する brane配位の変形は、
N � �の場合は �枚の NS�間の x����� 方向の、N � �の場合は x�方向の距離に相当すると思われる。単に
NS�を動かしただけでは D�が斜めになってしまい、超対称性が破れてしまう。そこで、D�を D�で切って
超対称性を破らなりようにする 
図 ��
a��。これは FI D�termを入れた場合に超対称な真空をとろうとする
と、物質場にある決まった真空期待値を持たせなくてはならないことに相当しており、FI D�termによる変
形を片方の NS�の移動と同定してよさそうである。ここから、D�で D�を切るという操作は、場の理論の
Higgs機構に相当しており、D�に沿って移動した D�の位置が物質場の真空期待値を与えると考えられる。
brane配位からは、ゲージ群が U
��の場合にも同様に FI D�termによる変形が行なえる 
図 ��
b��。し

かし、場の理論では、場にどんな真空期待値を持たせても、超対称性を保つような真空はとれない。よっ
て、直行する方向に広がった一対の NS�と D�を、�枚以上の D�でつないだ図 
b�のような brane配位は、
超対称性を破っているとするのが適当である。これは s則と呼ばれ、以下でみていくように、これを使って
初めて brane配位と場の理論がうまく対応付けられる。また、s則によって定まる IIAでの brane配位は、
M理論から自然に導かれることも分かる。
s則を使って、Higgs branchの古典的moduliを図示する。まず、N � �の場合について。一枚の D�の

D�による切り方は、図 ��
a�のようになる。ここで、NS�と D�に挟まれている D�の断片上では、前小節
でみたように、境界条件により場の自由度は残らない。一方、D�に挟まれている断片上では、x����� 方向
の移動分の自由度に加えて A�も残る。従って断片一個につき複素 �次元分の自由度が出る。non�Baryonic
branchでは、ゲージ群 U
Nc� r�分の Coulomb branchがあるから、
Nc� r�枚の D�は切らない。残る r

枚について、最大限の自由度が残るように切ってやると、s則により図 ��
b�のようになる。両端が D�上
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図 ��
 古典的 Higgs moduli

にある D�の断片の数は、


Nf � �� � 
Nf � �� � � � �� fNf � 
�r � ��g � r
Nf � r�

となる。よって自由度は �r
Nf � r�である。これは、前々節で求めた non�Baryonic branchのパラメータ
の数に一致する。Baryonic branchの場合も、non�Baryonic branchと同様に考えることができる。多少違
いがあるのは Nf � �Nc の漸近自由の場合で、この場合は D��braneが少ないので D��brane全部を切る
ためには、自由度数は落ちるが図 �� 
c�のような切り方を入れる必要がある。n枚の D�を non�Baryonic

branchと同じ方法で切ることにすると、使われる D�は �n枚である。残りは図 
c�の方法で切るので、D�
は更に Nc � n枚要る。よって、最大のパラメータ数を残すような切り方では �n� 
Nc � n� � Nf である
から、図 
d�のようになる。自由度の数は �Nc
Nf �Nc�であるから、先に場の理論から求めた自由度には
�だけ足りない。同様に N � �では、図 ��
e�のようになる。NS��と D�は平行であるから s則は適用さ
れず、これに挟まれた D�には、x���方向の移動分の複素 �次元の自由度がある。しかし、最大限自由度を
残しても、複素次元で

�� �� � � � � � ��Nc � � �NcfNf � �� 
Nc � ��g� �Nc � Nc
�Nf �Nc�

分しかなく、N � � SQCDのパラメータ数 �NcNf � 
N�
c � ��には �個足りない。パラメータの不足は、

場の理論で考えた模型でゲージ群が SU
Nc�だったのに対し、brane配位から考えると U
Nc�であるとい
う違いからきているようにも思われるが、この後の小節で説明するように、braneの動力学から考えると
U
��分は固定されて、brane配位から考えてもゲージ群は SU
Nc�であるとするのが適当であることが分
かる。この問題は、次節で M�braneまで上げた時に解決される。
なお、Higgs機構では、Nc � Nc � �� Nf � Nf � �となる。ゲージ対称性については、前小節で議論し

た境界条件と残る自由度の関係から理解できるが、上記の変形でフレーバーが落ちることの理由は分かっ
ていない。『NS��braneと、D��braneでつながれている D��braneからはフレーバーが出ない』と考えると
つじつまが合う。
次に、D�を x� 方向に動かす変形を考える。最終的に x� 方向については dimensional reductionするの

で、brane配位中の x� 分の自由度は場の理論の自由度としては残らないべきである。しかし、FI D�term
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 T�dualをとった brane配位

による変形を思い出してみよう。超対称性を破らないような変形は、�枚の NS�の間に D�があったからこ
そ可能だったもので、もし少しでもこの外に出ていたら超対称性は破れてしまう。従って D�の x�座標は、
一見 D�上の場の理論に効いてくると考えざるを得ない。これは D�が NS�を横切るとき、D�と NS�が
交わって特異であることによる。実際、D�が NS�を横切ると D�ができたり消えたりすることが、以下の
ようにして分かる。
今考えているN � �の brane配位の T�dualを取って、type IIB理論の図 ��のような brane配位を考え

る。NS��braneや D��braneを、D��braneでつないだ形になっている。まず、D��braneと NS��braneが一
枚ずつ、離れて存在している場合を考える。type IIBの ��次元空間を R� �M�とし、D��braneの広がり
を XD � R�� YD、NS��braneの広がりを XNSR

� � YNSとおく。ここで、M�は 	次元の、YD � YNSは �

次元の多様体であり、仮にコンパクトであるとする。NS��braneは NS�NS ��form B�の、D��braneは R�R

��form A�のソースになっている。よって HNS � dB��HD � dA�とすると、適当な規格化の下でZ
S

HD

��
� ��

Z
S�

HNS

��
� �

となる。但し、S
S��は XD
XNS�を囲む充分小さな �次元球面である。このとき Linking numberは、

L
YNS � YD� �

Z
YD

HNS

��
� �

Z
YD

HD

��

のように定義できる。但し、R�についてはある一つの点 pを決めて積分したものとする。今の場合、NS��
braneと D��braneは離れているから、linking numberは �のはずである。実際、BNS は、D��brane上の
U
��ゲージ場 AD の場の強さ FD と混ざって、ゲージ不変な場としては �D � BNS � FD のようになり、
ソースがないから dFD � �であるので、

HNS jYD � d�D

である。これを L
YNS � YD�に代入すれば �であることが分かる。次に、広がりが R� �C の D��braneを
入れて考える。Cは �次元多様体で、位置 pで YD 上に境界を持つとする。つまり D��brane上に D��brane

がつながっている場合を考える。このとき、D��braneは D��brane上から見て �ADのソースになっている
から、dFD � 	�
p�となる。	は、D��braneの向きによって決まる。よって、

HNS jYD � d�D � 
	��
p�

となる。従って「 linking number」は、あるD��braneの YDと全てのNS��branesの YNSの linking number
に、D��braneで終っている D��braneの数を足して始まっている D��braneの数を引いたものになってい
る。ここで、多様体コンパクトでない場合、M� � R��YNS � YD � R�に拡張する。この場合には、積分
領域が無限に広がっているために、接っしていない一対の D��braneと NS��braneでも、linking numberが
�でない可能性がある。実際に積分を実行しなくても、linking numberが x� 軸の反転によって符合を変え
ること、D��braneを NS�braneを越えて移動すると �だけ変わることから、	 �

� となることが分かる。従っ
て、ある NS��brane上でみた linking numberは、

LNS �
�

�

r � l� � 
L�R�
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図 ��
 D�の移動で作られる brane配位

但し、r
l�は NS��braneの右 
左�側にある D��braneの数であり、R
L�は NS��braneの右 
左�側で切れ
ている D��braneの数である。同様に、D��brane上では

LD �
�

�

r � l� � 
L�R�

但し、ここでの r
l�は NS��braneの右 
左�側にある NS��braneの数である。よって、linking numberを
保存するためには、D��braneを、直交する NS��braneを越えて移動させると、D��braneがひきずられて
出てくることが分かる 
図 ���。これは Hanany�Witten効果と呼ばれ、他の方法でも確認されている。この
結果を T�dualでもとに戻すと、D�を NS�を越えて移動させると、一本の D�が生成されることが分かる。
従って、例えば �つのNS�の外に位置するD�は、中に入れるとHW効果によって作られたD��brane
D��

とおく�で NS�とつながれ、Higgs branchのmoduliを導いたときに言及したように、物質場を出さないと
考えられる。よってこの brane配位による SQCDは Nf � �であり、FI D�termで超対称性が破れること
と矛盾しない。
また、物質場として入っているNf 枚の D�を全て NS�の外側に移動してしまえば、HW効果によって図

��のようになる。これも今まで考えてきた図 �	と同様、NS�の間の D�上に �次元 SQCDが実現するはず
である。実際、D�と D��をつなぐ開弦から物質場が出る他は、先と変わらない。フレーバー対称性 U
Nf �

の出所も、先と同じく D�同士をつなぐ開弦からくるゲージ場による。D��同士をつなぐ開弦からくるゲー
ジ場は、D�の x� 方向の位置が小さくて無視できる程度なら、境界条件によって落ちてしまうので使えな
いのである。D�の x� 方向の位置が大きくて見える場合、極端には x� ��に飛ばして D��D���NS�のみ
の系にした場合は、D��は半無限に広がっていて D�に端点を持つと考えなくてよい。よって D��同士をつ
なぐ開弦からくるゲージ場によってフレーバー対称性が出てくることになる。

����� brane配位とゲージ群

単純には、今まで考えていた brane配位でのゲージ群は U
Nc�であった。この節では、NS�で境界をつ
けたことにより U
��因子が落ちて、SU
Nc�になっていることを見る。
図 ��の brane配位を使って、ゲージ群が SU
Nc�であることを見る ����。NS�は x��� � 	�では x�方

向のゆらぎを引き起こすソースがないから、

r�x� � �

	�



を満たす。但し、rは NS�内で定義されている。D�がくっついている時、その端点はゆらぎのソースに
なる。他にソースがなければ、x�は境界に直交する x���のみの関数であり、上記の Laplace方程式は実質
�次元のものであるから、解は

x� � 	klogjx� � ix� � aj� const� 
����

となる。	は、NS�の左右どちらの面に D�が境界を持っているかによって変わる。aは D�の v � x�� ix�

座標である。kは何らかの定数で、くっついている D�のソースとしての強さを表している。D�が短けれ
ばゆらぎやすく kは大きくなるだろうし、D�が長ければ kは小さくなるだろうが、D�が半無限の場合な
ど極端な場合を除いて、大体定数としてよいと思われる。これを使って、NS�の運動エネルギーを考える。
運動エネルギーには

R
d�xd�v

P�
m�� �mx

��mx�のような項が含まれるから、
����式を代入すると

k�
Z
d�xd�v

������Re
�
�X

i

�

v � ai
�mai �

X
j

�

v � bj
�mbj

	
A
������
�

となる。なお、NS�の左側で終っている i番目の D�の v座標を ai、j 番目の D�の v座標を bj と置いた。
よってこの積分が収束するには、

�m

�
�X

i

ai �
X
j

bj

	
A � ��

X
i

ai �
X
j

bj � const�

となる。従って全ての D�の位置が勝手に動ける訳ではなく、条件が一つつく。これは場の理論でいうと
N � �の随伴表現の物質場の真空期待値について、

P
�I � �なる条件がついていたことに相当する。よっ

てゲージ群は SU
Nc�と考えられる。N � �の場合にはこのような導出はできないが、直観的には N � �

の brane配位から片方の NS�を x��� � x��� 内で回転させることによって N � �の brane配位が得られる
ように見えるから、N � �でも N � �の条件をひきずって SU
Nc�になっていると思われる。
なお、半無限に伸びた D��をつかって物質場を入れた場合にもこのような条件がつき、一見フレーバー
対称性が SU
Nf �に落ちて U
��Bがなくなりそうに見える。しかし、前述のように半無限に伸びた D��に
ついては k � �と考えられるから、D��側には条件はつかず U
Nf �が残る。
ゲージ群についての解析は、図 ��のような brane配位を使ったからこそできたもので、もと使っていた
図 �	の配位から導くのは困難である。逆に、図 �	の配位で見やすかった Higgs branchを、図 ��側で考
えるのは繁雑である。このように、brane配位を使って解析する場合は、実現される場の理論が変わらない
ように変形することで、より目的に合った配位に移るとよい。
前節で、ゲージ群として SO
Nc�や USp
Nc�をとると、Orientifold plane 
Op�brane�が現れることを

説明した。これを使って、今考えている SQCDのゲージ群を拡張することが可能である。但し、D�に対し
て O�braneを平行に入れるだけでなく、直交する形で導入する場合もある。

����� D�braneによる Seiberg dualityの解析

今までに導いた変形を使って、N � �ゲージ理論の Seiberg dualityを brane配位側から示すことがで
きる。
まず、図 �	
a�から NS�を x� 方向に動かして、D�Nf 枚を全て反対側に持っていく。すると Hanany�

Witten効果により、Nf 本の D��braneが生成される。これを D��と置く 
図 
b��。ここで、NS�を x�方向
にずらして FI D�termを入れる 
図 
c��。x�方向の移動と異なり、この変形は理論を変えているので、最終
的にはもとに戻すものである。すると、Nf � Ncであれば、三角不等式により、より低いエネルギーを持
つ図 ��
d�に変形すると考えられる。ここで更に NS�を、NS��を越えるまで x�方向に動かす 
図 
e��。FI
D�termを入れたおかげで、x�
NS�� � x�
NS���の特異点を回避できるので、この変形を行なっても何も起
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図 ��
 brane配位からみた Seiberg duality

こらない。そこで、FI D�termを消してもとと同じ理論を表すべき brane配位に戻す。すると、図 
f�のよ
うになる。NS�と NS��の間の D��braneの枚数は Nf �Ncで、正しく磁気的理論のゲージ群 SU
Nf �Nc�

を与えている。また、D�と D��の間の開弦から、Nf 個の基本表現の物質場が出てくる。さらに、D�と
NS��をつなぐ D��は x��� 方向にゆらぐことができるからなくならず、D��同士をつなぐ開弦から SU
Nf �

の随伴表現の物質場が出てくる。これはゲージ変換を受けない場で、磁気的理論に出てくるメソンM に相
当している。このときメソン場は NS��の近傍に局在しており、D�と D�、D�と D��、D��と D��をつな
ぐ弦のつなぎかえにより、

W �Mq�q

のような相互作用項が出てくることが予想される 
図 ��
g��。
また、物質場の質量項を入れた場合、もとの brane配位ではゲージ群 SU
Nc�、フレーバー数 Nf � �の

理論になる。このとき図 ��
a�の D�は Nf � �枚となるから、変形の結果図 
f�で D�は Nf �Nc � �枚、
D��は Nf � �枚となり Seiberg dualityはこの場合にも成り立っていることが分かる。また真空期待値を持
たせて moduli空間の原点から離れた部分について調べることもでき、やはり Seiberg dualityが成り立つ
ことが分かる。

��� M��braneによるN � � SQCDの解析

前節では、D�braneの配位から D�上に N � �� � SQCDのスペクトルを再現し、古典的な moduli空間
を構成した。これを使って Seiberg dualityを見ることができた。しかし、古典的にパラメータの数が合わ
ないという問題があったし、N � � Coulomb branchの量子論的 moduli空間を記述する S�W曲線がどの
ように出てくるか、全く不明である。
ところで、場の理論の結合定数 gは、brane配位では 
����式で表されていた。量子補正は gが大きく
なると見えやすくなると考えられるから、これが大きくなる極限を考える。分母の gsは小さくなくてはな
らなかったから、gslsが大きくなるほど lsが大きい極限をとればよい。一方、gslsは ��次元の M理論を
type IIAに落とすときの、S�コンパクト化の半径であった。したがって量子補正の効果をみるには、IIA
での記述から M理論の記述に移ったほうがよい。
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図 ��
 IIA理論と M理論からみた brane配位

この節では、実際に M理論側の brane配位に移って、N � � SQCDの解析を行なう。

����� M理論からみた N � � SQCDの Coulomb branch

N � � SQCDを実現するD�brane配位として、図 ��
a�をとる。D�は使わない。type IIAの NS��brane

は、M理論の ��brane 
M��brane�がそのまま ��次元に落ちてきたものであり、D��braneは M��braneの
広がりが、S�コンパクト化により �次元に落ちたものである。よって、図 
a�の brane配位をM理論から
見ると、図 
b�のような一枚の M��braneで表されると考えられる。この M�は弱結合領域で IIA理論の
brane配位を再現しなくてはならないから、図から分かるように x����� 座標は固定され、x�������方向につい
ては無限に広がっていて

Q �

�
v � x� � ix�� t � e�

x
	ix��

R

�
については複素 �次元分だけ広がっている。この複素 �次元多様体 % 
 Qは、F 
v� t� � �で指定されるも
のとする。なお、Rは S�コンパクト化の半径であり、x��はその周期性から指数に上げた。
type IIAの brane配位に対応させるために、%には条件がつく。簡単のために、Nf � �の場合を考え

る。まず、NS�が �枚あるから、ある vに対して F � �を満たす tは �個あるはずである。従って、F は t

の �次式であることが分かるから

F 
v� t� � A
v�t� �B
v�t� C
v�

である。但し A�B�Cは vの関数とする。また、D�は Nc 枚あるから、ある tでみたとき F � �を満たす
vは Nc 個ある。よって、A�B�Cは vの Nc 次式である。ここで、x� ��
t� ��で解がないことから C

は定数、x� � ��
t���でも解がないことから Aは定数でなくてはならない。よって F � �は

t� � CNc
v�t� � � �� CNc
v� � vNc � u�v
Nc�� � u�v

Nc�� � � � �� uNc

となる。但し、vを定数分だけずらして vNc�� 次の項を消した。
このようにして、場の理論の解析から現れた S�W曲線 
eqn
SWSQCDe�式を、M理論側から導くこと

ができた。場の理論では正体の分からなかった複素パラメータ v� tは、M理論からみれば、単にM��brane

上の座標である。物質場の入った場合の曲線についても、極限で type IIAの brane配位をに戻ることと多
少の変形を行なえば、同様に導かれる ����。

����� M理論中の D��brane

D�brane配位で考えた時のように、Higgs branchを考えるには物質場を D��braneで入れた方が分かりや
すい。では、M理論の中では D��braneはどのように表されるだろうか ����。
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M 理論を S� コンパクト化すると、R�� � S� 中 R�� に type IIA があり、S� に沿っての並進対称性か
ら U
��ゲージ場が出てくる。これは IIA内の D��braneによるWess�Zumino項を出すものと考えられる。
D��braneはD��braneと双対だから、同じ U
��ゲージについて磁荷を持つKaluza�Kleinモノポールである。
この解は 
multi��Taub�NUT空間として知られていて、計量は

ds�TN � Ud
x� �R� �

U

�
�

R
dx�� � 
� � 
x

��


����

U � ��

NfX
i��

R

� j
x� 
xij

r� 
� �

�

R

rU

で与えられる ����。但し 
x � 
x�� x�� x��で、
xiは i番目の KKモノポールの位置である。定義から、確に
j
xj � �で �は磁荷 Nf を持っているように見える。
Taub�NUT空間は hyper�K�aler空間であり扱いにくい。そこで、複素構造のみ取り出してやることを考

える。パラメータとして、v � x� � ix�の他に

y � t

NfY
i��

q
j
x� 
xij � 
x� � x�i �

をとると、
����式は

ds�TN � U jdvj� �R� �

U

����dyy � �dv

�����

� �
�

�

NfX
i��

�

v �mi

�
� �

x� � x�i
j
x� 
xij

�

となる。但し、miは i番目の D��braneの v座標である。ここで、更に

x � �

t

NfY
i��

q
j
x� 
xij� 
x� � x�i �

v �mi

jv �mij

を導入すると

xy �
NfY
i��


v �mi� 
����

を得る。今後 Taub�NUT空間を調べる際は、主にこちらを使うことにする。

���� 式の比例定数を �とする。これから考えるのは Higgs branchだから、mi � �とおく。従って

xy � vNf であり、x � y � v � �に重複度 Nf の特異点を持っている。一方、brane配位に立ち戻ると、
D��braneの v座標が一致していても x� 座標が違えば特異ではない。つまりこの特異点は、
����式の計量
から情報を落して 
���� 式にしたために現れた、形式的なものと考えられる。そこで、blow up
簡単な説明
は図 ���して特異点を解消する。特異点では複素平面が Nf 重に交差しているから、以下のような Nf 個の
座標を用意する。

Ui 
 
yi� xi�

���
��

y � yiix
i��
i

x � y
nf�i
i x

Nf	��i
i

v � yixi

但し、i � �� � � � � Nf とする。定義より y� � y� xNf
� xであり、yx � vNf を満たすことも明らかである。

領域 Uiと Ui	�は隣り合っているものとし、その張り合わせ方は、vが一致することから yixi � yi	�xi	�、

	�



2重の特異点 特異点解消
逆写像が一意でない (y1, x1 ) ∈ U1

(y, x) ∈ U (y2, x2 ) ∈ U2

blow  up 2つのpatchに分ける
→ つなぐ

図 ��
 blow up

更に yが一致することを使うと xiyi	� � �である。特異点上での逆写像、つまり x � y � v � �が 
yi� xi�

ではどう表されるかを考える。Ui内で x � y � �であるためには、yi � �または xi � �でなくてはならな
い。yi � �をとると、xi �� �であるから Ui	�との『交点』xiyi	� � �が残せる。この式で指定される多様
体は CP �である。yi	� �� �としてしまったから Ui	�では xi	� � �でなくてはならない。同様のことは、
Ui 内で xi � �をとった場合にも言える。以上により逆写像は Nf � �個の CP �

Ci � fxiyi	� � �� yi � �� xi	� � �g i � �� � � � � Nf � �

からなる。Ciと Ci	�は、yi� xi � �の極限で接している。

����� M理論からみた N � �のHiggs branch

前小節の議論を用いて、D��braneの入った D�brane配位を、M理論に上げることができる。
D��braneが入った場合にも、前小節でM��braneの広がり方 % 
 Qを調べたのと同様に、Taub�NUT空

間 �Q中のM��braneの広がり方 �%を調べてやれば良い。まず最初に、この配位での Coulomb branchを考
える。特異点から充分離れていれば、 �Q � Q�y � tであり、Coulomb branchであれば D�と M�は交わら
ないからこの近似が有効である思われる。よって、近似的に F 
t� v� � � � F 
y� v� � �としてよいと考え
られる。実際、D�ではなく D�を入れて物質場を出す時、D�場合とほぼ同じ手順でこの曲線

�% � fF 
y� v� � y� � CNc
v�y � vNf � �g

が導かれる ����。ここで 
����式を考慮すると、F � �は

y � x � CNf

v� 
����

と書き表せる。
次に、non�Baryonic branchについて考える。D�brane配位図 ��
b�からみて D�は D�を切るから、�%

は Taub�NUT空間の特異点 x � y � v � �の点を通る。よって 
����式から CNc
v � �� � �、つまり

CNc
v� � vr
vNc�r � u�v
Nc�r�� � � � �� uNc�r� r � � 
����

と書けることが分かる。特異点から離れた部分では v �� �であるから、yx � vNf � y � x � CNc
v�を vの
冪乗で規格化しなおせて、

�� �r � Nf のとき

 yvr �

x
vr �� 
t� x�とすると

C 


�
yx � vNf��r

y � x � CNc�r
v�

となり、ゲージ群 SU
Nc � r�でフレーバー Nf � �rの Coulomb branchになる。

��



�� �r � Nf のとき

 y

v�Nf���
� x

v�Nf���
�� 
t� x�とすると

C 


�
yx � vNf���Nf���

y � x � CNc��Nf���
v�

となり、ゲージ群 SU
Nc � �Nf����でフレーバー Nf � ��Nf���の Coulomb branchになる。

となる。これらは non�Baryonic branchの root上の SW曲線を与えていると考えられる。
特異点の近く jvj � �では、先に考えた blow upを使って特異性を回避する。y � x � CNc
v� � vr に

yx � vNf を満たすように作った 
yi� xi�を代入すると、

yiix
i��
i � y

Nf�i
i x

Nf	��i
i � yri x

r
i

となる。�r � Nf の場合は、���
��

yiix
i��
i 
� � y

Nf��i
i x

Nf��i	�
i � yr�ii xr	��i

i � � � i � �� � � � � r

yri x
r
i 
y

i�r
i xi�r��

i � y
Nf�r�i
i x

Nf	��r�i
i � �� � � i � r � �� � � � � Nf � r

y
Nf�i
i x

Nf	��i
i 
y

�i�Nf

i x
�i�Nf��
i � �� y

i�Nf	r
i x

i�Nf	r	�
i � � i � Nf � r � �� � � � � Nf

とまとめられる。
�内が �である場合は、yi �� �� xi �� �であるから、特異点から離れている。よって、これ
の解からは先に考察した Coulomb branch分の曲線Cが出る。
�内が �でない場合は、yi � �または xi � �

であるから、特異点上の解である。よって、yi � �に合わせて Ciが出てくる。Ciの重複度 liは i � �� � � � � r

で li � i、i � r��� � � � � Nf � rで li � r 、i � Nf � r��� � � � � Nf で li � Nf � iとなっていることが分かる
から、結局図 �	
a�のようになる。なお、Crを出す yr � xr	� � �、CNf�rを出す yNf�r � xNf�r	� � �

は 
���の解にもなっているから、Cr �CNf�rと C は交わる。
�r � Nf の場合は、同様にして r � �Nf���と同じ curveが出てくる。これは、non�Baryonic branchで

r � �Nf���の特別な場合に対応しているものと考えられる。
Ci 一つにつき、x����� 方向の自由度と CP �の伸び縮み分で複素次元 �の自由度がある。また、図 
a�の

brane配位における CP �の並び方や総数
PNf��

i�� li � r
Nf � r�は、D�brane配位図 ��
b�中の D�で挟ま
れた D��braneとちょうど対応付いている。従って Ciは i� i��番目の D�の間の D�と理解でき、パラメー
タも場の理論から求めたものと一致している。このように、s則を使って求めた brane配位が、M理論で考
えると自然に導かれた。
最後に Baryonic branchについて考える。Baryonic branchの rootでは、

� � diag
�� � � � � �� �� � � � � ��Nc�Nf �� � � e
��i

�Nc�Nf

であったから、CNc
v� �
QNc

I��
v � �I � � vNc � vNf�Nc と決まる。従って曲線を与える式は y � x �

vNc � vNf�Nc � yx � vNf より
�

y

y � vNc�
y � vNf�Nc� � �

となる。よって特異点を通らない曲線 C は、�つの要素

CL 
 y � vNc

CR 
 y � vNf�Nc

に分離される。CL� CR の交点は、vNc � vNf�Nc の解だから �Nc �Nf 個あり、v �� �であるから特異点
から離れたところにある。Cが CL� CRのように定まっている以外は、r � r� � Nf �Ncの non�Baryonic

��
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図 �	
 M理論からみた N � �の Higgs branch

branchと同じなので、最終的には図 �	
b�のような配位を得る。D�brane配位は図 ��
d�であったから、Ci
と D�に挟まれた D�を同定すると、よく対応付いている。
パラメータの数は、non�Baryonic branchの場合と全く同様して �r�
Nf � r�� � NfNc �N�

c と求まる。
他に、Baryonic branchと r � r�の non�Baryonic branchの違いは curveCにある。non�Baryonic branch
では一般の CNc�r�
v�で与えられるため genus Nc� r� � � � �Nc�Nf � �のトーラスとなっているので、
パラメータは �
�Nc �Nf � ��である。一方 Baryonic branchでは、�つの curveが �Nc �Nf 箇所で接
した形になっており、これはちょうどトーラスの 	 サイクルを全てつぶしたものに対応している。このと
き、サイクルの張る面が �になることによって、この面に張られる braneの励起から、質量 �の粒子が出
てくる。従って、場の理論と同じくここから質量 �の電子が �Nc�Nf 個出てくるので、パラメータの数は
�
�Nc �Nf �となり、non�Baryonic branchより複素次元で �だけ大きい。このパラメータを考慮すると、
D�brane配位から考えると場の理論と合わなかった自由度が合うようになる。

��� N � � SQCDの配位のN � �の配位への変形

����� 随伴表現の物質場に質量を持たせる変形 	� ��


N � �の D�brane配位をそのままM理論に上げるのは困難である。そこで、前小節で求めた N � �の
配位を変形して、N � �の配位を作ることを考える。
N � �と N � �の D�brane配位を比較すると 
図 �	�、N � �で左側にある NS�を v� w � x�� ix�平面

内で回転させれば、回転角 �� � �
� で NS��になり、N � �の配位に移ると考えられる。真に N � � SQCD

のmoduliに移るのは、場の理論で言うと随伴表現の物質場に質量 � �� �を持たせてN � �を破った場合で
ある。��は N � �の破れの程度を調節するパラメータとなっているから、�に対応するパラメータは brane

配位で見ると ��と予想される。実際、以下で対称性からこの予想が正しいことをみる。
N � �の brane配位には、座標軸の回転対称性から SO
�����SO
����� � U
�����SU
�����なる大域的対

��
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2枚のD4の　　座標が
異なると、NS5が回転
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図 ��
 NS�Lの回転

称性がある。この対称性は、NS�を回してN � �の配位に移った時にはSO
�����SO
���� � U
�����U
����
に破れる。各パラメータは適当な素電荷をとると、以下のような U
��電荷を持つ。

v w y � t x ��Nc�Nf ��

U
���� � � �Nc �Nc �
�Nc �Nf � �� � U
��R

U
���� � � � � � � � U
��J

ここで、x� yの電荷は x� y � CNc
v�から、��は w � v sin �� � v��から決まる。また、�は N � � SQCD

のスケールで、場の理論との対応から xy � vNf��Nc�Nf で入れた。よって、これらの U
��対称性は表の
ように U
��R�J と同定される。ここから ��が �と同じ対称性を持つことが分かった。今後は両者を同じも
のとし、��を �と書くことにする。
では、�が充分小さい時、回転された曲線 C � �Cはどのように表されるだろうか。特異点から充分遠い

v ��では、曲線 Cは
t� � CNc
v� � vNf � t� � vNct� vNf � �

より t � vNc � vNf�Nc である。tが小さい方が x�が大きく、右側にあるから、左側の NS��brane
NS�L�を
回転させるとすると

NS�L w � �v� t � vNc

NS�R w � �� t � vNf�Nc

����

と表される。v � �での �C を求めるために、まずこの曲線が wで大域的に座標付け可能であることを示
す。 �C を 
v� t�平面に射影したものを C �とおく。C � は一般に v� t� �の関数であるが、U
���� 対称性を持
たなくてはならないので、パラメータのうち唯一 U
����電荷を持つ �によることはできない。従って、C �

は � � �での曲線 Cに一致する。よって、

�C � fw � w
v� t�j
v� t� 
 Cg

と書ける。ここで、C をコンパクト化して �C とおく。C は両端とも v � �
 �v � ��であるからうまくつ

ないで Riemann面にできる。t� vNc での振舞い 
����式より、��C � fw � w
 �C�gは無限遠で一次の極を
持つ。また、w � �にのびる braneはこれだけで、曲線は交差しないから、他に特異点はないと考えら
れる。よって wは、一点のみで一次の極を持つ meromorphicな関数である。このような関数が存在するの
は、 �C � CP �の上のみであることが知られているから、C は cylinderであり、 �C は wで座標付けされた
cylinderであることが分かる。 �C の両端は、w � ���に対応している。
Cが cylinderであるというのは、ちょうど � サイクルが全て潰れることに相当する。D�brane配位で考

えた場合、N � �の超対称性を残して回転させることができるのは、全ての D�がくっついている場合で
あり、直観的にもこの結論は正しい 
図 ���。また、以上を踏まえて、 �Cを表す式を求める。まず、wで大
域的に座標付けされているから、

v � P 
w� � wap
w�� t � Q
w� � wbq
w�

��



と書ける。但し、p
w � ��� q
w � �� �� �となるように wの冪を括り出した。次に、
����式より NS�L側

での振舞いは v � w

 � t � vNc �

�
w




Nc

であるから

v �
wa

�

w��a � � � ��� t �

wb

�Nc

wNc�b � � � ��

となる。NS�R側では、w� �v 共によい座標になっているから線形変換で移り変われるはずで、更に同じ点で
�であるから w � �

v と書ける。よって vは、

v �
wa

�
fw��a � � � �� w�a�� � 
定数�g

�

w � w	�
w � w��

�w

��	�

となる。また t � vNf�Nc � wNc�Nf より

t �
wNc�Nf

�Nc

wNf � � � ��

であり、xt � vNf より t � �で必ず v � �であるから 
��	�式より

t �
wNc�Nf

�Nc

w � w	�

r
w � w��Nf�r 
����

となる。r � �Nf���として一般性を失わない。r � �のとき、v � �なら t� �であり、w � w�となるか
ら、D�と D�がぶつかる特異点に近付く。また、この領域では t � vr� vNf�rであり、これは non�Baryonic

branch rootの SW曲線の v � �での振る舞い t�� vrt� vNf � �に一致する。従って、この曲線は N � �

の non�Baryonicの「原点」である rootから来たものと考えられる。一方 r � �では v � �でも t �� �であ
り、D�と D�がぶつかる特異点を通らない。よって、これは N � �の Coulomb branchから得られたもの
と思われる。
ここで、w�を curveから評価する。 �Cは、
v� t�平面に射影するともとの曲線

C �

�
t�

vNf

t
� vrCNc�r
v�

�

����

になるから、
��	�
����式で求めた v� tはこの式を満たすはずである。よって、これらを代入して両辺に

�w�Nc
w � w	�

r
w � w��rを掛けると

w�Nc�Nf 
w � w��Nf��r � ��Nc�Nf 
w � w	�
Nf��r

� 
w � w	�
Nc�r
w � w��Nc�r � u�
�w�

�
w � w	�
Nc���r
w � w��Nc���r � � � �� uNc�r
�w�

Nc�r

となる。この式の w�Nc��r��の係数より、

�
Nf � �r�w� � �w	
Nc � r�� w�
Nc � r�

�
�
�� Nf � r

Nc

�
w� �

�
�� �

Nc

�
w	 � �

また w�の係数より

��Nc�Nfw
Nf��r
	 
���Nf��r � wNc�r

	 
�����nc�r�wNc�r
�

� 
���Nf��Nc�Nf � w
Nc�Nf	r
	 wNc�r

�

��



となる。�を戻すと、U
��対称性から最後の式の右辺に ��Nc�Nf がかかることが分かる。これらの式は、
場の理論で求めた �有限での B � �B � �のときの wを規定する式 
	��
���に酷似している。実際、

w	 � 
���
Nc

�Nc�Nf m���� w� � 
���
Nc

�Nc�Nf m���

とすれば一致する。よって、x��� 方向の座標がメソン M の固有値ということになる。
今考えている曲線ははM��braneを表すものだから、直観的には物質場との関係が見にくい。そこで、D��

braneを全て直交するNS��braneの反対側に持っていく。D�が充分遠ければ、物質場は Hanany�Witten効
果によって現れた、NS�に片側を止められた半無限のD��brane
D���から出ると考えられる。これをM理論
でみると、ゲージ場を出すD�を含めて、一枚のM��braneからできている格好になる。このときD��は curve
の中で、x���方向や x���方向の位置を持っている。D�brane配位でみると x���方向には動けないように見え
るが、M理論に上げると NS�と同じ値をとらなくてもよい。実際w�は、ちょうどこの x���座標を与えてお
り、w	に r枚 w�に Nf � r枚の braneがある。従って、フレーバー対称性は U
Nf �� U
r��U
Nf � r�

に落ちる。このようにフレーバー対称性を破るパラメータとして、x���方向の位置もあるが、これは質量に
対応しているので、メソンの真空期待値を与えるものとしては w座標をとるのが適当と思われる。
ところで、場の理論側の解析では、極限のとり方によって上記の条件式が変わると考えられた。brane側

ではこの条件式が厳密に成り立ち、場の理論側での極限のとり方が適当だったことになる。
r � Nf �Ncのとき、w	 � �である。これを求めた曲線に代入すると、

C 


��
� v � w�w�




t �
�w�wNc

�


Nc

を得る。従って、NS�Rの振舞いをするべき曲線が消えてしまっている。よって r �� Nf �Ncとする。
一方、Baryonic branchでは、最初から NS�R�NS�Lを表す曲線が分離されている。回転によって変更を

受けるのは NS�Lのみで、

CL 


�
t � vNc

w � �� �v
CR 


�
t � vNf�Nc

w � �

����

となる。
以上により、� ��での N � �理論を表すM理論の配位は、non�Baryonic branchの rootから来るも

のが 
��	� 
���� 
����式で、Baryonic branchの rootから来るものが 
����式で表されることが分かった。
また、メソンM の期待値が、場の理論の解析と一致していることも確認できた。一方、ここまでの議論で
は rootのみ考えていて、Ciは N � �の場合と変わらないように見える。しかし、次小節で見るように、正
しく ���の極限をとると、図 ��
e�に対応するような Ciが生成されることが分かる。

����� 随伴表現の物質場に質量を持たせる変形 	���


���の極限のとり方を考える。Baryonic branchで、NS�Lを回転させる。w ��に対して、���
だから v � ���w � ��t � ��NcwNc � �となるように見える。けれど、NS�Lには Nf 本の D�がついて
いるから、� � �でも t � wNc は変わらないはずである。そこで、�t � �Nctと再規格化した座標を使っ
て曲線を見ることにする。t � e��x
	ix����Rであるから、tの再規格化は座標をずらすことにあたり、特に
問題を生じないと考えられる。更に、D��braneは物質場に質量がある場合、曲線と交わらないから回転し
ても変化しないと思われる。これを再規格化した座標でみると、

yx � ��Nc�Nf

NfY
i��


v �mi�� �yx � �Nc��Nc�Nf

Y
i


v �mi�

��



であるから、曲線が変化しないためには

���Nc�Nf � �Nc��Nc�Nf

を固定して ���の極限をとる必要がある。これはちょうど場の理論の �DR法によるスケール合わせの式
と考えられ、上式のようにとった ��は、N � �理論のスケールと同定される。なお、�ではなく v� xを再
規格化する方法をとらなかったのは、vは不可能だし xは、NS�R 側で ��� の極限をとった時に再規格
化しなければ x � vNc という正しい形を導いていることによる。ここで、再規格化後のパラメータの U
��

電荷を確認しておくと、

y � t � �y � �t ���Nc�Nf

U
���� �Nc �� � �Nc � �Nf

U
���� � � �Nc �Nc

である。
以上をふまえて、non�Baryonic branchについて � � �の極限をとる。前節より、回転後の曲線 
����


��	� 
����式を �tで表すと、

�t � wNc�Nf 
w � w	�
r
w � w��Nf�r

v � w�����
w � w	�
w � w��

��Nc�t� � vrCNc�r�t� ��
�Nc�Nf vNf

である。よって、���で
�t � ���Nc�Nf vNf�Nc w� � c���

であるから、Nf � Ncのとき w� � �、Nf � Ncのとき w� � �、Nf � Ncのとき w� �有限となる。
それぞれの場合について、以下で詳しくみる。

�� Nf � Nc

wが �から少しずれると、�t��であるから、x� 方向に無限に伸びた配位になっている。従って �次
元とみなせない。

�� Nf � Nc

�tvNc � ��Nc�Nf vNf � �t � wNc � vw � �

最後の式より、v � �または w � �である。w � �を選ぶと、�番目の式により �t � �となるから、一
番目の式より v � �となる。よって v � �の場合を考える。単純には、v � �� �t � wNcだけが残りそう
である。しかし、�番目の式で ���と同時に w � �をとると、w � �でも �t �� �の曲線が出てくる
可能性がある。実際ここから、NS�Rが残ることをみる。NS�Rを表すのは

CR 


�
�t � ���Nc�Nf vNf�Nc

w � �

である。CRをまず � ��で回すと、M j
i は入るが物質場の質量mは変わらないはずだから、もともと

の N � �の配位であった U
��対称性のうち、U
����は破れてもよいが U
����は破れない。�を除い
た各パラメータを組み合わせて U
����電荷が �の変数を作ると、�t、���Nc�Nf vNf�Nc の �つだけであ
るから、上記の CRは変化しないと思われる。また、何らかの変化が起こって �t� vNf�Nc � � � �となっ
たとすると、v �� �で �t � �となる。Taub�NUT空間は �tx � ���Nc�Nf vNf であり、�t � �なら v � �で

��



なくてはならないから、このような変化は起こせないことが分かる。以上により、CRは ���では
変更を受けられない。
以上をまとめると、

CL 


�
�t � wNc

v � �
CR 


�
�t � ���Nc�Nf vNf�Nc

w � �

となる。���では rによらなくなっている。
�� Nf � Nc

極限での方程式は

�t � ���Nc � �t � 
w � c	��
��r
w � c�����Nc�r� vw � �

である。ここから前項と同様にして

CL 


�
�t � 
w � c	��

��r
w � c�����Nc�r

v � �
CR 


�
�t � ���Nc

w � �

となる。この前項と異なり、これは rに依存している。

このように、�� �での non�Baryonic branchの rootの曲線 Cが求められた。また、D�brane配位では
Nf � Ncでも N � � SQCDのmoduli空間が存在するように見えた。ところが M理論で N � � SQCDか
らの変形で考えると、�次元の理論にならず、正しく場の理論と対応が付いていることが分かった。
次に、Baryonic branchについてはを考える。最初から NS�Rと NS�Lを導く曲線が分離しているから、


����式の CLを ���での曲線に置き換えればよい。よって、

�CL

�
�t � wNc

v � �
CR

�
�t � ���Nc�Nf vNf�Nc

w � �

である。この曲線は、non�Baryonic branchで Nf � Ncの場合に一致しており、ちょうど場の理論の解析
から、Nf � Ncでは Baryonic branchと non�Baryonic branchの rootがくっつくことと対応している。
以上により、Higgs branchの rootから N � �の NS�� NS��が出ることが確認できた。以下では曲線の

特異点での振舞いを調べ、D�で挟まれた D�に対応する Ciがどのような変更を受けるか見ていく。
���の極限で起こることを簡単に予想する。再規格化したために、曲線の ���での形は

x� ��Nc �y � vNc � � � � ��x � vNc

となる。これを Taub�NUT空間の特異点を解消した座標

Ui 
 
yi� xi�

���
��
�y � yiix

i��
i

x � y
Nf�i
i x

Mf	i�i
i

v � yixi

で書くと、yNf�i
i x

Nf	��i
i � yNc

i xNc

i となる。前小節と同じように iで場合分けして�
yNc

i xNc

i 
�� y
Nf�Nc�i
i x

Nf�Nc	��i
i � � � i � Nf �Nc

y
Nf�i
i x

Nf	��i
i 
�� y

Nc�Nf	i
i x

Nc�Nf��	i
i � � Nf �Nc � i

となる。
���から前段落までで議論した CL� CRが出て、yi � xi	� � �から i� i� �番目の D�で切られ
た D�に当たる CP �が出る。CP �の重複度は、C�� � � � � CNf�Ncが Ncで CNf�Nc	�� � � � � CNf��が Nf � i

である。従ってM�brane配位は図 ��のようになる。これは N � �の D�brane配位に対応した形になって

�	
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図 ��
 ���で予想されるM�brane配位

いる。
では、この配位は � ��の中からでどのように現れるのだろうか。まず、Baryonic branch rootを見て
みる。もともと Baryonic branchの曲線は CLと CRに分離していて、� �� �を入れて回転した時に変化す
るのは CL 側のみであった。従って、CLの変化の仕方を詳細に調べれば、新たな Ciが出てくるはずであ
る。そこで � ��で、
yi� xi�で CLを書き直すと、

CL 


�
�t � wNc � yiix

i��
i

v � ���w � yixi

となり、従って yi � �i��wNc�i	�� xi � ��iwi�Nc である。ここで ���の極限をとると、

� i � Nc

yiw
i�Nc�� � �i��であるから左辺は発散し、yi� wとも有限では満たされない。従って、このような


yi� xi� 
 Uiは出てこない。

� i � Nc

この場合は、w � �であれば ���でも yi� xiが有限で残れる。xiが有限であるとして、xi � �と
おく。つまり �iwNc�i � �であるから、

yNc�i
i � 
���w�Nc�i � ��Nc

であり、有限の xi に対して Nc � i個の yi � �が出てくる。よって、Ci の重複度は Nc � iである。
同様の操作を yiと xiを入れ換えて行うと、Ci��の重複度が Nc � i� �であることが導かれる。

後はもともとの x� � �� y� � wNcが出て、NS�Lに対応する曲線となる。以上をまとめると、図 ��のよう
になる。これらはちょうど、s則を使って導かれる N � � SQCDの D�brane配位から期待される形になっ
ている。
次に、non�Baryonic branch rootを考える。

� Nf � Nc

� ��の曲線 
��	� 
���� 
����式を 
yi� xi�で書き直すと、

yi � �i��wi��
w � w	�
r�i	�
w � w��Nf�r 
����

xi � ��iw�i
w � w	�
i�r
w � w��i��Nf�r� 
����

となる。���の極限でも w�は有限で残るから、yi� xiが発散しないような ���の極限のとり
方は、以下のようになる。
�� w � �

�w ��で、�iに対して可能で、CRを出す。

��
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図 ��
 Brayonic branchから導かれる N � �配位

NS5

C1 C2

CL

CR

1

CN f −1

2…
… …

log(1/ t )

v

w

NS5'
… …

…
1 2

(r − 1)

(r − 1)rrr(r − 1)
1

1(Nc − r −1)
w = w−

w = w+

w = 0

図 ��
 non�Baryonic branchからくる N � �M�brane配位

�� w � w	

�i��
w�w	�
r�i	� ��と書ける。但し 
����式に対して � � �で、yr�ii � ��r、
����式に対し

て � � �で、xr�i	�
i � ��rである。有限な 
yi� xi�は i � rで可能であり、ここから C�� � � � � Cr��

が重複度 
r � ��� � � � � �で出てくる。
�� w � w�
�i��
w�w��Nf�r�i	� ��と書ける。但し �の取り方は前項と同じである。i � Nf � rについ
て可能で、ここから C�� � � � � CNf�r��が重複度 
Nf � r � ��� � � � � �で出てくる。

また、
y�� x��より CLが出る。まとめると、図 ��のようになる。

� Nf � Nc

���の下で、w� � ��� � �となる。但し、� � Nf�Nc

�Nc�Nf
である。従って、
����
����式で yi� xi

が発散しないような極限は、以下のようなものである。
�� w � ���
	 � ��

C�� � � � � CNc��が、重複度 
Nc � ��� � � � � �で出る。
�� w � ���
	 � ��

��
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図 ��
 Nc � �� Nf � �の Higgs branchから得られる N � �のM�brane配位

CRが出る。
�� w � w	�

��
� � ��

r � Nf�Ncのとき、Cr	�� � � � � CNf�Nc��が重複度 �� � � � � 
Nf�Nc�r���で出る。r � Nf�Nc

のとき、CNf�Nc	�� � � � � Cr��が重複度 
r �Nf �Nc � ��� � � � � �で出る。
�� w � w����
� � ��

CNf�Nc	�� � � � � CNf�r��が重複度 
Nf � r � i�で出る。

まとめると、図 ��
a�のようになる。

以上により、non�Baryonic branchの場合も s則から導いた D�brane配位を再現しており、s則の傍証になっ
ている。
また、一般に k次の Casimirによる N � �� N � �の変形は、brane側でも行なわれていて、場の理論

の結果を再現したり、仮定の入った解析の真偽について議論されている ����。
最後に、バリオンの真空期待値が M�brane配位中のどこに当たるかを解析する。まず、Nf � Ncの場合

を考える。non�Baryonic branchで ���として得られる曲線は、r � Nf

� で

CL

�
�t � 
w� � ����

Nc
�

v � �
CR

�
�t � ���Nc

w � �

である。特に Nc � �の場合については図 ��
a�のようになる。一方、バリオンの真空期待値が �でない場
合、つまり Baryonic branchから ���で得られる配位は、

CL

�
�t � wNc

v � �
CR

�
�t � ���Nc

w � �

なる曲線である。特に Nc � �のとき、図 ��
b�のようになる。
braneの v座標は物質場の質量に対応するパラメータであり、w座標はメソンM の真空期待値に対応す

ると考えられた。よって残った �t分の座標に注目して図 
a�と図 
b�を比較すると、違いは CLと CRが接し
ているか否かである。non�Baryonic branchでは B �B � �であり、CLと CRは接しているからその距離は
�となっている。そこで、バリオンの真空期待値は CLと CRの �t方向の距離��tではないかと思われる。
これを確認するために、まず U
��電荷を見る。w� ���Nc�Nf � �tの U
��電荷は以下の通りである。

U
���� U
����

w � �
���Nc�Nf �
Nc �Nf � �Nc

�t � �Nc

一方、場の理論から考えると、M � w����Nc�Nf の持つべき U
��電荷は
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U
���� U
����

M �
Nf�Nc

Nf
�

���Nc�Nf � �Nf

であるから、

U
��R �
Nc

Nf
U
���� �

Nf �Nc

Nf
U
����

U
��A � �U
���� � U
����

である。従って、�tは 
U
��R� U
��A� � 
�Nc
Nf�Nc

Nf
� �Nc�の電荷を持ち、 �BBの持つ電荷に等しいことが

分かる。
また、M �� �の真空期待値を与えることを考える。このとき brane側で見ると wがずれ、w�mとなる


図 ��
c��。よって CL � �CL � �t � 
w �m�Nv より CRとの距離は、

mNc ���t � ���Nc

である。これは、場の理論による解析の結果 
���式に等しい。ここからバリオンの真空期待値は �BB � ��t
で brane配位と対応付いていると思われる。
また、Nf � Nc � �の場合も ���での曲線で、メソン M に真空期待値を持たせて w � w �mとす

ると

CL

�
�t � 
w �m�Nc

v � ���
w �m�
CR

�
�t � ���Nc�Nf v

w � �

となる。よって、CL� CRの �t方向の距離は、

��t � mNc � ���Nc�Nf
m

�

である。また Nf � Nc � �の場合にも、同様にして

��t � mNc � �Nc�NfmNf�Nc ���Nc�Nf

が求められる。これらは、場の理論の解析結果 
���式と同じ形をしている。しかし、 �BBは行列だが、こ
のままではその一部しか見えない。
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� まとめと今後の課題

この修士論文では、����年から ���	年にかけての �次元N � �� � SQCD及び超弦理論についての研究
の進展についてレビューを行った。特に、brane配位を使うことで type IIA超弦理論の低エネルギー有効
理論として、�次元N � �� � SQCDが得られることをみた。type IIAからM理論の記述に移ることで、場
の理論の解析で得られていた SQCDの量子効果をみることができた。
第 �節では、まず �次元N � �の SQCDについて、Nf � Ncでは対称性と正則性に基づく考察から、スー

パーポテンシャルが ADS型に定まることを見た。ADS型ポテンシャルは極小をもたないので、Nf � Nc

では量子効果のために超対称で安定な真空がなくなることが分かった。Nf � Nc� Nc��では、閉じ込めの
仮定の下で無矛盾な真空が得られた。この仮定は、�tHooftの量子異常釣り合い条件が非自明に成り立って
いることから正しいと結論される。�

�Nc � Nf � �Ncでは非自明な赤外固定点があることが、SCFTの表
現論をもとに仮定された。この領域では、ゲージ群 SU
Nc�の SQCDと、ゲージ群 SU
Nf �Nc�で物質
場の異なる理論が同じ赤外固定点を持つとされ、�つの理論の関係を Seiberg dualityとよんだ。この関係
は、Seiberg dualityで結ばれる �つの理論の moduli空間が原点で一致し、�tHooftの量子異常釣り合い条
件が成り立つこと、更に物質場の質量による理論の変形や、スクォークに真空期待値を持たせて moduli空
間の原点からずらした場合にも Seiberg dualityが成り立つことによって正当化された。Seiberg dualityで
は、強結合領域と弱結合領域が入れ替る。これによって、Nf � �Ncでの理論が電気的な記述で見て自由に
なるのと同様、Nf �

�
�Ncでは磁気的な記述で見て自由になっていることが分かった。

更に N � � SQCDの真空が、Higgs branchと Coulomb branchからなることを見た。Higgs branchは、
対称性の議論により量子補正を受けないことが分かる。また、Coulomb branchへの量子補正が Seiberg�

Witten曲線で完全に記述されることを、ゲージ群 SU
��の SYMの場合に示した。ここで理論を解く鍵に
なったのは、一般の真空ではゲージ群が U
��に破れ、このとき Lagrangianがプレポテンシャルと呼ばれ
るN � �の超空間のカイラル超場を変数とする正則関数で書かれていたことと電磁双対性だった。最後に、
N � � SQCDのゲージ多重項に含まれるスカラー場に質量 �を持たせ、超対称性を N � �に破ることを
考えた。更に、���の極限の取り方によって N � � SQCDの Seiberg dualityの電気的な理論と磁気的
な理論をそれぞれ導くことができることを示した。
第 � 節では、超弦理論における双対性の概要を述べた。まず、S� コンパクト化した閉弦の理論の持つ

T�dualityについて説明した。この T�dualityを開弦に作用させると自由端が固定端に変わり、開弦の端点
の動ける領域として D�braneが現れることを見た。また、超弦理論における type IIB理論には 
R�R�セク
ターの励起状態であるA���� A���と 
NS�NS�セクターの励起状態である ��B���を入れ替える双対性がある。
ここで、B���の電荷が弦によって運ばれるのに対して、A���の電荷は D��braneによって運ばれる。よって
閉弦の理論である type IIの理論にも、D�braneとそれに伴う開弦の励起状態が含まれることを説明した。
D�brane上には開弦の励起状態としてゲージ場が含まれるので、Dp�brane上の低エネルギー有効理論とし

て 
p���次元の超対称性ゲージ理論が現れる。これを使って、第 �節で扱った �次元の N � �� �の SQCD

を超弦理論の低エネルギー有効理論として構成したのが第 �節である。まず、古典的な真空が type IIAの
brane配位と対応付くことを確認した。配位中の braneを動かしたとき、有効理論としての SQCDにはど
のような変化が起きるかについても議論した。次に、N � � SQCDの低エネルギーでの振舞いを記述する
Seiberg�Witten曲線が、超弦理論では type IIAからM理論に移ったとき、M��braneの �次元分の広がり
のとして理解されることが分かった。N � � SQCDの Higgs branchに対応する type IIAの brane配位は、
D��braneを含む。D��braneは M理論でみると Kaluza�Kleinモノポールであり、Taub�NUT空間に対応
する。この Taub�NUT空間を使って、Higgs branchに対応する brane配位をM理論の配位で書き直した。
更に、braneの回転によって超対称性を N � �から N � �に破る。このとき得られるM理論の配位は、
N � �の SQCDの低エネルギーでの振舞いを記述すると考えられる。実際、メソンM の真空期待値を、場
の理論の解析から得られた有効ポテンシャルを使って求めると、braneの座標に一致することが示された。
従って、N � � SQCDの低エネルギーでのスーパーポテンシャルの情報が、M理論での brane配位に含ま

��



れることが分かった。
以上の議論で SQCDと brane配位の対応が明らかになったが、対応付けが不十分な点もいくつか残され

ている。例えば、物質場のカイラル対称性 SU
Nf �Aが brane配位でどのように導かれるかが不明である。
また、type IIAからM理論に移ることが、SQCDの側でどのような極限を取ることに相当しているのかが
不明確である。ゲージ群を変えた場合の brane配位の取り方や、基本表現以外の物質場の入れ方について
も、不明な点が残されている。これらは今後の課題である。
その他の課題としては、場の理論では扱えなかった �次元以外の SQCDの解析を、超弦理論の側から行
うことが考えられる。具体的には、�次元の SQCDは自己双対なゲージ場を含むので Lagrangianが書けず
場の理論的な解析が出来ない。しかし、brane配位を使えば解析が可能になる。また、超弦理論の側で M

理論について分かっていることは、低エネルギー有効理論として ��次元の超重力理論を持つこと、��brane
と ��braneを含むこと、S�コンパクト化して type IIAの理論になることであり、非常に少ない。具体的に
M理論がどのような理論なのか、ほとんど理解されていない。そこで、場の理論側での量子効果との対応
付けから、M��braneについての情報が得られれば、M理論についての理解の手がかりになることが期待で
きる。
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