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1 フリー・コードなど
• freeFEM

• libMesh

他にも libMeshのWikiにフリーリンクが多数 [1]。deal.II, FEniCS, keyFE2, OOFEM, Impact,
OpenCFD

2 流れの数値解法
数値解法は大きく次の３グループに別れる ([2],[3])

• 有限要素法　 (Finite element method :FEM)

• 差分法（Finite difference method :FDM)

– 有限体積法 (Finite volume method :FVM) → FDM+FEMとしたもの

• 境界積分法 (Bounday integral method :BIM)

– 境界要素法 (Bounday element method :BEM)
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図 1: 流れの数値解法の系統図

差分法 有限要素法 境界要素法
問題の定式化 微分方程式の差分近似

表現
微分方程式の弱形式表
現（または汎関数の極
値問題）

微分方程式の積分方程
式表現

離散化 格子点（境界適合格
子、境界非適合格子）

有限要素 (三角形、四
角形、三角柱、六面体
など)　

境界要素 (線分、三角
形、四辺形)

解法 領域型 領域型 境界型　
連立一次方程式の係数
行列

大型、疎、帯行列 大型、疎、帯行列 小型、成分の詰まって
いる行列

主な特徴 離散化が簡単。計算時
間が速い。離散化の精
度やスキームの安定性
が明確である。

任意の形状に対する取
り扱いが用意。境界条
件（ノイマン型境界条
件）の処理が容易。計
算の自動化が達成し易
い。

問題の次元を１次元低
下できる。外部問題を
内部問題と同様に扱え
る。境界の微分量も直
接の未知量として定式
化できる。計算量少な
い？

適用性 適用性広い（非線形問
題も可）。主として流
体解析に利用されてい
る。

適用性広い（非線形問
題も可）。主として構
造解析に利用されてい
るが流体解析も活発に
なってきた。

基本解の存在する問題
に限定される（非線形
問題は困難である）。
線形の３次元問題。特
異応力問題。移動境界
問題。　

3 偏微分方程式の型と解の特徴
双曲型方程式と放物線方程式の解の特徴は正反対であり、ふさわしい空間と時間の離散化手法も
異なる。双曲型では解に方向性があることから、空間の離散化には方向性のある重み関数 (風上側
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に重みを増す) を用いた風上有限要素法 (SUPG)を用いることが望ましいと言える。時間の離散化
には放物型と同様に陽解法も陰解法も有効であるが、双曲型では解の時間変化が局所的である (初
期の分布形を保ちながら伝搬する)ことから、局所的に解を決定する陽解法の特徴を活かすことも
出来る。
双曲型と放物型の混合型である NS方程式などでは高レイノルズ数では Galerkin法に基づく有
限要素法を適用すると、不安定な数値解が得られる。ここではその回避法を以下で述べる。

楕円型 放物型 双曲型
例 Laplace方程式 拡散方程式 移流方程式　
解の空間的特徴 周辺の値の平均値になる。 方向性がない。 方向性がある。
FEM Galerkin法 Galerkin法 SUPG(風上)

解の時間的特徴 大域的な変化 局所的な変化　

4 非圧縮NS方程式の特徴
非圧縮 NS方程式

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1
Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(1)

∂ui

∂xi
= 0 (2)

の特徴として

1. 非線形項 (u · ∇)uがある。

2. ２階の微分方程式で最高階の係数にパラメータが入っている。

3. 速度 uについては時間発展型になっているが、圧力 pについては時間発展型になっていない
こと。

• 1,2は圧縮 NS方程式でも同様であるが、3は非圧縮性の場合の特有の問題であり、ある意味
で非圧縮 NS 方程式の数値解法を（圧縮性に比べ）困難にしている。すなわち、速度 uを時
間発展的に求める場合、各時間ステップで連続の式 (2)を満足するように圧力 pを決める必
要がある。

NS方程式に現れる非線形項を考える。いま、流速 uを Fourier級数展開してその一つの成分を
u = ū(t) sin(kx)のように仮定し、これを一次元問題の移流項に代入すると次のようになる。

u
∂u

∂x
= ū2(t)k cos(kx) sin(kx) =

1
2
ū2(t)k sin(2kx) (3)

• このように、移流項の働きにより波数 kの成分から波数 2kの高周波成分が発生し、これが
小さい渦の発生の原因となる。

• 高レイノルズ数の流れでは、NS方程式の拡散項の係数が小さいため、かなりの高周波成分
まで、ある程度の時間が経過するまで拡散されずに残ってしまう。
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• 差分近似計算のさい、荒い格子を用いると、実際には高周波成分であるものが低周波成分と
して計算に取り込まれてしまい非線形不安定性（エリアシング誤差）を起こしてしまう。

• 中心差分を用いて近似する場合には、実際の粘性では拡散されずに残っている高周波成分ま
で”解像”できる格子を用いない限り、非線形不安定性によって計算が不安定となる。した
がって、高レイノルズ数の流れでは、よほど細かい格子を用いない限り中心差分では計算で
きないことになる。しかし、そのような細かい格子を用いることは通常不可能である。

• 高レイノルズ数では上流差分（風上差分）法が用いられる。

• 上流差分を変形すると”(高精度中心差分)+(数値粘性項)” と変形でき、数値粘性項（人工粘
性）により高周波成分を有効に拡散させることができる。

4.1 非圧縮NSを数値的に解く方法は次の４種類に大別される。
1. 圧力を消去する方法

2. 圧力を独立に求める方法

3. 擬似的な圧縮性を導入する方法

4. 連続の式、NS方程式をそのまま同時に連立させて解く方法。

1は流れ関数-渦度法。2はMAC法など。以下の FEMでは４を用いる。

5 Scalar turbulence

水中に落としたインクや染料、空気中に浮遊する煤煙、川の水や海水に溶けた汚染物質、あるい
はパイプや内燃焼機関内の各種溶液に溶けた混合物などは流体とともに流されながら拡散する。こ
のような物質の濃度の時間変化は、いわゆる移流拡散方程式

∂φ

∂t
+ ui

∂φ

∂xi
=

1
ReSc

∂2φ

∂xi∂xi
(4)

で記述される。ここに Sc(ν/κ) は Schmidt数、κは拡散係数。乱れた流れの中で受動的に運ばれ
る物質の濃度がどのように変化するかを考察できる。スカラー場 φが速度場によって受動的に流
されるだけで速度場を変化させないので、パッシブスカラーと呼ぶ。

6 FEM

以下では有限要素法の具体的な方法について述べる。
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6.1 非圧縮NS方程式
単一閉曲線 Γで囲まれた平面内の領域 Ωにおける非圧縮 NS方程式 (1)と (2)を考える。

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
−

(
− ∂p

∂xi
+

1
Re

∂

∂xj

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

))
= 0 (5)

∂ui

∂xi
= 0 (6)

[Dirichlet境界] Γの一部 Γg で

ui = gi (7)

[Neumann境界] 残りの境界 Γh で(
−pδij +

1
Re

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

))
nj = hi (8)

nj は外向き単位法線。gi,hi はそれぞれの境界上で規定される流速とトラクションである。

6.2 Mesh分割 (A参照)

三角形分割において

• 三角形の各頂点を節点 (node)と呼び、１から順に節点番号 1, 2, · · · , N を付ける。

• 各三角形を要素 (element)と呼び、１から順に要素番号 1, 2, · · · , M を付ける。

対応関係を示すと

三角形の要素 対応節点
三角形-丸 1 1-4-5
三角形-丸 2 1-5-2
三角形-丸M 5-N-6

6



6.3 重み付き残差法
方程式 (5)、つまり

r1(x, y) =
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
− ∂

∂xj

(
−pδij +

1
Re

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

))
(9)

で定まる関数 r1を残差と呼ぶ。もし、u, v, pが真の解ならば、残差 r1はゼロ関数となる。残差 r1

に重み関数 wをかけ領域 Ωで積分すると、ゼロ関数なら

∫
Ω

w(x, y)r1(x, y)dΩ = 0 (10)

同様に方程式 (6)に対して重み付き残差式を

r2(x, y) =
∂ui

∂xi
(11)

とし重み関数 qをかけ領域で積分すると∫
Ω

qr2(x, y)dΩ = 0 (12)

6.3.1 弱形式 (部分積分をしているだけ)

重み付き残差式の圧力項と粘性項に対してGauss-Greenの公式を用いて部分積分し、(10)と (12)
を足し合わせたものを考えると

∫
Ω

wi

(
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)
dΩ +

∫
Ω

∂wi

∂xj

(
−pδij +

1
Re

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

))
dΩ +

∫
Ω

q
∂ui

∂xi
dΩ

=
∫

Γh

wi

(
−pδij +

1
Re

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

))
njdΓ (13)

この問題では重み関数 wが一回微分可能であることが必要な代わりに、関数 uも一回微分可能
であればよい。この「弱」は関数 uに対する微分可能性の弱いことに由来する。

6.4 Galerkin法
Galerkin法とは未知関数と重み関数に対し、同じ線形の補間関数を弱形式に用いることである。

6.4.1 補間関数

解析領域 Ωを有限要素と呼ばれる小領域Ωeで分割し、その小領域ごとに補間関数によって近似
する。ここでは、未知関数である流速と圧力に対して三角形一次要素による補間を行う。
真の解 uの近似解を uh で表す。uh を構成する関数として、

Ni(x, y) =

1 (x, y) = (xi, yi)第 i節点座標

0 (x, y) = (xj , yj)(i 6= j)
(14)
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を導入する。これは第 i番目の節点で値１をとり、残りの全ての節点で値０をとり、しかも各要素
内では x, yの１次式である関数である。このようなNiを有限要素法では形状関数という。Nα(x, y)
は三角形要素 e内で、

Nα(x, y) = (aα + bαx + cαy) (15)

と表せ、αは要素節点番号である (α = 1, 2, 3)。各係数は

aα =
1

2∆
(xβyγ − xγyβ) bα =

1
2∆

(yβ − yγ) cα =
1

2∆
(yγ − yβ) (16)

である。ここで、∆は三角形の面積である。このような Nα は節点の数N だけあり、お互いに一
次独立である。近似解 uh をNi の一次結合として求める。

uh(x, y) =
N∑

j=1

cjNj(x, y) (17)

係数 cj は (14)より uh(xj , yj) = uj に等しくなるから、改めて次のように書く。

uh(x, y) =
N∑

j=1

ujNj(x, y) (18)

このとき、uj は真値 u(xi, yj)に対する近似値を意味する。このように展開の係数そのものが具体
的な物理量を表すことは、有限要素法の特徴である。

6.4.2 Galerkin法

要素領域内の未知関数である、流速 ui、移流速度 ūi、圧力 pの補間関数を形状関数N を用いて
表すと

uh
i = Nαui,α ūh

i = Nαūi,α ph
i = Nαpi,α (19)

ここで αは各節点値を示している。
重み関数 wi、連続の式に対する重み関数 q に対してもGalerkin法に基づいて未知関数と同じ補
間関数を用いると

wh
i = Nαwi,α qh = Nαqα (20)

となる。
これらを代入すると、(13)は

∫
Ω

wh
i

(
∂uh

i

∂t
+ uh

j

∂uh
i

∂xj

)
dΩ +

∫
Ω

∂wh
i

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
dΩ +

∫
Ω

qh ∂uh
i

∂xi
dΩ

=
∫

Γh

wh
i

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
njdΓ (21)
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6.5 SUPG法（移流による問題の回避）
1. Galerkin法による有限要素法において、高レイノルズ数では、正しい計算結果が得られない。

2. これは、Galerkin法による離散化は差分法の中心差分による離散化と等価なため、移流が卓
越すると数値振動が発生することによる。

3. この問題を解決するために、有限要素法では流れ方向に適切な量の人工拡散を加えるSUPG(Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin)法を用いる。(風上差分法)

SUPG法では、重み関数 w̃i を

w̃h
i = wh

i + τsu
h
j

∂wh
i

∂xj
(22)

と表す。τm は時間の次元を持つ安定化のパラメータである。これを用いて

∫
Ω

wh
i

(
∂uh

i

∂t
+ uh

j

∂uh
i

∂xj

)
dΩ +

∫
Ω

∂wh
i

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
dΩ +

∫
Ω

qh ∂uh
i

∂xi
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τsu

h
j

∂wh
i

∂xj

) [
∂uh

i

∂t
+ uj

∂uh
i

∂xj
− ∂

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))]
dΩ

=
∫

Γh

wh
i

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
njdΓ (23)

安定化パラメータ τs は後に述べる。

6.6 PSPG法 (非圧縮性の問題の回避)

非圧縮条件の過拘束に起因する圧力場の数値不安定性についても注意する必要がある。

6.6.1 GLS法

不安定性の回避方法として、GLS法 (Galerkin/Least-square method)に基づく安定化有限要素
法を用いる。この手法は安定化に寄与する重みとして、NS方程式と連続の式の最小２乗形式にな
る重みを与えるものである。

∫
Ω

wh
i

(
∂uh

i

∂t
+ uh

j

∂uh
i

∂xj

)
dΩ +

∫
Ω

∂wh
i

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
dΩ +

∫
Ω

qh ∂uh
i

∂xi
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

τs

[
∂wh

i

∂t
+ uh

j

∂wh
i

∂xj
− ∂

∂xj

(
−qhδij +

1
Re

(
∂wh

i

∂xj
+

∂wh
j

∂xi

))]
[

∂uh
i

∂t
+ uj

∂uh
i

∂xj
− ∂

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))]
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

τs

(
∂wh

i

∂xi

∂uh
j

∂xj

)
dΩ =

∫
Γh

wh
i

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
njdΓ (24)
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第 1,2,3項と右辺の総積分はGelerkin項、第 4項はNS方程式に対するGLS項、第５項は連続の式
に対するGLS項で特に衝撃補足項と呼ばれる安定化項である。４、５項を見て分かる通り、GLS
法は安定化の項が NS方程式と連続の式の最小２乗形式になっていることが分かる。
第４項の最初の [　]内、つまりGLS項の重み側である第２項が移流の卓越による不安定性を抑え
る SUPG項に対応し、第３項が非圧縮性に起因する圧力振動を抑える項である PSPG項 (Pressure
stabilizing/Petrov Galerkin)を表している。圧力の拡散項に相当する項が圧力場に導入され、圧力
の数値不安定現象を回避している。

6.6.2 SUPG/PSPG法

(24)の第４項の最初の [　]内の重みの第１項は重み関数が時間の関数ではないので考慮されな
いことになる。また第４項は、三角形の一次要素で離散化するため考慮されないことになる。この
場合はGLS法は SUPG/PSPG法と等価になる。ここでは、衝撃捕捉項を無視し、上の式をNS方
程式と連続の式に改めて書き直すと、NS方程式は

∫
Ω

wh
i

(
∂uh

i

∂t
+ uh

j

∂uh
i

∂xj

)
dΩ +

∫
Ω

∂wh
i

∂xj

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τsu

h
j

∂wh
i

∂xj

) [
∂uh

i

∂t
+ uj

∂uh
i

∂xj
+

∂ph

∂xj
− ∂

∂xj

(
1

Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))]
dΩ

=
∫

Γh

wh
i

(
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
njdΓ (25)

連続の式は∫
Ω

qh ∂uh
i

∂xi
dΩ +

nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τs

∂qh

∂xi

)[
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
+

∂ph

∂xi
− ∂

∂xj

(
1

Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))]
dΩ = 0 (26)

6.7 解くべき非圧縮NS方程式
流速に関しても、三角形の一次要素で離散化するため考慮されないことになり、２階微分の項は
消える。非圧縮 NS方程式に対し、安定化有限要素法 (SUPG/PSPG)を適用すると

∫
Ω

wh
i

(
∂uh

i

∂t
+ ūh

j

∂uh
i

∂xj

)
dΩ −

∫
Ω

∂wh
i

∂xi
pdΩ +

∫
Ω

1
Re

∂wh
i

∂xj

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

)
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τsū

h
k

∂wh
i

∂xk

)(
∂uh

i

∂t
+ ūh

j

∂uh
i

∂xj
+

∂ph

∂xi

)
dΩ =

∫
Γh

wh
i hh

i dΓ (27)

∫
Ω

qh ∂uh
i

∂xi
dΩ +

nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τp

∂qh

∂xi

)(
∂uh

i

∂t
+ ūh

j

∂uh
i

∂xj
+

∂ph

∂xi

)
dΩ = 0 (28)

(8)より (
−phδij +

1
Re

(
∂uh

i

∂xj
+

∂uh
j

∂xi

))
nj = hi Γh (29)
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ここで ūi は移流速度を表す。この後時間方向の離散化において、移流速度を陽的に評価される関
数として取り扱い、流速 ui と評価が異なるため以下では区別するため導入する。

6.8 安定化パラメータ
安定化パラメータとして

τs =

[(
2

∆t

)2

+
(

2 ‖ ūe
i ‖

he

)2

+
(

4
Reh2

e

)2
]−1/2

(30)

を用いる。ūe
i (i = 1, 2)は要素移流速度、he は要素長、‖ ūe

i ‖は要素移流速度のノルムを表す。要
素 eでの各節点 α = 1, 2, 3での移流速度は (ū1, ū2, ū3)、(v̄1, v̄2, v̄3) で要素移流速度を

ūe =
1
3
(ū1 + ū2 + ū3) v̄e =

1
3
(v̄1 + v̄2 + v̄3) (31)

と表し、要素移流速度のノルムを

‖ ūe
i ‖=

√√√√ nd∑
i=1

(ūe
i )2 =

√
(ūe)2 + (v̄e)2 (32)

ここで nd は次元数を表し、nd = 2とおいた。また、要素長は

he = 2

(
nen∑
α=1

∣∣∣∣( ūe
i

‖ ūe
i ‖

)(
∂Nα

∂xi

)∣∣∣∣
)−1

= 2
[

1
‖ ūe

i ‖

(∣∣∣∣ūe ∂N1

∂x
+ v̄e ∂N1

∂y

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ūe ∂N2

∂x
+ v̄e ∂N2

∂y

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ūe ∂N3

∂x
+ v̄e ∂N3

∂y

∣∣∣∣)]−1

= 2
[

1
‖ ūe

i ‖
(|ūeb1 + v̄ec2| + |ūeb2 + v̄ec2| + |ūeb3 + v̄ec3|)

]−1

(33)

ここで、nen は要素の節点数でありここでは nen = 3を用いている。

7 移流拡散方程式

∂φ

∂t
+ ui

∂φ

∂xi
=

1
ReSc

∂2φ

∂x2
i

(34)

[Dirichlet境界] Γの一部 Γg で

ui = gi (35)

[Neumann境界] 残りの境界 Γh で

1
ReSc

∂φ

∂xi
ni = q Γq (36)

nj は外向き単位法線。
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7.1 重み付き残差法
重み関数 sを掛け領域について積分すると

∫
Ω

s

(
∂φ

∂t
+ ūi

∂φ

∂xi
− 1

ReSc

∂2φ

∂x2
i

)
dΩ = 0 (37)

ここで、時間方向の離散化において、移流速度を陽的に評価される関数として取り扱うので、予め
NS方程式同様に移流速度を ūi とする。
部分積分を行うと

∫
Ω

s

(
∂φ

∂t
+ ūi

∂φ

∂xi

)
dΩ +

∫
Ω

1
ReSc

∂s

∂xi

∂φ

∂xi
dΩ =

∫
Γq

s
1

ReSc

∂φ

∂xi
nidΓ (38)

7.2 Galerkin法
要素内における未知関数及び重み関数はGalerkin法に基づいて同じ補間関数を用いる。すなわち、

φh = Nαφα sh = Nαsα (39)

とし、代入すると、

∫
Ω

sh ∂φh

∂t
dΩ +

∫
Ω

shūh
i

∂φh

∂xi
dΩ +

∫
Ω

1
ReSc

∂sh

∂xi

∂φh

∂xi
dΩ =

∫
Γq

shqhdΓ (40)

7.3 SUPG

安定化パラメータ τe を含む近似関数として

s̃h = sh + τeūi
∂sh

∂xi
(41)

を代入すると

∫
Ω

sh ∂φh

∂t
dΩ +

∫
Ω

shūh
i

∂φh

∂xi
dΩ +

∫
Ω

1
ReSc

∂sh

∂xi

∂φh

∂xi
dΩ

+
nel∑
e=1

τe

∫
Ω

ūh
i

∂sh

∂xi

(
∂φh

∂t
+ ui

∂φh

∂xi
− 1

ReSc

∂2φ

∂x2
i

)
dΩ =

∫
Γq

shqhdΓ (42)

補間関数は 1次式なので、2階微分の項は消え

∫
Ω

sh ∂φh

∂t
dΩ +

∫
Ω

shuh
i

∂φh

∂xi
dΩ +

∫
Ω

1
ReSc

∂sh

∂xi

∂φh

∂xi
dΩ

+
nel∑
e=1

τe

∫
Ω

ūh
i

∂sh

∂xi

(
∂φh

∂t
+ ui

∂φh

∂xi

)
dΩ =

∫
Γq

shqhdΓ (43)
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7.4 面積座標
面積座標に関する多項式の三角形上の積分は∫

Li
1L

j
2L

k
3dΩ =

2!i!j!k!∆
(2 + i + j + k)!

(44)

ただし、i, j, kは非負の整数。

7.5 係数行列の計算

∫
Ω

wh

(
∂uh

∂t
+ ūh ∂uh

∂x
+ v̄h ∂uh

∂y

)
dΩ−

∫
Ω

∂wh

∂x
phdΩ+

∫
Ω

1
Re

(
2
∂wh

∂x

∂uh

∂x
+

∂wh

∂y

∂vh

∂y

)
dΩ+

∫
Ω

1
Re

∂wh

∂y

∂vh

∂x
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

τs

(
ūh ∂wh

∂x
+ v̄h ∂wh

∂y

)(
∂uh

∂t
+ ūh ∂uh

∂x
+ v̄h ∂uh

∂y
+

∂ph

∂x

)
dΩ =

∫
Γ

whhh
1dΓ (45)

∫
Ω

wh

(
∂vh

∂t
+ ūh ∂vh

∂x
+ v̄h ∂vh

∂y

)
dΩ−

∫
Ω

∂wh

∂y
phdΩ+

∫
Ω

1
Re

(
2
∂wh

∂y

∂vh

∂y
+

∂wh

∂x

∂vh

∂x

)
dΩ+

∫
Ω

1
Re

∂wh

∂x

∂uh

∂y
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

τs

(
ūh ∂wh

∂x
+ v̄h ∂wh

∂y

)(
∂vh

∂t
+ ūh ∂vh

∂x
+ v̄h ∂vh

∂y
+

∂ph

∂y

)
dΩ =

∫
Γ

whhh
2dΓ (46)

∫
Ω

qh

(
∂uh

∂x
+

∂vh

∂y

)
dΩ +

nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τp

∂qh

∂x

) (
∂uh

∂t
+ ūh ∂uh

∂x
+ v̄h ∂uh

∂y
+

∂ph

∂x

)
dΩ

+
nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τp

∂qh

∂y

) (
∂vh

∂t
+ ūh ∂vh

∂x
+ v̄h ∂vh

∂y
+

∂ph

∂y

)
dΩ = 0(47)

∫
Ω

sh

(
∂φh

∂t
+ uh ∂φh

∂x
+ vh ∂φh

∂y

)
dΩ +

∫
Ω

1
ReSc

(
∂sh

∂x

∂φh

∂x
+

∂sh

∂y

∂φh

∂y

)
dΩ

+
nel∑
e=1

τe

∫
Ω

(
ūh ∂sh

∂x
+ v̄h ∂sh

∂y

)(
∂φh

∂t
+ u

∂φh

∂x
+ v

∂φh

∂y

)
dΩ =

∫
Γq

shqhdΓ (48)

以下ではwi = Nαwα,iの代入の際、wα,iは表示せずにNαだけを記す。要素の節点はα = 1 ∼ 3。
また、片にある hは書いていない。

• M: 時間項

∫
Ω

w
∂u

∂t
dΩ =

∫
Ω

NαNβdΩ
∂uβ

∂t
=

∫
Ω


N1

N2

N3

 〈N1N2N3〉dΩ


∂tu1

∂tu2

∂tu3


=

∆e

12

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 ∂uβ

∂t
= M

∂uβ

∂t
(49)
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• A: 移流項

∫
Ω

wū
∂u

∂x
dΩ +

∫
Ω

wv̄
∂u

∂y
dΩ =

∫
Ω

[
NαNβ ūβ

∂Nγ

∂x
+ NαNβ v̄β

∂Nγ

∂y

]
dΩuγ

=
∫

Ω


N1

N2

N3

 〈N1N2N3〉dΩ




ū1

ū2

ū3

 〈b1b2b3〉 +


v̄1

v̄2

v̄3

 〈c1c2c3〉




u1

u2

u3


=

∆e

12

2 1 1
1 2 1
1 1 2





ū1

ū2

ū3

 〈b1b2b3〉 +


v̄1

v̄2

v̄3

 〈c1c2c3〉

uγ = Auγ (50)

• G: 圧力項

∫
Ω

∂w

∂x
pdΩ =

∫
∂Nα

∂x
NβpβdΩ =

∫
Ω


b1

b2

b3

 〈N1N2N3〉dΩpβ =
∆e

3

b1 b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3

 pβ = G1pβ

∫
Ω

∂w

∂y
pdΩ =

∫
∂Nα

∂y
NβpβdΩ =

∫
Ω


c1

c2

c3

 〈N1N2N3〉dΩpβ =
∆e

3

c1 c1 c1

c2 c2 c2

c3 c3 c3

 pβ = G2pβ(51)

• Dij : 粘性項

∫
Ω

[
1

Re

(
2
∂w

∂x

∂u

∂x
+

∂w

∂y

∂u

∂y

)]
dΩ =

∫
1

Re

(
2
∂Nα

∂x

∂Nβ

∂x
+

∂Nα

∂y

∂Nβ

∂y

)
dΩuβ

=
1

Re

2


b1

b2

b3

 〈b1b2b3〉dΩ +
∫

Ω


c1

c2

c3

 〈c1c2c3〉

 ∫
Ω

dΩuβ

=
∆
Re

2

b1b1 b1b2 b1b3

b2b1 b2b2 b2b3

b3b1 b3b2 b3b3

 +

c1c1 c1c2 c1c3

c2c1 c2c2 c2c3

c3c1 c3c2 c3c3


uβ = D11uβ (52)

∫
Ω

1
Re

∂w

∂y

∂v

∂x
dΩ =

∫
Ω

1
Re

(
∂Nα

∂y

∂Nβ

∂x

)
dΩvβ =

1
Re


c1

c2

c3

 〈b1b2b3〉
∫

Ω

dΩvβ

=
∆
Re

c1b1 c1b2 c1b3

c2b1 c2b2 c2b3

c3b1 c3b2 c3b3

 vβ = D12vβ (53)
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∫
Ω

1
Re

∂w

∂x

∂u

∂y
dΩ =

[∫
Ω

1
Re

(
∂Nα

∂x

∂Nβ

∂y

)]
dΩuβ =

1
Re


b1

b2

b3

 〈c1c2c3〉
∫

Ω

dΩuβ

=
∆
Re

b1c1 b1c2 b1c3

b2c1 b2c2 b2c3

b3c1 b3c2 b3c3

uβ = D21uβ (54)

∫
Ω

[
1

Re

(
∂w

∂x

∂v

∂x
+ 2

∂w

∂y

∂v

∂y

)]
dΩ =

∫
Ω

1
Re

(
∂Nα

∂x

∂Nβ

∂x
+ 2

∂Nα

∂y

∂Nβ

∂y

)
dΩvβ

=
1

Re




b1

b2

b3

 〈b1b2b3〉dΩ +


c1

c2

c3

 〈c1c2c3〉

 ∫
Ω

dΩvβ

=
∆
Re


b1b1 b1b2 b1b3

b2b1 b2b2 b2b3

b3b1 b3b2 b3b3

 + 2

c1c1 c1c2 c1c3

c2c1 c2c2 c2c3

c3c1 c3c2 c3c3


 vβ = D22vβ (55)

• Cs: 連続の式の項

∫
Ω

q
∂u

∂x
dΩ =

∫
Ω

Nα
∂Nβ

∂x
dΩuβ =

∫
Ω


N1

N2

N3

 〈b1b2b3〉dΩuβ =
∆e

3

b1 b2 b3

b1 b2 b3

b1 b2 b3

uβ = Cs1uβ (56)

∫
Ω

q
∂v

∂y
dΩ =

∫
Ω

Nα
∂Nβ

∂y
dΩvβ =

∫
Ω


N1

N2

N3

 〈c1c2c3〉dΩvβ =
∆e

3

c1 c2 c3

c1 c2 c3

c1 c2 c3

 vβ = Cs2vβ (57)

• Ms: 時間項 (SUPG)

∫
Ωe

τs

(
ū

∂w

∂x
+ v̄

∂w

∂y

)
∂u

∂t
=

∫
Ω

τs

(
∂Nα

∂x
NβūβNγ +

∂Nα

∂y
Nβ v̄βNγ

)
dΩ

∂uγ

∂t

= τs
∆e

12




b1

b2

b3

 〈ū1ū2ū3〉 +


c1

c2

c3

 〈v̄1v̄2v̄3〉


2 1 1

1 2 1
1 1 2

 ∂uγ

∂t
= Ms

∂uγ

∂t
(58)

• As: 移流項 (SUPG)
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∫
Ωe

τs

(
ū

∂w

∂x
+ v̄

∂w

∂y

)(
ū

∂u

∂x
+ v̄

∂u

∂y

)
(59)

=
∫

Ω

τs

[(
∂Nα

∂x
NβūβNγ ūγ

∂Nδ

∂x
+

∂Nα

∂y
Nβ v̄βNγ ūγ

∂Nδ

∂x

)
+

(
∂Nα

∂x
Nβ ūβNγ ūγ

∂Nδ

∂y
+

∂Nα

∂y
Nβ v̄βNγ ūγ

∂Nδ

∂y

)]
dΩuδ

= τs
∆e

12


b1ū1 b1ū2 b1ū3

b2ū1 b2ū2 b2ū3

b3ū1 b3ū2 b3ū3

 +

c1v̄1 c1v̄2 c1v̄3

c2v̄1 c2v̄2 c2v̄3

c3v̄1 c3v̄2 c3v̄3




2 1 1
1 2 1
1 1 2



×


ū1b1 ū1b2 ū1b3

ū2b1 ū2b2 ū2b3

ū3b1 ū3b2 ū3b3

 +

v̄1c1 v̄1c2 v̄1c3

v̄2c1 v̄2c2 v̄2c3

v̄3c1 v̄3c2 v̄3c3


uδ = Asuδ (60)

• Gsi: 圧力項 (SUPG)

∫
Ωe

τs

(
ū

∂w

∂x
+ v̄

∂w

∂y

)
∂p

∂x
=

∫
Ω

τs

(
∂Nα

∂x
Nβūβ

∂Nγ

∂x
+

∂Nα

∂y
Nβ v̄β

∂Nγ

∂x

)
dΩpγ

= τs
∆e

3


b1ū1 b1ū2 b1ū3

b2ū1 b2ū2 b2ū3

b3ū1 b3ū2 b3ū3

 +

c1v̄1 c1v̄2 c1v̄3

c2v̄1 c2v̄2 c2v̄3

c3v̄1 c3v̄2 c3v̄3




b1 b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3

 pγ = Gs1pγ (61)

∫
Ωe

τs

(
ū

∂w

∂x
+ v̄

∂w

∂y

)
∂p

∂y
=

∫
Ω

τs

(
∂Nα

∂x
Nβ ūβ

∂Nγ

∂x
+

∂Nα

∂y
Nβ v̄β

∂Nγ

∂x

)
dΩpγ

= τs
∆e

3


b1ū1 b1ū2 b1ū3

b2ū1 b2ū2 b2ū3

b3ū1 b3ū2 b3ū3

 +

c1v̄1 c1v̄2 c1v̄3

c2v̄1 c2v̄2 c2v̄3

c3v̄1 c3v̄2 c3v̄3




c1 c1 c1

c2 c2 c2

c3 c3 c3

 pγ = Gs2pγ (62)

• Mpi: 時間項 (PSPG)

∫
Ωe

τp
∂q

∂x

∂u

∂t
=

∫
Ω

τp
∂Nα

∂x
NβdΩ

∂uβ

∂t
= τp

∆e

3

b1 b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3

 ∂uβ

∂t
= Mp1

∂uβ

∂t
(63)

∫
Ωe

τp
∂q

∂y

∂v

∂t
=

∫
Ω

τp
∂Nα

∂y
NβdΩ

∂vβ

∂t
= τp

∆e

3

c1 c1 c1

c2 c2 c2

c3 c3 c3

 ∂vβ

∂t
= Mp2

∂vβ

∂t
(64)

• Api: 移流項 (PSPG)

∫
Ωe

τp
∂q

∂x

(
ū

∂u

∂x
+ v̄

∂u

∂y

)
=

∫
Ω

τp

(
∂Nα

∂x
Nβ ūβ

∂Nγ

∂x
+

∂Nα

∂x
Nβ v̄β

∂Nγ

∂y

)
dΩuγ

= τp
∆e

3

b1 b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3




ū1b1 ū1b2 ū1b3

ū2b1 ū2b2 ū2b3

ū3b1 ū3b2 ū3b3

 +

v̄1c1 v̄1c2 v̄1c3

v̄2c1 v̄2c2 v̄2c3

v̄3c1 v̄3c2 v̄3c3


uγ = Ap1uγ (65)
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∫
Ωe

τp
∂q

∂y

(
ū

∂v

∂x
+ v̄

∂v

∂y

)
=

∫
Ω

τp

(
∂Nα

∂y
Nβūβ

∂Nγ

∂x
+

∂Nα

∂y
Nβ v̄β

∂Nγ

∂y

)
dΩuγ

= τp
∆e

3

c1 c1 c1

c2 c2 c2

c3 c3 c3




ū1b1 ū1b2 ū1b3

ū2b1 ū2b2 ū2b3

ū3b1 ū3b2 ū3b3

 +

v̄1c1 v̄1c2 v̄1c3

v̄2c1 v̄2c2 v̄2c3

v̄3c1 v̄3c2 v̄3c3


 uγ = Ap2uγ (66)

• Gp: 圧力項 (PSPG)

∫
Ωe

τp

(
∂q

∂x

∂p

∂x
+

∂q

∂y

∂p

∂y

)
=

∫
Ω

τp

(
∂Nα

∂x

∂Nγ

∂x
+

∂Nα

∂y

∂Nγ

∂y

)
dΩpγ

= τp∆e


b1b1 b1b2 b1b3

b2b1 b2b2 b2b3

b3b1 b3b2 b3b3

 +

c1c1 c1c2 c1c3

c2c1 c2c2 c2c3

c3c1 c3c2 c3c3


 pγ = Gppγ (67)

• Dcon: 移流拡散方程式の粘性項

∫
Ω

[
1

ReSc

(
∂s

∂x

∂φ

∂x
+

∂s

∂y

∂φ

∂y

)]
dΩ =

∫
1

ReSc

(
∂Nα

∂x

∂Nβ

∂x
+

∂Nα

∂y

∂Nβ

∂y

)
dΩφβ

=
1

ReSc




b1

b2

b3

 〈b1b2b3〉dΩ +
∫

Ω


c1

c2

c3

 〈c1c2c3〉

∫
Ω

dΩφβ

=
∆

ReSc


b1b1 b1b2 b1b3

b2b1 b2b2 b2b3

b3b1 b3b2 b3b3

 +

c1c1 c1c2 c1c3

c2c1 c2c2 c2c3

c3c1 c3c2 c3c3


uβ = Dconφβ (68)

7.6 有限要素方程式
NS方程式に対して

M
du
dt

+ Au − G1p + D11u + D12v + Ms
du
dt

+ Asu − Gs1p = 0

M
dv
dt

+ Av − G2p + D21u + D22v + Ms
dv
dt

+ Asv − Gs2p = 0

C1u + C2v + Mp1
du
dt

+ Mp2
dv
dt

+ Ap1u + Ap2v + Gpp = 0 (69)

移流拡散方程式に対して、

M
dφ

dt
+ Aφ + Dconφ + Ms

dφ

dt
+ Asφ = 0 (70)

これらの式を整理すると、

(M + Ms)
du
dt

+ (A + As)u − (G − Gs1)p + D11u + D12v = 0 (71)

(M + Ms)
dv
dt

+ (A + As)v − (G − Gs2)p + D21u + D22v = 0 (72)

C1u + Mp1
du
dt

+ Ap1u + C2v + Mp2
dv
dt

+ Ap2v + Gpp = 0 (73)
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(M + Ms)
dφ

dt
+ (A + As + Dcon)φ = 0 (74)

7.7 時間方向の離散化
時間方向の離散化において、時間微分は次のように表される

du
dt

=
un+1 − un

∆t
(75)

また、流速に対しては Crank-Nicolson 法を適用し、圧力と (73)のCiui を陰的に取り扱うと

(M + Ms)
un+1 − un

∆t
+ (A + As)un+ 1

2 + (G − Gs1)pn+1 + D11un+ 1
2 + D12vn+ 1

2 = 0

(M + Ms)
vn+1 − vn

∆t
+ (A + As)vn+ 1

2 + (G − Gs1)pn+1 + D21un+ 1
2 + D22vn+ 1

2 = 0

C1un+1 + Mp1
un+1 − un

∆t
+ Ap1un+ 1

2 + C2vn+1 + Mp2
vn+1 − vn

∆t
+ Ap2vn+ 1

2 + Gppn+1 = 0

(76)

ここで un+ 1
2 は以下のように表される。

un+ 1
2 =

1
2
(un+1 + un) (77)

また、A,Gなどに含まれる移流速度 ūiは Adams-Bashforth法により以下のように陽的に近似
し、線形化する

ū =
3
2
un − 1

2
un−1 (78)

各要素における節点 (α = 1, 2, 3)での流速、圧力を U,V,Pとしマトリックスを組むと


A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33





Un+1
1

Un+1
2

Un+1
3

V n+1
1

V n+1
2

V n+1
3

Pn+1
1

Pn+1
2

Pn+1
3



=


B1

B2

B3

 (79)
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A11 =
1

∆t
(M + Ms) +

1
2
(A + As + D11) (80)

A12 =
1
2
D12 (81)

A13 = −(G1 − GS1) (82)

A21 =
1
2
D21 (83)

A22 =
1

∆t
(M + Ms) +

1
2
(A + As + D22) (84)

A23 = −(G2 − GS2) (85)

A31 = C1 +
1

∆t
Mp1 +

1
2
Ap1 (86)

A32 = C2 +
1

∆t
Mp2 +

1
2
Ap2 (87)

A33 = GP (88)

B1 =
(

1
∆t

(M + Ms) −
1
2
(A + As + D11)

)
Un − 1

2
D12V

n (89)

B2 =
(

1
∆t

(M + Ms) −
1
2
(A + As + D22)

)
V n − 1

2
D21U

n (90)

B3 =
(

1
∆t

Mp1 −
1
2
Ap1

)
Un +

(
1

∆t
Mp2 −

1
2
Ap2

)
V n (91)

8 連立一次方程式の解法
離散化により、

Ax = b (92)

の連立方程式を解かなければならない。連立方程式を解くアルゴリズムとして、ガウス消去法と
いった直接解法や共役勾配法といった反復法がある。共役勾配法は初期値を適切に選べば収束も高
いが、左辺行列を正定値対称行列に限っており、今回のような左辺行列が非対称行列となるような
問題に適用することはできない。ここでは、非対称行列にも適用可能な方法として、双共役勾配法
を用いる。

8.1 GPBi-CG法
8.1.1 前処理法

反復法を用いる場合、方程式をそのまま解くのではなく、方程式に前処理を施し、収束が速い方
程式に変換してから反復法を適用する。ここでは、対角スケーリング法（左辺行列の対角成分を前
処理として使用）を用いる。今、左辺行列Aの対角成分の絶対値のみの対角行列をD とし、二つ
の行列式で表すとする
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図 2: 有限要素モデル

D =

|a11| 0

0 |ann|

 =


√

|a11| 0
. . .

0
√
|ann|




√
|a11| 0

. . .

0
√

|ann|

 =
√

D
√

D (93)

この行列を用いて (92)を変形すると

8.2 行列・ベクトル積の削減
行列・ベクトル積の演算では

• 全体行列による計算

• Element-by-Element 処理による計算

が考えられる。演算の際、左辺行列Aを記憶しておく必要があり、小さい行列であれば大差は無
いが、自由度の増加に伴い、必要とされる記憶容量は増大する。実際の実装では、記憶容量を削減
するための方法として Element-by-element処理を導入する。比較のため、図 8.2のようなモデル
を考える。1 ∼ 4は節点番号。a,b は要素番号、1̄ ∼ 3̄は要素節点番号を表す。

8.2.1 全体行列

要素 a aa
1̄1̄ aa

1̄2̄ aa
1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄2̄ aa
2̄3̄

aa
3̄1̄ aa

3̄2̄ aa
3̄3̄

 (94)

要素 b ab
1̄1̄ ab

1̄2̄ ab
1̄3̄

ab
2̄1̄ ab

2̄2̄ ab
2̄3̄

ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄

 (95)

これらを、全体系に重ね合わせると、以下のように全体行列となる。
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
aa
1̄1̄ aa

1̄3̄ aa
1̄2̄ 0

aa
3̄1̄ aa

3̄3̄ + ab
1̄1̄ aa

3̄2̄ + ab
1̄2̄ aa

1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄3̄ + ab
2̄1̄ aa

2̄2̄ + ab
2̄2̄ ab

2̄3̄

0 ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄

 (96)

例えば、q = Apという行列・ベクトル積を考えると以下のような演算となる。


q1

q2

q3

q4

 =


aa
1̄1̄ aa

1̄3̄ aa
1̄2̄ 0

aa
3̄1̄ aa

3̄3̄ + ab
1̄1̄ aa

3̄2̄ + ab
1̄2̄ aa

1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄3̄ + ab
2̄1̄ aa

2̄2̄ + ab
2̄2̄ ab

2̄3̄

0 ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄




p1

p2

p3

p4

 (97)

この方法ではN × N の行列を作る必要があり、メモリを大きく使ってしまう。

8.2.2 element-by-element

次にメモリ容量を削減するために、element-by-element処理を施すことを考える。まず要素ごと
にマトリックスとベクトルを掛け合わせたものを作る。すなわちこの場合は要素 aと bの二つで
ある。

qa
1̄

qa
2̄

qa
3̄

 =

aa
1̄1̄ aa

1̄2̄ aa
1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄2̄ aa
2̄3̄

aa
3̄1̄ aa

3̄2̄ aa
3̄3̄


pa

1̄

pa
2̄

pa
3̄

 (98)

qb
1̄

qb
2̄

qb
3̄

 =

ab
1̄1̄ ab

1̄2̄ ab
1̄3̄

ab
2̄1̄ ab

2̄2̄ ab
2̄3̄

ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄


pb

1̄

pb
2̄

pb
3̄

 (99)

ただし、要素番号 aにおける要素節点番号 2̄の値（この場合スカラー量）pa
2̄ は節点番号 3の値

p3 と表すことができ、対応させるとpa
1̄

pa
2̄

pa
3̄

 =

p1

p3

p2


pb

1̄

pb
2̄

pb
3̄

 =

p2

p3

p4

 (100)

これらを代入すると

q1

q3

q2

 =

aa
1̄1̄ aa

1̄2̄ aa
1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄2̄ aa
2̄3̄

aa
3̄1̄ aa

3̄2̄ aa
3̄3̄


p1

p3

p2

 (101)

q2

q3

q4

 =

ab
1̄1̄ ab

1̄2̄ ab
1̄3̄

ab
2̄1̄ ab

2̄2̄ ab
2̄3̄

ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄


p2

p3

p4

 (102)
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同様に全体系に重ね合わせると、


q1

q2

q3

q4

 =


aa
1̄1̄ aa

1̄3̄ aa
1̄2̄ 0

aa
3̄1̄ aa

3̄3̄ + ab
1̄1̄ aa

3̄2̄ + ab
1̄2̄ aa

1̄3̄

aa
2̄1̄ aa

2̄3̄ + ab
2̄1̄ aa

2̄2̄ + ab
2̄2̄ ab

2̄3̄

0 ab
3̄1̄ ab

3̄2̄ ab
3̄3̄




p1

p2

p3

p4

 (103)

となり、最初に述べた全体行列と同じになる。Element-by-Elementでは、行列を全体系で重ね合
わせるのではなく、要素ごとのベクトルを計算し、それを全体系に重ね合わせるのである。

A メッシュ
各要素における節点の対応をいちいち作るのは大変なので、フリーソフトを使用。ここでは 2次
元の Triangleを使用 [5](freeFEMも自動でメッシュを切ることが可能)。例えば、Fileに作りたい
図形の (x座標、y座標)）を入れ、各三角形の角度は 31.5度以上、面積は 20以上と設定

• ./triangle -pq31.5a20 　 File

　し、以下の様なデータを得ることができる。

• (節点番号,x座標,y座標)

• (三角形の要素番号,三角形の節点１の番号,　節点２の番号,　節点３の番号)

• (境界の番号)

つまり、作りたい図形の座標を入れることにより、メッシュは自動的にできる。
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