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T-anomalous

T-anomalous

[Related works: Metlitski 15, Seiberg-Witten 16, Tachikawa-Yonekura 16&18, 
Freed-Hopkins 16, Witten 16,  Yonekura 16&19, Witten-Yonekura 19…] 
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If we impose local  and Lorentz (rotation)  
invariant boundary condition, + and Ð 
chirality sectors do not  decouple any more.

+

- angular momentum is 
conserved

       and the index do not make sense.

�%�J�G�G�J�D�V�M�U�Z���X�J�U�I���C�P�V�O�E�B�S�Z
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�D�P�O�E�J�U�J�P�O
Gives up the locality and rotational symmetry 
but keeps the chirality.
Eg. 4 dim

boundary

gauge

They impose a non-local 
b.c.

[Atiyah, Patodi, Singer 75]
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�%�J�G�G�F�S�F�O�U���F�Y�Q�M�B�O�B�U�J�P�O���X�I�Z���"�1�4��
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�E�J�S�F�D�U�J�P�O���B�O�E���J�O�U�S�P�E�V�D�F�E���U�I�F���"�1�4��

�C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O���B�T���J�O�U�F�S�N�F�E�J�B�U�F��

�l�T�U�B�U�F�T�z�����5�I�F���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M���Q�S�P�Q�F�S�U�Z���P�G��

�"�1�4���J�T���D�B�O�D�F�M�F�E���C�F�U�X�F�F�O���U�I�F���C�S�B���L�F�U��

�T�U�B�U�F�T����

�	���*�O���P�V�S���X�P�S�L�
���X�F���U�S�Z���U�P���S�F�N�P�W�F���J�U���
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! ���� �*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O��
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����������������������������������������������������������������������������������
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���0�O�P�H�J�
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��������������������������������������������������������������������������

���� �.�B�U�I�F�N�B�U�J�D�B�M���Q�S�P�P�G���<�'�
���'�V�S�V�U�B�
���.�B�U�T�V�P�
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���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
��
�:�B�N�B�T�I�J�U�B�
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������������������������������������������������������������������������������
���� �"�1�4���J�O�E�F�Y���P�O���B���M�B�U�U�J�D�F�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
��

�:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>��
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���� �4�V�N�N�B�S�Z



�"�U�J�Z�B�I���4�J�O�H�F�S�	�"�4�
���J�O�E�F�Y����

�G�S�P�N���N�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S

�;�F�S�P���N�P�E�F�T���P�G���%�������T�U�J�M�M���F�J�H�F�O�T�U�B�U�F�T���P�G���)����

�/�P�O���[�F�S�P���N�P�E�F�T���N�B�L�F���œ���Q�B�J�S�T

H = ! 5(D + M )
<latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit>

H�0 = �5M�0 = ±M�0.
<latexit sha1_base64="C0aKYE6gmA0VJvi6oqtiXI2qLeg="></latexit><latexit sha1_base64="C0aKYE6gmA0VJvi6oqtiXI2qLeg="></latexit><latexit sha1_base64="C0aKYE6gmA0VJvi6oqtiXI2qLeg="></latexit><latexit sha1_base64="C0aKYE6gmA0VJvi6oqtiXI2qLeg="></latexit>

H ! i = " i ! i
<latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit><latexit sha1_base64="0fyxNdpYF1KpaiLvJiR7kuyP0Pw="></latexit>

HD ! i = ! DH ! i = ! " i D ! i
<latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit><latexit sha1_base64="y6nmTZIz2hON0aR57QBnLXJe84U="></latexit>

! (H ) =
!

i

sgn" i

= # of + M ! # of ! M
<latexit sha1_base64="EYJacf+qyQBslO91dxUqFJEVKZ4="></latexit><latexit sha1_base64="EYJacf+qyQBslO91dxUqFJEVKZ4="></latexit><latexit sha1_base64="EYJacf+qyQBslO91dxUqFJEVKZ4="></latexit><latexit sha1_base64="EYJacf+qyQBslO91dxUqFJEVKZ4="></latexit>

�����"�4���J�O�E�F�Y� 



�������������������B�M�X�B�Z�T���K�V�N�Q�T���C�Z������

�5�P���J�O�D�S�F�B�T�F�������N�P�E�F�T�
����

�X�F���I�B�W�F���U�P���C�P�S�S�P�X����

�P�O�F���G�S�P�N�������	�6�7�
���N�P�E�F�T��������

�(�P�P�E���S�F�H�V�M�B�S�J�[�B�U�J�P�O�T����

�	�F���H�����1�B�V�M�J���7�J�M�M�B�S�T�
���M�B�U�U�J�D�F�
��

�S�F�T�Q�F�D�U���U�I�J�T���G�B�D�U��������������

����������

H = ! 5(D + M )
<latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit>

+ M
<latexit sha1_base64="hewny92FYCHpAVdPl03ZDQuDG1Y="></latexit><latexit sha1_base64="hewny92FYCHpAVdPl03ZDQuDG1Y="></latexit><latexit sha1_base64="hewny92FYCHpAVdPl03ZDQuDG1Y="></latexit><latexit sha1_base64="hewny92FYCHpAVdPl03ZDQuDG1Y="></latexit>

�M
<latexit sha1_base64="AjbFY+pH/iFUQuZs57UzQAx3wn4="></latexit><latexit sha1_base64="AjbFY+pH/iFUQuZs57UzQAx3wn4="></latexit><latexit sha1_base64="AjbFY+pH/iFUQuZs57UzQAx3wn4="></latexit><latexit sha1_base64="AjbFY+pH/iFUQuZs57UzQAx3wn4="></latexit>

�œ

�œ

�œ

�œ
I = 0

<latexit sha1_base64="z3ZENP780TAeKYvoBlrwINmdU6s="></latexit><latexit sha1_base64="z3ZENP780TAeKYvoBlrwINmdU6s="></latexit><latexit sha1_base64="z3ZENP780TAeKYvoBlrwINmdU6s="></latexit><latexit sha1_base64="z3ZENP780TAeKYvoBlrwINmdU6s="></latexit>

I = 1
<latexit sha1_base64="pGyjXuI5I8EiTAoUfsywzZTstTE="></latexit><latexit sha1_base64="pGyjXuI5I8EiTAoUfsywzZTstTE="></latexit><latexit sha1_base64="pGyjXuI5I8EiTAoUfsywzZTstTE="></latexit><latexit sha1_base64="pGyjXuI5I8EiTAoUfsywzZTstTE="></latexit>

⌘(H)
<latexit sha1_base64="A89dKLbbcDrqFW1tQ1LXIFhsn3g="></latexit><latexit sha1_base64="A89dKLbbcDrqFW1tQ1LXIFhsn3g="></latexit><latexit sha1_base64="A89dKLbbcDrqFW1tQ1LXIFhsn3g="></latexit><latexit sha1_base64="A89dKLbbcDrqFW1tQ1LXIFhsn3g="></latexit>

Index(D) =
1
2

! (H).
<latexit sha1_base64="CGEzvhiJuRoQzxJu69hjKjylcSU="></latexit><latexit sha1_base64="CGEzvhiJuRoQzxJu69hjKjylcSU="></latexit><latexit sha1_base64="CGEzvhiJuRoQzxJu69hjKjylcSU="></latexit><latexit sha1_base64="CGEzvhiJuRoQzxJu69hjKjylcSU="></latexit>

�V�O�Q�B�J�S�F�E

�Q�B�J�S�F�E



�1�F�S�U�V�S�C�B�U�J�W�F���l�Q�S�P�P�G�z���	�J�O���Q�I�Z�T�J�D�T���T�F�O�T�F�


�V�T�J�O�H���1�B�V�M�J���7�J�M�M�B�S�T���T�V�C�U�S�B�D�U�J�P�O
H = ! 5(D + M )

<latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit><latexit sha1_base64="p5LMQXIq6ZnPd6BFmqhXjlSY4WQ="></latexit>

Fujikawa-method does not contribute.

1
2

! (H )reg =
1
2

[! (H ) ! ! (HP V )] .
<latexit sha1_base64="4NuvKzY/UMUm9mnIhEDchEFGH3c="></latexit><latexit sha1_base64="4NuvKzY/UMUm9mnIhEDchEFGH3c="></latexit><latexit sha1_base64="4NuvKzY/UMUm9mnIhEDchEFGH3c="></latexit><latexit sha1_base64="4NuvKzY/UMUm9mnIhEDchEFGH3c="></latexit>

HP V = ! 5(D ! ! ), ! " M
<latexit sha1_base64="DuGZKOd5l+FWQcFjwwq1ua2s33o="></latexit>
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<latexit sha1_base64="nXOqPJsGDuWiWpUWXDp+NW8gFVQ="></latexit>

! ! (HP V ) =
1

32" 2

!
d4x #µ !"# tr cF µ ! F "# ! UV.

<latexit sha1_base64="htkv35tZWKKAbVQQfJSV1QmM9tw="></latexit>

���N�B�U�I�F�N�B�U�J�D�B�M���Q�S�P�P�G���J�T���B�M�T�P���T�I�P�X�O���J�O���P�V�S���Q�B�Q�F�S��



�$�P�O�U�F�O�U�T

! ���� �*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O��
�����"�1�4���C���D�����J�T���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M�����-�F�U���V�T���D�P�O�T�J�E�F�S���N�B�T�T�J�W�F���D�B�T�F����

���� �.�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���J�O�E�F�Y���X�J�U�I�P�V�U���C�P�V�O�E�B�S�Z��
�������������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�4���J�O�E�F�Y����
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���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
��
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���� �4�V�N�N�B�S�Z

!

I = ! (" 5(D + M )) reg / 2
<latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit>
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�C�P�V�O�E�B�S�Z���à���E�P�N�B�J�O���X�B�M�M����

outside
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�*�O���Q�I�Z�T�J�D�T�
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���� �"�O�Z���C�P�V�O�E�B�S�Z���I�B�T���l�P�V�U�T�J�E�F�z�����N�B�O�J�G�P�M�E������

�C�P�V�O�E�B�S�Z���à���E�P�N�B�J�O���X�B�M�M����

���� �#�P�V�O�E�B�S�Z���T�I�P�V�M�E���O�P�U���Q�S�F�T�F�S�W�F���I�F�M�J�D�J�U�Z���C�V�U���L�F�F�Q��
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���� �"�O�Z���C�P�V�O�E�B�S�Z���I�B�T���l�P�V�U�T�J�E�F�z�����N�B�O�J�G�P�M�E������

�C�P�V�O�E�B�S�Z���à���E�P�N�B�J�O���X�B�M�M����

���� �#�P�V�O�E�B�S�Z���T�I�P�V�M�E���O�P�U���Q�S�F�T�F�S�W�F���I�F�M�J�D�J�U�Z���C�V�U���L�F�F�Q��

�B�O�H�V�M�B�S���N�P�N�����N�B�T�T�M�F�T�T���à���N�B�T�T�J�W�F���	�J�O���C�V�M�L�
��
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�à���C�V�U���B�V�U�P�N�B�U�J�D�B�M�M�Z���D�I�P�T�F�O����
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���� �"�O�Z���C�P�V�O�E�B�S�Z���I�B�T���l�P�V�U�T�J�E�F�z�����N�B�O�J�G�P�M�E������

�C�P�V�O�E�B�S�Z���à���E�P�N�B�J�O���X�B�M�M����

���� �#�P�V�O�E�B�S�Z���T�I�P�V�M�E���O�P�U���Q�S�F�T�F�S�W�F���I�F�M�J�D�J�U�Z���C�V�U���L�F�F�Q��

�B�O�H�V�M�B�S���N�P�N�����N�B�T�T�M�F�T�T���à���N�B�T�T�J�W�F���	�J�O���C�V�M�L�
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���� �#�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O���T�I�P�V�M�E���O�P�U���C�F���Q�V�U���C�Z���I�B�O�E��

�à���C�V�U���B�V�U�P�N�B�U�J�D�B�M�M�Z���D�I�P�T�F�O����

���� �&�E�H�F���M�P�D�B�M�J�[�F�E���N�P�E�F�T���Q�M�B�Z���U�I�F���L�F�Z���S�P�M�F����



�%�P�N�B�J�O���X�B�M�M���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S

�-�F�U���V�T���D�P�O�T�J�E�F�S��

�P�O���B���D�M�P�T�F�E���N�B�O�J�G�P�M�E��

�X�J�U�I���T�J�H�O���G�M�J�Q�Q�J�O�H���N�B�T�T�
��

�X�J�U�I�P�V�U���B�T�T�V�N�J�O�H���B�O�Z����

�C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O����

�	�X�F���F�Y�Q�F�D�U���J�U���E�Z�O�B�N�J�D�B�M�M�Z���H�J�W�F�O���
����

[Jackiw-Rebbi 1976,  
Callan-Harvery 1985,  
Kaplan 1992 ]



�l�O�F�X�z���"�1�4���J�O�E�F�Y�����<�'���0�O�P�H�J���:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>

�����"�4���J�O�E�F�Y

1
2

! (" 5(D + M#(x4))) reg
<latexit sha1_base64="Nh/dM+Bj1++ZZPOp/uIxybKJOwY="></latexit>

1
2

! (" 5(D + M )) reg

<latexit sha1_base64="UV4JWwnejoXctuCtkPVnazZnqFo="></latexit>

�X�I�J�D�I���D�B�O���C�F���T�I�P�X�O���C�Z���'�V�K�J�L�B�X�B���N�F�U�I�P�E����

=
1

32! 2

!

x 4 > 0
d4x"µ !"# tr[ F µ ! F "# ]!

#(iD 3D )
2

<latexit sha1_base64="PbX1aekfyY8dfClo/mPD+ldcUlY="></latexit>



�'�V�K�J�L�B�X�B���N�F�U�I�P�E��

1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

���� �D�I�P�P�T�F���S�F�H�V�M�B�S�J�[�B�U�J�P�O��

����������

���� �D�I�P�P�T�F���D�P�N�Q�M�F�U�F���T�F�U���U�P���F�W�B�M�V�B�U�F���U�S�B�D�F��

��������

���� �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O



�'�V�K�J�L�B�X�B���N�F�U�I�P�E��

1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

���� �D�I�P�P�T�F���S�F�H�V�M�B�S�J�[�B�U�J�P�O��

�������1�B�V�M�J���7�J�M�M�B�S�T����

���� �D�I�P�P�T�F���D�P�N�Q�M�F�U�F���T�F�U���U�P���F�W�B�M�V�B�U�F���U�S�B�D�F��

����������

���� �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O

!
1
2

Tr
! 5(D ! M 2)

!
{ ! 5(D ! M 2)} 2

M 2 " M
<latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit>



�'�V�K�J�L�B�X�B���N�F�U�I�P�E��

1

2
⌘(HDW ) =

1

2
Tr

�5(D +M"(x4))p
{�5(D +M"(x4))}2

<latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit><latexit sha1_base64="gzseAN+kuhx7+ql6WiJXzKGt2Vo="></latexit>

���� �D�I�P�P�T�F���S�F�H�V�M�B�S�J�[�B�U�J�P�O��

�������1�B�V�M�J���7�J�M�M�B�S�T����

���� �D�I�P�P�T�F���D�P�N�Q�M�F�U�F���T�F�U���U�P���F�W�B�M�V�B�U�F���U�S�B�D�F��

�����F�J�H�F�O���T�F�U���P�G����

���� �Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O

!
1
2

Tr
! 5(D ! M 2)

!
{ ! 5(D ! M 2)} 2

M 2 " M
<latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit><latexit sha1_base64="yYq9wzy+74LsMHuFJdlBkGWPKuE="></latexit>

{ ! 5(D free + M "(x4)) } 2
<latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit><latexit sha1_base64="W2jBPStlV4k4tj97QzX2mNYaZKQ="></latexit>



�$�P�N�Q�M�F�U�F���T�F�U���J�O���U�I�F���G�S�F�F���D�B�T�F

�4�P�M�V�U�J�P�O�T���U�P��

�B�S�F�������������������������������������X�I�F�S�F���� �� �� �� �� �� ��������������������������

�)�F�S�F�
�� �� �� ���������B�O�E��

���%���E�J�S�F�D�U�J�P�O�������D�P�O�W�F�O�U�J�P�O�B�M���Q�M�B�O�F���X�B�W�F�T��

 Edge mode appears !

! (x4) ! ei páx
<latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit><latexit sha1_base64="S4Gt+DNdNClqqhR9O0WvxhiQ8Iw="></latexit>

{ ! 5(D free + M "(x4)) } 2# =
!
! $2

µ + M 2! 2M ! 4%(x4)
"

# = &2#
<latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit><latexit sha1_base64="tlCgN86H0K9IzB04AjzhZoRBJNg="></latexit>



�l�"�V�U�P�N�B�U�J�D�z���C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O

�8�F���E�J�E�O�`�U���Q�V�U���B�O�Z���C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O���C�Z���I�B�O�E����

�#�V�U��

�J�T���B�V�U�P�N�B�U�J�D�B�M�M�Z���T�B�U�J�T�G�J�F�E�����E�V�F���U�P���U�I�F���E�P�N�B�J�O��

�X�B�M�M�����5�I�J�T���D�P�O�E�J�U�J�P�O���J�T���-�0�$�"�- ���B�O�E�����1�3�&�4�&�3�7�&�4��

�B�O�H�V�M�B�S���N�P�N�F�O�U�V�N���J�O�����Y�� ���E�J�S�F�D�U�J�P�O���C�V�U���%�0�&�4��

�/�0�5���L�F�F�Q���D�I�J�S�B�M�J�U�Z��



�$�P�O�U�F�O�U�T

! ���� �*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O��
�����"�1�4���C���D�����J�T���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M�����-�F�U���V�T���D�P�O�T�J�E�F�S���N�B�T�T�J�W�F���D�B�T�F����

���� �.�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���J�O�E�F�Y���X�J�U�I�P�V�U���C�P�V�O�E�B�S�Z��
���������������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�4���J�O�E�F�Y����

���� �/�F�X���J�O�E�F�Y���X�J�U�I���C�P�V�O�E�B�S�Z���<�'�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>����
���������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�1�4���J�O�E�F�Y����

���� �.�B�U�I�F�N�B�U�J�D�B�M���Q�S�P�P�G���<�'�
���'�V�S�V�U�B�
���.�B�U�T�V�P�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
��
�:�B�N�B�T�I�J�U�B�
�����������>��

������������������������������������������������������������������������������
���� �"�1�4���J�O�E�F�Y���P�O���B���M�B�U�U�J�D�F�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
��

�:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>��
����

���� �4�V�N�N�B�S�Z

!

I = ! (" 5(D + M )) reg / 2
<latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit>

!

I = ! (" 5(D + M #(x4))) reg / 2
<latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit>



�0�W�F�S�W�J�F�X

�X�J�U�I���Q�I�Z�T�J�D�J�T�U��

�V�O�G�S�J�F�O�E�M�Z��

�C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O��

Ind (DAPS )
<latexit sha1_base64="OwUMoHkUjEOLyCemqdI2i/cIoNI="></latexit>

�� ��

�X�J�U�I���Q�I�Z�T�J�D�J�T�U���G�S�J�F�O�E�M�Z��

�T�F�U���V�Q���	�U�P�Q�P�M�P�H�J�D�B�M��

�J�O�T�V�M�B�U�P�S�
��

1
2

! (HDW )
<latexit sha1_base64="wgj8OT7RSel3V3JC/ODlv1aMMgs="></latexit>

�$�0�/�+�&�$�5�6�3�&���G�S�P�N����

�Q�F�S�U�V�S�C�B�U�J�P�O���J�O�����%���G�M�B�U���T�Q�B�D�F

��

�5�)�&�0�3�&�.��

�P�O���B�O�Z���F�W�F�O���E�J�N�����D�V�S�W�F�E���N�B�O�J�G�P�M�E��
�<�'�
���'�V�S�V�U�B�
���.�B�U�T�V�P�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
���:�B�N�B�T�I�J�U�B�
�����������>

�<�"�1�4�����������>

�<�'�
���0�O�P�H�J�
��

�:�B�N�B�H�V�D�I�J��

���������>

�-�B�U�U�J�D�F���W�F�S�T�J�P�O��
�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
��

�.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
��

�0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J��

���������>



�5�I�F�P�S�F�N��������

�"�1�4���J�O�E�F�Y�������J�O�E�F�Y���X�J�U�I���J�O�G�J�O�J�U�F���D�Z�M�J�O�E�F�S

�*�O���P�S�J�H�J�O�B�M���"�1�4���Q�B�Q�F�S�
���U�I�F�Z���T�I�P�X�F�E��

�*�O�E�F�Y���X�����"�1�4���C���D���������*�O�E�F�Y���X�J�U�I���J�O�G�J�O�J�U�F��

�D�Z�M�J�O�E�F�S���B�U�U�B�D�I�F�E���U�P���U�I�F���P�S�J�H�J�O�B�M���C�P�V�O�E�B�S�Z��

�	�X���S���U�����T�R�V�B�S�F���J�O�U�F�H�S�B�C�M�F���N�P�E�F�T�
����
�����0�O���D�Z�M�J�O�E�F�S�
���H�B�V�H�F���G�J�F�M�E�T���B�S�F���D�P�O�T�U�B�O�U���J�O���U�I�F���F�Y�U�S�B���E�J�S�F�D�U�J�P�O��



�5�I�F�P�S�F�N��������

�-�P�D�B�M�J�[�B�U�J�P�O���	�����Q�S�P�E�V�D�U���G�P�S�N�V�M�B�


�#�Z���H�J�W�J�O�H���Q�P�T�J�U�J�P�O���E�F�Q�F�O�E�F�O�U���l�N�B�T�T�z�
���X�F���D�B�O��

�M�P�D�B�M�J�[�F���U�I�F���[�F�S�P���N�P�E�F�T���U�P���l�N�B�T�T�M�F�T�T�z���M�P�X�F�S��

�E�J�N�F�O�T�J�P�O�B�M���T�V�S�G�B�D�F���B�O�E���U�I�F���J�O�E�F�Y���J�T���H�J�W�F�O���C�Z��

�U�I�F���Q�S�P�E�V�D�U��

�����H�F�O�F�S�B�M�J�[�B�U�J�P�O���P�G���E�P�N�B�J�O���X�B�M�M���G�F�S�N�J�P�O

�N�������T�V�S�G�B�D�F

Ind(�s(D
d + @s + i�sM(s))) =

Ind(Dd)⇥ Ind(�s@s +M(s))
<latexit sha1_base64="U/+LkacMWAg/NQsEiODHibzT5gg="></latexit>



�5�I�F�P�S�F�N��������

�*�O���P�E�E���E�J�N�
���"�1�4���J�O�E�F�Y�������C�P�V�O�E�B�S�Z���F�U�B���J�O�W�B�S�J�B�O�U

�F�Y�J�T�U�T���P�O�M�Z���J�O���F�W�F�O���E�J�N��

Z
F ^ F ^ · · ·

<latexit sha1_base64="NHQVaUQhvfgUOhxRh5ItUsS+/NQ="></latexit>

Ind (D odd! dim
APS ) =

1
2

!
! (D boundary1 ) ! ! (D boundary2 )

"

<latexit sha1_base64="DYKpN+fKUFAel6kYrwNbGodjl+Y="></latexit>



�����E�J�N�F�O�T�J�P�O�B�M���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S
�X�F���D�P�O�T�J�E�F�S��

�X�I�F�S�F��

������
�B�O�E�������������J�T����

�J�O�E�F�Q�F�O�E�F�O�U���P�G����������������

Aµ
<latexit sha1_base64="8/onSvm0+gH97kwklOoGVPtlQzA="></latexit>

D5D =

✓
0 @5 + �5(D4D +m(x4, x5))

�@5 + �5(D4D +m(x4, x5)) 0

◆

<latexit sha1_base64="jqhKFVlLEDWp4j5cDj5kNibuk0o="></latexit><latexit sha1_base64="jqhKFVlLEDWp4j5cDj5kNibuk0o="></latexit><latexit sha1_base64="jqhKFVlLEDWp4j5cDj5kNibuk0o="></latexit><latexit sha1_base64="jqhKFVlLEDWp4j5cDj5kNibuk0o="></latexit>

m(x4, x5) =

8
<

:

M for x4 > 0 & x5 > 0
0 for x4 = 0 & x5 = 0

! M2 otherwise
<latexit sha1_base64="/ncoG8cL4OwLa2V7HLjqqacY3ag="></latexit><latexit sha1_base64="/ncoG8cL4OwLa2V7HLjqqacY3ag="></latexit><latexit sha1_base64="/ncoG8cL4OwLa2V7HLjqqacY3ag="></latexit><latexit sha1_base64="/ncoG8cL4OwLa2V7HLjqqacY3ag="></latexit>

x5
<latexit sha1_base64="O0e0raV2AUlLRdxD+2M/DgSgacM="></latexit><latexit sha1_base64="O0e0raV2AUlLRdxD+2M/DgSgacM="></latexit><latexit sha1_base64="O0e0raV2AUlLRdxD+2M/DgSgacM="></latexit><latexit sha1_base64="O0e0raV2AUlLRdxD+2M/DgSgacM="></latexit>

�� �"�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O���J�T���T�U�S�B�J�H�I�U�G�P�S�X�B�S�E���U�P��

�B�O�Z�����O�������E�J�N�F�O�T�J�P�O�T��



�0�O���9���%���Y���3�

s = x5

<latexit sha1_base64="ngVsWB+3MLhm/sJGqiJv0+dydOs="></latexit>

x4
<latexit sha1_base64="UAsxXe+CpcoAsu0hQ34K726xFXg="></latexit>

�X�F���D�P�N�Q�V�U�F����

�J�O���U�X�P���E�J�G�G�F�S�F�O�U��

�X�B�Z�T����

�������M�P�D�B�M�J�[�B�U�J�P�O��

�������F�U�B���J�O�W�����B�U����

Ind (D 5D )
<latexit sha1_base64="844Fk8waRowz9eblEafDas1cCY4="></latexit>

X 4D
<latexit sha1_base64="1Mr410h+DmLTbfElzgwmRbpGPiw="></latexit>

x5 = ±1.
<latexit sha1_base64="CqZF4B2QQ9HkiHiDIHbdxCX4faA="></latexit><latexit sha1_base64="CqZF4B2QQ9HkiHiDIHbdxCX4faA="></latexit><latexit sha1_base64="CqZF4B2QQ9HkiHiDIHbdxCX4faA="></latexit><latexit sha1_base64="CqZF4B2QQ9HkiHiDIHbdxCX4faA="></latexit>



�-�P�D�B�M�J�[�B�U�J�P�O
�5�I�F�P�S�F�N�������U�F�M�M�T���V�T��

�B�O�E���P�O���U�I�F���N�B�T�T�M�F�T�T���T�V�S�G�B�D�F����

�U�I�F�P�S�F�N�������J�O�E�J�D�B�U�F�T

s = x5
<latexit sha1_base64="ngVsWB+3MLhm/sJGqiJv0+dydOs="></latexit>

x4
<latexit sha1_base64="UAsxXe+CpcoAsu0hQ34K726xFXg="></latexit>

Ind(D5D)|M,M2!1 = Ind(D4D
m=0surface)⇥ IndD1D

normal| {z }
=1

<latexit sha1_base64="CPpC3MFPdbiXtLOlDnkmlfVf2Dw="></latexit>

��

Ind(D4D
m=0surface) = Ind(D

X4D
x4>0

APS )
<latexit sha1_base64="H8XN0fg5m56T5J04Cjn0MB0EFqc="></latexit>

X4D
x4>0

<latexit sha1_base64="YeTD7S5aX3Hj2nq5Bu3wmTCt870="></latexit>

X4D
x4>0

<latexit sha1_base64="YeTD7S5aX3Hj2nq5Bu3wmTCt870="></latexit>



�#�P�V�O�E�B�S�Z���F�U�B��

�J�O�W�B�S�J�B�O�U�T
�5�I�F�P�S�F�N�������U�F�M�M�T���V�T��

�B�O�E���G�S�P�N���U�I�F�P�S�F�N�����
���X�F���P�C�U�B�J�O��

�U�I�F�S�F�G�P�S�F�


s = x5
<latexit sha1_base64="ngVsWB+3MLhm/sJGqiJv0+dydOs="></latexit>

x4
<latexit sha1_base64="UAsxXe+CpcoAsu0hQ34K726xFXg="></latexit>

Ind (D 5D ) = Ind (D 5D
APS b.c.ats = ± 1

)
<latexit sha1_base64="JinTDFsGQj7ORvapMSmte/S4K1A="></latexit>

Ind(D5D
APS b.c.ats=±1

) =
1

2

⇥
⌘(D4D

s=1)� ⌘(D4D
s=�1)

⇤
<latexit sha1_base64="/OgwWfYHMvysCczgdV9cGZXhidE="></latexit>

=
1

2

⇥
⌘(�5(D

4D +M✏(x4))� ⌘(�5(D
4D �M2)

⇤
=

1

2
⌘PV reg.(�5(D

4D +M✏(x4))
<latexit sha1_base64="dWyeE2RBlFwAHSTWXG9Od84LCZo="></latexit>

�2���&���%��
Ind(D5D) = Ind(DAPS) =

1

2
⌘(HDW )

<latexit sha1_base64="+qOl9qwXqvK8CbM/AJlO4uv09HI="></latexit><latexit sha1_base64="+qOl9qwXqvK8CbM/AJlO4uv09HI="></latexit><latexit sha1_base64="+qOl9qwXqvK8CbM/AJlO4uv09HI="></latexit><latexit sha1_base64="+qOl9qwXqvK8CbM/AJlO4uv09HI="></latexit>



�$�P�O�U�F�O�U�T
! ���� �*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O��

�����"�1�4���C���D�����J�T���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M�����-�F�U���V�T���D�P�O�T�J�E�F�S���N�B�T�T�J�W�F���D�B�T�F����
���� �.�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���J�O�E�F�Y���X�J�U�I�P�V�U���C�P�V�O�E�B�S�Z��
�������������������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�4���J�O�E�F�Y����

���� �/�F�X���J�O�E�F�Y���X�J�U�I���C�P�V�O�E�B�S�Z���<�'�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>����
���������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�1�4���J�O�E�F�Y����

���� �.�B�U�I�F�N�B�U�J�D�B�M���Q�S�P�P�G���<�'�
���'�V�S�V�U�B�
���.�B�U�T�V�P�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
��
�:�B�N�B�T�I�J�U�B�
�����������>��

�����������������������������������������������������������������������������������������������B�S�F���E�J�G�G�F�S�F�O�U����������
�F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�T���P�G���U�I�F���T�B�N�F�����%���%�J�S�B�D���J�O�E�F�Y����

���� �"�1�4���J�O�E�F�Y���P�O���B���M�B�U�U�J�D�F�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
��
�:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>��

����
���� �4�V�N�N�B�S�Z

!
I = ! (" 5(D + M )) reg / 2

<latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit>

!
I = ! (" 5(D + M #(x4))) reg / 2

<latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit>

!

Ind(DAPS) and ⌘(�5(D +M✏(x4)))
reg/2

<latexit sha1_base64="EnzAJ1KF4HTMKtkNcFNMh9czzQw="></latexit>



�$�I�J�S�B�M���T�Z�N�N�F�U�S�Z���P�O���U�I�F���M�B�U�U�J�D�F������

�/�J�F�M�T�F�O���/�J�O�P�N�J�Z�B���U�I�F�P�S�F�N���<���������>����

�J�G�����������������������������������������������������X�F���I�B�W�F���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M���N�P�E�F�T����

�(�J�O�T�Q�B�S�H���8�J�M�T�P�O���S�F�M�B�U�J�P�O���<���������>��

�J�O�E�J�D�B�U�F�E���B���T�P�M�V�U�J�P�O���U�P���B�W�P�J�E���/�/���U�I�F�P�S�F�N����

�0�W�F�S�M�B�Q���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���<�/�F�V�C�F�S�H�F�S�����������>��

�T�B�U�J�T�G�J�F�T���U�I�F���(�8���S�F�M�B�U�J�P�O��

�5D +D�5 = 0,
<latexit sha1_base64="N6pCde/yd/pz2gmS2wU0N8U+zPI="></latexit>

�5D +D�5 = aD�5D.
<latexit sha1_base64="nK1D4Hq6HUi6lAsCqOARBLlRLJU="></latexit>

Dov =
1

a

 
1 + �5

HWp
H

2
W

!

<latexit sha1_base64="1mbL/miePCet75VmwoNY0PZfkgc="></latexit>

HW = �5(DW �M).
<latexit sha1_base64="idUnxFZvptna5mVEjqB+UmFZANg="></latexit>

M = 1/a.
<latexit sha1_base64="iw/Q8xT6ZQ+b432cjCIbdZ7geho="></latexit>

���M�B�U�U�J�D�F���T�Q�B�D�J�O�Ha
<latexit sha1_base64="oxWv+pTm0VWnBgBDcQb2vDuwqbw="></latexit>



�0�W�F�S�M�B�Q���G�F�S�N�J�P�O���B�D�U�J�P�O����

�J�T���J�O�W�B�S�J�B�O�U���V�O�E�F�S��

�C�V�U���G�F�S�N�J�P�O���N�F�B�T�V�S�F���U�S�B�O�T�G�P�S�N�T��
�B�T��

�X�I�J�D�I���S�F�Q�S�P�E�V�D�F�T���6�	���
�"���B�O�P�N�B�M�Z����

�.�P�S�F�P�W�F�S�
�������������������������������������J�T���"�4���J�O�E�F�Y����

�$�I�J�S�B�M���T�Z�N�N�F�U�S�Z���P�O���U�I�F���M�B�U�U�J�D�F��

S =
!

x

øq(x)Dov q(x)
<latexit sha1_base64="bhQUIPrx5pyyrkeGJLqCeLBOiAw="></latexit>

q ! ei↵�5(1�aDov)q, q̄ ! q̄ei↵�5 .
<latexit sha1_base64="2bYJ0Hegz9QSzmG7LewUvZxDJY8="></latexit>

Dqq̄ ! exp [2i↵Tr(�5 + �5(1� aDov))/2]Dqq̄
<latexit sha1_base64="RZlxn1zUAfEiZ53gg3J2KHfG/LI="></latexit>

Tr�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="A7QgXzxB6gMI3t58Tux9O3gSlnU="></latexit>



�D�P�N�Q�M�F�Y���N�P�E�F�T��

�N�B�L�F���œ���Q�B�J�S�T��
�P�G��������������������������������

�3�F�B�M�����������������N�P�E�F�T��
�	�E�P�V�C�M�F�T�
���E�P���O�P�U��

�D�P�O�U�S�J�C�V�U�F��

�0�W�F�S�M�B�Q���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S��

�T�Q�F�D�U�S�V�N

Tr�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="A7QgXzxB6gMI3t58Tux9O3gSlnU="></latexit>

Dov
<latexit sha1_base64="dKvSOEbFZiXpUrM28jGylvgCifg="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="WVP1jHRpbYnpk0DYsXqlj8Y1pIU="></latexit>

2/a
<latexit sha1_base64="QDykhiySHOkFqUDOk78b4puiYgc="></latexit>

�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="yzEN/0j0qgD3uSSRHYrJ2+fyl3U="></latexit>

2/a
<latexit sha1_base64="QDykhiySHOkFqUDOk78b4puiYgc="></latexit>

= Trzeros�5.
<latexit sha1_base64="kLePmiaR19PER6pdRgyqD1Gj0o8="></latexit>



�0�O���U�I�F���M�B�U�U�J�D�F�
���"�4���J�T���0���,�����C�V�U����

�"�1�4���J�T���O�P�U��

�"�U�J�Z�B�I���4�J�O�H�F�S���J�O�E�F�Y���D�B�O���C�F��

�G�P�S�N�V�M�B�U�F�E���C�Z���P�W�F�S�M�B�Q���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S�
��

�C�V�U���"�1�4���J�T���O�P�U���L�O�P�X�O����

�������-�B�U�U�J�D�F���W�F�S�T�J�P�O���P�G���"�1�4���D�P�O�E�J�U�J�P�O��

�J�N�Q�P�T�T�J�C�M�F�
���B�T���J�U���E�P�F�T���O�P�U���I�B�W�F���B���G�P�S�N��

�������"�O�Z���C�P�V�O�E�B�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O���C�S�F�B�L�T��

�D�I�J�S�B�M���T�Z�N��

Dov =
1

a

 
1 + �5

HWp
H

2
W

!

<latexit sha1_base64="1mbL/miePCet75VmwoNY0PZfkgc="></latexit>

N +B
<latexit sha1_base64="6nFBuViiEGZzvRxnqVEo1/iETzw="></latexit>



�#�V�U���U�I�F���M�B�U�U�J�D�F���"�4���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N��

�l�L�O�F�X�z���P�V�S���X�P�S�L����

�5�I�F���M�B�U�U�J�D�F���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���l�L�O�F�X�z��

�������J�O�E�F�Y���D�B�O���C�F���H�J�W�F�O���X�J�U�I���N�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D����

�������D�I�J�S�B�M���T�Z�N�N�F�U�S�Z���J�T���O�P�U���J�N�Q�P�S�U�B�O�U����

���������8�J�M�T�P�O���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���J�T���F�O�P�V�H�I��

Ind(Dov) =
1

2
Tr�5

✓
1� aDov

2

◆

<latexit sha1_base64="MofYgYznM6WR64LbN3TtWJKyvwo="></latexit>

Dov =
1

a

 
1 + �5

HWp
H

2
W

!

<latexit sha1_base64="1mbL/miePCet75VmwoNY0PZfkgc="></latexit>

= !
1
2

Tr
HW!
H 2

W
<latexit sha1_base64="C+yXQIwwXF/O3T29vnmz05zCl2U="></latexit>

= �1

2
⌘(�5(DW �M))!

<latexit sha1_base64="5/NbHrMApfDYWgjr2y+Dw0lD30E="></latexit>

�$�G�����*�U�P�I���*�X�B�T�B�L�J���:�P�T�I�J�F������������



�6�O�J�G�J�D�B�U�J�P�O���P�G���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N�T
�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�M�F�T�T���%�J�S�B�D��

�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D��

Tr�5e�D2/M2

<latexit sha1_base64="AHRFVsIXfhje/u7oBNNx9YR3Qjg="></latexit>

Tr ! 5(1 ! aDov / 2)
<latexit sha1_base64="2sZwveX5mwRskYeV1l+PVsgjb+E="></latexit>

Tr�5e�D2/M2

w/ APS b.c.
<latexit sha1_base64="Shdh5NiqgSPf0oT0q5YohF7gTz8="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4 �O�P�U���L�O�P�X�O��

�1

2
⌘(�5(D �M))

<latexit sha1_base64="mRVD7IdTOXHr24BKkPyBHJ1B1ow="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))

<latexit sha1_base64="jDAmrMOUCI/BsZ6Y8YSq+B0P+50="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M✏(x)))

<latexit sha1_base64="2tGhjX0+CDNnFmYAuozvW61TSLU="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4



�6�O�J�G�J�D�B�U�J�P�O���P�G���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N�T
�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�M�F�T�T���%�J�S�B�D��

�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D��

Tr�5e�D2/M2

<latexit sha1_base64="AHRFVsIXfhje/u7oBNNx9YR3Qjg="></latexit>

Tr ! 5(1 ! aDov / 2)
<latexit sha1_base64="2sZwveX5mwRskYeV1l+PVsgjb+E="></latexit>

Tr�5e�D2/M2

w/ APS b.c.
<latexit sha1_base64="Shdh5NiqgSPf0oT0q5YohF7gTz8="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4 �O�P�U���L�O�P�X�O��

�1

2
⌘(�5(D �M))

<latexit sha1_base64="mRVD7IdTOXHr24BKkPyBHJ1B1ow="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))

<latexit sha1_base64="jDAmrMOUCI/BsZ6Y8YSq+B0P+50="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M✏(x)))

<latexit sha1_base64="2tGhjX0+CDNnFmYAuozvW61TSLU="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4 !
1

2
⌘(�5(DW ! M✏(x)))?

<latexit sha1_base64="3pwjXuWkuz6GYtqiPQnExk3Z77k="></latexit>



�6�O�J�G�J�D�B�U�J�P�O���P�G���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N�T
�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�M�F�T�T���%�J�S�B�D��

�J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N���X�J�U�I���N�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D��

Tr�5e�D2/M2

<latexit sha1_base64="AHRFVsIXfhje/u7oBNNx9YR3Qjg="></latexit>

Tr ! 5(1 ! aDov / 2)
<latexit sha1_base64="2sZwveX5mwRskYeV1l+PVsgjb+E="></latexit>

Tr�5e�D2/M2

w/ APS b.c.
<latexit sha1_base64="Shdh5NiqgSPf0oT0q5YohF7gTz8="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4 �O�P�U���L�O�P�X�O��

�1

2
⌘(�5(D �M))

<latexit sha1_base64="mRVD7IdTOXHr24BKkPyBHJ1B1ow="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))

<latexit sha1_base64="jDAmrMOUCI/BsZ6Y8YSq+B0P+50="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M✏(x)))

<latexit sha1_base64="2tGhjX0+CDNnFmYAuozvW61TSLU="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4

�������������������������������������������������������:�&�4������
�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
���B�S�9�J�W�������������������������>

!
1

2
⌘(�5(DW ! M✏(x)))?

<latexit sha1_base64="3pwjXuWkuz6GYtqiPQnExk3Z77k="></latexit>



�0�O�������E�J�N�F�O�T�J�P�O�B�M���&�V�D�M�J�E�F�B�O���M�B�U�U�J�D�F��
�X�J�U�I���Q�F�S�J�P�E�J�D���C�P�V�O�E�B�S�J�F�T���	�5�� �
�
���X�F���I�B�W�F��
�T�I�P�X�O��

�/�P�U�F���U�I�B�U���-�)�4���J�T���B�M�X�B�Z�T���B�O���J�O�U�F�H�F�S����

�4�F�F���P�V�S���Q�B�Q�F�S���G�P�S���U�I�F���E�F�U�B�J�M�T���P�S��
�Q�M�F�B�T�F���J�O�W�J�U�F���/�����,�B�X�B�J���U�P���Z�P�V�S���T�F�N�J�O�B�S��

�"�1�4���J�O�E�F�Y���P�O���U�I�F���M�B�U�U�J�D�F

=
1

32! 2

!

x 4 > 0
d4x"µ !"# tr[ F µ ! F "# ]�#(iD 3D )

2
+ O(a).

<latexit sha1_base64="J1tSUh01oITso8CA/X7gbASH+rA="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M✏(x4 � a/2)))

<latexit sha1_base64="68p4Ke8qaB98L8VCHU9FlxDr99E="></latexit>

�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
���B�S�9�J�W������������������������



�$�P�O�U�F�O�U�T
! ���� �*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O��

�����"�1�4���C���D�����J�T���V�O�Q�I�Z�T�J�D�B�M�����-�F�U���V�T���D�P�O�T�J�E�F�S���N�B�T�T�J�W�F���D�B�T�F����
���� �.�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���J�O�E�F�Y���X�J�U�I�P�V�U���C�P�V�O�E�B�S�Z��
�������������������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�4���J�O�E�F�Y����

���� �/�F�X���J�O�E�F�Y���X�J�U�I���C�P�V�O�E�B�S�Z���<�'�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>����
���������������������������������������������������������������D�P�J�O�D�J�E�F�T���X�J�U�I���U�I�F���"�1�4���J�O�E�F�Y����

���� �.�B�U�I�F�N�B�U�J�D�B�M���Q�S�P�P�G���<�'�
���'�V�S�V�U�B�
���.�B�U�T�V�P�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
��
�:�B�N�B�T�I�J�U�B�
�����������>��

�����������������������������������������������������������������������������������������������B�S�F���E�J�G�G�F�S�F�O�U��
�F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�T���P�G���U�I�F���T�B�N�F�����%���%�J�S�B�D���J�O�E�F�Y����

���� �"�1�4���J�O�E�F�Y���P�O���B���M�B�U�U�J�D�F�<�'�
���,�B�X�B�J�
���.�B�U�T�V�L�J�
���.�P�S�J�
���/�B�L�B�Z�B�N�B�
���0�O�P�H�J�
��
�:�B�N�B�H�V�D�I�J�����������>��

�����D�B�O���C�F���E�F�G�J�O�F�E���C�Z��
���� �4�V�N�N�B�S�Z

!

I = ! (" 5(D + M )) reg / 2
<latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit><latexit sha1_base64="9Hjmz73sFWiddmPGmw/3Dli7i7c="></latexit>!

I = ! (" 5(D + M #(x4))) reg / 2
<latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit><latexit sha1_base64="BND6Kli/5C5jJD6YujX9xRn1e0c="></latexit>

!

!
Ind(DAPS) and ⌘(�5(D +M✏(x4)))

reg/2
<latexit sha1_base64="EnzAJ1KF4HTMKtkNcFNMh9czzQw="></latexit>

!

�⌘(�5(DW �M✏(x4 + a/2)))/2
<latexit sha1_base64="SJ17xLpwXF1bkNXm2rIQzW5hbqA="></latexit>



�4�V�N�N�B�S�Z��



�4�V�N�N�B�S�Z��

���� �"�P�L�J���T�B�O���J�T���H�S�F�B�U��



�4�V�N�N�B�S�Z��

���� �"�P�L�J���T�B�O���J�T���H�S�F�B�U��

���� �5�P�Q�P�M�P�H�Z���J�O���M�B�U�U�J�D�F���H�B�V�H�F���U�I�F�P�S�Z���J�T���J�O�U�F�S�F�T�U�J�O�H��



�4�V�N�N�B�S�Z��

���� �"�P�L�J���T�B�O���J�T���H�S�F�B�U��

���� �5�P�Q�P�M�P�H�Z���J�O���M�B�U�U�J�D�F���H�B�V�H�F���U�I�F�P�S�Z���J�T���J�O�U�F�S�F�T�U�J�O�H��

���� �$�I�J�S�B�M���T�Z�N�����J�T���/�0�5���J�N�Q�P�S�U�B�O�U����������������������������

�.�B�T�T�J�W�F���%�J�S�B�D���P�Q�F�S�B�U�P�S���H�J�W�F�T���B���V�O�J�G�J�F�E���W�J�F�X���P�G��

�U�I�F���J�O�E�F�Y���U�I�F�P�S�F�N�T���	�F�W�F�O���P�O���B���M�B�U�U�J�D�F�
����

�1

2
⌘(�5(D �M))

<latexit sha1_base64="mRVD7IdTOXHr24BKkPyBHJ1B1ow="></latexit>

�1

2
⌘(�5(DW �M))

<latexit sha1_base64="jDAmrMOUCI/BsZ6Y8YSq+B0P+50="></latexit>

�1

2
⌘(�5(D �M✏(x)))

<latexit sha1_base64="2tGhjX0+CDNnFmYAuozvW61TSLU="></latexit>

�D�P�O�U�J�O�V�V�N�M�B�U�U�J�D�F
�"�4 ��

�"�1�4 !
1

2
⌘(�5(DW ! M✏(x)))?

<latexit sha1_base64="3pwjXuWkuz6GYtqiPQnExk3Z77k="></latexit>



�#�B�D�L�V�Q���T�M�J�E�F�T



�)�J�H�I�F�S���P�S�E�F�S���U�P�Q�P�M�P�H�J�D�B�M���J�O�T�V�M�B�U�P�S� 

���8�F���I�B�W�F���Q�S�P�W�F�E��

���8�I�B�U���B�C�P�V�U��

�*�G���U�I�J�T���J�T���D�P�S�S�F�D�U�
���U�I�F���F�E�H�F���P�G��

���F�E�H�F���T�U�B�U�F�T���B�Q�Q�F�B�S���B�U���U�I�F����

�K�V�O�D�U�J�P�O���P�G���U�I�F���U�X�P����

�E�P�N�B�J�O���X�B�M�M�T������
�<�'�
���'�V�S�V�U�B�
�.�B�U�T�V�P�
���0�O�P�H�J�
���:�B�N�B�H�V�D�I�J�
�:�B�N�B�T�I�J�U�B�
���J�O���Q�S�P�H�S�F�T�T���>

IndAPS(D
5D
[�1,1]⇥X) = Ind(DAPS) =

1

2
⌘(HDW )

<latexit sha1_base64="YFFyAZ6BAEtio6PNV5x23jAeAiY="></latexit>

IndAPS(D
5D
[�1,1]⇥X) =

1

2
⌘(�7(D

5D �M"(x5 + 1)"(1� x5)))?
<latexit sha1_base64="0huWh5ITlnRZjCoDWmg0L1MEAqo="></latexit>

s = x5
<latexit sha1_base64="ngVsWB+3MLhm/sJGqiJv0+dydOs="></latexit>

x4
<latexit sha1_base64="UAsxXe+CpcoAsu0hQ34K726xFXg="></latexit>



�&�U�B���J�O�W�B�S�J�B�O�U�������$�I�F�S�O���4�J�N�P�O�T���U�F�S�N������

�J�O�U�F�H�F�S���	�O�P�O���M�P�D�B�M���F�G�G�F�D�U�


⌘(iD3D)

2
=

CS

2⇡
+ integer

<latexit sha1_base64="GNMPEVHflqV83N7QSPAXXn/RDc4="></latexit><latexit sha1_base64="GNMPEVHflqV83N7QSPAXXn/RDc4="></latexit><latexit sha1_base64="GNMPEVHflqV83N7QSPAXXn/RDc4="></latexit><latexit sha1_base64="GNMPEVHflqV83N7QSPAXXn/RDc4="></latexit>

�����T�V�S�G�B�D�F���U�F�S�N��


