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概 要

物理学の基礎理論の中から光と時計の理論である特殊相対性理論、重力現象の理論である
一般相対性理論を取り上げ、それらの数学的な側面に注目しながら解説を行う。
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1 特殊相対性理論

1.1 特殊相対性原理とローレンツ変換

1.1.1 世界間隔

まず、下記の量を導入する。

• 4次元時空の座標: xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z). ただし (µ = 0, 1, 2, 3)

• 光速度: c = (定数)

• 世界間隔とMinkowski計量: 微小距離dxµ ≡ xµ2−x
µ
1だけ離れた二つの点xµ1 = (c t1, x1, y1, z1),

xµ2 = (c t2, x2, y2, z2)の間の世界間隔 dsを

ds2 = −(c dt)2 + dx2 + dy2 + dz2 = gµνdx
µdxν ≡

3∑
µ,ν=0

gµνdx
µdxν (1)

と定義する。ここで、係数行列 gµνをMinkowski計量と呼ぶ:

gµν =


−1

1

1

1

 (2)

また、式 (1)のように複数現れた添字については和をとる (Einsteinの規約)。

世界間隔 ds2について、以下の主要な性質を紹介しておく。

• 光円錐：地点 1から光が発せられた時、その経路上では√
dx2 + dy2 + dz2 = cdt ∴ ds2 = −(c dt)2 + dx2 + dy2 + dz2 = 0 . (3)

が成立する。この式によって定義される 4次元時空中の円錐を光円錐 (light cone)と呼ぶ。
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• 因果性：光よりも早く運動する粒子は存在しないので、この光円錐の外部に存在する点には
地点 1から発せられた粒子は到達できない。この意味で、光円錐はある地点の因果的未来・
過去と因果的につながらない領域とを分ける境界となる。

光よりも遅い粒子の経路上では ds2 = −(c dt)2 + dx2 + dy2 + dz2 < 0, 光よりも速い運動の経
路上では ds2 > 0となる。これらの場合を以下のように呼び表す。

ds2 < 0 経路は時間的

ds2 = 0 経路は光的（ヌル）

ds2 > 0 経路は空間的

(4)
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図 1: 光円錐と世界間隔 ds2との関係。

1.1.2 世界間隔の不変性

• 特殊相対性原理: あらゆる慣性系において、物理法則は変化しない。

特に、光の伝搬速度はどの慣性系から見ても一定の値 cをとる（光速度不変の原理）。

以下では、ある静止系 xµの原点から飛ばした光を、それに対して一定速度 vi (i = 1, 2, 3)で運
動する慣性系で観測することを考える。
光の経路上では ds2 = 0となるが (式 (3))、特殊相対性原理は別の慣性系 x′µに移った後でも光

の経路上で

ds2 = 0 ⇔ ds′2 = −(c dt′)2 + dx′2 + dy′2 + dz′2 = 0
(
∴

√
dx′2 + dy′2 + dz′2 = cdt′

)
(5)

を満たすことを要請する。
ここで、静止系 xµから慣性系 x′µに移る座標変換は次の 1次変換

dxµ = Λµ
ν(v)dx

′ν (6)

で与えられる。これを用いると、静止系における世界間隔 ds2は

ds2 = gµνdx
µdxν = gµνΛ

µ
µ′Λ

ν
ν′dx

′µ′
dx′ν

′
(7)

と慣性系の座標距離 dx′µの 2次式で表される。
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慣性系における光の伝搬面上では式 (5)が満たされるが、このときに式 (7)で表される ds2もゼ
ロにならなければならない。この性質を持つのは式 (5)の形の二次式

−(c dt′)2 + dx′2 + dy′2 + dz′2 (8)

に限られるため、1 世界間隔 ds2を慣性系の座標 x′µで表したものは式 (8)の定数倍で与えられる：

ds2 = gµνdx
µdxν = C(|v|)

[
−(c dt′)2 + dx′2 + dy′2 + dz′2

]
≡ C(|v|)ds′2 . (10)

比例係数C(|v|)は慣性系の速度の絶対値 |v|だけに依存する定数である。
ここで、逆変換を適用した際に元のds2に戻らないといけないことからC(|v|)C(|−v|) = C2(|v|) =

1が要請され、このうち物理的に意味のあるものはC(|v|) = 1に限られる。以上より、ds2 = 0の
場合に限らず、ds2 ̸= 0が任意の値をとる場合について

ds2 = ds′2 (11)

となることがわかる。これが特殊相対性原理の帰結である。
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図 2: (a) ローレンツ変換で考える静止系と速度 vの慣性系との関係。(b) 角度 θの回転。(c) 回転
変換を式 (14)のとおり変形して得られるローレンツ変換。

1.1.3 ローレンツ変換

世界間隔の不変性 (11)を仮定すれば、これを満たす一般的な一次変換を導出することができる。
簡単のため、時空の 2次元部分 (t, x)だけに注目する。さらに、ローレンツ型の線素−c2dt2+dx2

の代わりに、ユークリッド型の線素
dl2 ≡ dλ2 + dx2 (12)

を考える。この両者は変換 dλ = ic dtによって結ばれている。

1簡単のため、時空の 2次元部分 (t, x)だけを考える。このとき、光の経路は ds2 = 0 ⇒ dx = ±cdtで与えられ
る。慣性系 (t′, x′)に座標変換をした後に、慣性系における光の経路 x′ = ±ct′ 上で関係式 ds2 = 0が保たれるために
は、ds2 が (±c dt′ + dx′)の積で与えられるほかない：

ds2 = C(|v|)(−c dt′ + dx′)(c dt′ + dx′) = C(|v|)(−c2dt′2 + dx′2) = C(|v|)ds′2 . (9)

したがって ds2 と ds′2 は比例関係になければならない。
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線素 (12)を不変に保つ変換は、2次元平面の回転（と並進）に限られ、具体的には

dxµ = Λµ
µ′dx

′µ′
, (dxµ) =

(
dλ

dx

)
,
(
Λµ

µ′

)
=

(
Λλ

λ′ Λλ
x′

Λx
λ′ Λx

x′

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(13)

と与えられる。これをローレンツ型の線素に関する式に直すためには

dλ = ic dt, θ = iψ (∴ cos θ = cos(iψ) = coshψ, sin θ = sin(iψ) = i sinhψ) (14)

と変換すればよく、その結果は

dxµ = Λµ
µ′dx

′µ′
, (dxµ) =

(
c dt

dx

)
,
(
Λµ

µ′

)
=

(
Λt

t′ Λt
x′

Λx
t′ Λx

x′

)
=

(
coshψ sinhψ

sinhψ coshψ

)
. (15)

また、y, z方向の座標には変換は発生しないと仮定してよいことも示すことができ、その部分も含
めた 4次元Minkowski時空におけるローレンツ変換を

dxµ = Λµ
µ′dx

′µ′
, (dxµ) =


c dt

dx

dy

dz

 ,
(
Λµ

µ′

)
=


coshψ sinhψ

sinhψ coshψ

1

1

 (16)

と与えられる。

1.1.4 ローレンツ変換の解釈

ローレンツ変換の表式 (16)の意味づけを見るために、再び (t, x)部分に注目して変換式を具体的
に書くと

c dt = coshψ c dt′ + sinhψ dx′

dx = sinhψ c dt′ + coshψ dx′
(17)

慣性系で静止している粒子の世界線上では dx′ = 0が満たされる。この粒子の運動を静止系で観測
したすると、その世界線上では

c dt = coshψ c dt′ , dx = sinhψ c dt′ ∴ v ≡ dx

dt
= c tanhψ . (18)

すなわち、ψは静止系で計った慣性系の速度 vに対応するパラメタである。vを使ってローレンツ
変換の式を書き下すと

(
Λµ

µ′

)
=


γ γ v/c

γ v/c γ

1

1

 , γ ≡ 1√
1− (v/c)2

⇔


dt = γ

(
dt′ + v

c
dx′
)

dx = γ
(
dx′ + v

c
dt′
)

dy = dy′

dz = dz′

(19)

この式に現れる係数 γ = γ(|v|) ≥ 1をローレンツ因子と呼ぶことがある。運動が非相対論的 (|v
c
| ≪

1)のときには γ ≃ 1となる。
式 (19)から、以下のような物理的性質を読み取ることができる。
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• 動く時計は遅く見える。t = γ
(
t′ + v

c
x′
)
に注目すると、速度 vの慣性系で静止している時計

が t′秒進むとき、静止系の時計は t = γt′ ≥ t′秒だけ多く進むことからこれがわかる。

• 運動する物体のローレンツ収縮が起こる。x方向に一定速度 vで運動する慣性系にある長さ
L′の棒について、その長さを静止系である時刻 t = 0に計ることを考える。慣性系の時刻
t′ = 0において棒の両端が (t′, x′) = (0, 0), (0, L′)にあるとする。ローレンツ変換の式

t = γ
(
t′ +

v

c
x′
)
, x = γ

(
x′ +

v

c
t′
)

に従うと、静止系における棒の両端は (t, x) = (0, 0), (γ v
c
L′, γL′)にある。このうち、右端の

位置を時刻 t = 0まで引き戻すと

x(t = 0) = x− vt = γL′ − v
γ v

c
L′

c
= γ

(
1− v2

c2

)
L′ =

L′

γ
.

したがって、時刻 t = 0で棒の両端の位置を読み取ることで長さを計ると、静止時の長さL′

より γ倍縮んで見える。
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図 3: ローレンツ収縮を観察するための棒の配位。

• 速度の合成則は、非相対論的な場合の式 V = v1 + v2からずれる。ローレンツ変換の式 (19)

より、慣性系で速度 v′ = dx′

dt′
で運動する粒子を静止系から眺めると、その速度 V = dx

dt
は

V

c
=

dx

c dt
=

v
c
dt′ + dx′

c dt′ + v
c
dx′

=
v + v′

c
(
1 + vv′

c2

) ∴ V =
v + v′

1 + vv′

c2

. (20)

どれだけ加速しても粒子の速度は光速を超えられないこと (v → c⇒ V → c)、どの系から見
ても光の速度は一定 (v, v′ = c⇒ V = c)などがこの式から見て取れる。光に近い速さで飛ん
でいる時に自分の顔を鏡で見るとどう見えるか、といった問いにはこの式から答えを出せる。

1.2 相対論的力学

1.2.1 粒子の世界線と固有時間

ある粒子が運動する経路 (世界線と呼ぶ)を xµ = xµ(τ) =
(
c t(τ), x(τ), y(τ), z(τ)

)
と指定する。

ただし、その粒子に貼りついて一緒に運動するときの刻みが τ であるとする。
この時計が静止しているような慣性系 x′µ = (τ, x′, y′, z′)に移ってこの運動を観察すると、粒子

も一点に静止しているように見えるので

ds′2 = −(c dτ)2 + dx′2 + dy′2 + dz′2 = −(c dτ)2. ∴ c dτ =
√
−ds′2. (21)
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このようにして計られる時間 τ のことを固有時間と呼ぶ。
静止系でこの粒子を見たときに vi = dxi

dt
(i = 1, 2, 3)で運動しているとする。このとき、粒子

の経路に沿って計る固有時間は、静止系で計る時間 tよりも短くなる。

−(cdτ)2 = ds′2 = ds2 = −(c dt)2 + dx2 + dy2 + dz2 = −(c dt)2
(
1− δij

vivi

c2

)
(22)

∴ dτ = dt
√

1− v2/c2 =
dt

γ
. (23)

動く時計が遅く進むように見えることに対応している。

1.2.2 4元速度、4元運動量

固有時間を使って計った速度を

uµ ≡ dxµ

dτ
=

(
dct(τ)

dτ
,
dx(τ)

dτ
,
dy(τ)

dτ
,
dz(τ)

dτ

)
(24)

定義して 4元速度と呼ぶ。固有時間の定義 (21)より、uµの gµν についての内積は −c2に等しく
なる：

u2 ≡ gµνu
µuν = −

(
dct(τ)

dτ

)2

+

(
dx(τ)

dτ

)2

+

(
dy(τ)

dτ

)2

+

(
dz(τ)

dτ

)2

=

(
ds

dτ

)2

= −c2 . (25)

式 (23)より、4元速度の時間成分はローレンツ因子と ut = c dt
dτ

= γcのように関連している。空間

成分は、ui = dxi(τ)
dτ

= dt(τ)
dτ

dxi(τ)
dt

= γviのように非相対論的な速度 viに対応している。
4元速度に粒子の静止質量m (定数)をかけた量

pµ ≡ muµ =

(
mc

dt(τ)

dτ
,m

dxi(τ)

dτ

)
(26)

を 4元運動量と呼ぶ。空間成分は pi = mdxi

dτ
= γmviとなり、非相対論的な運動量mviにローレン

ツ因子 γをかけたものになる。
4元運動量の時間成分は pt = mcdt(τ)

dτ
= γmcとなる。これの意味を解釈するために、|v/c| ≪ 1

の場合に ptを vについて展開してみると

pt = γmc =
mc√

1− (v/c)2
=

1

c

(
mc2 +

1

2
mv2 + · · ·

)
. (27)

となる。右辺のうち 1
2
mv2は、非相対論的な粒子の運動エネルギーである。したがって、c ptはエ

ネルギーにあたる量と解釈できる。こうするとき、右辺に含まれるmc2は粒子が静止して vi = 0

となる場合にも残る定数項である。この量を静止質量エネルギーと呼ぶ。式 (27)のように非相対
論的な場合には静止エネルギーと運動エネルギーが一見分かれて見えるが、一般的な場合 (26)で
はこの両者に特に区別はない。
式 (25)より、4元運動量 pµ =

(
γmc, γmvi

)
≡
(
E/c, pi

)
について以下の式が成立する。

p2 ≡ gµνp
µpν = −E

2

c2
+ δijp

ipj = −m2c2 ∴ E2 =
(
mc2

)2
+
(
c pi
)2
. (28)
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1.2.3 粒子の分裂

現在考えている時空が時間並進しても不変であることから、その時空上で運動する粒子の 4元運
動量は運動の過程で一定であることが従う。これを使って、ある粒子が分裂する際の質量変化を
調べてみる。
静止質量Mの粒子が、質量m1とm2の二つの粒子に分裂する過程を考える。各粒子の 4元運動

量を pµM , pµ1 , p
ν
2とするとき、4元運動量の保存則より

pµM = pµ1 + pµ2 . (29)

この式と初期状態では粒子が静止していることから、以下の関係式が従う。

pµM =

(
Mc

0

)
, pµ1 =

(
E1

c

pi

)
, pµ2 =

(
E2

c

−pi

)
, Mc2 = E1 + E2 . (30)

ここで、粒子 1, 2について関係式 (28)を立ててみると

E1
2 =

(
m1c

2
)2

+
(
c pi
)2

E2
2 =

(
m2c

2
)2

+
(
−c pi

)2
(31)

この両者の和をとったものが (Mc2)
2に等しくなることから

(
Mc2

)2
= (E1 + E2)

2 =
(
m1c

2
)2

+
(
m2c

2
)2

+ 2
(
c pi
)2

+ 2

√
(m1c2)

2 + (c pi)2
√
(m2c2)

2 + (c pi)2

=
(
m1c

2 +m2c
2
)2

+
(m1 +m2)

2

m1m2

(
c pi
)2

+O
((
c pi
)4)

(32)

この式は、元の粒子の静止質量エネルギーMc2と比べて崩壊後の粒子の静止エネルギーm1c
2, m2c

2

の和は小さくなっており、その差の分だけ生成粒子が piに比例する速度を持つことを表している。

E
,

Em - Me
' ④

④ ⇒ fan
E

 a
I Pin

④

図 4: 質量M の静止している粒子が質量m1, m2の粒子に分裂するとき、質量欠損が生じるならそ
の分のエネルギーが生成粒子に分配される。

2 一般相対性理論
他にもいろいろな説明の仕方があるが、特殊相対性理論と一般相対性理論との関係は以下のよ

うに言い表すこともできる。

• 特殊相対性理論：ある物理量を異なる慣性系で測定したときの変換則（ローレンツ変換）を
与える理論
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• 一般相対性理論：ある物理量を（非慣性系も含む）異なる座標系で測定したときの変換則を
与える理論

さらに、非慣性系で発生する慣性力と重力とは同一のものであると仮定することで、一般相対性
理論は重力を記述する理論となる。また、非慣性系を対象とすることで、一般座標変換と曲がっ
た時空を考えることが自動的に必要となる。
以下では、上記の説明の各部分について説明を進めていく。
前章で導入したMinkowski計量 (2)は特別な役割を果たすので、以下ではこれを

ηµν ≡ Diag(−1, 1, 1, 1) (33)

と、一般的な計量 gµνと区別して表記する。

2.1 一般相対性原理

一般相対論は以下の 2つの原理に基づいて構築できる理論である。

• 一般相対性原理: あらゆる座標系において、物理法則は変化しない。

• 等価原理: 局所的には、加速度運動による見かけの力で重力を打ち消すことができる。

一般相対性原理で出てくる「あらゆる座標系」には、ある慣性系に対して加速度運動をしている
ような非慣性系も含まれる。新しい座標 x′µが元の座標 xµの任意関数で与えられるような、一般
的な座標変換

x′µ = x′µ(xν) (34)

を考えると、ある慣性系から非慣性系に移ることができる。このような変換を行った後でも、物
理法則の方程式は変換前と同じ形で与えられなければならない、というのが一般相対性原理の意
味することである。後述するように、これは座標変換に対してテンソルとしてふるまう量だけで
方程式が表されていれば実現される。そのような性質のことを共変的と呼ぶことがある。
等価原理は、非慣性系における物理現象を重力と関係づけるために必要となる。上記の一般相

対性原理に基づいて、非慣性系における物理法則の式を作ったとする。等価原理に基づけば、その
方程式は（局所的には）重力場が存在する場合の物理法則の式とみなしてもよいことになる。一
般相対性理論では、重力場の影響はこのようにして理論に取り込まれる。
余談になるが、等価原理の文言のうち「加速度運動による見かけの力で重力を打ち消すことが

できる」の部分の意味を説明しておく。自由落下するエレベータの中は無重力状態であるように
感じられる、というだけの話ではあるのだが、それを式で書き表してみる。ある外力のかかって
いない慣性質量m慣性の粒子の運動を考えると、その運動方程式は

m慣性a
i = 0 . (35)

ある加速度 α⃗で運動する系からその粒子を見ると、その粒子には加速度と逆向きの慣性力がかかっ
たように見える:

m慣性a
i = −m慣性αi . (36)
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一方で、静止系に重力加速度 giがかかっている場合、粒子には重力質量m重力に比例する力がか
かる:

m慣性a
i = m重力g

i . (37)

ここで、もしm慣性 = m重力であれば、α
i = giとセットすることで重力加速度を打ち消すことがで

きる:

m慣性a
i = m重力g

i −m慣性α
i = 0 . (38)

関係式m慣性 = m重力は実験的に高精度で確かめられており、実際にこの方法で重力加速度を打ち
消すことが可能である。2この意味で、系の加速度運動による慣性力と重量は互いに見分けがつか
ない。

2.2 リーマン幾何学、共変微分

式 (34)で表されるような一般的な座標系を取り扱うのに必要となる道具を整備する。

2.2.1 計量、世界間隔

座標変換 (34)(の逆)に対して、座標基底 dxµは

dxµ =
∂xµ

∂x′ν
dx′ν (39)

と変換する。したがって、Minkowski時空における世界間隔 ds2 = ηµνdx
µdxνは

ds2 = ηµνdx
µdxν = ηµν

∂xµ

∂x′ρ
∂xν

∂x′σ
dx′ρdx′σ ≡ gµνdx

µdxν (40)

と変化する。ここで、座標変換で ds2自体は変化しないと仮定しておく。このようにして得られる
計量 gµνは、Minkowski計量 (33)と異なり座標 x′µに依存する成分を持つ。
これをさらに一般化して、計量 gµνの成分が座標 xµの任意関数で与えられるものとする。一般

には、そのような計量（から与えられる世界間隔 ds2 = gµνdx
µdxν）はゆがんだ時空を表す。

なお、この一般化された計量と世界間隔についても、1.1.1の式 (3), (4)で導入したのと同じ光の
伝搬面の性質や因果性が成立する。特に、光の伝搬面は ds2 = gµνdx

µdxν = 0を満たす面で与えら
れる。

2.2.2 スカラー、ベクトル、テンソル

次に、このような一般座標系における物理量を表すのに使う量を導入する。物理量は (スカラー)

関数やベクトル量、および計量 gµνのような多成分を持つ量で表せるが、それらを一般的な座標に
ついて定義しておく。
座標変換 (34)に対して、座標基底ベクトル ∂/∂xµと、それに対して dxµ ·∂/∂xν = ∂xµ/∂xν = δµν

を満たす双対基底 dxµは
∂

∂xµ
=
∂x′µ

∂xν
∂

∂x′ν
, dxµ =

∂xµ

∂x′ν
dx′ν (41)

2一つの粒子の運動だけでなく、少し離れた複数の粒子の相対的な運動の様子を測定することで、非慣性系におけ
る慣性力と、ある重力源が作る真の重力場とを区別することができる。等価原理の説明で「『局所的には』加速度運動
による見かけの力で重力を打ち消すことができる」と但し書きをつけているのはこのため。
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と変換する。あるベクトル V をこれらの基底を用いて表すと

V = V µ(x)
∂

∂xµ
= Vµ(x)dx

µ (42)

となる。これに式 (41)の座標変換をかけると

V = V µ(x)
∂x′ν

∂xµ
∂

∂x′ν
= Vµ(x)

∂xµ

∂x′ν
dx′ν . (43)

一方、同じものを新座標 x′µの基底で表すと

V = V ′µ(x′)
∂

∂x′µ
= V ′

µ(x
′)dx′µ . (44)

これらを比較することで、ベクトルの成分 V µ, Vµの変換則は

V ′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
V ν(x) , V ′

µ(x
′) =

∂xµ

∂x′ν
Vµ(x) (45)

と与えられることがわかる。このように変換する V µのことを反変ベクトル、Vµのことを共変ベ
クトルと呼び、式 (45)がその定義を与えると理解することにする。
複数成分を持たない関数 ϕ(x)は、座標変換したとしても上記のような基底の変換の影響を受け

ない：
ϕ(x) = ϕ(x′) . (46)

このように振る舞う量をスカラーと呼ぶ。
ベクトルを一般化したものとして、座標変換に対して次のように振る舞う量を考える：

T ′µ1...µp
ν1...νq(x

′) =
∂x′µ1

∂xρ1
· · · ∂x

′µp

∂xρp
∂xσ1

∂x′ν1
· · · ∂x

σq

∂x′νq
T ρ1...ρp

σ1...σq(x) . (47)

このように変換する量T µ1...µp
ν1...νqのことを (p,q)-テンソルと呼ぶ。例えば、計量 gµνは対称 (0, 2)-

テンソルのひとつである。
座標基底を用いて、計量テンソルを改めて

g = gµνdx
µdxν (48)

と表すと、これは 2つのベクトルの内積を与える関数となっており、その成分は基底 ∂/∂xµの内
積値そのものになる。

∂

∂xµ
· ∂

∂xν
≡ g

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= gµν . (49)

この書き方を使うと、双対基底の定義式 dxµ · ∂/∂xν = δµνは

dxµ · ∂

∂xν
= g

(
dxµ,

∂

∂xν

)
= δµν (50)

と表される。
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2.2.3 テンソル型の変換

計量テンソル gの上記関係式を使うことで、テンソルの共変成分と反変成分との間の変換則を
与えることができる。式 (42)の両辺と別のベクトルW = W ν(∂/∂xν)との内積をとると

g

(
V µ ∂

∂xµ
,W ν ∂

∂xν

)
= g

(
Vµdx

µ,W ν ∂

∂xν

)
⇔ V µW νg

(
∂

∂xµ
,
∂

∂xν

)
= VµW

νg

(
dxµ,

∂

∂xν

)
⇔ V µW νgµν = VµW

µ . (51)

この式が任意のW µに対して成立するので

V µgµν = Vν (52)

と、共変ベクトル成分 Vν が反変ベクトル V µと計量テンソル gµν との縮約で与えられることにな
る。さらに、gµνの逆行列 gµνを

gµνgνρ = δµρ (53)

で導入すると、これを式 (52)の添字 νと縮約することで

V µ = Vνg
νµ (54)

が得られる。計算上は、計量テンソル gµνとその逆 gµνでテンソル添字の上げ下げができると思っ
てよい。
計量テンソルとの縮約の他に、任意のテンソル同士の縮約を考えることもできる。例えば、反

変ベクトル ((1,0)-テンソル)V µと共変ベクトル ((0,1)-テンソル)Wµとの内積値 V µWµを考えると、
これは座標変換に対してスカラー ((0,0)-テンソル)として振る舞うことが示せる。

2.2.4 共変微分

物理方程式を書き下すためには物理量の微分をとる必要がある。物理量をテンソルとして表す
とき、それを微分した量もテンソルになっていないと、物理理論の方程式に出てくるパーツとし
て使いづらくなってします。微分した量がテンソルとして振る舞うことを要請すると、微分演算
子にどのような修正が生じるかを調べてみる。
式 (46)の通り、スカラーは座標変換しても（関数の引数以外は）変化しない。このことから、ス
カラーを偏微分したものは座標変換に対して共変ベクトルとして振る舞う：

∂ϕ(x)

∂xµ
=
∂x′ν

∂xµ
∂ϕ(x′)

∂x′ν
. (55)

一方で、ベクトルを座標変換すると式 (45)のように変換係数がかかる。そのため、ベクトルを偏
微分したものは

∂Vν(x)

∂xµ
=
∂x′ρ

∂xµ
∂

∂x′ρ

(
∂x′σ

∂xν
V ′
σ(x

′)

)
=
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
∂V ′

σ(x
′)

∂x′ρ
+
∂x′ρ

∂xµ
V ′
σ(x

′)
∂

∂x′ρ

(
∂x′σ

∂xν

)
(56)

となり、余計な第二項が出てくるためにテンソルの変換則 (47)を満たさなくなってしまう。上式の
ようにベクトルの偏微分を単純にとると、異なる地点のベクトルの値同士の差を取ることになる。

∂

∂xµ
Vν(x) = lim

∆xµ→0

Vν(x+∆x)− Vν(x)

∆xµ
(57)

12



しかし、異なる地点のベクトル量は座標変換に対して異なった変換をするので、それらの差であ
る偏微分値もベクトルとして振る舞わなくなる。この分のずれが式 (56)に出てきた余分な項の起
源である。
このずれを取り除くためには、地点 xµにおけるベクトルを地点 xµ +∆xµまで “平行移動”して

から計算を行えばよい。

∇µVν(x) ≡ lim
∆xµ→0

Vν(x+∆x)− V//ν(x+∆x)

∆xµ
. (58)

ただし、V//ν(x+∆x)は Vν(x)を原点 xµから “平行移動”して得られるベクトルで、係数 Γρ
νσを用

いて下記のように表されると仮定しておく。

V//ν(x+∆x) ≡ Vν(x) + Γρ
νσ(x)Vρ(x)∆x

σ . (59)

係数 Γµ
νρは後で決定する。この表式を使うと、式 (58)は

∇µVν =
∂Vν
∂xµ

− Γρ
νµVρ . (60)

係数Γµ
νρを決定しなければこの式の値も定まらないが、とりあえずこの式で定義される微分演算子

を共変微分と呼ぶことにする。また、Γµ
νρをクリストッフェル記号と呼ぶ。

式 (60)で定義される共変微分∇µと “平行移動”したベクトル V µ
// について、以下を要請する。

1. スカラー ϕの二階共変微分は交換する:3

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)ϕ = 0 . (62)

2. スカラー ϕの共変微分は偏微分と一致する:

∇µϕ =
∂ϕ

∂xµ
. (63)

3. 平行移動によってベクトルのノルムは保存する：

gµν(x+∆x)V µ
//(x+∆x)V ν

//(x+∆x) = gµν(x)V
µ(x)V ν(x) . (64)

これらの条件から以下が従う。

• クリストッフェル記号の下 2つの添字は対称である。∇µϕを共変ベクトルとみなして二階微
分の交換子を計算すると

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)ϕ = (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)ϕ− Γρ
νµ∇ρϕ+ Γρ

µν∇ρϕ =
(
−Γρ

νµ + Γρ
µν

)
∇ρϕ . (65)

したがって Γρ
µν = Γρ

νµ.

3∇µVν がテンソルの変換則 (47)を満たすことから、クリストッフェル記号の変換則は

Γ′γ
αβ =

∂x′γ

∂xρ
∂xµ

∂x′α
∂xν

∂x′β
Γρ
µν +

∂x′γ

∂xρ
∂2xρ

∂x′α∂x′β
(61)

となる。等価原理に従えば、座標変換で時空を局所的に平坦 (Γ′γ
αβ = 0)にできるはずである。ここで、Γρ

µν が µ, ν

について対称であれば、∂2xρ/∂x′α∂x′β の値を調節することで上式の右辺をゼロにすることができる。このことから
Γρ
µν = Γρ

νµ を要請してもよい [4]。
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• 任意の型のテンソルの共変微分を構成できる。例えば、反変ベクトルV µの共変微分は、V µWµ

がスカラーであることから

∇µ(V
νWν) = ∂µ (V

νWν) ⇔ (∇µV
ν)Wν + V ν (∇µWν) = (∂µV

ν)Wν + V ν (∂µWν) .

(66)

この式に (60)を代入し、整理することで

∇µW
ν = ∂µW

ν + Γν
µρW

ρ (67)

を得る。他の型のテンソルの共変微分も同様に構成できる。

• 平行移動の条件 3に基づいて、クリストッフェル記号 Γµ
νρを計量 gµνで表せる。式 (64)の左

辺に平行移動の式 (59)を代入すると

gµν(x+∆x)V µ
//(x+∆x)V ν

//(x+∆x)

= gµν(x+∆x)
(
V µ(x) + Γµ

αβ(x)V
α(x)∆xβ

) (
V ν(x) + Γν

γδ(x)V
γ(x)∆xδ

)
= (gµν(x) + ∂ρgµν(x)∆x

ρ)V µ(x)V ν(x)

+ gµν(x)V
µ(x)Γν

γδV
γ(x)∆xδ + gµν(x)V

ν(x)Γµ
αβV

α(x)∆xβ +O
(
∆x2

)
. (68)

これが式 (64)の右辺に等しいので、∆xµについて一次の部分を取り出すと

∂ρgµν − gµσΓ
σ
νρ − gνσΓ

σ
µρ = 0 . (69)

この式の添え字を µ, ν, ρについて巡回置換し適当に足し合わせると、Γρ,µν ≡ gρσΓ
σ
µνとして

+) ∂ρgµν = Γµ,νρ + Γν,µρ

+) ∂µgνρ = Γν,ρµ + Γρ,νµ ⇒ Γν,µρ =
1

2
(∂µgρν + ∂ρgµν − ∂νgµρ) .

−) ∂νgρµ = Γρ,µν + Γµ,ρν

(70)

この式を少し変形してクリストッフェル記号の表式を得る:

Γρ
µν =

1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) . (71)

• ∇ρgµν = 0:

共変微分の定義 (60)を (0,2)-テンソルに拡張して計量 gµνに適用した式がゼロになること：

∇ρgµν = ∂ρgµν − Γσ
ρµgσν − Γσ

ρνgµσ = 0 (72)

を、式 (71)を代入することで示せる。ある経路 (接ベクトル: T µ)に沿ってベクトル V µ,W µ

を平行移動したとして (T µ∇µV
ν = 0 = T µ∇µW

ν)、それらの内積が保存することから

0 = T ρ∇ρ (gµνV
µW ν) = V µW νT ρ∇ρgµν (73)

となることからも∇ρgµν = 0であることが分かる。
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2.3 測地線方程式

平坦な時空 (ds2 = ηµνdx
µdxν)で、外力のかかっていない粒子の位置座標 xµ(τ)は

d2xµ(τ)

dτ 2
= 0 (74)

に従って時間発展する。ただし、τ は (cdτ)2 = −ds2 = −ηµνdxµ(τ)dxν(τ) で定義される粒子の固
有時間である。この運動方程式 (74)を別の座標 xµ(τ) = xµ

(
x′ν(τ)

)
で表してみると

0 =
d2xµ(τ)

dτ 2
=

d

dτ

(
dx′ν(τ)

dτ

∂xµ

∂x′ν

)
=
d2x′ν(τ)

dτ 2
∂xµ

∂x′ν
+
dx′ρ(τ)

dτ

dx′ν(τ)

dτ

∂2xµ

∂x′ρ∂x′ν

∴ d2x′σ(τ)

dτ 2
+
∂x′σ

∂xµ
∂2xµ

∂x′ρ∂x′ν
dx′ρ(τ)

dτ

dx′ν(τ)

dτ
= 0 . (75)

また、新座標 x′µにおける計量 g′µνは、元の座標 xµにおける計量 ηµνを変換したもので与えられる:

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
ηαβ . (76)

これを偏微分した式

∂ρg
′
µν = ηαβ

(
∂2xα

∂x′ρ∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
+
∂xα

∂x′µ
∂2xβ

∂x′ρ∂x′ν

)
(77)

を式 (70)のように添字を置換しつつ足し合わせることで、式 (75)に現れる係数を

∂x′σ

∂xµ
∂2xµ

∂x′ρ∂x′ν
=

1

2
g′σλ

(
∂ρg

′
νλ + ∂νg

′
ρλ − ∂λg

′
ρν

)
= Γ′σ

ρν (78)

と、計量 g′µνについてのクリストッフェル記号そのもので表せることが示せる。ただし、計量の逆
行列が g′µν = ηαβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν となることを用いている。式 (78)を用いて式 (75)を書き直すと

d2x′σ(τ)

dτ 2
+ Γ′σ

ρν

dx′ρ(τ)

dτ

dx′ν(τ)

dτ
= 0 . (79)

この式は測地線方程式と呼ばれており、外力のかかっていない粒子が計量 g′µνの時空上で運動する
ときの経路を与える式になっている。ここでは平坦な時空 ηµνで運動する粒子の経路を座標変換す
ることでこの表式を得たが、より一般の曲がった時空 gµνにおける粒子の経路についてこの式がそ
のまま成立する。

• 粒子の４元速度（= 粒子の世界線の単位接ベクトル）T µ = dxµ(τ)/dτ と共変微分を使って
測地線方程式 (79)を表すと

T µ∇µT
ν = 0 (80)

となる。粒子の 4元速度が粒子の経路に沿って一定である、ということを意味する式である。
実際、Γρ

µν = 0となる座標系 (局所慣性系)ではこの式は (74)に帰着する。背景時空 gµνが曲
がっている場合には、それに応じて粒子の軌道も曲がることになる。

• 測地線方程式 (79)は、粒子軌道の xµ(τ)の長さ

L ≡
∫ √

−gµνdxµ(τ)dxν(τ) =
∫ √

−gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ (81)
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を極小にする。実際、経路長 Lについて経路 xµ(τ)の変分を取ると

δL =

∫
dτ

∂
√

−gµν dxµ

dτ
dxν

dτ

∂xρ(τ)
δxρ(τ) +

∂
√

−gµν dxµ

dτ
dxν

dτ

∂
(

dxρ(τ)
dτ

) δ

(
dxρ(τ)

dτ

)
=

∫
dτ

∂
√

−gµν dxµ

dτ
dxν

dτ

∂xρ(τ)
− d

dτ

∂
√

−gµν dxµ

dτ
dxν

dτ

∂
(

dxρ(τ)
dτ

)
 δxρ(τ)

= · · ·

=

∫
dτ gρµ

(
d2xµ

dτ 2
+ Γµ

ρλ

dxρ

dτ

dxλ

dτ

)
δxρ(τ) . (82)

計算の途中で、変分を取る前の経路については
√
−gµν dxµ

dτ
dxν

dτ
= 1となることを使っている。

この式から、経路長の極小条件 δL = 0は経路についての測地線方程式 (79)と等価であるこ
とがわかる。

2.4 時空曲率とアインシュタイン方程式

2.4.1 曲率テンソル

計量 gµνが平坦時空の計量 ηµνからずれるとき、クリストッフェル記号Γρ
µνは非自明な値をとる。

しかし、クリストッフェル記号の変換則 (61)からも分かる通り、(局所的には)座標変換によって
Γρ
µν = 0とすることができてしまう。そこで、時空の歪みを表す量で座標系のとり方に依存しない
ものを構成する。
この目的のために、ベクトルを平行移動した際に生じる向きの変化を利用する。ベクトルの平

行移動 (59)の結果は経路に依存し、特に閉経路にそってベクトルを一周分平行移動させた暁には
もとのベクトルの向きからのずれが生じる。このずれは平行移動を行う背景となった時空の歪み
に起因し、またそのずれは座標に依存しないベクトル量として与えられる。このずれの大きさを
用いて背景時空の歪みをはかることを試みる。そのために、あるベクトル V µについての共変微分
の交換子の値を

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)V
ρ = Rµνσ

ρV σ (83)

と書き表す。左辺の項と右辺の V σはどれもテンソル量であるため、右辺に係数として現れたRρ
µνσ

もテンソルとなる。これはリーマンテンソルと呼ばれるもので、背景時空の歪みと、それに起因
して生じたベクトルの平行移動後のずれを表す量である。
詳細は省略するが、共変微分の性質などから以下を示すことができる。

• リーマンテンソルは、クリストッフェル記号の１階微分で与えられる。

Rµνρ
σ =

∂Γσ
µρ

∂xν
−
∂Γσ

νρ

∂xµ
+ Γα

µρΓ
σ
αν − Γα

νρΓ
σ
αµ . (84)

クリストッフェル記号は計量 gµνの 1階微分で与えられるので、リーマンテンソルは計量の
2階微分で構成されるテンソルである。
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• リーマンテンソルはその添字について以下の対称性を持つ:

Rµνρσ = −Rνµρσ = −Rµνσρ = Rσρµν . (85)

ただしRµνρσ ≡ Rµνρ
σ′
gσ′σ .

• リーマンテンソルを縮約して得られる Rµν ≡ gρσRµρνσ はリッチテンソル、R ≡ gµνRµν は
リッチスカラーと呼ばれる。

• 次で与えられるビアンキ恒等式

∇αRβγµν +∇βRγαµν +∇γRαβµν = 0 (86)

が成立する。それを縮約することで得られる

∇µGµν = 0, Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν (87)

は縮約されたビアンキ恒等式、Gµνはアインシュタインテンソルと呼ばれている。

• アインシュタインテンソルは、次の意味で特別な意味を持つ量である。

ラブロックの定理 (1972): 2階の対称テンソルHµνで

(i) 計量の 2階微分までで表される: Hµν = Hµν(gαβ, ∂γgαβ, ∂γ∂δgαβ)

(ii) 発散がゼロになる: ∇αHαβ = 0

(iii) 時空が 4次元であるか、もしくはHµνが ∂α∂βgµνについて線形である

のすべてを満たすものはHµν = C1Gµν + C2gµνに限られる。ただしC1, C2は定数。□
証明は原論文 [11, 12]か教科書 [3]の解説を参照のこと。特に、性質∇µGµν = 0が後ほどの
議論で重要な役割を果たす。

2.4.2 測地線偏差の式

上述したとおり、クリストッフェル記号の値は座標によって変化し、特に局所的に Γρ
µν = 0とな

る座標系を常に取ることができる。測地線方程式 (79)にはこのクリストッフェル記号しか現れな
いため、測地線方程式だけから時空の歪みや重力場の強さを特徴づけることはできない。例えば、
下向きの重力場が存在する場合でも、自由落下するエレベーターの中では重力が加速度によって
打ち消されてしまい、一つの粒子の運動を見ているだけでは重力場の存在を検出することができ
なくなる。
一方、2つの粒子の運動に注目し、その経路間の距離がどう変化するかを測定すれば重力場の存

在を検知することができる。一般相対論における運動を考える前に、ニュートン力学における重
力場を考えてみることにする。ニュートン力学では、物質密度 ρが重力ポテンシャル ϕを作り、重
力の強さは重力ポテンシャルの勾配として与えられる:

δij
∂2ϕ

∂xi∂xj
= 4πGρ , F i = − ∂ϕ

∂xi
. (88)
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ただしGは重力定数。2つの粒子の位置の差を ξi ≡ xi2 − xi1とすると、重力場による 2つの粒子の
運動経路のずれがどう時間変化するかは、2地点間の重力の強さの差によって決まるので

d2ξi

dt2
= ξj

∂

∂xj

(
− ∂ϕ

∂xi

)
. (89)

一般相対論においてこれに対応する式は測地線偏差の式と呼ばれるもので、この式と同様に 2つ
の測地線のずれを表すベクトル ξµ ≡ dxµ

dℓ
を “時間”方向に 2階微分することで与えられる。ただ

し、絶対的な時間座標 tを導入する代わりに、接ベクトルを T µ (s.t.T µξµ = 0)とする測地線に
沿った 2階方向微分を考えることにする。詳細は省略するが、測地線方程式 T µ∇µT

ν = 0や関係
式 ξµ∇µT

ν = T µ∇µξ
ν、およびリーマンテンソルの定義式 (83)を用いることで

Tα∇α

(
T β∇βξ

µ
)
= −Rαβν

µξβTαT ν (90)

となることを示せる。このように、測地線同士の偏差は時空の曲率と直結した量となっているほ
か、式 (89)と比較することで ∂i∂jϕ ∼ RiαjβT

αT βという対応関係が見て取れる。

2.5 アインシュタイン方程式

前節の対応関係についてトレース部分を取ると、物質密度と時空の曲率はRµνT
µT ν ∼ ∂i∂

iϕ =

4πGρと関係していることが示唆される。このアイデアをもとに、曲率テンソルと、物質場の分布
を表すテンソルとの対応関係を表す方程式を立ててみる。単純な候補の一つは、物質場を表す 2階
テンソル Tµνを導入して

Rµν = 4πTµν (91)

とすることである。上述の対応関係に基づけば TµνT
µT ν ∼ ρなる対応関係がつけられる。しかし、

ビアンキ恒等式 (87)を使うと、右辺の Tµνに

∇µ

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
= 0 (92)

なる制限がついてしまうことがわかる。一方で、縮約されたビアンキ恒等式 (87)に基づいた表式

Gµν = 8πGTµν (93)

という方程式を立てると、式 (87)より Tµνは

∇µTµν = 0 (94)

なる方程式を満たせば良いことがわかる。実は、この式は物質場の保存則に対応する式であるこ
とが知られており、したがって重力場の方程式として式 (93)を採用すれば物質場の保存則 (94)が
自然に再現されることがわかる。このようにして構成された方程式 (93)がアインシュタイン方程
式と呼ばれているものである。
物質場を表すテンソル Tµνはエネルギー・運動量テンソルと呼ばれているものである。例えば、

密度 ρと圧力 P を持つ完全流体の Tµνは、流体の 4元速度を uµとして

Tµν = ρuµuν + P (gµν + uµuν) (95)
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で与えられ、その保存則∇µTµν = 0の成分は

uµ∇µρ+ (ρ+ P )∇µuµ = 0 (96)

(P + ρ)uµ∇µub + (gµν + uµuν)∇µP = 0 (97)

で与えられる。これらは流体が満たす連続方程式とオイラー方程式の相対論版である。

3 一般相対論の応用
前節で導入したアインシュタイン方程式の解と、それから予言される物理現象を紹介する。

3.1 弱重力場

アインシュタイン方程式 (93)に基づいて、弱い重力場が従う方程式を導出し、重力波と質点の
周りの重力場のふるまいを調べてみる。

3.1.1 線形化アインシュタイン方程式

＜計量摂動＞　重力場が弱い場合、すなわち時空のゆがみが十分小さい場合には、時空計量 gµνは
平坦（ミンコフスキー）計量 ηµνで近似できるので

gµν = ηµν + hµν (98)

と表すことにする。hµνが平坦計量からのずれである。以下では、hµνが微小量だと思ってアイン
シュタイン方程式を展開することを試みる。
以下では添え字の上げ下げを平坦計量 ηµνで行う。このとき、計量の逆行列は

gµν = ηµν − hµν +O(h2) (99)

と表される。

＜曲率テンソルの展開＞　まず、アインシュタイン方程式を構成している曲率テンソルとクリス
トッフェル記号を hµν について展開する。クリストッフェル記号 (71)を hの一次の項まで展開す
ると

Γρ
µν =

1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) =

1

2
ηρσ (∂µhνσ + ∂νhµσ − ∂σhµν) +O(h2) . (100)

ただし ∂µ ≡ ∂/∂xµ. これをもとにリーマンテンソル (84)を展開すると

Rµνρ
σ = ∂νΓ

σ
µρ − ∂µΓ

σ
νρ + Γα

µρΓ
σ
αν − Γα

νρΓ
σ
αµ

= ∂ν

[
1

2
ησα (∂µhρα + ∂ρhµα − ∂αhµρ)

]
− ∂µ

[
1

2
ησα (∂νhρα + ∂ρhνα − ∂αhνρ)

]
+O(h2)

=
1

2
ησα (∂ν∂ρhµα − ∂ν∂αhµρ − ∂µ∂ρhνα + ∂µ∂αhνρ) +O(h2) . (101)
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したがって、リッチテンソルは

Rµρ = Rµνρ
ν =

1

2
ηνα (∂ν∂ρhµα − ∂ν∂αhµρ − ∂µ∂ρhνα + ∂µ∂αhνρ) +O(h2)

=
1

2
(∂ρ∂νh

ν
µ + ∂µ∂νh

ν
ρ −□hµρ − ∂µ∂ρh) +O(h2) . (102)

ただし ∂α ≡ ηαβ∂β, □ ≡ ηµν∂µ∂ν = −∂2t + ∂i∂
iはダランベール演算子、h ≡ hν

νは hµνのトレース
部分である。この表式からアインシュタインテンソルを導出すると

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν =

1

2
(∂µ∂αh

α
ν + ∂ν∂αh

α
µ − ∂µ∂νh−□hµν)−

1

2

(
∂α∂βhαβ −□h

)
ηµν +O(h2)

=
1

2

(
−□ψµν + ∂µ∂αψ

α
ν + ∂ν∂αψ

α
µ − ∂α∂βψαβηµν

)
+O(h2) . (103)

ここで、表式のトレース部分を除いて単純化するために

ψµν = hµν −
1

2
hηµν (104)

という変数の書き換えを行った。

＜座標条件＞　式 (98)で定義した計量の摂動 hµν は、座標変換を行うことでも変化する。次の式
で与えられる微小座標変換

xµ → x′µ = xµ − ξµ(x) (105)

を行うとき、計量 gµν = ηµν + hµνは

gµν → g′µν = gαβ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
= gµν + ∂µξν + ∂νξµ +O(ξ2) (106)

∴ hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ (107)

と変化する。すなわち、4成分のパラメタ ξµ(x)で与えられる座標変換 (105)をおこなうことで計
量摂動 hµνを変化させることができる。

＜線形化アインシュタイン方程式＞　上記の座標変換の自由度を使って、計量摂動 hµν が次の条
件式

∂µ
(
hµν −

1

2
hgµν

)
= 0 ⇔ ∂µψµν = 0 (108)

を満たすよう調整する。この条件下で、式 (103)に基づいてアインシュタイン方程式 (93)を書き
下すと

−1

2
□ψµν = 8πGTµν (109)

となる。これが計量摂動ψµν = hµν − 1
2
hηµνについて線形化されたアインシュタイン方程式である。

3.1.2 重力波

物質が存在しない真空では、エネルギー運動量テンソルTµνはゼロとなる。このとき、式 (109)は

□ψµν =
(
−∂2t +△

)
ψµν = 0 (110)
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となる。ただし△ = ∂i∂
i = ∂2x + ∂2y + ∂2z は空間 3次元部分のラプラス演算子。この方程式 (110)

はψµνについての波動方程式であり、その伝搬速度は光速度 c = 1と一致する。これが、重力場の
ゆがみが光速度で伝搬する重力波を表す解である。
座標条件を適切に設定して調べると、この方程式から独立な解が 2個生じることが示せる。4これ
らが重力波の物理的な伝搬モードに相当する。

3.1.3 質点の周りの重力場

次に、質点の周りに生じる時空のゆがみをアインシュタイン方程式 (109)に基づいて求めてみる。
原点に静止している質量M の質点に対応するエネルギー・運動量テンソルは

Ttt =Mδ(xi), Tµν = 0 ((µ, ν) ̸= (t, t)) (111)

で与えられる。計量摂動ψµνも静的 (∂tψµν = 0)であると仮定すると、このTµνに対するアインシュ
タイン方程式は

△ψtt = −16πGMδ(xi), △ψµν = 0 ((µ, ν) ̸= (t, t)) . (112)

ψttは、この一つ目の式をガウスの法則を使って解くことにより∫
r<R

△ψttdV =

∫
r=R

(∇µψtt)n
µdS = 4πr2∂rψtt

∣∣∣
r=R

= −16πGM ∴ ψtt =
4GM

r
. (113)

この他の成分は ψµν = 0 ((µ, ν) ̸= (t, t))となる。これらから、式 (104)の逆変換

hµν = ψµν −
1

2
ψηµν (114)

によって hµνを求めると、ψ = −ψtt = −4GM/rより

htt = ψtt −
1

2
(−ψtt)ηtt =

1

2
ψtt =

2GM

r
, hij = −1

2
(−ψtt)δij =

2GM

r
δij (115)

∴ ds2 = (ηµν + hµν) dx
µdxν = −

(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1 +

2GM

r

)
δijdx

idxj

= −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1 +

2GM

r

)[
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
.

(116)

これが、質量M の質点の周りに生じる時空の歪みを表す計量である。
式 (116)をより標準的な形で表すために、動径座標 rを周半径と呼ばれるものに切り替える。計

量 (116)の S2部分に注目し、これを新動径座標 ρを使って(
1 +

2GM

r

)
r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
= ρ2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
∴ ρ ≈

(
1 +

GM

r

)
r (117)

4座標条件 (108)は ψµν の 10成分に 4つの制約を与える。ここで、座標変換 (107)を式 (108)にかけると

∂µψµν → ∂µψµν +□ξν

となる。したがって、□ξµ を満たす座標変換を行っても座標条件 (108) が保たれたままにすることができる。この
余剰の座標変換の自由度を使ってさらに 4つの制約を ψµν に与えることができ、ψµν の独立な成分としては合計で
10− 4− 4 = 2個が残ることが分かる。
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と書き換える。ただし、GM/r ≪ 1を仮定して近似した。この動径座標 ρは、半径 ρの地点にお
ける球面 S2の面積が 4πρ2に等しくなるように選ばれたもので、その性質から周半径や面積半径
などと呼ばれる。式 (117)からして dρ = drであり、またGM/rの高次を無視する近似では

1 +
2GM

r
≈ 1 +

2GM

ρ
(118)

となるため、計量は

ds2 ≈ −
(
1− 2GM

ρ

)
dt2 +

(
1 +

2GM

ρ

)
dρ2 + ρ2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
≈ −

(
1− 2GM

ρ

)
dt2 +

dρ2

1− 2GM
ρ

+ ρ2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (119)

この計量は、次節で導入するシュバルツシルト解と一致する。
計量の表式 (119)から、質点が作る重力場の性質を読み取ることができる。

＜ニュートン重力＞　このノートでは割愛するが、計量 (119)を用いて測地線方程式 (79)を構成
して解くことで、質点の付近で粒子の軌道が曲がることを確認できる。これは、ニュートン力学
における重力現象の再現である。
＜時間の遅れ＞　ある地点 ρ = ρ0における固有時間は

dτ =
√
−ds2 ≈

(
1− GM

ρ0

)
dt (120)

と、重力源である質点に近づくほど小さくなることが分かる。これは、重力場が強い地点での時
計の進みが遅れることを示している。
GPSは人工衛星に乗せた時計を使って作られているが、衛星軌道では地表よりも重力場が弱い

ため、上記の効果によって時計の進み方が地表よりも速くなる。上記の式（と、人工衛星の速度に
よる時間遅れの効果）に基づいて時計の刻みを補正することでGPSの正確さが保たれている。

3.2 ブラックホール時空

前節では、時空のゆがみが小さい場合についてアインシュタイン方程式を解き、その結果として
質量Mの質点が作る重力場は計量 (119)で与えられると分かった。実は、重力場が強くGM/r ∼ 1

となる場合でも、この計量はそのままでアインシュタイン方程式の真空解になることが知られて
いる。本節では、このシュバルツシルト解と、それが表しているブラックホール時空の性質を紹
介する。

3.2.1 シュバルツシルト解

アインシュタイン方程式 (93)の真空解 (Tµν = 0のときの解)の最も単純な例は平坦計量 gµν = ηµν
である。より非自明な解としては、先程述べたシュバルツシルト解 [13]

ds2 = gµνdx
µdxν = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

II , f(r) = 1− rg
r

≡ 1− 2GM

r
(121)
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が知られている。ただし dΩ2
II = dθ2 + sin2 θdϕ2は球面 S2上の線素である。f(r) = 0となる半径

r = rg = 2GMはシュバルツシルト半径と呼ばれており、後述する事象の地平面の位置を示すもの
である。
この解はアインシュタイン方程式の真空解なので、Rµν = 0を満たすリッチ平坦な解である。こ

の時空が曲がっていることはリーマンテンソルの成分が消えないことから示される。実際、リー
マンテンソルから構成できる座標依存しないスカラー量はRµνρσR

µνρσ = 48G2M2/r6と非ゼロの
値をとり、特に r = 0で無限大に発散する。このような曲率が発散する点のことを曲率特異点と
呼ぶ。
一方で、シュバルツシルト計量 (121)の成分は r = 2GM でゼロないし無限大になるが、このよ

うな点は座標特異点と呼ばれる。この地点で先ほどの曲率スカラーは有限値をとるため、曲率特
異点にはなっていない。後ほど見るように、座標特異点は適切な座標変換を行うことで取り除く
ことができる。

3.2.2 シュバルツシルト時空の因果性

曲がった時空においても、光の経路は gµνV
µV ν = 0を満たすヌル方向の測地線で与えられる。

光速よりも速く運動する粒子は存在しないため、光の経路を調べることで時空の因果構造 (遠方の
観測者と光で通信できる時空領域など)を調べられる。
まず、r = 2GM における座標特異点を取り除くための座標変換を行う。今回は、天下り的に新

座標 T,Xを以下の条件式によって導入する：(
r

rg
− 1

)
er/rg = X2 − T 2,

t

rg
= ln

(
T +X

X − T

)
= 2 tanh−1

(
T

X

)
. (122)

シュバルツシルト半径 r = rgは曲線X2 − T 2 = 0に対応する。新座標 T,X (クルスカル座標とい
う)でシュバルツシルト計量 (121)を表すと

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ2

II =
4r3ge

−r/rg

r

(
−dT 2 + dX2

)
+ r2dΩ2

II. (123)

と r = rgで正則な表式で与えられる。
時空が球対称であるため、動径 rの方向に飛ぶ光の経路に注目すればこの時空の因果構造を調べ
られる。光の経路を (T,X) = (T,X(T ))とすると、その接ベクトルがヌルとなるためには、シュバ
ルツシルト計量の式 (123)からして−dT 2+dX2 = (−1+Ẋ2(T ))dT 2 = 0、すなわちX(T ) = X0±T
が満たされていればよい。時空構造を調べるため、以下の 3つの光線に注目する。

1. X = X0 + T (X0 > 0):

この光線の軌道について、その位置 r(T )が満たす式をクルスカル座標の定義式 (122)に基づ
いて出してみると (

r(T )

rg
− 1

)
er(T )/rg = X2 − T 2 = X0

2 + 2X0T

となる。この式からして、時間 T が経つにつれて r(T )は無限大へと増大し、したがってこ
の領域における光線は無限遠に飛び去ることが分かる。
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(b) 光線の軌道

図 5: クルスカル座標系におけるシュバルツシルト時空と、以下で調べる光線の軌道。

2. X = T : (
r

rg
− 1

)
er/rg = X2 − T 2 = 0 ⇔ r = rg

となるため、時間 T が経過しても光線は r = rgにとどまり続ける。したがって、r = rgから
発した光線は無限遠 r = ∞に到達することができない。

3. X = T − T0 (0 < T0 < 1):(
r

rg
− 1

)
er/rg = X2 − T 2 = T0(T0 − 2T ).

光線は、地点 (T,X) = (T0, 0)からスタートした後、曲率特異点 r = 0 ⇔ X2 − T 2 = −1に

有限時間 T = 1
2

(
T0 +

1
T0

)
で当たってしまう。したがって、この場合にも光線は無限遠には

抜けられないことになる。

3.2.3 事象の地平面

上記の通り、r = rgは光によって十分遠方の観測者に信号を送ることができるかどうかの境界
となっている。この意味で、r = rgの位置にある球面 S2は事象の地平面 (event horizon)と呼ばれ
ている。事象の地平面の内部の現象は、その外部からは光やそのほかのいかなる手段をもってし
ても観測することができない。
より一般には、ブラックホールは (ヌル)無限遠と因果的曲線 (ヌルか時間的方向の曲線)で結ぶ

ことのできない時空領域のことを指す。そのような領域の境界面を事象の地平面と呼ぶ。
事象の地平面の定義から以下の性質が従う。

• 事象の地平面はヌル面となる。

• ブラックホール領域は、典型的には光もとらえるような強い重力場によって生成される。

• その定義からして、ブラックホール領域の位置を定めるためには、無限遠を含む時空全体の
構造に関する情報が必要となる。時空の有限領域の情報が与えられただけでは事象の地平面
の位置を定めることができない。
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図 6: 事象の地平面をともなう時空の模式図。

今回の講義では解説しないが、ブラックホールの性質として以下が知られている。

• 一意性定理: 漸近平坦かつ真空の時空における静的ブラックホール時空はシュバルツシルト
時空 (121)に限られる。

• 面積増大定理: ある物理的自然な条件下で、ブラックホールの表面積は時間について非減少
となる: dABH(t)/dt ≥ 0.

• 特異点定理: ブラックホール内部領域で、因果的測地線は有限の時間パラメタ以内に特異点
に行きつく。ブラックホール内部には特異点が必ず存在することを示す定理である。

• 正質量定理: ある物理的に自然な条件下では、漸近平坦な時空におけるブラックホールの
(ADM)質量は必ず非負の値をとり、質量がゼロとなる時空はミンコフスキー時空 gµν = ηµν
に限られる。

3.2.4 見かけの地平面

ブラックホール領域と事象の地平面の位置を定めるためには、無限未来を含む時空全体の構造
をまず知る必要がある。一方で、時空の時間発展を求める際などには、そのような時空の大域的
な情報が得られていない場合も多い。そこで、以下では時空の有限領域の情報だけから定めるこ
とのできる見かけの地平面 (apparent horizon)を導入する。この見かけの地平面は事象に地平面の
近似物として用いることができ、また幾何学的には極小曲面を一般化したものとして与えられる。
見かけの地平面を定義するために、時刻一定面 (空間的 3次元超曲面) Σ, その上の閉 2次元面 S

と、Sに垂直な外向きのヌルベクトルを nµ
+, 内向きのものを nµ

−と定義する (図 7参照)。Σに垂直
な時間的単位ベクトル tµ, Σに接する空間的単位ベクトル rµで

−tµtµ = 1 = rµrµ, tµrµ = 0 (124)

を満たすものを使って、nµ
±を

nµ
± = α±(x) (t

µ ± rµ) (125)

と分解して表すことにする。また、閉曲面 S上の誘導計量は

hµν = gµν + tµtν − rµrν (126)

と表される。
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(b) S2から出るヌル測地線束

図 7: 図 (a): 見かけの地平面の定義に用いる面とベクトル。図 (b): S2から発せられた外向きヌル
測地線束と、その膨張率。

以上の量を使って、Sから発するヌル測地線束の膨張率 θ̂を次で定義する。

θ̂ = hµν∇µn
+
ν = α+h

µν∇µ (tν + rν)

= α+ (hµν∇µtν + hµν∇µrν)

= α+ [(gµν + tµtν − rµrν)∇µtν + hµν∇µrν ]

= α+

(
K −Kµνr

µrν + kµµ
)
. (127)

ここで、Kµν ≡ (gµρ + tµtρ)(gνσ + tνtσ)∇ρtσと kµν ≡ hµρhνσ∇ρrσはそれぞれΣと Sの外的曲率と
呼ばれる量で、各曲面の外部から計った曲がり方を特徴づける量である。膨張率 θ̂は Sから生じ
た光線 (ヌル測地線)の束の広がり具合を示す量で、光波面の面積増大率 ȦS =

∫
S
θ̂dSに等しい。

後ほどの議論で使うため、膨張率 θ̂の時間変化を与える方程式を導入する。まず、ヌル測地線束
の変形率を次のテンソルで表す:

B̃µν = hµ
ρhν

σ∇σn
+
ρ =

1

2
θ̂hµν + σµν + ωµν . (128)

ここで、σµν ≡ 1
2
(Bµν +Bνµ)− 1

2
θ̂hµν とωµν ≡ 1

2
(Bµν −Bνµ) はそれぞれヌル測地線束の歪み率と

回転率である。これらの量と、nµ
+が満たす測地線方程式 nµ

+∇µn
ν
+ = 0を使うと、膨張率 θ̂の nµ

+

方向の変化率は

nµ
+∇µθ̂ = nµ

+∇µ

(
hνρ∇νn

+
ρ

)
= nµ

+∇µ∇νn
ν
+

= nµ
+

(
∇ν∇µn

ν
+ −Rµνn

ν
+

)
= −

(
∇µn

ν
+

)
(∇νn

µ
+)−Rµνn

µ
+n

ν
+

= −B̃µ
νB̃ν

µ −Rµνn
µ
+n

ν
+

= −1

2
θ̂2 − σµνσ

µν + ωµνω
µν −Rµνn

µ
+n

ν
+ . (129)

∴ dθ̂

dλ
= −1

2
θ̂2 − σµνσ

µν + ωµνω
µν −Rµνn

µ
+n

ν
+ . (130)

ここで nµ
+方向の距離パラメタを nµ

+ = (d/dλ)µで導入した。この方程式はRaychaudhuri方程式
と呼ばれている。
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現在注目しているヌル測地線束は、閉曲面 Sの法ベクトル束であるため、フロベニウスの定理
より回転率 ωµνは S上でゼロになる。この性質と ωµνの時間発展方程式に基づいて、ωµν = 0が常
に成立することが示せる。さらに、アインシュタイン方程式を使って式 (130)に出てくるリッチテ
ンソルRµνをエネルギー・運動量テンソルで書き換えると

dθ̂

dλ
= −1

2
θ̂2 − σµνσ

µν − 8πGTµνn
µ
+n

ν
+ ≤ −1

2
θ̂2 . (131)

ただし、任意のヌルベクトルkµに対してTµνk
µkν ≥ 0となるという光的エネルギー条件 (null energy

condition) を上式で使っている。式 (131)は、初期時刻で θ̂ = θ̂0 ≤ 0であるならばその後も光線束
に沿って θ̂ ≤ 0が保たれることを示している。
ここで、光的捕獲面 (trapped surface)と見かけの地平面を以下の通り定義する。まず、Σ上の光

的捕獲面 S ′を、閉 2次元面 S ′でその膨張率 θ̂S′がいたるところ負になるものとして定義する。時
刻一定面Σ上で光的捕獲面 S ′が存在する領域全体を捕獲領域 T と呼ぶ。見かけの地平面は、捕獲
領域の外側の境界面 ∂T として定義される。
見かけの地平面は、以下の性質を満たす。

1. 見かけの地平面上全体で θ̂ = 0となる。

2. 見かけの地平面が存在するとき、その外部に事象の地平面が必ず存在する。特に、時空が定
常的な場合には見かけの地平面と事象の地平面は一致する。

3. 見かけの地平面の時間発展全体が作る超曲面は、空間的超曲面になる。

4. ある物理的に自然な条件下で、4次元時空における見かけの地平面のトポロジーはS2となる。

5. Σが時空の時間反転対称面になっているとき、見かけの地平面は Σ上の極小曲面で与えら
れる。

• 性質 2は、見かけの地平面とその内部でいたるところ膨張率 θ̂が 0か負になることから従う。
θ̂ ≤ 0は、この領域内から発せられた光線束が無限遠に到達できないことを示唆する。もし
無限遠に到達するなら、無限遠付近で光線束の膨張率は正になっていなければならないから
である。光線束が無限遠に到達できないため、この領域はブラックホール領域の内部に入っ
ていることが結論づけられる。
この性質 2のため、見かけの地平面は事象の地平面の近似物としてしばしば利用される。

• 性質 4は以下のようにして示される。証明の概要を説明するため、時空計量が nµ
+ = (∂u)

µ,

nµ
− = (∂v)

µという座標によって次のように表せると仮定する:

ds2 = −2e−2fdudv + hABdx
AdxB . (132)

この計量の成分を使って、ヌル測地線束の膨張率 (に比例した量)を

θ̂± = hAB∇An
±
B (133)

と定義する。このとき、アインシュタイン方程式の uv成分より

Rµνn
µ
+n

µ
− +

1

2
e2fR = 8πGTµνn

µ
+n

µ
− (134)
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が従う。ここで、この式の左辺は 1
2
e2fhABRABに等しい。このリッチテンソルRµνを 2次元

球面上の成分 (2)RABと f に依存するそれ以外の部分に分けると、式 (134)は

(2)R = −2e−2f θ̂+θ̂− + 2D2f + 2 (Df)2 − 2e−2f∂vθ̂+ + 16πGe−2fTµνn
µ
+n

ν
− (135)

と書きなおせる。ここでDAは 2次元計量 hABについての共変微分である。この式を見かけ
の地平面上にわたって積分すると∫

AH

(2)RdS =

∫
dS
[
2 (Df)2 − 2e−2f∂vθ̂+ + 16πGe−2fTµνn

µ
+n

ν
−

]
. (136)

見かけの地平面の定義からして∂vθ̂+ < 0であり5、右辺第3項も優勢エネルギー条件 (dominant

energy condition)を少し拡張したもの6を仮定すれば非負となる。また、式 (136)の左辺はガ
ウス–ボンネの定理より 8π(1− g) (ただし、gは見かけの地平面の種数)で与えられる。した
がって、式 (136)から

1− g > 0 (137)

となる。これを満たす整数値は g = 0しか存在しないため、見かけの地平面が S2と微分同
相であると結論づけられる。

• 性質 5について、時空の時間反転対称面とは、その面上で時空計量の時間微分がゼロとなり、
外的曲率がKµν = 0を満たすもののことを指す7。式 (127)にこの条件を使うと、見かけの地
平面は kµµ = 0を満たすこと、すなわち平均曲率がゼロとなるΣ上の極小曲面として与えら
れることが分かる。

シュバルツシルト解では、任意の時刻一定面が時間反転対称面となる。ここでは計量 (123)

における T = 0面に注目してみることにする。この面上の誘導計量は

ds2 =
4r3ge

−r/rg

r
dX2 + r2dΩ2

II ,

(
r

rg
− 1

)
er/rg = X2. (138)

この T = 0面上の極小曲面は r = rg (X = 0)で与えられるが、この面はこの時空における見
かけの地平面および事象の地平面と一致する。見かけの地平面に関する上記の性質を示す具
体例の一つになっている。
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