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概要

本研究においては先ず、２次元イジング模型 (Onsager模型)の分配関数
の求め方を復習する。さらに反周期的境界条件における２次元イジング
模型の分配関数の求め方を復習し、連続極限における単位格子あたりの
自由エネルギーを計算する。また反周期的境界条件において高温と低温
の間に分配関数双対性が存在がするかを議論する。そして、２次元ゲー
ジイジング模型とそのテンポラルゲージをとった場合について分配関数
と相関関数、ゲージの実現性を議論する。
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第1章 はじめに

　１９４４年、２次元イジング模型は Onsagerによって厳密に解かれ
た [1]。それ以来、相転移や臨界現象の理論の主要な柱となっている。On-
sager模型の分配関数の解法や臨界現象の考察は多岐にわたり研究されて
いる。それらは１９４９年の Kaufmanの転送行列とスピノールを用い
た方法 [2]や１９６２年の Kasteleynのダイマー法 [3][4] などにあげられ
る。本研究ではそれらのうち、Kaufmanの方法を簡単化した Kastening
の解法に焦点を当て復習することからはじめた。Kasteningは複素回転群
SO(2m,C)の２つの交換する表現を転送行列として導入し、２次元イジ
ング模型の解を導いた。この定式化によれば、分配関数の導出はその転
送行列の固有値を求めることに帰着する。
近年では、NbSe3でメビウスの帯やフィギュア８がミクロレベルで実
現されている (図 1.1)[5]。メビウスの帯やクラインの壷はトポロジカルに
興味深い境界条件をもっている。この結晶の実現によりそれらは単に数
学的なモデルではなく物理的に実現可能なものとなった。その分配関数
や臨界現象等の研究も既に以前から取り組まれていた [6]。
同様に、方向をもったメビウスの帯の上でイジング模型を考えることも
また興味深いことである。かりに絶対温度 0度の基底状態で一つの方向に
スピンが全て揃ったとするとある場所で不自然な境界が存在する (図 1.2)。
そこでこの境界条件を実現させるために反周期的境界条件

sm+1 =−s1

を課す必要がでてくる。
これまでに、ダイマー法や転送行列法によって、様々な境界条件に従
うイジング系の分配関数や自由エネルギーが計算されている。本研究で

図 1.1: a.円環　　 b.メビウスの帯　　 c.フィギュア８ (Tanda et al.[5])
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図 1.2:方向をもったメビウスの帯

はKasteningの方法に沿って、メビウスの帯への足がかりとなる反周期的
境界条件に従う系を研究することにする。この系の自由エネルギーや内
部エネルギー、比熱が周期的境界条件に従う系のそれとどれだけ異なる
かを有限系と熱力学的極限の下での両方で議論する。
本論ではさらに２次元イジング模型における分配関数の自己双対性を
導く。ここでは正方格子を扱い、厳密な臨界温度が得られる。結合を a=
J/kTとして、分配関数が高温側 (a)から展開したものと低温側 (a∗)から
展開したもので本質的に等しくなるというのが自己双対性である。周期
的境界条件に従うイジング模型の場合、双対性関係式

Z(a∗)

sinh
N
2 (2a∗)

=
Z(a)

sinh
N
2 (2a)

が導かれる。これを使うことにより臨界点 aCが

e2aC =
√

2+1

で与えられる。
さらに、反周期的境界条件を課した場合、同様に自己双対性の関係式
が存在するかを議論する。
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第2章 Onsager模型

　 Kasteningの解法では周期的境界条件の解から反周期的境界条件の解
にそれほど手数をかけずに移ることができる。Onsager模型は様々な方法
で解かれているがこの章と次章にわたってKasteningの解法を復習する。

l ×mのサイトをもつ正方格子の２次元イジング模型 (図 2.1)のエネル
ギーは

E = Ea +Eb (2.1)

で与えられる。このとき

Ea = Ja

l

∑
λ=1

m

∑
µ=1

sλ µsλ+1,µ (2.2)

Eb = Jb

l

∑
λ=1

m

∑
µ=1

sλ µsλ ,µ+1 (2.3)

で β−1 = kTである。 jaと jbは負の値をもつエネルギーパラメーターで
ある。1列目と l +1列目は、それと 1行目とm+1行目をそれぞれ同一

m

l

a

a

a

a

a

a

a

a

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

図 2.1:縦方向が結合 aで横方向が結合 bの l ×m格子

と見なす。つまり、格子はトーラスの上に張り付いているものと考えら
れる。スピン変数 sλ µ は ±1をとる。そして、 a =−βJa、 b =−βJbと
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定義して分配関数は

Z(a,b) = ∑
s11

· · ·∑
slm

exp(−βE) (2.4)

で与えられる。2n×2n の転送行列 T を用いれば Z(a,b) = TrTmと表さ
れ、 T は

〈π|T|π ′〉=
m

∏
µ=1

exp(asµs′µ +bsµsµ+1) (2.5)

で定義されている。このとき ν = 1, · · · l で πλ = {sλ1, · · · ,sλm}である。T
は２つの行列の積で T = VbV′aとかけ、 V′aと Vbは

〈π|V′a|π ′〉=
m

∏
µ=1

exp(asµs′µ) (2.6)

〈π|Vb|π ′〉=
m

∏
µ=1

δsµ s′µ exp(bsµsµ+1) (2.7)

と定義している。パウリ行列 σx、 σy、 σzと 2×2の単位行列 1の直積
を用いてスピン行列は

Xµ = 1⊗·· ·⊗1︸ ︷︷ ︸
µ−1

⊗σx⊗1⊗·· ·⊗1︸ ︷︷ ︸
m−µ

(2.8)

2m×2mのエルミート行列で表現できる。Yµ と Zµ も同様に σyと σzで
それぞれ表される。sinh(2ā)sinh(2a) = 1によって定義される ā > 0で

V′a = [2sinh(2a)]lm/2Va (2.9)

とかけ、このとき

Va =
n

∏
µ=1

exp(āXµ)　 (2.10)

Vb =
m

∏
µ=1

exp(bZµZµ+1) (2.11)

である。 Zm+1 = Z1としていることに注意したい。すると転送行列は

T = [2sinh(2a)]lm/2VaVb (2.12)

と表現される。対角和には周期的な特徴があるので分配関数は

Z(a,b) = [2sinh(2a)]lm/2TrVm (2.13)

と書き直される。 V はエルミート行列で

V = Va/2VbVa/2 (2.14)
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であり、ここで

Va/2 =
n

∏
µ=1

exp(āXµ/2) (2.15)

としている。また V2
a/2 = Vaである。V の 2m個の固有値が Λkであると

すると

Z(a,b) = [2sinh(2a)]lm/2
2m

∑
µ=1

Λm
k (2.16)

である。ゆえに V の固有値を見つけることがここからの課題である。
ここで

{Γλ ,Γµ}= 2δλ µ (2.17)

に従う行列を

Γ2µ−1 = X1 · · ·Xµ−1Zµ (2.18)

Γ2µ = X1 · · ·Xµ−1Yµ (2.19)

と 2m個 ( µ = 1, · · · ,m )定義する。さらに行列

UX = X1 · · ·Xn = inΓ1Γ2 · · ·Γ2n, U2
X = 1 (2.20)

を定義する。UX は全ての Γλ と反交換して {Γλ ,UX}= 0である。いま、
(2.11)式と (2.15)式に現れる成分は

Xµ =− i
2
[Γ2µ ,Γ2µ−1], µ = 1, · · · ,m (2.21)

ZµZm+1 =− i
2
[Γ2µ+1,Γ2µ ], µ = 1, · · · ,m−1 (2.22)

ZmZ1 =
i
2

UX[Γ1,Γ2m] (2.23)

と書くことができる。ここまでの過程はKaufmanのアプローチ [2]に従う
Huangの方法 [7]と通じている。そして続いては、Γµ の積からなる UX

と双線形の組み合わせ ΓαΓβ のみを含んだ (2.11)式と (2.15)式で (2.14)
式の V について議論していく。V の組み合わせは２つの交換する代数を
導く。
射影子を

P± =
1
2
(1±UX) (2.24)

とおくと、行列

Jαβ =
i
4
[Γα ,Γβ ] (2.25)

J±αβ =P±Jαβ (2.26)

が定義され、さらに

Jαβ = J+
αβ +J−αβ (2.27)

UXJ±αβ =±J±αβ (2.28)
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の関係が成り立つ。J±αβ = −J±βα であるから、J+
αβ や J−αβ の種の互いに

独立した m(2m−1)の行列が存在することになる。これらの行列は２つ
の交換する部分に分かれ、さらに恒等式

[J±αβ ,J±γδ ] = i(δαγJ±βδ +δβδ J±αγ −δαδ J±βγ −δβγJ±αδ ) (2.29)

が成り立つ。したがって (2.22)～(2.23)式は (2.25)～(2.28)式で書き直さ
れて

Xµ = 2(J+
2µ,2µ−1 +J−2µ ,2µ−1), µ = 1, · · · ,m (2.30)

ZµZm+1 = (J+
2µ+1,2µ +J−2µ+1,2µ), µ = 1, · · · ,m−1 (2.31)

ZmZ1 =−2UX(J+
1,2m+J−1,2m) =−2(J+

1,2m+J−1,2m) (2.32)

となる。ゆえに、(2.15)式の Va/2は J±αβ をつかって表現すると

Va/2 =
n

∏
µ=1

exp[ā(J+
2µ ,2µ−1 +J−2µ ,2µ−1)] = V+

a/2V−a/2 (2.33)

となる。このとき

V±a/2 =
n

∏
µ=1

exp(āJ±2µ ,2µ−1) (2.34)

である。さらにまた、(2.11)式の Vbは

Vb = exp[−2b(J+
1,2m−J−1,2m)]

m−1

∏
µ=1

exp[2b(J+
2µ+1,2µ +J−2µ+1,2µ)] = V+

b V−b

(2.35)
となる。このとき

V±b = exp(∓2bJ±1,2m)
m−1

∏
µ=1

exp(2bJ±2µ+1,2µ) (2.36)

とおいた。そして、(2.14)式で定義された V は

V± = V±a/2V±b V±a/2, [V+,V−] = 0 (2.37)

ということから V = V+V− となる。次のような要素をもつ M×M の行
列 Jαβ を

(Jαβ )i j =−i(δα iδβ j −δβ iδα j) (2.38)

と定義する。ここでギリシャ文字とラテン文字の添え字は 1から M の
値をとる。 jαβ = −Jβα であるから M(M−1)/2の独立した行列になる。
これらは M = 2mとしたとき、(2.29)式と同様の代数関係にしたがって
いる。cαβ が任意の複素数である行列 S= exp(icαβ Jαβ ) をいま考える。
Sは ST = S−1 で detS= 1である複素 M×M 行列の SO(M,C) 群を成し
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ている。(2.37)式の V± 、(2.34)式の V±a/2 と (2.36)式の V±b と同様に、
SO(2m,C)の行列を

V± = V±
a/2V

±
b V±

a/2 (2.39)

と定義して、このとき

V±
a/2 =

n

∏
µ=1

exp(āJ±2µ ,2µ−1) (2.40)

であり、また

V±
b = exp(∓2bJ±1,2m)

m−1

∏
µ=1

exp(2bJ±2µ+1,2µ) (2.41)

と定義する。āと bは実数であるから、行列 V±
a/2、 V±

b と V± は直交し
ているだけでなくエルミートでもある。そして、 V± は実数の固有値だ
けをもち、完全規格直交系の固有ベクトルをもっている。
いま、 V± は S± によって対角化できてV±

S = S±V±S−1
± とすることが

できる。これによって、

V±
S = exp

(
m

∑
µ=1

γ{2µ−1
2µ−2}J2µ ,2µ−1

)
(2.42)

が得られる。ここで、 γkは

coshγk = cosh2 ¯acosh2b−cos
πk
m

sinh2āsinh2b (2.43)

によって定義される。b = 0で γk = 2āと定義して、さらに bのほかの
値においても解析接続をすることによって γk の符号を決定する。k =
1, · · · ,2m−1で γk > 0ということである。また一方 k = 0においては

γ0 = 2(ā−b) (2.44)

ということである。この γk と γ0 の下では ā > bでも ā < bでも同等に
すべての γkを扱えることが確約される。つまり、温度と無関係なのであ
る。ここでV±

S が 2×2ブロック毎の対角成分のみであることに注意した
い。V±S を対角化させることはありふれたことであるが、(2.42)式によっ
て与えられる形が本来の目的にそった最も便利な形である。行列 S± は
SO(2n,C)の要素であり、したがって S± = exp(ic±αβ Jαβ )と書かれる。い
ま、同じパラメーター c±αβ を使って (2m×2m)次元の変換行列を

S= S+S−

S± = exp(ic±αβ Jαβ ) (2.45)

と定義し、

VS = SVS−1 = S+V+S−1
+ S−V−S−1

− ≡ V+
S V−S (2.46)
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と書く。ā、 b、 c±αβ が含まれる V±S を定義する因子と Jαβ は、ā、 b

、 c±αβ が含まれるV±
S と、 Jαβ に同じ構造をもっている。いま、Bakaer-

Campbell-Hausdorffの公式

exp(A)exp(B) = exp

(
A+B+

1
2
[A,B]+

1
12

{[
A, [A,B]

]
+

[
[A,B],B

]}
+ · · ·

)

(2.47)
を使って、 V±S の指数関数中の積を求める。すると、

V±S = exp

[
m

∑
µ=1

γ{2µ−1
2µ−2}J2µ ,2µ−1

]
(2.48)

となり、したがって

VS = exp

[
m

∑
µ=1

(γ2µ−1J2µ,2µ−1 + γ2µ−2J2µ ,2µ−1

]

= exp

[
1
4

m

∑
µ=1

(
γ2µ−1(1+UX)Xµ + γ2µ−2(1−UX)Xµ

)
]

(2.49)

となる。V±S を対角化するために、新たに同様の変換VY = RYVSR−1
Y を

定義する。RY とその逆は

R±1
Y = 2−n/2

m

∏
µ=1

(1± iYµ) (2.50)

で与えられる。RYXµR−1
Y = Zµ なので、この変換は VSを

VY = RYVSR−1
Y

= exp

[
1
4

m

∑
µ=1

(
γ2µ−1(1+UZ)Zµ + γ2µ−2(1−UZ)Zµ

)
]

(2.51)

とする。UZ = Z1 · · ·Zµ である。
行列 VY は対角的であるが、まだその要素を決める必要がある。UZ は

+1と −1が同じ数だけ存在する対角行列である。もし偶数 (奇数)の Zµ
が因子 −1を与えるなら、UZ の行列要素は +1(−1)である。つまり、(i)
もし偶数 (奇数)の Zµ が因子 −1をあたえるなら、(1+UZ)/2の行列要
素は 1(0)である。(ii) もし奇数 (偶数)の Zµ が因子 −1をあたえるなら、
(1−UZ)/2の行列要素は −1(0)である。したがって、 V の 2m個の固有
値は 2m−1個の固有値

exp

(
1
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−1

)
(2.52)

と、 2m−1個の固有値

exp

(
1
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−2

)
(2.53)
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の二つの形で導かれる。ここで (±) の符号において、(2.52)式では (−)
が偶数の組み合わせで和を作り、(2.53)式では奇数の組合せで和を作る。
これを偶数 (e)と奇数 (o)で表す。(2.16)式により分配関数 Zはこの固有
値の全ての和によって与えられるので

Z(a,b) = [2sinh(2a)]lm/2

{
∑
e

exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−1

)

+∑
o

exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−2

)}
(2.54)

=
1
2
[2sinh(2a)]lm/2

[
m

∏
k=1

[
2cosh

(m
2

γ2k−1

)]
+

m

∏
k=1

[
2sinh

(m
2

γ2k−1

)]

+
m

∏
k=1

[
2cosh

(m
2

γ2k−2

)]
−

m

∏
k=1

[
2sinh

(m
2

γ2k−2

)]]

(2.55)

と求まる。
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第3章 反周期的境界条件の２次
元イジング模型

　メビウスの帯上でのイジング模型への足がかりとして反周期的境界条件
のイジング模型をこの章では解いていく。前章に引き続いて、Kastening
の解法に従って分配関数を求める。さらに物理量が周期的境界条件に比
べてどう変化するかを議論する。

3.1 反周期的境界条件の分配関数
l ×mのサイトをもつ正方格子の２次元イジング模型のエネルギーは

−βE = a
m

∑
µ=1

(
σasl µs1µ +

l−1

∑
λ=1

sλ µsλ+1,µ

)
+b

l

∑
λ=1

(
σbsλmsλ1 +

m−1

∑
µ=1

sλ µsλ ,µ+1

)

(3.1)
で定義される。ここでa,b> 0でスピン変数sλ µは±1の値をとる。(σa,σb)=
(1,1)、 (σa,σb) = (1,−1)、(−1,1)、(−1,−1)は各境界条件、周期的－反
周期的 (pa)、反周期的－周期的 (ap)、反周期的－反周期的 (aa)にそれぞ
れ対応している。いま、分配関数は

Z(l ,m)
αβ (a,b) = ∑

sλ µ=±1
exp(−βE) (3.2)

とかけ、αβはpp、pa、apまたはaaを表している。ここで新たにXµ (Yµ、
Znも同様)を次のように定義する。

Xµ = 1⊗·· ·⊗1︸ ︷︷ ︸
µ−1

⊗σx⊗1⊗·· ·⊗1︸ ︷︷ ︸
m−µ

(3.3)

σxはパウリ行列で 1は 2×2の単位行列である。すると分配関数は

Z(l ,m)
αβ (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2Tr(QV l ) (3.4)
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となる。ここで a方向に周期的なら Q = 1で、反周期的ならQ = UX ≡
X1X2 · · ·Xnをとる。また

V = Va/2VbVa/2 (3.5)

Va/2 =
m

∏
µ=1

exp(āXµ/2) (3.6)

Vb = exp(σbbZµZµ+1)
m−1

∏
µ=1

exp(bZµZλ+1) (3.7)

である。 āは sinh2asinh2ā= 1で定義される。b方向に周期的なら σb = 1
で反周期的なら σb =−1である。便利のために射影演算子といくつかの
行列を導入して

J±αβ = P±Jαβ (3.8)

P± =
1
2
(1±UX) (3.9)

Jαβ =
i
4
[Γα ,Γβ ] (3.10)

Γ2µ−1 = X1 · · ·Xµ−1Zµ (3.11)

Γ2µ = X1 · · ·Xµ−1Yµ (3.12)

とすると、分配関数は

Z(l ,m)
αβ (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2Tr(QaV l

β ) (3.13)

ここで

Q{p
a} =P+±P− (3.14)

Vβ = V+
β V−β = V−b V+

β (3.15)

V±β = Va/2±V±bβ V±a/2 (3.16)

V±a/2 =
m

∏
µ=1

exp(āJ±2µ,2µ−1) (3.17)

V±bp = exp(∓2bJ±1,2m)
m

∏
µ=1

exp(2bJ±2µ+1,2µ) (3.18)

V±ba = exp(±2bJ±1,2m)
m

∏
µ=1

exp(2bJ±2µ+1,2µ) (3.19)

である。γkは

coshγk = cosh2 ¯acosh2b−cos
πk
m

sinh2āsinh2b (3.20)

で定義され、 1≤ k≤mで γk > 0、 γ0 = 2(ā−b)である。b方向に反周
期的境界条件では偶数 (ｅ)と奇数 (ｏ)を伴う γkが変わり、一方、a方向
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に反周期的境界条件では分配関数の半数の項で符号を変える。この先分
配関数に現れる指数関数の和の項を

Σ(l ,m)
ee (a,b) = ∑

e
exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−2

)
(3.21)

Σ(l ,m)
eo (a,b) = ∑

e
exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−1

)
(3.22)

Σ(l ,m)
oe (a,b) = ∑

o
exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−2

)
(3.23)

Σ(l ,m)
oo (a,b) = ∑

o
exp

(
l
2

m

∑
µ=1

(±)γ2µ−1

)
(3.24)

と定義する。ここで Σxyの一つ目の指数 xは和記号の下の指数で、指数
関数の中において和の組み合わせで偶数 (奇数)マイナス符号をとるとい
うことである。二つ目の指数 yは γkの指数が偶数 (奇数)であることを表
す。また、双曲線関数の積を

C(l ,m)
o (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2

m

∏
k=1

[
2cosh

(
l
2

γ2k−1

)]
(3.25)

S(l ,m)
o (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2

m

∏
k=1

[
2sinh

(
l
2

γ2k−1

)]
(3.26)

C(l ,m)
e (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2

m

∏
k=1

[
2cosh

(
l
2

γ2k−2

)]
(3.27)

S(l ,m)
e (a,b) = [2sinh(2a)]lm/2

m

∏
k=1

[
2sinh

(
l
2

γ2k−2

)]
(3.28)

さらに、

S(2l ,m)
o (a,b) = S(l ,m)

o (a,b)C(l ,m)
o (a,b) (3.29)

S(2l ,m)
e (a,b) = S(l ,m)

e (a,b)C(l ,m)
e (a,b) (3.30)

13



であることに注意したい。結局、上付きの指数 (l ,m)と変数 (a,b)を簡略
化して、様々な境界条件における分配関数

Zpp = [2sinh(2a)]lm/2(Σeo+Σoe)

=
1
2
(Co +So +Ce−Se) (3.31)

Zpa = [2sinh(2a)]lm/2(Σee+Σoo)

=
1
2
(Co−So +Ce+Se) (3.32)

Zap = [2sinh(2a)]lm/2(Σeo+Σoe)

=
1
2
(Co +So−Ce+Se) (3.33)

Zaa= [2sinh(2a)]lm/2(Σee+Σoo)

=
1
2
(−Co +So +Ce+Se) (3.34)

が求まった。

3.2 各境界条件における自由エネルギー
前節では周期的－周期的、周期的－反周期的、反周期的－周期的、反
周期的－反周期的の各境界条件における分配関数を求めた。ここからは、
これらの分配関数より各境界条件での自由エネルギーを求めていく。ま
ずは周期的－周期的の境界条件について自由エネルギーを計算し、それ
に沿って、他の境界条件についても計算していく。１スピンあたりの自
由エネルギーは − logZ/(β lm)で、

−β fpp =
1
lm

logZpp

=
1
lm

log
1
2
(Co +So +Ce−Se)

=
1
2

log(2sinh2a)

+
1
lm

log
1
2

[
∏

i
(eαi +e−αi)+∏

i
(eαi −e−αi)

+∏
j
(eα j +e−α j )−∏

j
(eα j −e−α j )

]

=
1
2

log(2sinh2a)

+
1
lm

log
1
2

[
∏

i
eαi(1+e−2αi)+∏

i
eαi(1−e−2αi)

+∏
j

eα j (1+e−2α j )−∏
j

eα j (1−e−2α j )

]
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である。いま αk = lγk/2であり、i = 1,3, · · · ,2m−1の奇数、 j = 0,2, · · · ,2m−
2の偶数であるとした。後に (3.36)式、(3.41)、(3.42)、(3.43)式で分かる
ように l の極限では主要な項である第１項と第２項に周期的境界条件と
反周期的境界条件の違いは現れない。そのために l に従って十分に早く
消える項を復活させてその違いを見てみる。テーラー展開

log(a+x) = loga(1+
x
a
) = loga+

x
a
− 1

2
(
x
a
)2 · · · (aÀ x) (3.35)

を用いて、熱力学的極限 m→ ∞をとると、

−β fpp =
1
2

log(2sinh2a)+ lim
m→∞

1
2m

m

∑
k=1

γ2k−1 + lim
m→∞

1
lm

m

∑
k=1

e−lγ2k−2 (3.36)

となる。ここで、

γ(ν) =γ2k−1 (3.37)

ν =
π
m

(2k−1) (3.38)

lim
m→∞

m

∑
k=1

γ2k−1 =
m
2π

∫ 2π

0
dνγ(ν) (3.39)

を使えば、

−β fpp =
1
2

log(2sinh2a)+
1

2π

∫ π

0
dνγ(ν)+

1
lπ

∫ π

0
dνe−lγ(ν) (3.40)

となる。ここで γ は (2.43)式で定義され、 γ(2π−ν) = γ(ν)であること
に注意したい。これまでの過程に沿って、同様に他の境界条件の１スピ
ンあたりの自由エネルギーを計算すると

−β fpa =
1
2

log(2sinh2a)+ lim
m→∞

1
2m

m

∑
k=1

γ2k−2 + lim
m→∞

1
lm

m

∑
k=1

e−lγ2k−1

=
1
2

log(2sinh2a)+
1

2π

∫ π

0
dνγ(ν)+

1
lπ

∫ π

0
dνe−lγ(ν) (3.41)

−β fap =
1
2

log(2sinh2a)+ lim
m→∞

1
2m

m

∑
k=1

γ2k−1− lim
m→∞

1
lm

m

∑
k=1

e−lγ2k−2

=
1
2

log(2sinh2a)+
1

2π

∫ π

0
dνγ(ν)− 1

lπ

∫ π

0
dνe−lγ(ν) (3.42)

−β faa=
1
2

log(2sinh2a)+ lim
m→∞

1
2m

m

∑
k=1

γ2k−2− lim
m→∞

1
lm

m

∑
k=1

e−lγ2k−1

=
1
2

log(2sinh2a)+
1

2π

∫ π

0
dνγ(ν)− 1

lπ

∫ π

0
dνe−lγ(ν) (3.43)

と求まる。いま、(3.39)式のように極限をとって和を積分に変える過程
で (3.37)式と (3.38)式の (2k−1)を (2k−2)に変えたがmの極限をとる
ので奇数と偶数の違いは無いとした。(3.36)式と (3.41)式では和を奇数
でとるか偶数でとるかの違いしかない。これはさらに高次の項まで求め
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図 3.1:臨界温度での−β∆ fp−aのグラフ 横軸 : l 縦軸 :−β∆ fp−a

ても同じことである。このことは反周期的境界条件を課してつなげた方
向 (m)で無限極限をとっといるので、反周期的境界条件の効果は物理的
に何も起こらないということを示している。(3.40)式と (3.42)式、(3.43)
式を比較すると自由エネルギーに差

−β∆ fp−a =−β ( fpp− fap) =
2
lπ

∫ π

0
dνe−lγ(ν) (3.44)

が現れる。このことから反周期的境界条件を課してつなげた方向 (l )を有
限に保つと、物理的な違いが存在することがわかる。それは図 3.1のよ
うに十分はやく収束する。

3.3 内部エネルギーと比熱
前節までで、周期的境界条件と反周期的境界条件との違いにより l に
したがう微小な差が自由エネルギーにはあることが分かった。さらに、
その差が及ぼす内部エネルギーと比熱について議論していく。ここから
は、簡単のために等方的な格子 (b = a) を扱っていく。したがって γ(ν)
は、(3.20)式より

coshγk = cosh2acoth2a−cosν (3.45)

と定義される。
１スピンあたりの内部エネルギーは

u =
∂

∂β
(β f ) (3.46)
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だから、境界条件による差は

∆u =
∂

∂β
(β∆ f )

=
4
π

jcosh2a
(
coth22a−2

)∫ π

0
dν

e−lγ(ν)

sinhγ
(3.47)

である。特に後の 4.1節でも示されるように臨界温度では

cosh2ac =
√

2, sinh2ac = 1 (3.48)

となることがわかっている。したがって

∆u = 0 (3.49)

となり、臨界点付近では内部エネルギーに違いが無いことが分かる。
また、比熱は

C =
∂u
∂T

(3.50)

であるから、境界条件による差を計算すると

∆C =
8
π

ka2

[
cosh22a

(
coth22a−2

)2
∫ π

0
dν

e−lγ(ν)

sinh2γ
(l +cothγ)

− 1

sinh32a
(sinh22acosh22a+2)

∫ π

0
dν

e−lγ(ν)

sinhγ

]
(3.51)

となる。比熱自身が無限大となる臨界温度付近であっても、周期的か反
周期的かの境界条件によって比熱に有限の差があることが分かった。
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第4章 双対性

　２次元正方格子イジング模型に自己双対性があることはよく知れれて
いる [9]。
この章では反周期的境界条件にしたときにこの自己双対性が同じよう
に現れるかを議論する。

4.1 ２次元正方格子イジング模型の双対性
２次元イジング模型において分配関数の双対性を導く [8]。ここでは正

方格子 (b = a)を扱い、厳密な臨界温度が得られる。分配関数 Zが高温
側から展開したものと低温側から展開したものが本質的に等しくなると
いうのが双対性である。
先ず、次式の分配関数を考える。

Z(a) = ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

exp

{
a∑
〈i j 〉

σiσ j

}
(4.1)

ここで、a = J/kTで、 〈i j 〉は近接するサイト iと jの組のについて和を
とることを表し、Nは格子点の数である。高温で aが小さいとき Z(a)は
べき乗展開ができる。イジング変数 σ のとる値は±1だから

exp(aσ) = cosha+σ sinha (4.2)

となる。すると

Z(a) = ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

∏
〈i j 〉

(cosha+σiσ j sinha)

= (cosha)2N ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

∏
〈i j 〉

(1+σiσ j tanha) (4.3)

となる。これからZ(a)/cosh2N aを tanhaで展開していく。ここで零にな
らない寄与

∑
σ=±1

σ = 0, ∑
σ=±1

1 = 2 (4.4)

に注意する。したがって∏(1+σiσ j tanha)を展開したとき、スピン変数
を含まない項のみの寄与が残る。格子点 iと jを結ぶ格子上の辺を「ボン
ド」と呼ぶことにして、σiσ j tanhaの値を持つと見なせる。このボンドは

18



���
�������

������������� ������ ���

図 4.1:高温展開での低次の項 (Kogut[8])

多角形を作る時のみ σi が２乗となって消え、寄与が残る。初めの４つの
低次項は図 4.1で表され、分配関数は

Z(a)(cosha)−2N ·2−2N = 1+N(tanha)4 +2N(tanha)6

+
1
2

N(N−5)(tanha)8 + · · · (4.5)

となる。各項の Nを含む係数は各多角形の描き方の数である。
次に Z(a)の低温展開を考える。温度零度でスピンは全て一方向に揃っ
ているので、反転したスピンの数で展開していく。T = 0の基底状態にス
ピンが全て「上向き」の配位を選ぶ。１つのスピンが反転した時、４つ
のボンドが負になる。２つの隣合うスピンが反転した時、６つのボンド
が負になる。さらに２つの離れたスピンが反転していたら、８つのボン
ドが負になる。初めの４つの低次項は図 4.2に示される。また T = 0で
スピンが全て「下向き」の配位をとったものも同様の議論ができる。し
たがってその配位の数を数えれば、分配関数は

1
2

Z(a)e−2Na = 1+Ne−8a +2Ne−12a +
1
2

N(N−5)e−16a + · · · (4.6)

となる。このように高温展開と低温展開の対応は明瞭となった。これは、
低温展開での反転したスピンをプラケット (正方形)で囲めば、低温展開
の図の描き方は高温展開のものと同等になっているということである。
この関係を確かめるには結合定数 a∗ を

tanha = exp(−2a∗) (4.7)

と定義すればよい。(4.5)式と (4.6)式を比べると

Z(a∗)
(e2a∗)N =

Z(a)
2N(cosh2a)N

(4.8)

������������� ����� ���

図 4.2:低温展開での低次の項
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の関係が与えられる。(4.7)式は値の大きい a∗から小さい aへの (またそ
の逆でもある)射影を定義している。(4.7)式にはさらに見かけ以上のも
のがある。双曲線関数を変換させれば

sinh(2a)sinh(2a∗) = 1 (4.9)

と書ける。したがって (4.8)式は

Z(a∗)

sinh
N
2 (2a∗)

=
Z(a)

sinh
N
2 (2a∗)

(4.10)

と書き直せる。これらの式がイジング模型における高温の特性と低温の
特性の間の特別な対称性を示す双対性の射影を定義している。そしても
し模型が唯一の臨界点を持つならそれが a = a∗の点であるということが
できる。(4.9)式は臨界点

sinh2(2aC) = 1 (4.11)

を示し、また
e2aC =

√
2+1 (4.12)

を示している。この臨界点はイジング模型が解かれるよりも以前に見出
されていた [9]。

4.2 反周期的境界条件における双対性
２次元イジング模型において縦方向のサイトの数が l で横方向のサイ
トの数が mである正方格子を考える。つまり、サイト (スピン)の数は
N = l×mで、ボンドの数は 2Nである。縦方向は周期的境界条件をもち、
横方向には反周期的境界条件をもたせる。反周期的境界条件とは周期的
なスピン環の m+1番目のスピン成分と 1番目のスピン成分が正負逆転
していることである。即ち、

σm+1 =−σ1 (4.13)

ということである。したがって、エネルギーは

E =−a∑
〈i j 〉

σiσ j +a ∑
〈pq〉

σpσq (4.14)

と変わる。ここで、 〈pq〉はmとm+1 = 1にまたがって隣り合う l 個の
スピンを表し、〈i j 〉はそれ以外の全ての隣り合うスピンを表す。
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図 4.3:反周期的境界条件高温展開での低次の項 (Kogut[8])

始めに高温展開を考える。このとき分配関数 Zを展開すると

Z(a) = ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

exp

{
a∑
〈i j 〉

σiσ j −a ∑
〈pq〉

σpσq

}

= ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

∏
〈i j 〉,〈pq〉

(cosha+σiσ j sinha)(cosha−σpσqsinha)

= (cosha)2N ∑
σN=±1

· · · ∑
σ1=±1

∏
〈i j 〉,〈pq〉

(1+σiσ j tanha)(1−σpσq tanha)

(4.15)

となる。周期的境界条件の高温展開のときと同様にボンドで多角形を作
る寄与のみがスピン変数をもたずに残る。このときmとm+1にまたが
るボンドは多角形を作るのに必ず偶数個必要である (図 4.3)。したがって
その寄与は周期的境界条件のときと変わらない。分配関数の高温展開は
周期的境界条件のときと変わらず (4.5)式のままである。
次に低温展開を考える。温度零度では周期的境界条件においてスピン
がすべて同じ方向に揃ったものが基底状態であった。反周期的境界条件
においても同様である。いま、反周期的境界条件で境界にあるボンドは
負になる。このボンドが負になったものを「フラストレーション」と呼
ぶことにする。このフラストレーションの数を f とするとエネルギーは

E =−a(2N− f )+a f =−2a(N− f ) (4.16)

である。境界にある１列 l個にフラストレーションが生じたこの状態が最
低エネルギー状態でエネルギーはE =−2a(N− l)になる (図 4.4)。また横
方向１列目のスピンが全て反転したものは１列目と２列目のサイト間に

�

�

�

� �

図 4.4: 2m重の低温展開基底状態
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図 4.5:１つ侵入

同じく l個のフラストレーションが生じる。同様に１列目と２列目のスピ
ンが全て反転したものは２列目と３列目のサイト間に l個のフラストレー
ションが生じる。これを周り巡って、m列目まで続けるとスピンが全て下
向きになる。これは周期的境界条件における全スピン上向きとそれにに
対するもう一方の基底状態という関係と同様である。全スピン下向きの
側から見ても上述と同様のことが議論できるのでE =−2a(N− l)の基底
状態は 2m重に縮退していることになる。これは境界の描き方が 2m通り
あるということと同等である。この 2mは低温展開の共通の係数である。
次に第一励起状態を議論したい。境界にある列の上に反転したスピンが
１つ侵食したとき図 (4.5)、フラストレーションは２個増えてエネルギー
は E =−2a(N− l)+4aとなりこれが第一励起状態である。この侵食は l
通りある。また、境界の列の上に連なった反転スピンが侵食してもフラ
ストレーションは同じく２個増えて、エネルギーは E =−2a(N− l)−4a

である。この反転スピンの「チェーン」は一周すると境界線が一列ずれた
上述の新たな基底状態になるので、一周しないところまである。すなわ
ち l−1種のチェーンが存在する。それぞれのチェーンは縦のサイトの数 l

だけ棲む場所がある。つまり、第一励起状態の数は 2ml(l−1)である。三
番目のエネルギー状態は E =−2a(N− l)+8aである。境界と接さないサ
イトに反転したスピンが１つ存在すると、周りのボンド４本がフラスト
レーションになる図 (4.6)。境界と接さないサイトの数はm列から２列引
いて l(m−2)である。また境界上にチェーン状の反転スピンが２つ隣接
せずに侵食 (図 4.7)しても E =−2a(N− l)+8aである。組み合わせを考
えてこの侵食のパターンを数えると ml(l −1)(l −2)(l −3)/6となる。さ
らに境界上にチェーンが侵食しそのうえにチェーンが載っている場合 (図
4.8)も E = −2a(N− l)+ 8aである。このパターンは ml(l −1)l(l + 1)/3
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となっている。以上より、低温展開の分配関数は

Z = 2me2a(N−l)
[
1+ l(l −1)e−4a

+
{

l(m−2)+
1
4

l(l −1)(l2− l +2)
}

e−8a + · · ·
]

(4.17)

となる。
周期的境界条件から反周期的境界条件に変えたとき、高温展開の分配
関数に変わりはなかった。しかし低温展開の分配関数は次数と係数がと
もにがらりと変わり、(4.5)式と (4.17)式の間には、周期的境界条件のと
きに存在したような自己双対性は存在しないことが分かる。

�

図 4.6:反転スピンが一つ
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�

図 4.7:２つの鎖が侵入

�

図 4.8:２段侵入
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第5章 まとめ

　周期的境界条件と反周期的境界条件の２次元イジング模型での自由エ
ネルギーや内部エネルギー、比熱に熱力学的極限では違いが無いことが
分かった。
反周期的境界条件を課してつなげた方向 (l )を有限に保つと、自由エネ

ルギーに (3.44)式の違いが存在することがわかった。内部エネルギーに
は (3.47)式の差があり、比熱には (3.51)式の違いがあることが分かった。
また、臨界温度付近では (3.49)式のように差が無いことが分かった。
周期的境界条件では高温ー低温自己双対性があったが、反周期的境界
条件では自己双対性が無いことが分かった。
今回はメビウスの帯へのステップとして反周期的境界条件について研
究してきた。今後の課題としては、これをさらに発展させ境界条件をメ
ビウスの帯に変えたときにそのトポロジー的な境界条件の変化によって
物理量にどのような違いが生じてくるかを研究したい。
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付録A ゲージイジング模型

A.1 テンポラルゲージ分配関数
２次元平面におけるユークリッド時空を考える [8]。いま各サイト (格
子点)を jとして、µ を空間方向の、τ を時間方向のそれぞれ単位格子ベ
クトルとする。( j,µ)と ( j + µ ,−µ)は同じリンク (格子)を指している。
このとき、局所的にゲージ不変な作用は

S=−J∑
j

σ3( j,µ)σ3( j + µ,τ)σ3( j + µ + τ,−µ)σ3( j +ν ,−τ) (A.1)

とラティス上で最小の四角形 (プラケット)を形成する４辺 (リンク)上の
イジングスピン (σ3 =±1)の積によって作られる。
この作用が局所的ゲージ不変であることを確かめるには各サイトに対
する演算子G( j)を施せばよい。G( j)はサイト j から出ている全てのリン
ク上のスピンをフリップさせる演算子である。この演算によってフリッ
プするスピンは各プラケットにおいて２個あるので作用Ｓは不変のまま
である。
テンポラル・ゲージ

σ3( j,τ) = 1 (A.2)

をとり、サイトの数が時間方向に l 個、空間方向にm個で周期的境界条
件をもつ２次元平面で考える。このときの分配関数

Z = ∑
spincon f ig

e−S (A.3)

を計算する。テンポラル・ゲージをとると作用は

S=−J∑
n

σ3( j,µ)σ3( j + τ,µ) (A.4)

と時間軸格子上のイジングスピンは固定されて、あたかもそのイジング
スピンを省いたような形になる。恒等式

exp(βσ3σ3) = coshβ + σ3σ3sinhβ
= coshβ (1+ σ3σ3 tanhβ ) (A.5)

が成り立つので分配関数は

Z = ∑
spincon f ig

∏
j

coshβ (1+ σ3( j,µ)σ3( j + τ,µ) tanhβ ) (A.6)
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となる。スピンの配位について

∑
σ3=±1

σ3 = 0, ∑
σ3=±1

σ3
2 = ∑

σ3=±1
1 = 2 (A.7)

とリンクの積に注意すると、 σ3( j)σ3( j + τ)が一空間リンク上で、時間
軸の格子 l個がすべて集まったとき (時間軸が一周したとき)にのみ σ3は
すべて打ち消し合い、tanhβ の寄与が生じる。他に寄与が生じるのは同
様にリンクの積が全て 1のときである。したがって、一空間リンク上で
の分配関数は

Z1 = 2l coshl β (1+ tanhl β ) (A.8)

である。空間方向のリンクの数はサイトの数と等しくm個である。それ
ぞれの空間リンクは独立であるから、最終的に全体の分配関数は

Z = Z1
m = [2l (coshl β + sinhl β )]m (A.9)

となる。

A.2 ゲージイジング模型の相関関数
次に、このゲージイジング模型のテンポラルゲージの下での相関関数
を求める。
テンポラル・ゲージ

σ3( j,τ) = 1 (A.10)

をとり、サイトの数が時間方向に l 個、空間方向にm個で周期的境界条
件をもつ２次元平面で考える。このとき、時間方向の長さ T、空間方向
の長さがRの長方形ループC

∏
C

σ3 = σ3(0,0;µ)σ3(0,1;µ) · · ·σ3(0,R; µ)×σ3(T,0;µ)σ3(T,1;µ) · · ·σ3(T,R; µ)

(A.11)
(時間軸格子上のイジングスピンは固定されている)について相関関数

〈
∏
C

σ3

〉
= ∑

spincon f ig
∏
C

σ3 e−S/Z (A.12)

を計算する。テンポラル・ゲージをとると作用は

S=−J∑
j

σ3( j,µ)σ3( j + τ,µ) (A.13)

と時間軸格子上のイジングスピンは固定されて、あたかもそれを省いた
ような形になる。恒等式

exp(βσ3σ3) = coshβ + σ3σ3sinhβ
= coshβ (1+ σ3σ3 tanhβ ) (A.14)
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が成り立つので相関関数は
〈

∏
C

σ3

〉
= ∑

spincon f ig
∏
C

σ3 ∏
j

coshβ (1+ σ3( j,µ)σ3( j + τ,µ) tanhβ )

(A.15)
となる。スピンの配位について

∑
σ3=±1

σ3 = 0, ∑
σ3=±1

σ3
2 = ∑

σ3=±1
1 = 2 (A.16)

であり、リンクの積に注意して計算すれば、分子で寄与が残るのはσ3(n)
が全て打ち消し合ったときである。∏cσ3 を打ち消すにはその長方形の
中をプラケットで埋めてやればよい。その寄与は tanhT×Rβ である。ま
た、周期的境界条件であるからドーナツの時間方向の裏側を埋めても寄
与は生じ、tanh(l−T)×Rβ となる。さらに長方形の外側 (mの外側)では分
配関数と同様に (1+ tanhl β ) の寄与がm−R個出てくる。したがって相
関関数の分子は

(2coshβ )l×m(tanhT×Rβ + tanh(l−T)×Rβ )(1+ tanhl β )m−R (A.17)

となる。分配関数の計算結果

Z = [2l (coshl β + sinhl β )]m (A.18)

を引用して、最終的に相関関数は
〈

∏
C

σ3

〉
=

(tanhT×Rβ + tanh(l−T)×Rβ )
(1+ tanhl β )R

(A.19)

となる。
ここで高温の場合を考える。このとき、β は十分に小さく収束半径を
満たす。tanhβ ' β と近似できる。また、長方形ループの時間方向の長
さ Tは二次元平面の時間の長さ l に比べ十分小さいはずである。長方形
の面積を A = T×Rとし、これらを使って相関関数は近似され、

〈
∏
C

σ3

〉
' tanhAβ = exp{(ln tanhβ )A} (A.20)

と面積則になっていることが分かる。
次に低温領域を考える。結合を表す β が 5より大きくなってくると

(A.20)式の近似は粗くなってくる。極低温でも成り立つ模型を考えたい。
そこで時間方向に細長く伸びた磁区を考える。λ ×1,(λ À 1)の長方形で
ひものようなものである。このひもの両端には σ3( j,µ)σ3( j +τ,µ) =−1
となる「フラストレーション」が生じる。このフラストレーションは両
端の二つであるから一本につき e−4β の寄与がある。このひもが独立して
(重なることなく)生じるとき、分配関数は

Z = enβ (1+ne−4β + · · ·) (A.21)
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である。T×Rの長方形ループの相関関数は
〈

∏
C

σ3

〉
= enβ{1+(n−4A)e−4β + · · ·}/ Z' exp(−4Ae−4β ) (A.22)

となる。ここで n= l×m,A= (T−1)×Rとした。このことから、低温領
域でも面積則にしたがっていることが分かる。

A.3 テンポラルゲージの実現性
局所的にゲージ不変な作用は (A.1)式と同様に

S=− ∑
n,µν

σ3(n,µ)σ3(n+ µ,ν)σ3(n+ µ +ν ,−µ)σ3(n+ν ,−ν) (A.23)

である。この作用はラティス上で最小の四角形 (プラケット)を形成する
４本の辺 (リンク)の上の Isingスピン (σ3 =±1)の積によって作られる。
この作用が局所的ゲージ不変であることを確かめるには各サイト (格子
点)に対する演算子G( j)を施せばよい。G( j)はサイト jから出ている全
てのリンク上のスピンをフリップさせる演算子である。この演算によっ
てフリップするスピンは各プラケットにおいて２個あるので作用 Sは不
変のままである。
このゲージ変換においてテンポラル・ゲージ

σ3( j,τ) = 1 (A.24)

が常に実現可能かを議論する。
第一に周期的境界条件の下でテンポラル・ゲージが実現可能かを考え
る。時間軸方向に周期的境界条件があれば時間軸が円を成していること
と同等である。任意の空間座標 xを選び、その時間軸上のリンク上に下
向きスピンが２つあり、残りは全て+1のときゲージ不変の演算子Gを
各サイトに作用させて２つの下向きスピンが隣り合うようにすることが
出来る。これにもう一度演算子を作用させれば、下向きスピンは消えて
テンポラル・ゲージが実現する。一方、時間軸上のリンクに下向きスピ
ンが１つあり、残り全てがプラスのときは演算子を作用させても負の配
位がとなりに逃げ続けるだけであり、テンポラル・ゲージが実現するこ
とは決してない。これらのことは負の配位が２つのときは偶数のときに
拡張され、１つのときは奇数のときに拡張される。
次に固定された境界条件の下でテンポラル・ゲージが実現可能かを考
える。固定された境界条件では時間軸に端があり、演算子によって隣に
逃げた下向きスピンが巡り戻ってくることは無いので、端のところで下
向きスピンを消すことが可能である。これは負の配位の数が奇数でも偶
数でもいえることである。したがって、テンポラル・ゲージは実現する。

30



参考文献

[1] L. Onsager, Phys. Rev.65, 117 (1944).

[2] B. Kaufman, Phys. Rev.76, 1232 (1949).

[3] P.W. Kasteleyn, Math. Phys.4 287 (1963).

[4] P.W. Kasteleyn, Physica271209(1961).

[5] S. Tanda, T. Tsuneta, Y. Okajima, K. Inagaki, K. Yamaya, and N. Hatak-
enaka Nature417, 397 (2002).

[6] K. Kaneda and Y. Okabe, Phys. Rev. Lett.86, 2134 (2001)

[7] K. Huang,Statistical Mechanics, 2nd ed. (Willey)

[8] J. B. Kogut, Rev. Mod. Phys.51, 659 (1979)

[9] H. A. Kramers and G. H. Wannier, Phys. Rev.60, 252 (1941).

31


