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QCD

LQCD = �
1

4
F aµ⌫F a

µ⌫ +  ̄(i /D �m) 

<latexit sha1_base64="xLNBy8Ffu7SznDTC0kbq7Uo/18g="></latexit>

F a
µ⌫ = @µA

a
⌫ � @⌫A

a
µ + gsf

abcAb
µA

c
⌫

<latexit sha1_base64="EmVXM++iegzgU5BB+P4ceeNHDwQ="></latexit>

where

/D = /@ � igs /A
a
T a

<latexit sha1_base64="6lDdZ3TFzeuZ8287wFZ7mjb8ABg="></latexit>

,

漸近自由な理論

高エネルギー:弱結合 低エネルギー:強結合

摂動論により、理論計算が可能

(gs � 1)

<latexit sha1_base64="kZxDa5DmLMtHXvJw1gDSYPopcxo="></latexit>

(gs ! 0)

<latexit sha1_base64="qgGPx3U3xAobnaQmRvGosIloyrk="></latexit>

理論的な解析は困難

豊富な現象:質量ギャップ
カラー閉じ込め
カイラル凝縮



摂動論

物理量の高エネルギー の挙動は摂動論で近似できる(p2 � ⇤2
QCD)

<latexit sha1_base64="ie0U5eVvqZflmO05RG+VUo3IVLM="></latexit>

現在計算されている(物理量に対する)最高の摂動次数はO(g8
s)

<latexit sha1_base64="nAQfmell6jJ6Cc5wUaLJ6BPWjZ0="></latexit>

Ophys(p
2) = a0 + a1g

2
s(p

2) + a2g
4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="ZojLJ4+9BfAT4X3MBp3PtkgRTeQ="></latexit>



OPE(摂動論の拡張)

Ophys(p
2) = C0(p

2) +C1(p
2)

h0|O1|0i

(p2)d1
+C2(p

2)
h0|O2|0i

(p2)d2
+ · · ·

<latexit sha1_base64="g5FkVNn2cYsktgsMCWM3z+5xldA="></latexit>

ここに

(0 < d1 < d2 < · · ·)

<latexit sha1_base64="/RJ2rLbSUjKXi9g2HCJaAwFpCPI="></latexit>

Wilson係数は摂動計算可能

高エネルギー展開は系統的に計算可能

C0(p
2) = a0 + a1g

2
s(p

2) + a2g
4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="WMBrp2yLM876yDY4y4hFj4iWJ+I="></latexit>

C1(p
2) = a0

0 + a0
1g

2
s(p

2) + a0
2g

4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="r5kkpQk35YacygclKgGLkYRWtyI="></latexit>

C2(p
2) = a00

0 + a00
1g

2
s(p

2) + a00
2g

4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="2kEe5BhtRi4UwFV3SV6ru5gSz7M="></latexit>

(p2 � ⇤2
QCD)

<latexit sha1_base64="ie0U5eVvqZflmO05RG+VUo3IVLM="></latexit>

/

<latexit sha1_base64="m+dMUDJ1oj8G8raNMIlrsmGDfuU="></latexit>

⇤d1
QCD

<latexit sha1_base64="idOSt4zWtmRlgrprbPhcL53SSQA="></latexit>

/

<latexit sha1_base64="m+dMUDJ1oj8G8raNMIlrsmGDfuU="></latexit>

⇤d2
QCD

<latexit sha1_base64="KYroxy24Wp/RrI1+muskOwsFFmM="></latexit>



OPE(摂動論の拡張)

Ophys(p
2) = C0(p

2) +C1(p
2)

h0|O1|0i

(p2)d1
+C2(p

2)
h0|O2|0i

(p2)d2
+ · · ·

<latexit sha1_base64="g5FkVNn2cYsktgsMCWM3z+5xldA="></latexit>

ここに

(0 < d1 < d2 < · · ·)

<latexit sha1_base64="/RJ2rLbSUjKXi9g2HCJaAwFpCPI="></latexit>

Wilson係数は摂動計算可能

真空期待値は非摂動な解析と合わせて決定可

高エネルギー展開は系統的に計算可能

C0(p
2) = a0 + a1g

2
s(p

2) + a2g
4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="WMBrp2yLM876yDY4y4hFj4iWJ+I="></latexit>

C1(p
2) = a0

0 + a0
1g

2
s(p

2) + a0
2g

4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="r5kkpQk35YacygclKgGLkYRWtyI="></latexit>

C2(p
2) = a00

0 + a00
1g

2
s(p

2) + a00
2g

4
s(p

2) + · · ·

<latexit sha1_base64="2kEe5BhtRi4UwFV3SV6ru5gSz7M="></latexit>

(p2 � ⇤2
QCD)

<latexit sha1_base64="ie0U5eVvqZflmO05RG+VUo3IVLM="></latexit>



物理量の解析性

Adler func8onの例

R(s) =
�(e+e� ! hadrons)

�(e+e� ! µ+µ�)
⇠ Im[D(p2 = �s)]

<latexit sha1_base64="mNSXmIUocTPIdrAAoQei+yzBl48="></latexit>

(Jµ(x) =  ̄(x)�µ (x))

<latexit sha1_base64="r5t/+kZFV12mFYMPNtGmsTZkvjM="></latexit>

*このトークでは右側をspacelike, 左側をtimelikeにとる

p2

<latexit sha1_base64="sUCeTiKtMCuny9oXCtP3I3XsA5k="></latexit>

�4m2
⇡

<latexit sha1_base64="hJJXBa1pJ1bFKrMIWr7Yaqe9WHY="></latexit>

…

nonzero

D(p2) ⇠
ZZZ

d4xeipxh0|Jµ(x)J
µ(0)|0i

<latexit sha1_base64="4sxYfejkkh7hURGHoUsPrep/RTw="></latexit>



物理量の解析性

Adler functionの例

R(s) =
�(e+e� ! hadrons)

�(e+e� ! µ+µ�)
⇠ Im[D(p2 = �s)]

<latexit sha1_base64="mNSXmIUocTPIdrAAoQei+yzBl48="></latexit>

(Jµ(x) =  ̄(x)�µ (x))

<latexit sha1_base64="r5t/+kZFV12mFYMPNtGmsTZkvjM="></latexit>

1/p2

<latexit sha1_base64="Hm+roDKy93/qgZfRVff8v+dhom8="></latexit>

いくらでも高エネルギーでハドロン生成が起こるため、0に無限に近い点に特異点が存在!

D(p2) ⇠
ZZZ

d4xeipxh0|Jµ(x)J
µ(0)|0i

<latexit sha1_base64="4sxYfejkkh7hURGHoUsPrep/RTw="></latexit>



OPEの収束半径
1/p2

<latexit sha1_base64="Hm+roDKy93/qgZfRVff8v+dhom8="></latexit>

複素関数の定理:Taylor展開は展開点に一番近い特異点の距離に等しい収束半径を持つ

OPEは収束半径0の展開！ Ophys(p
2) = C0(p

2) +C1(p
2)

h0|O1|0i

(p2)d1
+C2(p

2)
h0|O2|0i

(p2)d2
+ · · ·

<latexit sha1_base64="g5FkVNn2cYsktgsMCWM3z+5xldA="></latexit>

仮に展開が全次数計算されても低エネルギーの予言能力は持たない



低エネルギー展開

一方、低エネルギー展開

D(p2) =
1XXX

n=0

cn

 
p2

⇤2
QCD

!n

<latexit sha1_base64="G/j7FLzBneZ/nUOh25JosGWCcLY="></latexit>

は、 で収束する級数(mass gapのため有限の収束半径)|p2| < 4m2
⇡

<latexit sha1_base64="NYetNJpnnh/iD0aef0kxwLOgkyI="></latexit>

この展開は強結合のため、計算が困難

このような低エネルギー極限を求められないか?



Key idea

D̃(⌧ ) =
1

2⇡i

ZZZ i1

�i1

dr

r
D(p2 = 1/r)e⌧r

<latexit sha1_base64="hl4EuTe035f8wzynnEL6aVHBr2k="></latexit>

HT 2404.05589

逆ラプラス変換を考える

(r = 1/p2)

<latexit sha1_base64="3TWVoKBXp/aXxm49aAQt+6o6xuA="></latexit>

この変換は でリノーマロン問題を解決する
ために導入

2023 Hayashi, Mishima, Sumino, HT

(p2 $ ⌧ )

<latexit sha1_base64="WrjykojnbvexQ6AnUCeRLBilH9M="></latexit>



D̃(⌧ ) =
1

2⇡i

ZZZ i1

�i1

dr

r
D(p2 = 1/r)e⌧r

<latexit sha1_base64="hl4EuTe035f8wzynnEL6aVHBr2k="></latexit>

HT 2404.05589

逆ラプラス変換を考える

(r = 1/p2)

<latexit sha1_base64="3TWVoKBXp/aXxm49aAQt+6o6xuA="></latexit>

このトークで着目する性質

D̃(⌧ ) =
1XXX

n=0

cn

n!

 
⌧

⇤2
QCD

!n

<latexit sha1_base64="/1NiY9rz8GeBV3OOaGRIE+8FxTw="></latexit>

D(p2) =
1XXX

n=0

cn

 
p2

⇤2
QCD

!n

<latexit sha1_base64="G/j7FLzBneZ/nUOh25JosGWCcLY="></latexit>

逆ラプラス変換

低エネルギー展開の収束半径が無限大に→ τ平面いたる所で解析的
"
f(x) =

1

1 � x
= 1+ x+ x2 + · · · ! f̃(⌧ ) =

1XXX

n=0

xn

n!
= ex

#

<latexit sha1_base64="AElPwIgWc7PgulHMjiXkfWXJEBQ="></latexit>

(p2 $ ⌧ )

<latexit sha1_base64="WrjykojnbvexQ6AnUCeRLBilH9M="></latexit>

Key idea



D̃(⌧ ) =
1XXX

n=0

cn

n!

 
⌧

⇤2
QCD

!n

<latexit sha1_base64="/1NiY9rz8GeBV3OOaGRIE+8FxTw="></latexit>

Cauchyの留数定理
⌧

<latexit sha1_base64="/+amtIxICVud4/qGxEJEEkNNQwM="></latexit>

τ平面に特異点はないので、半径は任意に取れる

|⌧ | = ⌧0

<latexit sha1_base64="HBPRk8EEzI2dpPthqXsTc8ZOuZo="></latexit>

Key idea

cn =
n!⇤2n

QCD

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧n+1
D̃(⌧ )

<latexit sha1_base64="ewk3w1b71Ftb6CO4XhhF+YN4kHk="></latexit>

HT 2404.05589



D̃(⌧ ) =
1XXX

n=0

cn

n!

 
⌧

⇤2
QCD

!n

<latexit sha1_base64="/1NiY9rz8GeBV3OOaGRIE+8FxTw="></latexit>

Cauchyの留数定理
⌧

<latexit sha1_base64="/+amtIxICVud4/qGxEJEEkNNQwM="></latexit>

|⌧ | = ⌧0

<latexit sha1_base64="HBPRk8EEzI2dpPthqXsTc8ZOuZo="></latexit>

と取れば

??

高エネルギー展開から低エネルギー展開の係数が計算可能(??)

Key idea

cn =
n!⇤2n

QCD

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧n+1
D̃(⌧ )

<latexit sha1_base64="ewk3w1b71Ftb6CO4XhhF+YN4kHk="></latexit>

⌧0 � ⇤2
QCD

<latexit sha1_base64="D0YKDMUBYavvWQG+f28HB49gw5I="></latexit>

cn =
n!⇤2n

QCD

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧n+1
D̃OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="tCxM23LI8vXo4BlAIlgAkgcLk7k="></latexit>

HT 2404.05589



This work

このアイデアを可解模型である2次元O(N) nonlinear sigma modelで検証する

逆ラプラス変換を用いれば、低エネルギー展開(極限)を
高エネルギー展開から計算できるか？

弱結合のために系統的に計算可能な高エネルギー展開から、
強結合となる低エネルギーの挙動を引き出す
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✔



Model

S =
1

2g0

ZZZ
d2x{@µ�

a(x)@µ�
a(x) +↵(x)(�a(x)�a(x)�N)}

<latexit sha1_base64="dot+olHSRnhLa29e0l9fWK53FlE="></latexit>

2次元O(N) nonlinear sigma model

:スカラー場 (a = 1, ...,N)

<latexit sha1_base64="ra5ei8GNTGwH04CASSYqnryzOjs="></latexit>

↵(x)

<latexit sha1_base64="ZozvMT2c03JiIyWVgcSXpn4Kl+U="></latexit>

�a(x)

<latexit sha1_base64="9FLMWeCR4aOcqZkzoJnlLy1eBNo="></latexit>

:ラグランジュ未定乗数(                 を与える)�a(x)�a(x) = N

<latexit sha1_base64="AIGUUxuahDRiapiaqvUJw7reKz8="></latexit>

g0

<latexit sha1_base64="XjV7xk9nITTxMda/3VP1HFea980="></latexit>

: 結合定数

1/N展開により、非摂動的に理論予言が得られる

1976 Bardeen, Lee, Shrock



理論の性質

・漸近自由性

1/N展開により、以下のことが知られている

・質量ギャップ h↵i = m2

<latexit sha1_base64="HazcGEYRyuZS+xlRlwLWZg7Ze1A="></latexit>

(場αがVEVを持つ:          )

QCDと同様の性質

・ダイナミカルスケール m2($ ⇤2
QCD)

<latexit sha1_base64="I/qOK3X8u5Jy5R8sL+ftF4xmqzo="></latexit>



First example
�↵ = ↵� h↵i

<latexit sha1_base64="+NOcUAnBuL4RCnhDMrnEqVyUpso="></latexit>

の2点関数

1/N展開の初項:

非摂動的な正確な答え

p2

<latexit sha1_base64="sUCeTiKtMCuny9oXCtP3I3XsA5k="></latexit>

nonzero

�4m2

<latexit sha1_base64="jNk6Jvil47SLOcutyfCxWimH6Ng="></latexit>



高エネルギー展開

とOPEの形の答えを得る。Wilson係数は

C0(p
2) = 4⇡ĝ(p2)

<latexit sha1_base64="50/BrAxs6V1hSzAn6BjaPlqUgBQ="></latexit>

C1(p
2) = 4⇡(2ĝ(p2)� 2ĝ2(p2))

<latexit sha1_base64="1Aku2CtNQ63nfmWEdYAlJtboZyM="></latexit>

先の答えを高エネルギー展開すると

C2(p
2) = 4⇡(�2ĝ(p2)� ĝ2(p2) + 4ĝ3(p2))

<latexit sha1_base64="2Iof8wfvI+ULZ+lVMzIMUx7iPAY="></latexit>

・
・
・

有限次の摂動級数

QCDでも系統的に計算可能な部分(高エネルギー展開)に対応

(p2 � m2)

<latexit sha1_base64="XDNKf3ibl1ltcTD686Eeyk4Jk7o="></latexit>

✓
ĝ =

g

4⇡

◆

<latexit sha1_base64="fuNlFDlD/kCZSOOG0FWFPa1nYAE="></latexit>

D↵,OPE(p
2) = p2

1XXX

n=0

Cn(p
2)

h↵ni
p2n

<latexit sha1_base64="p2Nz6zftUHo5I7Nz/fMpvp8ITZk="></latexit>

h↵ni = m2n

<latexit sha1_base64="tsn1sEhDcOk7gUt3tG+VAH6c4so="></latexit>

where



低エネルギー展開

先の答えを低エネルギー展開すると

D↵,low(p2) = m2
1XXX

n=0

cn

✓
p2

m2

◆n

<latexit sha1_base64="cwDuQRz51YxXzpbCV1jx8ApB7g4="></latexit>

ここに

c0 = 8⇡

<latexit sha1_base64="lK3r+B8VqFLqh7nDVziT9uXVR0Q="></latexit>

c1 = 4⇡/3

<latexit sha1_base64="p0FlZh/qQhTgFMLLpSxEy4kXmAk="></latexit>

c2 = �2⇡/45

<latexit sha1_base64="n4/xr3CQ7bJAKnR1MIYValOUMFw="></latexit>

QCDでは計算困難な低エネルギー極限 を

先の高エネルギー展開だけから引き出せるか？

(c0)

<latexit sha1_base64="SalrfJsGQKf4qDIQa3TK2XeKD68="></latexit>

(p2 ⌧ m2)

<latexit sha1_base64="RBqpTIsfjf6lyFjnHv5Gnd5FWEI="></latexit>

・
・
・



OPE vs. Low energy expansion

exact

LEE (nmax=10)

LEE (nmax=50)

OPE (nmax=2)

OPE (nmax=20)

0 2 4 6 8 10
20

30

40

50

60

p2/m2

D
α
(p
2 )
/m

2

LEE: Low energy expansion

通常の状況：低エネルギー展開とOPEの一致領域なし



逆ラプラス変換

D̃↵(⌧ ) ⌘
1

2⇡i

ZZZ i1

�i1

dr

r
D↵(1/r)e

⌧r

<latexit sha1_base64="qE1OOBv1UNPsUNJpsBXLO9eVCcQ="></latexit>

この高エネルギー展開は、元の量の高エネルギー展開 から計算できる：(D↵,OPE(p
2))

<latexit sha1_base64="1E9twJtpBt7DekGlqI5+mGwwJZc="></latexit>

D̃↵,OPE(⌧ ) = ⌧
1XXX

n=0

C̃n(⌧ )

✓
m2

⌧

◆n

<latexit sha1_base64="AJE90trzlVRZwors7/+/at4xadw="></latexit>

(⌧ � m2)

<latexit sha1_base64="sO1eKIYPe0u1VF1CDJs9B2JkNQ0="></latexit>

C̃0(⌧ ) = 4⇡ĝ(⌧ )� 4⇡(�E � 1)ĝ2(⌧ ) + · · ·

<latexit sha1_base64="d07bPCuAqt2PXos223DUzGFjpbY="></latexit>

ここに

C̃1(⌧ ) = 8⇡ĝ(⌧ )� 8⇡(�E + 1)ĝ2(⌧ ) + · · ·

<latexit sha1_base64="QBZg5Cp9/TPZh/E1xIva/YJvPOI="></latexit>

・
・
・



OPE vs. Low energy expansion 
a"er inverse Laplace transform

LEE (nmax=50)

OPE (nmax=5)

PT (up to O(g4))

0 5 10 15 20 25 30

20

40

60

80

100

120

τ/m2

D α
(τ
)/m

2

逆ラプラス変換後： の領域で、低エネルギー展開とOPEが一致！⌧ � m2

<latexit sha1_base64="krBPIsbv1Kvfenj2TeR+Fdok4Pg="></latexit>



Duality violaDons
D̃↵(⌧ ) ⇡ D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="noih++LKJD9Zz1CW8CGO+1b5UX8="></latexit>

for ⌧ 2 R, ⌧ � m2

<latexit sha1_base64="8UjIFGEckLNNaw+S/zSqxSd7tIM="></latexit>

を確認済み

D̃↵(⌧ ) ⇡ D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="noih++LKJD9Zz1CW8CGO+1b5UX8="></latexit>

⌧ 2 C, |⌧ | � m2

<latexit sha1_base64="jAgbmqffGvrDzkXB+FYkEDwy/Qo="></latexit>

for も成り立つ？

(留数定理が使えるために必要)



Duality violaDons
D̃↵(⌧ ) ⇡ D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="noih++LKJD9Zz1CW8CGO+1b5UX8="></latexit>

for ⌧ 2 R, ⌧ � m2

<latexit sha1_base64="8UjIFGEckLNNaw+S/zSqxSd7tIM="></latexit>

を確認済み

D̃↵(⌧ ) ⇡ D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="noih++LKJD9Zz1CW8CGO+1b5UX8="></latexit>

⌧ 2 C, |⌧ | � m2

<latexit sha1_base64="jAgbmqffGvrDzkXB+FYkEDwy/Qo="></latexit>

for も成り立つ？

(留数定理が使えるために必要)

-π - 3π4 -π
2 -π

4 0 π
4

π
2

3π
4

π

-400

-200

0

200

400

θ

τ0/m2=28

Re[D
˜
α/m2]

Im[D
˜
α/m2]

Re[D
˜
α,OPE/m2] (nmax=7)

Im[D
˜
α,OPE/m2] (nmax=7)

⌧

<latexit sha1_base64="/+amtIxICVud4/qGxEJEEkNNQwM="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="4p7Ac8UdFkPBeSyT8qMK7YfUzno="></latexit>

左半平面で近似が成り立たない(Duality viola8ons(DV))



D̃↵(⌧ ) ⌘
1

2⇡i

ZZZ i1

�i1

dr

r
D↵(1/r)e

⌧r

<latexit sha1_base64="qE1OOBv1UNPsUNJpsBXLO9eVCcQ="></latexit>

r平面の積分路 (r = 1/p2)

<latexit sha1_base64="3TWVoKBXp/aXxm49aAQt+6o6xuA="></latexit>

高エネ低エネ

OPEではcutが左半平面で無限に伸びてしまい、DVの原因になる

Duality violations

p2 = �4m2

<latexit sha1_base64="n1qT0MLvg1K5Rrcl4vSqBiAOee0="></latexit>



DVの関数形

D̃↵(⌧ ) = D̃↵,OPE(⌧ ) + D̃↵,DV(⌧ )

<latexit sha1_base64="R42WNtTvpqNDRV0w+MCISxHYmVs="></latexit>

OPEの破れ

D̃↵,DV(⌧ ) ⇡ K
e�⌧/m2

gap

⌧

2

41 + k1

 
m2

gap

⌧

!
+ k2

 
m2

gap

⌧

!2

+ · · ·

3

5

<latexit sha1_base64="+6eCcOtAHN/1Amzylu5bhdr5Hz8="></latexit>

DVの関数形は



DVを抑制する留数定理

c0 =
1

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧
D̃↵(⌧ )/m

2

<latexit sha1_base64="H8mZs1301+6A0HrHMyYmdWXvTd0="></latexit>

の代わりに

c0 =
1

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧

✓
⌧

⌧0
+ 1

◆k

D̃↵(⌧ )/m
2

<latexit sha1_base64="spGaNA/vNSsDJt4ci3TZwlkAumE="></latexit>

において、 を用いる(左半平面 の寄与が抑制される)⌧ ⇡ �⌧0

<latexit sha1_base64="TnsUDGGP3fT4MLuXEJymtKdrlms="></latexit>

先の関数形のDVを抑制するには

(k :正の整数)

k = ⌧0/m
2
gap

<latexit sha1_base64="3dG5m2ANDCfZgL0cR0HPzK8+A1o="></latexit>

と取れば良い

m2
gap

<latexit sha1_base64="4tqXh3CGyS1Xn1Bex9nIppmn+JQ="></latexit>

が分かれば、DVの影響はコントロールできる

D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="63wN70R4jgjgS6kimWslIL90CqI="></latexit>



低エネルギー極限

using D
˜
α,OPE(nmax=0)

using D
˜
α,OPE(nmax=1)

using D
˜
α,OPE(nmax=7)

0 2 4 6 8 10

20

25

30

35

k

c 0 exact

τ0/m2=28

kopt=7

using D
˜
α,OPE(nmax=0)

using D
˜
α,OPE(nmax=1)

using D
˜
α,OPE(nmax=7)

0 5 10 15 20 25 30

20

25

30

35

k

c 0 exact

τ0/m2=100

kopt=25

D̃↵,OPE(⌧ ) ' ⌧
nmaxXXX

n=0

C̃n(⌧ )

✓
m2

⌧

◆n

<latexit sha1_base64="ngbKJY1gEeKShQMHL+WxHmkZDFI="></latexit>

w/c0 =
1

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧

✓
⌧

⌧0
+ 1

◆k

D̃↵,OPE(⌧ )/m
2

<latexit sha1_base64="BRuSSnjNcpNnwhElJ7HEDSjCJVM="></latexit>



ここまでのまとめ

・元の量の高エネルギー展開 から、
逆ラプラス変換された量の高エネルギー展開 が計算できる

・ for                    の近似は、 平面右側では成り立つが、
左側では破れる(Duality viola8ons)

D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="63wN70R4jgjgS6kimWslIL90CqI="></latexit>

D↵,OPE(p
2)

<latexit sha1_base64="O3ez5VFc90qOkzAQnj0zw2VDkek="></latexit>

D̃↵(⌧ ) ⇡ D̃↵,OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="noih++LKJD9Zz1CW8CGO+1b5UX8="></latexit>

|⌧ | � m2

<latexit sha1_base64="55Ht+rbxEZS/o23/KSFxJ2AkLN8="></latexit>

⌧

<latexit sha1_base64="fl5h3CWIFEIiq14eOuOnEqdc4io="></latexit>

・左半平面を抑制するような留数定理を用いることで、

lim
p2!0

D↵(p
2)/m2 = c0

<latexit sha1_base64="VFVmEkvTRgW52pYJm00WwkCiqJo="></latexit>

が近似的に引き出せる！

k = ⌧0/m
2
gap

<latexit sha1_base64="vMMx9+iDZF2HwGx4QOVs01sCDcU="></latexit>

w/

・ターゲットは低エネルギー極限 lim
p2!0

D↵(p
2)/m2 = c0

<latexit sha1_base64="VFVmEkvTRgW52pYJm00WwkCiqJo="></latexit>

c0 =
1

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧

✓
⌧

⌧0
+ 1

◆k

D̃↵,OPE(⌧ )/m
2

<latexit sha1_base64="BRuSSnjNcpNnwhElJ7HEDSjCJVM="></latexit>
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Second example
σ-プロパゲータへの自己エネルギー補正

⇢(q2) = q2 d2

d(q2)2
⇧�(q

2)

<latexit sha1_base64="L54uG7WiUSLC2rlYjbqNkrWjH7M="></latexit>

1

N
⇧�(q

2) =
1

N

ZZZ
ddk

(2⇡)d
1

(q + k)2 + m2
D↵(k

2)

<latexit sha1_base64="2AllexSWLgCdz0duAXegiXNf6q0="></latexit>

ここに

高エネルギー展開 ⇢OPE(q
2) =

1XXX

n=0

2

4C1

n(q
2)

h↵i
n

q2n
+

XXX

j

C2

n,j(q
2)

hO
�↵
n,ji

q2n

3

5

<latexit sha1_base64="Th3JyaPNPp5Rq9mTfm3gcdJ6eFA="></latexit>

低エネルギー展開 ⇢(q2)low(q2) =
1XXX

n=1

cn

✓
q2

m2

◆n

<latexit sha1_base64="iP1FDptAlCWiqxSb8Hv5JthIAUQ="></latexit>

Calculable

1998 Beneke, Braun, Kivel



一例目との違い

⇢OPE(q
2) =

1XXX

n=0

2

4C1

n(q
2)

h↵i
n

q2n
+

XXX

j

C2

n,j(q
2)

hO
�↵
n,ji

q2n

3

5

<latexit sha1_base64="Th3JyaPNPp5Rq9mTfm3gcdJ6eFA="></latexit>

C1
n(q

2)

<latexit sha1_base64="gujsuhPUgR2dw1pjEDOD5w9dej0="></latexit>

: リノーマロンを持った無限次摂動級数

hO
�↵
n,ji

<latexit sha1_base64="HXCGdj6L+m05NPthohhcKBGgaw4="></latexit>

:不定性を持った非摂動行列要素
1998 Beneke, Braun, Kivel



逆ラプラス変換

⇢OPE(q
2) =

1XXX

n=0

2

4C1

n(q
2)

h↵i
n

q2n
+

XXX

j

C2

n,j(q
2)

hO
�↵
n,ji

q2n

3

5

<latexit sha1_base64="Th3JyaPNPp5Rq9mTfm3gcdJ6eFA="></latexit>

C1
n(q

2)

<latexit sha1_base64="gujsuhPUgR2dw1pjEDOD5w9dej0="></latexit>

: リノーマロンを持った無限次摂動級数

hO
�↵
n,ji

<latexit sha1_base64="HXCGdj6L+m05NPthohhcKBGgaw4="></latexit>

:不定性を持った非摂動行列要素

逆ラプラス変換

⇢̃OPE(⌧ ) =
1XXX

n=0

C̃n(⌧ )

✓
m2

⌧

◆n

<latexit sha1_base64="UzHSDcS8Ao/U44zVUVrVy+10QvM="></latexit>

C̃n(⌧ )

<latexit sha1_base64="E+QXqQGxSI/O8fdyZV3Jtu2OfSU="></latexit>

⇢̃(⌧ ) =
1

2⇡i

ZZZ i1

�i1

dr

r
⇢(1/r)e⌧r (r = 1/q2)

<latexit sha1_base64="X0/sCk1uu+mQxRxnvvxOoq04SNQ="></latexit>

: リノーマロン消失！

hO
�↵
n,ji

<latexit sha1_base64="HXCGdj6L+m05NPthohhcKBGgaw4="></latexit>

も現れない！

2023 Hayashi, Mishima, Sumino, HT

1998 Beneke, Braun, Kivel



結果

c1 '
m2

2⇡i

III

⌧=⌧0e
i✓

d⌧

⌧2

✓
⌧

⌧0
+ 1

◆k

⇢̃OPE(⌧ )

<latexit sha1_base64="vRvDXFQKmoal22qelYXJhJVkIPU="></latexit>

using ρOPE(nmax=0)

using ρOPE(nmax=7)

0 5 10 15 20 25 30

-0.015

-0.010

-0.005

0.000

k

c 1

exact

τ0/m2=225
kopt=25

⇢̃OPE(⌧ ) =
nmaxXXX

n=0

C̃n(⌧ )

✓
m2

⌧

◆n

<latexit sha1_base64="DTActMkq/aA2Aw9rEeLKRdoU39k="></latexit>

w/



まとめ

・解析困難なQCDの低エネルギー極限に
体系的な高エネルギー展開から迫る新しい手法

・逆ラプラス変換を用いると 平面で解析的⌧

<latexit sha1_base64="VX3zUGUruCNOTmR2taYgVu4O6ZU="></latexit>

低エネルギー展開と高エネルギー展開が繋がる(up to Duality Viola8ons)

・DVを抑制する留数定理を用いることで、
高エネルギー展開から低エネルギー極限が引き出せる！

追加の利点：リノーマロンと不定な行列要素の消失



展望

・QCDと今回のモデルの主な違い

今回のモデル：粒子生成由来の特異点が一点だけ

QCD：粒子生成由来の特異点が無限個

・QCDの相転移?


