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1. 研究の背景と目的
繰り込み群は「繰り込み群変換」と呼ばれる分配関数を不変に保つ変換の集合であるが，その定義には主に 2つの流儀が
存在する．1つ目はK. G. Wilsonが 1970年代に導入したもので，彼の繰り込み群変換は (i)粗視化，(ii)スケール変換，(iii)
場の再規格化の 3つからなるものである [1]．もう 1つは J. Polchinskiが 1980年代に 4次元ϕ4理論の摂動論的繰り込み可能
性を証明する際に使用したWilson作用に対するフロー方程式（Polchinski方程式）[2]が依拠する繰り込み群変換で，これ
は粗視化のみからなる変換である．どちらも「繰り込み群変換」と呼ばれ混同されることも多いが，この 2つは全く異な
る．その決定的違いは，前者には固定点が存在し得るが後者には固定点は存在し得ないという点である [3]．特に連続極限
でもって場の理論を非摂動論的に定義する際に用いるのはWilsonの繰り込み群変換であり，Polchinskiの繰り込み群変換で
はない．
ところで繰り込み群変換の無限小形であるフロー方程式には幾つか種類があり，そのうちの 1つにWetterich方程式と呼ば
れるものが存在する [4]．これは有効平均作用（Wilson作用の凸部分を Legendre変換したもの）と呼ばれる量に対するフ
ロー方程式で，本質的にPolchinski方程式と等価である．したがってこの方程式にも固定点は存在しない．しかし（我々の
知る限り）この事実は全く認識されておらず，その証明も無かった．本研究では有効平均作用の凸性を用いて，Wetterich
方程式に固定点が存在しないことを非摂動論的に証明する．
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2. Wilson作用Stとその凸部分Wt

簡単のため以下ではEuclid空間上の実スカラー場ϕのカットオフ理論を考える．まず裸の作用S[ϕ]と分配関数Zは次で与
えられる．

S[ϕ] =
1

2
(ϕ,∆−1ϕ) + V [ϕ] (1a)

Z =

∫
[dϕ] e−S[ϕ] (1b)

ただし，(f, g) :=
∫
dDxf(x)g(x)は実関数の内積を表す．また∆は正定値演算子で，その行列要素は次で定義される．

∆(x, y) :=

∫
dDp

(2π)D
K( |p|Λ )

p2
eip(x−y) (2)

ここで 0 < K(x) ≤ 1はカットオフ関数で，x ≤ 1に対してはほぼ 1, x > 1で急激にゼロに収束する任意の単調減少関数で
ある．このカットオフ関数の存在により，汎関数積分 (1b)のうち運動量が |p| ≳ Λのモードは実質寄与しない．
次に任意の正定値演算子A, A1, A2（ただしA = A1 + A2）に対して成り立つ積分公式∫

[dϕ]√
det(2πA)

e−
1
2 (ϕ,A

−1ϕ)−V [ϕ] =

∫
[dϕ1]√

det(2πA1)

∫
[dϕ2]√

det(2πA2)
e−

1
2 (ϕ1,A

−1
1 ϕ1)−1

2 (ϕ2,A
−1
2 ϕ2)−V [ϕ1+ϕ2] (3)

を用いると，式 (1b)の汎関数積分のうち運動量が e−tΛ ≲ |p| ≲ Λ（ただし t > 0）の高運動量モードだけの積分（粗視化）
が実行できて，分配関数はZ =

∫
[dϕ1] e

−St[ϕ1]と書き直せる．ただし，St[ϕ]はWilson作用と呼ばれる量で次式で定義される．

e−St[ϕ] := const.× e−
1
2 (ϕ,∆

−1
t ϕ)

∫
[dϕ2] e

−1
2 (ϕ2,(∆−∆t)

−1ϕ2)−V [ϕ+ϕ2] with ∆t(x, y) :=

∫
dDp

(2π)D
K( |p|Λ et)

p2
eip(x−y) (4)

写像S 7→ St（ただし t ≥ 0）が分配関数を不変に保つ粗視化のみからなる繰り込み群変換である．導出はしないが，この
写像の無限小形がPolchinski方程式である．
さて，ここで式 (4)の積分変数をϕ2からφ := ϕ+ ϕ2に変数変換すると，Wilson作用は次のように書けることがわかる．

St[ϕ] =
1

2
(ϕ, [∆−1

t + (∆−∆t)
−1]ϕ)−Wt[(∆−∆t)

−1ϕ] + const. (5)

ただし，Wtは次式で定義される汎関数である．

eWt[J ] :=

∫
[dφ] e−

1
2 (φ,(∆−∆t)

−1φ)−V [φ]+(J,φ) =

∫
[dφ] e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(J,φ) with Rt := (∆−∆t)

−1 −∆−1 (6)

Rtはレギュレータと呼ばれる正定値演算子で，tの単調減少関数である．重要なのは，式 (6)で定義されるWt[J ]はJに関
して狭義凸である，という点である．実際，Hölderの不等式を用いると次の不等式が成り立つことが言える（補遺A参照）．

Wt[(1− α)J1 + αJ2] < (1− α)Wt[J1] + αWt[J2], ∀α ∈ (0, 1), ∀J1 6= J2 (7)

以上によりWilson作用Stから凸部分Wtが分離できた．以下ではStに対するフロー方程式（Polchinski方程式）ではなく，
それと本質的に等価なWtの凸共役に対するフロー方程式（Wetterich方程式）を考える．

3. 有効平均作用ΓtとWetterich方程式
Wtは凸なのでその凸共役Γtが存在する．これは有効平均作用と呼ばれ，次の最大化問題（Legendre変換）で定義される．

Γt[Φ] := max
J

((J,Φ)−Wt[J ]) = (Jt[Φ],Φ)−Wt[Jt[Φ]] (8)

ただし，Jt[Φ]は (J,Φ)−Wt[J ]を最大化するJである．このようにして定義されたΓtの t依存性はWtの t依存性と等しい．
実際，次が成り立つ．

∂Γt[Φ]

∂t
=

∂

∂t
((Jt[Φ],Φ)−Wt[Jt[Φ]]) = · · · = −∂Wt[J ]

∂t

∣∣∣∣∣
J=Jt[Φ]

(9)

ここで，Wtの t依存性はフロー方程式で決定される．まず eWt[J ]に対するフロー方程式は次で与えられる．
∂

∂t
eWt[J ] =

1

2

∫
[dϕ] (ϕ,−Ṙtϕ) e

−1
2 (ϕ,Rtϕ)−S[ϕ]+(J,ϕ) =

1

2
tr

(
−Ṙt

δ2

δJδJ
eWt[J ]

)
(10)

これよりWt[J ]に対する次のフロー方程式が得られる．
∂Wt[J ]

∂t
=

1

2
tr

(
−Ṙt

δ2Wt[J ]

δJδJ

)
+

(
δWt[J ]

δJ
,−Ṙt

δWt[J ]

δJ

)
(11)

ただし Ṙt := ∂Rt/∂tであり，δ2Wt[J ]
δJδJ は行列要素が δ2Wt[J ]

δJ(x)δJ(y)で与えられる演算子である．式 (9)と式 (11)より，有効平均作
用は次のフロー方程式を満たすことが言える．

∂Γt[Φ]

∂t
= −1

2
tr

(
−Ṙt

(
δ2Γt[Φ]

δΦδΦ

)−1
)

− 1

2
(Φ,−ṘtΦ) (12)

これがWetterich方程式である．ただしこのフロー方程式には固定点は存在しない．最後にこれを非摂動論的に証明しよう．
注意 1．有効平均作用の定義には複数の流儀があり，ΓI,t[Φ] := Γt[Φ]− 1

2(Φ, RtΦ) を有効平均作用と呼ぶ文献も多い．この
場合，フロー方程式は

∂ΓI,t[Φ]

∂t
= −1

2
tr

(
−Ṙt

(
δ2ΓI,t[Φ]

δΦδΦ
+Rt

)−1
)

(13)

となる．このフロー方程式にも固定点は存在しない．
注意 2．Wetterich方程式は赤外カットオフkを変化させていったときのフロー方程式であると説明されることが多い．kと
tの関係は k = Λe−tである．tに関する単調増加（単調減少）は kに関する単調減少（単調増加）に対応する．

4. 無固定点定理
Wetterich方程式 (12)には固定点（つまり ∂Γt[Φ]

∂t = 0となる解）は存在しない．以下の定理が成立する．

定理
Γt[Φ] を式 (8)で定義される有効平均作用とする．すると，任意の t と Φ に対して次の不等式が成り
立つ．

∂Γt[Φ]

∂t
< 0 (14)

つまりΓt[Φ]は tの単調減少関数である．したがって固定点は存在しない．
証明. まずレギュレータRtは tの単調減少関数なので−Ṙtは正定値である．つまり任意の f 6= 0に対して次が成り立つ．

(f,−Ṙtf) > 0 (15)

またWt[J ]は Jに関して狭義凸なのでその 2階微分は正定値である（補遺A参照）．したがって次が成り立つ．(
f,

δ2Wt[J ]

δJδJ
f

)
> 0 (16)

ところで一般に 2つの正定値演算子の積のトレースは正定値である（補遺B参照）．よって次が成り立つ．

tr

(
−Ṙt

δ2Wt[J ]

δJδJ

)
> 0 (17)

また−Ṙtは正定値なのでその平方根が存在し，次が成り立つ．(
δWt[J ]

δJ
,−Ṙt

δWt[J ]

δJ

)
=

∥∥∥∥√−Ṙt
δWt[J ]

δJ

∥∥∥∥2 ≥ 0 (18)

ただし，‖ ∗ ‖は内積 (∗, ∗)から定まるノルムである．式 (18)の等号が成り立つのは
√

−Ṙt
δWt[J ]
δJ = 0の場合のみであること

に注意．式 (17)と (18)，およびフロー方程式 (11)を組み合わせると次の不等式が得られる．
∂Wt[J ]

∂t
=

1

2
tr

(
−Ṙt

δ2Wt[J ]

δJδJ

)
+

1

2

(
δWt[J ]

δJ
,−Ṙt

δWt[J ]

δJ

)
> 0 (19)

この不等式は任意の Jに対して成り立つ．よって J = Jt[Φ]の時も成り立ち，式 (9)より次の不等式が得られる．

∂Γt(Φ)

∂t
= −∂Wt[J ]

∂t

∣∣∣∣∣
J=Jt[Φ]

< 0 (20)

つまりΓt[Φ]は tの単調減少関数である．したがって ∂Γt[Φ]/∂t = 0となるΓt[Φ]は存在しない．

注意 1．式 (17)から ∂ΓI,t[Φ]
∂t = −1

2 tr

(
−Ṙt

(
δ2ΓI,t[Φ]
δΦδΦ +Rt

)−1
)

< 0 も成り立つ．

注意 2．上の証明から明らかなように，Wt（およびΓt）が狭義凸である限り固定点は存在しない．逆に言うと，Wetterich
方程式を解く際に有効平均作用の凸性を破るような ansatzをおいてしまうと，あたかも固定点が存在するかのような解が
得られる場合はある．

5. まとめ
基本的に粗視化のみからなる繰り込み群変換に固定点は存在しない．Wetterich方程式はWilson作用の凸部分をLegendre変
換したものに対するフロー方程式であり，したがって粗視化の無限小形の 1つに過ぎず，固定点は存在しない．本研究では
有効平均作用の凸性を用いてWetterich方程式に固定点が存在しないことを非摂動論的に証明した．

補遺A. Hölderの不等式とWtの狭義凸性
Wtの狭義凸性 (7)はHölderの不等式の帰結である．まず 2つの線形独立な（可積分）正定値汎関数F1[ϕ] > 0とF2[ϕ] > 0
に対しては，Hölderの不等式は次のように表される．∫

[dϕ](F1[ϕ])
1−α(F2[ϕ])

α <

(∫
[dϕ]F1[ϕ]

)1−α(∫
[dϕ]F2[ϕ]

)α

, ∀α ∈ (0, 1) (21)

この不等式は対数関数が狭義凹関数であることの直接の帰結であることに注意．実際，対数関数の狭義凹性
log((1− α)x1 + αx2) > (1− α) log(x1) + α log(x2), ∀α ∈ (0, 1), ∀x1 6= x2 > 0 (22)

から 2つの異なる任意の正数x1, x2に対して次の不等式が成り立つ．
x1−α
1 xα2 < (1− α)x1 + αx2, ∀α ∈ (0, 1), ∀x1 6= x2 > 0 (23)

これより線形独立な 2つの正定値汎関数F1[ϕ], F2[ϕ]に対しても次の不等式が成り立つ．(
F1[ϕ]

N1

)1−α(
F2[ϕ]

N2

)α

< (1− α)
F1[ϕ]

N1
+ α

F2[ϕ]

N2
, where Ni :=

∫
[dϕ]Fi[ϕ] > 0 (24)

Hölderの不等式 (21)は単にこの不等式の両辺を積分したものである．
さて，Hölderの不等式 (21)を用いると，任意の実関数 J1と J2（ただし J1 6= J2）に対して次の不等式が成り立つ．

eWt[(1−α)J1+αJ2] =

∫
[dφ] e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(1−α)(J1,φ)+α(J2,φ)

=

∫
[dφ]

(
e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(J1,φ)

)1−α (
e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(J2,φ)

)α
<

(∫
[dφ] e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(J1,φ)

)1−α(∫
[dφ] e−

1
2 (φ,Rtφ)−S[φ]+(J2,φ)

)α

= e(1−α)Wt[J1]+αWt[J2], ∀α ∈ (0, 1) (25)

よって次の不等式が成り立つ．
Wt[(1− α)J1 + αJ2] < (1− α)Wt[J1] + αWt[J2], ∀α ∈ (0, 1), ∀J1 6= J2 (26)

また，この不等式より任意のJ , f 6= 0, ε 6= 0に対して不等式Wt[J ] = Wt[
1
2(J+εf)+ 1

2(J−εf)] < 1
2Wt[J+εf ]+ 1

2Wt[J−εf ]

が成り立ち，これより演算子 δ2Wt[J ]
δJδJ が正定値演算子であることも言える．(

f,
δ2Wt[J ]

δJδJ
f

)
= lim

ε→0

Wt[J + εf ] +Wt[J − εf ]− 2Wt[J ]

ε2
> 0, ∀f 6= 0, ∀J (27)

補遺B. 2つの正定値演算子の積のトレースの正定値性
A と B を正定値演算子とする．つまり任意の f 6= 0に対して次が成り立つとする．

(f, Af) > 0 and (f,Bf) > 0 (28)

すると不等式 tr(AB) > 0が成り立つ．実際，
tr(AB) = tr(

√
A
√
AB) = tr(

√
AB

√
A) =

∑
n

(en,
√
AB

√
Aen) =

∑
n

(
√
Aen, B

√
Aen) > 0 (29)

ただし {en}は任意の完全正規直交系である．
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