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基研研究会 量子科学における双対性とスケール
(Duality and Scales in Quantum-Theoretical Sciences)

日程：2010年 11月 4日 (木)－ 6日 (土)

場所：京都大学 基礎物理学研究所 湯川記念館 Panasonic国際交流ホール

ホームページ：http://www.th.phys.titech.ac.jp/ shikano/yitp10/

はじめに

本研究会では、下記のプログラムを見ても分かるように量子科学という題材を中心に物理、数学、
情報、論理などの様々な領域横断的な研究者が集まった。更には、量子科学だけでなく生物学の
分野からも植物ネットワークに関する招待講演があり、問題の多様性を様々な視点から論じる場
として機能した。その上で、量子力学の基礎である量子測定理論の基礎の構築や近年ではハイゼ
ンベルクの不確定性関係を取り入れた量子測定の文脈に即した新しい不確定性関係に関して導出
をされ、量子論理の範疇で測定を特徴づけようとなされている名古屋大学の小澤正直先生の還暦
祝いを懇親会の場で行った。最後に、本研究会の研究会報告が出版が当初の予定より大幅に遅れ
てしまったことを世話人一同お詫び致します。

概要

「量子的ミクロが本物で，マクロ古典は粗視化による虚像」との標準的見方では，ミクロからの
演繹のみが唯一の理論的に「正しい」方法論だが，演繹展開の出発点で仮定されたミクロ量子系
の理論的特徴づけの成否は如何に検証されるのか？実験観測データとの比較以外の方途はないが，
どんなデータも誤差等「信頼不能なマクロ性」を免れない以上，「虚像」による「本物」の品質保
証という本末転倒の恐れはないか？このDuheme-Quine paradox を記述領域・側面・精度の制約
と整合する形で解決するのが，「ミクロ・マクロ双対性」とそれに基づく帰納・演繹往復の方法論
である: 適切な縮尺で描いた局所地図が対象領域を「正確に再現」するように，記述・分類・解釈
さるべき対象・現象とそのための語彙・参照系・理論枠とは，適切な限定条件下，相互にフーリ
エ双対 or 圏論的随伴の関係で結ばれ，対象系と記述系との「マッチング」=圏論的普遍性により
帰納・演繹の自由な往復が実現する。内部対称性と超選択則の非可換力学系的表現論による定式
化と破れた対称性へのその拡張，相対論的量子場の局所非平衡状態の定式化，測定＋増幅過程の
物理的数学的一般化等々，具体例は数多く，外観の異なる多分野の問題が共通の表現論的・幾何学
的・論理的照明の下で比較可能となる。その際，「窮極理論」とは対照的に，限定条件毎に描かれ
た局所地図＝部分理論がネットワークを形作り，「隣り合う」局所地図相互の関係 (=近傍貼合せ)

が非自明で重要な問題となる。それを扱う方法の核心がスケール概念で，くりこみ群，べき乗則
と非加法的統計，階層移行等々，今日的諸課題が目白押しに絡んでくる。双対性とスケール，が担
う役割の本質がここにある。この方法論的視点での具体例は理論的内実の豊富化に直結し，間口
の拡大と内容深化は互いに双対関係にあって矛盾しない。よって，本研究会を開催する。
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関連テーマ

1. 量子場理論：量子場の内部自由度と時空構造，ゲージ構造, 非相対論的量子電気力学とその
数学的構成, 作用素論・作用素環論

2. 統計熱力学：平衡・非平衡統計力学と熱力学，非加法的統計

3. 量子論の数学的基礎と工学的応用：量子情報理論＝量子通信＋量子計算，量子論理・「量子
集合論」, 量子測定論

4. 確率と確率過程：古典・量子確率論，確率過程論，White-Noise Analysis，グラフ・ネット
ワーク解析

5. ミクロ・マクロ双対性とその方法論：推定理論，制御理論，学習理論

世話人

堀田 昌寛（東北大学）, 谷村 省吾（京都大学）, 筒井 泉（高エネルギー加速器研究機構）, 佐々
木 隆（京都大学 基礎物理学研究所）, 細谷 暁夫（東京工業大学）, 早川 尚男（京都大学 基礎物
理学研究所）, 森川 雅博（お茶の水女子大学）, 鹿野 豊（東京工業大学, MIT）, 小嶋 泉（京都大
学 数理解析研究所）

プログラム

敬称略，†=原稿未掲載

11月 4日 (木)

9:45-9:50　 開会と連絡事項

9:50-12:30　座長：西郷 甲矢人 (京都大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

9:50-10:30　岡村 和弥 (京都大学) 共同研究者：小嶋 泉
Inverse Problem and Emergence in Large Deviation Strategy

10:30-11:00　松岡 隆志 (諏訪東京理科大学)

共同研究者：Dariusz Chruscinski, Andrzej Kossakowski, 大矢 雅則
Quantum Correlation and Mutual Information via Entanglement

11:00-11:20　 Coffee Break

11:20-11:50　田中 篤史 (首都大学東京) 共同研究者：全 卓樹, Sang Wook Kim

固有値・固有空間のアンホロノミーの階層的構成

11:50-12:20　Andrzej Jamiolkowski (Nicolaus Copernicus University)

Effective methods in investigations of positive maps
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12:20-12:30　 Poster Session 1 分紹介

12:30-14:00　 Lunch

14:00-15:30　 Poster Session

15:30-18:00　座長：細谷 暁夫 (東京工業大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

15:30-16:20　小谷 眞一 (関西学院大学)

　佐藤の可積分系理論の１次元ランダムシュレーディンガー作用素

16:20-16:50　 Coffee Break

16:50-17:20　Mohammad Ali (近畿大学) 共同研究者：田中 宗, 近藤 康, 中原 幹夫
Hamiltonian Identification for a 3-Spin Chain

17:20-18:00　全 卓樹 (高知工科大学) Egoistic-altruistic duality in quantum game theory

Poster Session

井桁 和浩 (NTT 物性基礎科学研究所) 共同研究者：井元 信之, 小芦 雅斗
†量子ビットのコヒーレント制御におけるミクロ・マクロ双対性

入山 聖史 (東京理科大学) 共同研究者：大矢 雅則
量子計算の EXPTIME 問題に対する応用と計算量について

作道 直幸 (京都大学) 共同研究者：川上 則雄, 上田 正仁
†キュムラント展開を用いた量子気体の大分配関数の解析

鹿野 豊 (東京工業大学/MIT) 共同研究者：桂 法称
Discrete Time Quantum Walk with Incommensurate Coin

市東 拓郎 (日本大学) 伏見関数と弱い測定
鈴木 理 (日本大学) 共同研究者：堀口 俊 Algebraic description of ternary structure

高江洲 俊光 (九州大学)

準相対論的な粒子と量子場が相互作用する系の enhanced binding について

田中 宗 (近畿大学) 共同研究者：鹿野 豊 weak measurement によるスピン相互作用の推定
冨田 博之 (近畿大学) 確率過程における Weak Value とその応用

11月 5日 (金)

9:45-12:40　座長：鹿野 豊 (東京工業大学/MIT)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

9:45-10:20　鈴木 増雄 (東京理科大学)

Duality of Linearity and Nonlinearity to Reveal Irreversibility in Transport Phenomena

10:20-10:50　Yidun Wan (近畿大学)

†Braided Matter of Quantum Geometry:

A meeting point with Quantum Computing/Information

10:50-11:10　 Coffee Break

11:10-11:40　佐久間 弘文 ((独)海洋研究開発機構横浜研究所) 共同研究者：小嶋 泉
共形不変な電磁場放射が満たす“双対”の幾何力学構造について

11:40-12:10　Dariusz Chruscinski (Nicolaus Copernicus University)
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Non-Markovian dynamics of quantum systems

12:10-12:40　西郷 甲矢人 (京都大学) 共同研究者：小嶋 泉 Who has seen a free photon?

12:40-14:10　 Lunch

14:10-16:20　座長：森川 雅博 (お茶の水女子大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

14:10-14:50　細谷 暁夫 (東京工業大学) 共同研究者：鹿野 豊
弱値とヒルベルトシュミット束

15:00-15:40　中ノ 勇人 (NTT 物性基礎科学研究所)
†SQUID をプローブとする超伝導量子ビットの状態測定を時間発展過程として理解する

15:40-16:20　大槻 東巳 (上智大学)
2 次元系におけるアンダーソン転移と普遍クラスの話題

16:20-16:50　 Coffee Break

16:50-18:30　座長：小嶋 泉 (京都大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

16:50-17:40　朽津 和幸 (東京理科大学) 植物の生き方と情報ネットワーク
17:40-18:30　小澤 正直 (名古屋大学) 量子力学における測定・相関・文脈性

19:15- 懇親会 (小澤正直先生還暦記念) at 和洋割烹 Bowsprit/バウスプリット

11月 6日 (土)

9:50-12:20　座長：堀田 昌寛 (東北大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

9:50-10:30　沙川 貴大 (東京大学)

共同研究者：鳥谷部 祥一，宗行 英朗，佐野 雅己，上田 正仁
†Principles and Applications of Information Thermodynamics

10:30-11:00　北川 勝浩 (大阪大学) †Heisenberg 限界位相差検出への２つの道
11:00-11:20　 Coffee Break

11:20-11:50　飛田 武幸 (名古屋大学) 共同研究者：Si Si 空間・時間・ノイズ
11:50-12:20　市川 翼 (近畿大学) 共同研究者：佐々木 寿彦, 筒井 泉

同種粒子系の量子もつれについて
12:20-14:00　 Lunch

14:00-15:40　座長：全 卓樹 (高知工科大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

14:00-14:30　廣島 文生 (九州大学)
Feynman-Kac type formula with Cadlag path and generalized Schroedinger operator with Spin

14:30-15:00　坂東 将光 (近畿大学) 共同研究者：市川 翼, 近藤 康, 中原 幹夫
On Robust Quantum Control

15:00-15:40　高橋 公也 (九州工業大学) 共同研究者：池田 研介
非インスタントントンネル効果：半古典論的および量子論的解釈

15:40-16:00　 Coffee Break

16:50-18:30　座長：谷村 省吾 (京都大学)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

16:00-16:40　Ondrej Turek (高知工科大学) 共同研究者：Pavel Exner, 全 卓樹
Vertex couplings in quantum graphs

16:40-17:20　渡辺 優 (東京大学) 共同研究者：沙川 貴大, 上田 正仁
量子推定における不確定性関係
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大偏差戦略における逆問題と創発
京都大学数理解析研究所 　　小嶋　泉∗ ，岡村　和弥†

1 導入
実験技術の発展と共に量子系制御の問題への関心が高まり，理論・実験双方に亙る新た
な進展が期待されている。量子系の制御は，系の状態，動力学および外力・外場への応答
に関わる知識を不可欠に要求すると同時に，理論的記述に現れる諸概念の操作的意味と理
論の適用範囲に対する根本的理解が問われる問題でもある。例えば，望む状態をどのよう
に準備するか？という状態準備の問題も，“状態”概念の理解一つで結果に大きな差が生
じる。なぜなら，状態概念は，測定および制御の過程を左右し，系を特徴づける量によっ
て定まる一方で，系の在り方全てを規定づけるわけではないから。この故に，状態概念に
は常に有限試行・有限精度の制約がつきまとい，その制約下で「最尤状態」(most likely

state) の現実的指定を可能にするような方法論が要求される。この要請に応えるには，そ
の前に立ちはだかる障害= No-Go定理である次の逆理の解消がまず課題となる。
Duheme-Quineの逆理 [20]：測定量の試行回数と実験精度の有限性のため，現象データ
を生み出すような理論を一意に決定することはできない。
この逆理の意味は，試行回数・精度と無関係に理論の一意性はなく，その制約ゆえ対象と
する系に対して，その存在，その在り様について，絶対的なものの言い方をしても意味が
ない，ということである。これを当たり前の言明として聞き流す方もあれば，拒否する方
もあるかもしれないが，我々の解釈を明らかにしておこう。有限試行・有限精度という現
実的制約から「試行回数・精度と無関係な」状況はあり得ず，したがって，理論の諸概念
に有限試行・有限精度の下での位置づけを適切に与えさえすればDuheme-Quineの逆理と
対峙する場面は回避され，こうした意味で逆理の解消は達成される。それには具体的方法
が必要となり，そこで活躍するのが統計学の手法なのである。
その説明のためまず言及しなければならないのが，「ミクロ・マクロ双対性 (Micro-Macro

duality)」[19] と「4項図式 (quadrality scheme)」[20]の概念である。ミクロ・マクロ双対
性とは，ミクロとマクロの双方向的・整合的記述に不可欠な双対性と圏論におけるその一
般化である随伴を意味すると同時に，それを基礎に展開される方法論を意味する。物理量
代数とその上の状態の間の双対性に代表されるように，現象記述のいたるところで双対性
は顔を出し，通常“unknown, invisible”であるミクロと “known, visible”と見做されるマク
ロの間との双方向的結びつきとして捉えるべき双対性が様々にある。本稿で中心的役割を
果たす物理量代数と状態の間の双対性では，物理量をミクロ側，状態をマクロ側と捉える
（より正確には状態概念はMicro-Macro interface と見るのが最適だが）。物理的には，物
理量は対象系に内属するものであるのに対し，状態は実験設定等の外的な影響を被った状
況で（不可視のミクロ量子系をマクロレベルへ可視化する際に）我々に知りうる範囲を提
示するものとして了解される。数学的には，(∗-)代数とその上の規格化された正値線型汎
関数という概念間の対形成から生じる往復関係が双対性に他ならない。可換C∗-代数での

∗ojima@kurims.kyoto-u.ac.jp
†kazuqi@kurims.kyoto-u.ac.jp
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Gel’fand表現定理はその代表例である（より詳しくは [19]を参照されたい）。次に，4項
図式の概念の説明に移ろう。以下の図がその 4項図式である：

3. Spectrum (Spec) Macro

1. Algebra (Alg) � 2. States (State) and

Representations (Rep)

Micro 4. Dynamics (Dyn)

.

基本的発想はミクロ・マクロ双対性に基づく：動力学 (Dyn)(=動き・変化)が自然の根底に
あって，条件的に安定な対象 (=モノ)を作り出し，後者が物理量代数 (Alg)で記述される。
そして，系の外部との接点を記述するのが 状態 (State)および表現 (Rep)である。状態・
表現にはテンソル積と直和による合成演算を定義することができ，それに基づく合成・分
解での最小基本単位（e.g., 既約表現，因子表現等々）を選び出して，それらの単位を寄
せ集める形で分類空間 (Spec)が創発する。ただし，“創発”という言葉の使用には多少注
意が必要である。というのは，系の動力学的記述を通じて「新たに」創発した自由度が，
実は「既知の」時空などと同定すべき場合がしばしば起きるからで，その場合重要なこと
は，創発した時空自由度に対して物理系がどういう物理的つながりを持つかを明らかにす
る作業を通じて，理論の出発点では単なる数学的概念としてのみ持ち込まれた「既知の」
ad hoc な幾何学的時空概念がその物理的本性を顕わす，という認識である。マクロ側に
立つ状態・表現 (State/Rep) と分類空間 (Spec) には，対象系と外界との接点としての機
能が備わり，それなしに制御ということもあり得ないわけだが，分類空間のパラメータに
は，対象系の動力学 (Dyn)と couple することで，本来不可視な動力学過程を可視化し記
述可能にする，という重要な働きがある。対象系に元々内属していなかった 1-parameter

時間 t ∈ ℝ を用いて時間発展を記述する: t 7−→ Ut,ということが現実的物理的意味を獲
得するためには，parameter 時間 t の「出自」を物理系内部に求めなければならないはず
であろう。

4項図式の各項につけた番号は，我々にアクセス可能な実験的状況と整合し，量子論の
定式化にも則した順序を示すものである。この順序が，上の説明における Dyn → Alg →
State/Rep → Spec とずれているのは，(互いに双対な)認識と存在それぞれの出発点が食
い違っていることの理論的表明である。
最後に，動力学について言及したい。数学的抽象的表示を別にすれば，動力学それ自体
の現実的記述は，4項図式の他の 3項を介して間接的に了解できるかたちでしか実現し得
ない。というのは，動力学とは変化そのもの，変化の真っ只中にある概念だから，安定化
した存在の形態を指示することによって実現される言語表現には元々馴染まないものであ
る。我々が知る動力学の実際的記述法は，現実に動的に生起した動力学過程の「結果」を
初期状態と比較して「後知恵」的になぞるものでしかなく，個々の文脈を選んで限定され
た側面ごとに記述するしかないのである。物理量による検証を通すため，候補となる動力
学モデルは利用した幾つかの物理量のデータを統合した知見により「再」構成されるもの
で，有限試行・有限精度の制約の下で候補の中から状況に見合うモデルが選択されること
となる。その際，系に内在する動力学そのものとしばしば同定されがちな，測定データに
現れる各物理量の (時)系列的・動的振る舞いは，各物理量に対応する測定器との相互作用
によって擾乱をうけた動力学として了解すべきものである。とすれば，ラグランジアンお

2

Soryushiron Kenkyu



よびハミルトニアンによる記述も動力学のとり得る形態を不変性原理の支配下に制限し，
事前 (ad hoc)に限定しているからその範囲でうまく行くのであって，広いように見える
適用範囲も，実は，数多くの諸側面を取り落としている（例えば，破壊現象，相転移の渦
中，のように）。
統計学は用いる手法の制約が常に目に見える理論だが，(人工とは限らない)「設計」さ
れた系の制御を考察する際系の構造を抽出する必要性から，普遍的に適用可能な方法を準
備し，構造を特定すべき状況下では非常に有効な概念・結論を提示する。本稿における統
計学は，通常の枠組とは異なる視角に立ち，4項図式の各項それぞれを定量的に同定する
作業を実行しようとするものである。統計学の中でも大量にデータが得られる場合を扱う
大標本理論は，“真”とみなすべき基準への収束レートを問題にする。大偏差原理はこの
収束レートを評価する確率論の中心的話題で，本稿のテーマである大偏差戦略は 4項図式
の番号の順に大偏差原理に基づく統計的推測を行うものである。大偏差戦略については 3

章において詳しく議論する。本論考の内容に関するより詳細な議論は [22]を参照していた
だきたい。

2 セクターと量子相対エントロピー

2.1 状態の重心分解，中心分解とセクター

この小節ではセクターおよび状態の重心分解，中心分解を定義し，これらの物理的な意
味を論ずる。大偏差戦略第 2段階で必要なのはしかしながら，状態概念とミクロ・マクロ
双対性の本質に関わる点で本論考において非常に重要な位置を占める。
状態の積分分解を通じて現れるいくつかの作用素環の概念を準備しよう。まず，セク
ターの概念から。C*-代数 Aに対し，A上の規格化された正値線型汎関数として定義さ
れるA上の状態の全体をEAで表す。状態 ω ∈ EAはGNS表現 {Hω, �ω} に対応する von

Neumann代数 �ω(A)′′ の中心Zω(A) := �ω(A)′′∩�ω(A)′ = C1Hω が自明であるとき，ファ
クター (因子)状態と呼び，その全体を FA と書く。�をAの表現とする：� : A −→ B(H)。
Aの状態 ωは �(A)′′の正規状態 ρが存在して，A ∈ Aに対し

ω(A) = ρ(�(A)) (1)

と表されるとき �-正規であると呼ばれる。C*-代数 Aの 2つの表現 �1と �2は任意の �1-

正規状態が �2-正規であり，その逆も成立するとき，準同値と呼ばれ，�1 ≈ �2と表され
る。この準同値は多重度を無視したユニタリ同値と等価であることが示されている。以上
の準備の下，セクターの概念を定義する。

定義 2.1 ([18]). C∗-代数 Aのファクター状態の準同値類を Aのセクターと呼ぶ。

異なるセクター �1, �2間にはゼロでない繋絡作用素 (intertwiner)T が存在しない，すな
わち，T�1(A) = �2(A)T ⇒ T = 0 (∀A ∈ A) であるから，この 2つの表現を繋ぐ非対角項
が存在せず互いに移りあうことはない。セクターは熱力学的な相概念の一般化になってお
り，マクロに異なる構造の分類をミクロから生成したものとして扱うことを可能にする。
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任意の状態をセクターに分解することが可能で，かつその分解は一意であることが示され
る。そのための準備を行う。

定義 2.2. ω1, ω2 ∈ A∗+が次の等価な 3つの条件を満たすとき，ω1と ω2は直交すると言わ
れ，ω1 ⊥ ω2と表す:

1. ω′ ∈ A∗+に対し ω′ ≤ ω1かつ ω′ ≤ ω2ならば ω′ = 0である;

2. ω1(A) = ⟨PΩω, �ω(A)Ωω⟩ かつ ω2(A) = ⟨(1 − P )Ωω, �ω(A)Ωω⟩となる射影作用素
P ∈ �ω(A)′が存在する;

3. ω = ω1 + ω2に伴う表現は ω1，ω2それぞれに伴う表現の直和となる,

Hω = Hω1 ⊕ Hω2 , �ω = �ω1 ⊕ �ω2 , Ωω = Ωω1 ⊕ Ωω2 .

定義 2.3. EA上の正則Borel測度 µは任意のBorel 集合 S ⊂ EAに対し，(∫
S

ρ dµ(ρ)

)
⊥
(∫

EA\S
ρ dµ(ρ)

)
, (2)

を満たすとき，EA上の直交測度と呼ぶ。

次の定理が状態の分解の要となる。

定理 2.1 (冨田分解定理 ([6]参照)). AをC∗-代数とし，ωをA上の状態とする。次の 3つ
の集合に 1 : 1対応が存在する :

(1) 直交測度 µ ∈Mω(EA) ; (2) 可換 von Neumann 代数 B ⊆ �ω(A)′ ;

(3) Hω上の射影作用素 P で，PΩω = Ωω, P�ω(A)P ⊆ {P�ω(A)P}′を満たす。
µ,B, P は上の対応があるとき，次を満たす :

(1) B = {�ω(A) ∪ P}′; (2) P = [BΩω];

(3) µ(Â1Â2⋅ ⋅ ⋅Ân) = ⟨Ωω, �ω(A1)P�ω(A2)P ⋅ ⋅ ⋅P�ω(An)Ωω⟩;
(4) Bは ⟨Ωω, κµ(f)�ω(A)Ωω⟩ =

∫
dµ(ρ)f(ρ)Â(ρ)で定義される写像L∞(µ) := L∞(EA, µ) ∋

f 7→ κµ(f) ∈ �ω(A)′の像に ∗-同型であり，A,B ∈ Aに対し

κµ(Â)�ω(B)Ωω = �ω(B)P�ω(A)Ωω

が成立する。

上の測度µは状態ωの重心測度と呼ばれ，一方，状態ωをµの重心ω = b(µ) :=

∫
EA

ρ dµ(ρ)

と呼ぶ。そして，ωを重心とするEA上の直交確率測度 µの集合をOω(EA)と表す。また，
上の定理において，可換 von Neumann 代数Bに対応する測度 µを µBとも表す。

定義 2.4. µに対応する可換 von Neumann 代数 Bが ωのGNS表現 �ωの中心 Zω(A)の
部分代数であるとき，直交測度µ = µB ∈ Oω(EA)をωの準中心測度と呼ぶ。任意のBorel

集合∆ ⊂ EAに対し，�ωの部分表現の対
∫ ⊕
∆

�ρ dµ(ρ)と
∫ ⊕
EA\∆

�ρ dµ(ρ)との間に，ゼロ

でない繋絡作用素がないという意味で，互いに素である，という条件を準中心測度 µは満
たす。B = Zω(A)のとき，対応する測度を ωの中心測度と呼び，µω := µZω(A) ∈ Oω(EA)

と表す。
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中心測度はファクター状態 FAに準台をもつ測度であり，状態をセクターに過不足なく
分解する唯一の測度である。
κµω は ∗-代数的埋め込み L∞(µω) であるから，状態空間 EA の Borel 部分集合 ∆ ∈

B(supp µω)上の射影値測度 (PVM) Eω : (B(supp µω) ∋ ∆ 7→ Eω(∆) ∈ Proj(Zω(A)))を
Eω(∆) := κµω(χ∆) ∈ Proj(Zω(A)))によって定義できる。これは，次を満たす：

⟨Ωω, Eω(∆)Ωω⟩ = µω(∆). (3)

ここでEAの部分集合∆に対する定義関数 χ∆は通常通り定義される:

χ∆(ρ) =

{
1 (ρ ∈ ∆),

0 (ρ /∈ ∆).

以上から, suppµωに属する状態族 ρ ∈ suppµωを実現値とするような確率変数に対応する
測定過程 Eωが存在することがわかった。こうして，セクターの測定はBornの統計公式
から正当化される。また，各元 κµω(f) ∈ κµω(L∞(µω)) = B = Zω(A)は

κµω(f) =

∫
f(ρ)dEω(ρ). (4)

と表示される。それ故，Aの中心 Zω(A)は状態の非線型関数として与えられた物理量の
なす代数として理解できる。
本章の方法を実際的状況に適用する際には，中心測度 µωの台の状態が秩序変数によっ
てパラメータづけられている場合の考察で十分と言ってよい：

ω =

∫
ρ dµω(ρ) =

∫
Ξ

ρξ dµ̃(ξ). (5)

ここで，{ρξ∣ξ ∈ Ξ :秩序変数 } ⊂ FAである。尚，測定過程 [21, 10]を考慮することによ
り，ここでの方法論の適用領域をセクター内部にまで拡大することが可能である。

2.2 量子相対エントロピーの操作的意味

本節では量子相対エントロピーの性質と操作的意味を議論する。量子相対エントロピー
の定義は [5, 13]等を参照されたい。量子相対エントロピーの記法は論文によって違いが
あるが，[13]の記法に従った。
Aを可分なC∗-代数とし，ψをA上の状態とする。このとき，EAは距離

d(ω1, ω2) =
∞∑
j=1

1

2j
∣ω1(Aj)− ω2(Aj)∣

∥Aj∥ , (6)

によって距離付けされる。ただし，集合 {Aj ∈ A∣Aj ̸= 0, j = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }は Aの稠密な部
分集合である。この距離の生成する位相は弱 ∗-位相と一致し，EAはコンパクト距離空間
となる。したがって ψ ∈ EAの中心測度 µψの台 supp µψはコンパクトであり，チコノフ
の定理から (supp µψ)Nもまたコンパクトである。ρ̃ = (ρ1, ρ2, ⋅ ⋅ ⋅ ) ∈ (supp µψ)Nに対し，
Yj(ρ̃) = ρjと定める。µψはファクター状態の集合FAの閉部分集合を台にもつので，各 ρj
はファクター状態である。このとき，{Yj}∞j=1は (supp µψ)-値確率変数の集合で，次の条
件を満たす：
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マッチング条件 1. {Yj}は独立同分布 (“i.i.d.”)な確率変数である。

この条件は構成の仕方から数学的には自明だが，物理的には一つの要請である。セク
ターを独立同分布な確率変数として測定する状況を構成するため，状態推定を大偏差戦略
第 2段階で定式化し，上記の {Yj}の数学的構成を与えれば，それによって問題を適切に
扱う舞台装置が整うことになる。
M1(Σ)により，Polish 空間 Σ上の Borel確率測度の空間を表し，B(Σ)で Σ上の有界
な Borel可測関数のなすベクトル空間を表す。ϕ ∈ B(Σ)に対し，τϕ : M1(Σ) → ℝを

τϕ(ν) = ⟨ϕ, ν⟩ =

∫
Σ

ϕ dνで定義する。そして，Bcy(M1(Σ))でM1(Σ)上の筒状集合のなす

σ-加法族，すなわち，全ての {τϕ}を可測にする最小の σ-加法族を表す ([8]参照)。
任意の測度mに対し，Pm := mNでmの可算個の積測度を表す。任意の ρ̃ ∈ (supp µψ)N，

A ∈ B(supp µψ)と Γ ∈ Bcy(M1(EA))に対し，経験測度

Ln(ρ̃, A) =
1

n

n∑
j=1

�Yj(ρ̃)(A), (7)

および
Q(2)
n (Γ) = Pµψ(Ln ∈ Γ). (8)

を定義する。経験測度は測定から得られたデータとしてのセクターから構成したEA上の
確率測度で，Q(2)

n (Γ)はデータ数が nのときの経験測度がEA上の確率測度の集合 Γに入
る確率を表す。
相対エントロピーD(⋅∥⋅)を次で定義する:

D(ν∥µ) =


∫
dν(ρ) log

dν

dµ
(ρ) (ν ≪ µ)

+∞ (otherwise).
(9)

次の定理 [13]は大偏差原理 (LDP)を示す重要な鍵となる:

定理 2.2 (HOT83). µ, νを ω, ψ ∈ EAを重心とする EA上の Borel確率測度とする。µ, ν
≪ mとなるEA上の準中心測度mが存在するならば，S(ψ∥ω) = S(b(ν))∥b(µ)) = D(ν∥µ)。

この定理により，量子相対エントロピー S(ψ∥ω)を，比較する 2つの状態ω, ψの重心測
度間の測度論的相対エントロピーD(ν∥µ)で評価することが可能となる。

定理 2.3. Aを可分な C∗-代数とし，ψをA上の状態とする。このとき，Q(2)
n はS(b(⋅)∥ψ)

をレート関数とする LDPを満たす。すなわち，任意の Γ ∈ Bcy(M1(EA))に対して，

− inf
ν∈Γo,ν≪µω

S(b(ν)∥ψ) ≤ lim inf
n→∞

1

n
logQ(2)

n (Γ)

≤ lim sup
n→∞

1

n
logQ(2)

n (Γ) ≤ − inf
ν∈Γ,ν≪µω

S(b(ν)∥ψ) (10)

が成立する。ただし，集合 {ν ∈ Γo∣ν ≪ µω}もしくは {ν ∈ Γ∣ν ≪ µω}が空集合である場
合， inf

ν∈Γo,ν≪µω
S(b(ν)∥ψ)もしくは inf

ν∈Γ,ν≪µω
S(b(ν)∥ψ)の値を∞と定める。
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この定理は「Sanovの定理」と呼ばれる定理の量子版にあたり，非常に重要な観点を提
供する。セクターを測定し，そのデータから状態空間上の測度 (経験測度)をつくり，デー
タ数が無限に増える漸近的状況を考えると，次第に“真”と見做す状態の中心測度へと経験
測度は収束する。極限での測度におけるレート関数の値が 0に近いほど，極限での測度が
“真”と見做す状態の中心測度に近いものであることを意味し，このことが収束レートの評
価に当たる。その際，“真”と見做す状態の中心測度への収束レートが相対エントロピーで
与えられるが，その中心測度から構成される状態および“真”と見做す状態との間の量子
相対エントロピーは，レート関数としての中心測度間の相対エントロピーと一致すること
がわかるのである。こうして，データを用いて状態を構成する，という目的が理想的な状
況下で達成されることがわかった。また，データが非常に多いときにしか有効に機能しな
い経験測度ではなく，統計的推定により得られる状態を用いることにし，その状態と“真”

と見做す状態の“近さ”を量子相対エントロピーで評価することが射程に入る。定理 2.3の
設定を振り返ると，今まで“真”と思っていた状態は実際はあくまで仮説的に定めていたに
過ぎず，定理 2.3では本当に“真”と見做す状態を探すことを行っていたのであった。数学
的に“真”と見做す状態を現実的にも“真”のものとして扱うのが適切であるという意味で，
このような定式化になるのである。統計的推定では立場を変えて，“真”と見做す状態が定
まっているものとして，データに基づいてモデルを構成し，その中で最も“真”と見做す状
態に近いものを選択する方法を探すことに目的が変わる。

3 大偏差戦略：第1段階と第2段階を中心に

3.1 大偏差原理から大偏差戦略へ

物理学において，大偏差原理は統計力学がこれまで主たる適用先であった。系の自由
度をN としたとき，自由度N が増加するときの系の状態の収束先の発見およびその収束
レートの検証が専らの目的である。古典的な本では [9]が詳しい。これに対し，統計学で
はN はデータ数 (標本数とも)を意味する。どちらも漠然とは大数の法則が関与する範疇
で対象の構造を抽出することに差はなく，その精密化としての大偏差原理はレート関数と
いう概念によってその妥当性の判定をも可能にする。[22, 26]などを眺めると，ゆらぎの
中から法則とすべき構造を見出すという類似点からその解析法まで統計力学と統計学は
似通ってしまうのは不思議なことではあるが，その恩恵を我々は享受しているのである。
この類似点は認識論と数学的構造の観点から非常に興味深い研究対象である。
大偏差戦略は 4項図式と結びつけて大偏差原理の評価の下で統計的推測を行う枠組で
ある。第 1段階で物理量代数 (Alg)の各元 (物理量)，第 2段階で状態 (State)および表現
(Rep)，第 3段階で分類空間 (Spec)と代数 (Alg)，そして，第 4段階では動力学 (Dyn)の
推定を行う。本稿では第 1段階と第 2段階に焦点を当てる。大偏差原理の評価からはじめ
て統計的推測による構造決定を各段階では実行する。次節および次々節を眺めることで具
体的な内容を把握できるであろう。
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3.2 第1段階

第 1段階では物理量に焦点を当て，統計的推測を行う。AをC*-代数，ψをA上の状態，
そしてAをAの元である測定対象の物理量とする。AでAから生成されるAの可換部分
代数を表す。物理量Aの測定を考察するので，A上の状態である ψはAに自然に制限さ
れる。そのため，ψ∣Aを推定する問題へと移行する。ここで，ψ∣AはψのAへ制限した状
態を表す。問題の焦点を変え，特定の可換部分代数Aに興味がある場合には，Aの元で
あるAの候補は次の定理から提供される。

定理 3.1 ([6]). 可分Hilbert空間H上の可換 von Neumann 代数 M はMに属する 1つの
元Xにより生成される。

Xが自己共役であるとき，A = Xとおく。可換 von Neumann代数AとA上の正規状
態 ψに対し，次の関係が成立する：

⟨Ωψ, �ψ(A)Ωψ⟩ = ψ(A) =

∫
Â(k)dνψ(k),

�ψ(A) ∋ �ψ(A)←→ Â ∈ L∞(K, νψ),

Hψ
∼= L2(K, νψ)

(Hψ ∋ Ωψ←→ 1 ∈ L2(K, νψ)),

A∗ ∼= L1(K, νψ).

ここで，KはコンパクトHausdorff空間であり，νψはK上の Borel測度である。上の関
係から，�ψ(A)のどの自己共役元 �ψ(A)も測度論的実確率変数 Âとして扱える。それ故，
可換部分代数上では物理量のスペクトルを扱うことが可能となる。可換部分に制限する理
由を物理的に正確に意味づけることは難しいが，数学的にはこれらの構造を用いて測度論
的確率論の構造を利用することが可能となる。
k̄ = (k1, k2, ⋅ ⋅ ⋅ ) ∈ KNとA = A∗ ∈ Aに対し， Xj(k̄) = kj および Âj(k̄) := Â(Xj(k̄))

と定めると， 次の条件の妥当性がわかる：

マッチング条件 2. {Âj}は独立同分布 (“i.i.d.”)な確率変数である。

この条件が物理的に満たされれば，大偏差原理の評価およびデータを用いた確率分布の
推定を行うことが可能となる。ここからが大偏差戦略第 1段階の議論となる。まずは大偏
差原理の評価で，次の定理が成立する：

定理 3.2 (Cramér の定理 [8]). Mn(k̄) :=
Â1(k̄) + ⋅ ⋅ ⋅+ Ân(k̄)

n
, Q

(1)
n (Γ) := Pνψ(Mn ∈ Γ)

とする。Q(1)
n は Iψ(a) = sup

t∈ℝ
{at− cψ(t)} をレート関数とする LDPを満たす(

cψ(t) = log

∫
ℝ
etxνψ(Â ∈ dx)

)
:

− inf
a∈Γo

Iψ(a) ≤ lim inf
n→∞

1

n
logQ(1)

n (Γ) ≤ lim sup
n→∞

1

n
logQ(1)

n (Γ) ≤ − inf
a∈Γ

Iψ(a) (11)
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この定理から，物理量の相加平均がその“真”の平均値に収束するときの収束レートが
議論可能となる。なお，平均値の推定の議論は次の確率分布の推定の議論の帰結の系と
して扱えるため，ここでは省略する。では，確率分布の推定の議論に移る。大偏差原理の
評価は Sanovの定理 [8]で与えられ，相対エントロピーに操作的意味が与えられる。次に，
モデルの定義を行おう。

定義 3.1. ℝd上の確率分布の族 {p(x∣w)∣w ∈ W}（W は ℝlのコンパクト部分集合）は，
{x ∈ ℝd∣p(x∣w) > 0}がw ∈ W に依らないとき，（統計的）モデルと呼ばれる。
モデルを構成する際，最低限要請されるべきことは，物理的に想定される性質を適切に
取り込んだ構成を見つけることである。ただし，モデルは物理的に 1つだけしか作れない
理由などないのでいくつでも作ってよい。制御理論などでも扱われる，データに用いる物
理量とモデルで利用する物理量が異なる場合が考察できる。この場合に代表されるよう
に，測定する範囲を超えたモデルが必要とされる状況が現実にあり，この要請が満たされ
ていれば，あとは用いる数学の手法にあわせた数学的要請をモデルが満たしていれば良
い。これらは第 2段階で用いる (非可換)モデルについても当てはまる事項であることを
先走って述べておく。�(w)をW 上の確率密度関数 (事前分布)とし，0 < β <∞とする。
定義 3.2. 以下で定義される確率分布 pπ,β(x∣xn)をBayes エスコート予測分布と呼ぶ：

pπ,β(x∣xn) = ⟨p(x∣w)⟩xnπ,β =

∫
p(x∣w)

n∏
j=1

p(xj∣w)β�(w)dw

∫ n∏
j=1

p(xj∣w)β�(w)dw

. (12)

このBayes エスコート予測分布は予測分布の一種で，事前分布 �(w)と βの選択に依存
する。しかしながら，特定の性質が満たされていれば，データ数が増えていく漸近的な状
況下では事前分布の違いによる影響は小さくなることが知られている。Bayes エスコート
予測分布は次のリスク関数を最小にする確率分布であることがわかる。

定理 3.3. Bayes エスコート予測分布は次のリスク関数 Rn(p∥⋅) : r(⋅∣xn)→ Rn(p∥r)を最
小にする：

Rn(p∥r) =

∫∫
D(p(⋅∣w)∥r(⋅∣xn))

n∏
j=1

p(xj∣w)βdxj �(w)dw. (13)

構成したモデルのうち，どれが最も適切であるか？という議論などは本質的には第 2段
階での手法と同じである (手法の開発は，統計学および学習理論，すなわち第 1段階の方
が先)。それ故，ここでは議論せず，第 2段階に譲る。

3.3 第2段階

状態 (State)・表現 (Rep)の推定を行うのが第 2段階である。前章のセクター・中心測
度を用いると，状態の推定が可能となる。このとき，大偏差原理には定理 2.3が自然に採
用される。以上の準備の下，モデルを定義し，状態の推定を行う。

9
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定義 3.3. ℝdのコンパクト部分集合Θでパラメトライズされる状態の族 {ω�∣� ∈ Θ}は次
の 3条件を満たすとき（統計的）モデルであると呼ばれる：

(i) � ∈ Θに対し，µωθ ≪ mとなるEA上の準中心測度m が存在する。

(ii) 集合
{
ρ ∈ EA

∣∣∣p� :=
dµωθ
dm

(ρ) > 0

}
は � ∈ Θに依らない。

(iii) ω�はBochner可積分である。

状態のレベルでモデルを構築する理由を述べよう。状態の指定により様々な物理量のス
ペクトルと確率分布が考察可能になることがある一方，状態の指定なしに特定の確率分
布の指定だけでは系を記述し切れない。けれども，一切の仮定なく状態を指定することは
不可能なので，望まれる性質を満たすパラメータつきの状態族を想定し，パラメータの推
定・調整を通じて状態を指定するという過程を経ることが必要になる。
ρn = {ρ1, ⋅ ⋅ ⋅ , ρn}をデータ，�(�)をΘ上の確率密度関数，そして，0 < β <∞とする。
定義 3.4. 与えられたモデル {ω�}�∈Θに対し，

ωnπ,β :=

∫
ω�

n∏
j=1

p�(ρj)
β�(�)d�

∫ n∏
j=1

p�(ρj)
β�(�)d�

(14)

で定義される状態 ωnπ,βをBayesエスコート予測状態と呼ぶ。

このBayesエスコート予測状態がBayesエスコート予測分布の一般化であることは容易
にわかる。

Θ上の与えられた可測関数G(�)に対し，G(�)の事後平均を次で定める。

⟨G(�)⟩ρnπ,β =

∫
G(�)

n∏
j=1

p(ρj∣�)β�(�)d�

∫ n∏
j=1

p(ρj∣�)β�(�)d�

. (15)

ただし，0 < β <∞である。このとき，次の等式が成り立つ：

ωnπ,β =

∫
ρ ⟨p(ρ∣�)⟩ρnπ,β dm(ρ). (16)

ここで 2つの期待値EρおよびEρnを定義する：EA上の可測関数 F (ρ) に対し，

Eρ[F (ρ)] =

∫
H(ρ)q(ρ)dm(ρ). (17)

(EA)n上の可測関数G(ρ1, ⋅ ⋅ ⋅ , ρn)に対し，

Eρn [G(ρ1, ⋅ ⋅ ⋅ , ρn)] =

∫
G(ρ1, ⋅ ⋅ ⋅ , ρn)

n∏
j=1

q(ρj)dm(ρj). (18)

統計学及び学習理論の主要な計算及び推定の対象である概念を次に定義する。

10
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定義 3.5.

(1) Bayes 汎化誤差 EbgおよびBayes汎化損失Lbgを以下で定める：

Ebg = Eρ

[
log

q(ρ)

⟨p(ρ∣�)⟩ρnπ,β

]
, Lbg = Eρ

[
− log⟨p(ρ∣�)⟩ρnπ,β

]
. (19)

(2) Bayes 訓練誤差 EbtおよびBayes訓練損失Lbtを以下で定める：

Ebt =
1

n

n∑
j=1

[
log

q(ρj)

⟨p(ρj∣�)⟩ρnπ,β

]
, Lbt =

1

n

n∑
j=1

[
− log⟨p(ρj∣�)⟩ρnπ,β

]
. (20)

(3) 汎関数分散 Vを以下で定める：

V =
n∑
j=1

{
⟨(log p(ρj∣�))2⟩ρnπ,β − (⟨log p(ρj∣�)⟩ρnπ,β)2

}
. (21)

次の関係は容易にわかる：

Ebg = D(q∥⟨p(⋅∣�)⟩ρnπ,β) = S(ψ∥ωnπ,β)

= Lbg + Eρ [log q(ρj)] , (22)

Ebt = Lbt +
1

n

n∑
j=1

log q(ρj).

ここで，共通の測度に対する密度関数 ⟨p(ρ∣�)⟩ρnπ,β と q(ρ)との間の相対エントロピーを
D(q∥⟨p(⋅∣�)⟩ρnπ,β) で表した。 Bayes汎化誤差は“真”の状態 ψとBayesエスコート予測状
態 ωnπ,β の間の量子相対エントロピーであり，Bayesエスコート予測状態 ωnπ,βの性能を相
対エントロピーにより評価することを目的として構成された量である。しかしながら，実
際には “真”の状態 ψを我々は知りようがなく，Bayes汎化誤差あるいは Bayes汎化損失
は計算できない。故に，“真”の状態ψ に依らない量を用いてBayes汎化誤差およびBayes

汎化損失を推定もしくは近似する必要が生じる。このとき用いるのが真”の状態ψに依ら
ず，モデルとデータ ρnに依存したBayes訓練損失であって，それに合わせBayes汎化損
失を Bayes訓練損失で推定することを考える。次の定理が最も望む結果を与える定理で
ある。

定理 3.4.

Eρn [Lbg] = Eρn [WAIC] + o

(
1

n

)
, (23)

WAIC = Lbt +
β

n
V . (24)

この定理の証明には解析性などのいくつかの重要な仮定が本来必要である。この定理の
主張は，Bayes汎化損失のデータが増えていく状況下の平均 ((23)の左辺)とBayes訓練損
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失に補正項を加えたものの平均 ((23)の右辺および (24))が o

(
1

n

)
のオーダーのずれの範

囲内で一致する，というものである。補正項は汎関数分散 V の β

n
倍で与えられる。(23)

の右辺で平均を取っている項 (24)にはWAIC，widely applicable information criteriaの
頭文字，と名づけられており，情報量規準の一種である。このWAICを最小化するモデ
ルが最も “真”の状態に近いモデルであって，βもこのWAICの最小化を通して定められ
る。また，“真”の状態の明確な実体もこの段階に至ってようやく実感されるものである。
第 2段階で議論した内容をまとめると，

量子相対エントロピー S(ψ∥ω) ⇒ Bayesエスコート予測状態 ωnπ,β
⇒ WAIC (⇒“真”の状態)

という構図が見えてくる。この構図は

レート関数 ⇒ モデル ⇒ 評価基準 (⇒ “真”の構造)

という構図の大偏差戦略第 2段階という一形態であるとみなすのが自然であり，第 1段
階も第 2段階と同様の構図に従う。大偏差戦略の第 3段階・第 4段階でも同様の構図が発
見されると期待される。

4 展望
統計学の知見および手法を深める作業は今後も絶えず必要であり，逃れられない有限の
試行回数と実験精度の制約を引き受ける役割を負うことのできる理論に統計学がなるか
否かは今後の課題である。本稿において，有限試行・有限精度の制約下で量子論の諸概
念の意味を深められたことは，この課題達成を目指す上できわめて大きな成果であった。
特に，大偏差戦略の第 1段階および第 2段階では統計学の手法の効用が遺憾なく発揮され
た。今後は，これまでの統計学に囚われない手法を導入することにより，分類空間の同定
を行う第 3段階および動力学の推定を行う第 4段階の定式化が望まれる。また，量子推定
理論 [12, 15]としてこれまで研究されてきた量子系における統計的推測の手法を今一度見
直し，普遍的方法論と系に固有の特徴を利用した方法論とに分類・整理し，双方を発展さ
せる時期が間違いなく到来している。この観点から我々の提起する量子仮説検定論 [22]と
[14, 16, 11]で提示された量子仮説検定論とを比較することは興味深い。量子推定理論の
今後の発展に期待したい。
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and M. Ohya

We study a quantum correalations from the information theoritical points of view.
A quantum mutual entropy is discueeed in relation to a transmitted infromation.
This report is the review of our recent works on the quantum infromation theory
with entanglement.

1. Introduction

In classical probability theory the classical correlation of a physical com-
pound system can be represented by a joint probability measure with mar-
ginal probability measures which are corresponding to each subsystem. In
quantum case a quantum state of a composite system, i.e. a compound
density operator describes a correlation between its marginal states. How-
ever, in quantum system, it is known that the joint probability and the
conditional probability do not generally exist, which is an essential di¤er-
ence from classical system32;37. The typical example of such di¤erence is
the existence of entangled states in quantum system.
An entangled state of two quantum system is de�ned by a state not

written as a form

X
k

�k�k 
 �k; (1)

with any marginal states �k and �k on subsystems. A state written as
above is called a separable state, so that an entangled state is a state
not belonged to the set of all separable states in the naive de�nition above.
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However the mathematical characterization of entanglement is not yet fully
understood except for some simple cases, for example pure states or very low
dimensional mixed states. Further it is obvious that there exist several types
of correlated states, written as separable forms. Such correlated states have
been considered in several contexts in the �elds of quantum information
and quantum probability such as quantum measurement and �ltering9;10,
quantum compound states30;31 and lifting1;4. So that one have to deal with
not only the correlation of entangled state but also that of separable state
carefully.
In the middle of 1990s Peres and Horodecki family gave a classi�cation of

compound states by introducing the criteria34;22 which enable one to detect
the entangled state. The famous Peres-Horodecki criterion is based on the
partial transposition. States which are positive under partial transposition
are called PPT sates. Clearly each separable state is necessarily PPT but
the converse is not true. On the other hand Belavkin and Ohya gave a
rigorous construction of quantum compound states by means of a complete
co-positve map (CCP map for short) called entanglement map11;12. We can
construct a compound state by applying the entanglement map to Choi-
Jamio÷kowski isomorphism15;23;25;39. Kossakowski et al. also introduced
another method to construct a compound state via a notion of quantum
conditional probability operator, QCPO for short, by means of a complete
positive map (CP map for short)5. If a marginal states is given, then a
compound state is constructed by operating the marginal state by QCPO.
The PPT sate can be characterized by the entanglement map, also by the
QCPO24;26;5.
This paper is organized as follows: In the section 2 the de�nitions of

above criteria, PPT condition, entanglement map and QCPO, are reviewed
and we show some relations among such three types of criterion5;18;24;26.
The section 3 we review the two types of quantum entropy, so called the

quantum mutual entropy and the quantum conditional entropy11;12;14;19;21,
and such entropies are applied to some examples of compound states. In
addition we introduce the order of quantum correlation by using the sym-
metrized conditional entropy called the degree of entanglement (DEN for
short)18;28. Interestingly it turned out that there exists a class of sepa-
rable states which have stronger correlation (with respect to DEN) than
entangled states16. Finally we discuss the di¤erence between classical and
quantum correlations in the section 4.
The above argument can be formulated at general C*-algebraic

setting11;12;24;26;27. However, for simplicity, only the �nite-dimensional case
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will be considered here.

2. PPT state, entanglement map and quantum conditional
operator

We start with notions of positivity: the so-called complete positivity (CP
for short) and complete co-positivity (CCP for short). Let A and B be
C�-algebras (with a unit 1). A linear map � : A 7! B is CP if and only if

�n :Mn (A)!Mn (B) ; [aij ] 7! [� (aij)] (2)

is positive for all n. Here Mn (A) stands for n � n matrices with entries
from A. A linear map � : A 7! B is CCP if and only if

�tn :Mn (A)!Mn (B) ; [aij ] 7! [� (aji)] (3)

is positive for all n. Every n-co-positive map is positive but not necessarily
CP even if it is CCP, unless B is Abelian, in which case a positive map is
both CP and CCP.
Let us consider two quantum systems (Hk;Ak;S (Ak))k=1;2 where Hk

is a Hilbert space given by Hk = Cn, Ak = B (Hk) stands for the algebra of
complex k � k matrices and S (Ak) stands for the set of all states on Ak.
Then the composite system (H;A;S) is given by

H � H1 
H2, A � B (H1 
H2) = A1 
A2;S � S (A) = S (A1 
A2) :

Notice that

S � conv (S (A1)
 S (A2)) :

It was mentioned that conv(S (A1)
 S (A2)) are called separable states and
the subset of states Snconv(S (A1)
 S (A2)) is called the set of entangled
states, i.e. S = Sent [ Ssep . We are interested in the special subset of S;

SPPT � f! 2 S;! � (1
 �) 2 Sg ; (4)

where � is stands for transposition. Such states are called partial positive
transposition (PPT) states22;34. Clearly

S � SPPT � Ssep :

In general the PPT condition is not a su¢ cient one for the separability of
state. However, in the case of H identi�ed to C2 
C2 or C2 
C3 the PPT
condition becomes to the su¢ cient one22.

Theorem 2.1. In the case of H=C2 
 C2 or H=C2 
 C3 a state ! is
separable i¤ ! is belonged to SPPT :
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We will review another criteria called an entanglement map11;12 and a
quantum conditional probability operator (QCPO for short)5.
For a normal state ! 2 S there exist a density matrix � such that

! (a
 b) = Tr (a
 b) �; a 2 A1; b 2 A2: (5)

The state ! can be written as

! (a
 b) = Tr1a� (b) = Tr2�� (a) b (6)

where � is a linear map from A2 to A1 given by � (b) �Tr2 (1
 b) � 2 A1,
and its dual map �� from A1 to A2 given by �� (a) �Tr1 (a
 1) � 2 A2.
In (6) the partial trace with respect to Hk is denoted by Trk (�). It is clear
that the marginal densities of � are given by

� � Tr2� = � (1) , � � Tr1� = �� (1) . (7)

Belavkin and Ohya revealed that such maps can be reconstructed by the
Hilbert-Schmidt operator, which is called the entangling operator, and they
showed that both � and �� are CCP, but not always CP on general C*-
algebraic setting11;12. For example, if ! is a pure entangled state, then its
entanglement map is not CP.
On the base of above observation they introduced a general notion of

quantum compound state by using such CCP maps.

De�nition 2.1. A CCP map � : A2 ! A1, normalized as Tr1� (1) = 1; is
called the (generalized) entanglement (map) from the state �� (1) 2 S (A2)
to the state � (1) 2 S (A1).

The density operator �� corresponding to the entanglement � with its
marginal � = � (1) and � = �� (1) can be constructed by

�� =
X
i;j

� (jeji heij)
 jeii hej j (8)

where feig is a standard base in H2
11;12.

Notice that the construction of �� in (8) is given via the Choi-
Jamio÷kowski isomorphism15;23;25;39. Due to this fact we can show the
following24;26.

Theorem 2.2. A state �� (i.e., a density operator) is a PPT state i¤ its
entanglement map � is a CP map.

In the following discussion we use the symbol S also as a set of density
operators.
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On the other hand Kossakowski et al. gave another construction of
compound density operators5. For a given � 2 S with � =Tr2� one can
de�ne the operator

�� �
�
��

1
2 
 1

�
�
�
��

1
2 
 1

�
; (9)

which has the following properties

�� � 0; (10)

Tr2�� = 1 2 A1; (11)

and we assume that � > 0, that is, � represents a faithful state. It follows
from (10) and (11) that the operator �� is the quantum analogue of a
classical conditional probability distribution. Indeed, in the case A is an
Abelian algebra, �� coincides with a classical conditional probability.

De�nition 2.2. An operator � 2 A is called a quantum conditional prob-
ability operator (QCPO) if � satis�es condition (10) and (11).

One easily �nds the following formula

�' =
nX

k:l=1

' (jeki helj)
 jeki helj (12)

where ' is a CP unital map from A2 to A1, i.e., ' (1) = 1. It is easy to
check that �' satis�es conditions (10) and (11). For a given �' and any
marginal state � 2 S (A1) one can construct a compound state as

�' =
nX

k:l=1

�
1
2' (jeki helj) �

1
2 
 jeki helj : (13)

Applying the CP map �
1
2' (�) � 12 to the Choi-Jamio÷kowski isomorphism,

then we have

(1
 �) �' =
nX

k:l=1

�
1
2' (jeli hekj) �

1
2 
 jeki helj : (14)

This means the following Corollary5.

Corollary 2.1. �' is a PPT state i¤ the map ' is a CCP map:

There exists a relation between the density operator �� in (8) and the
QCPO �' in (12) via the following decomposition of the entanglement map
�.
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Lemma 2.1. 13 Every entanglement map � with � (1) = � has a decompo-
sition

� (�) = � 12' � � (�) � 12 ; (15)

where ' is a CP unital map to be found as a unique solution to

' (�) = �� 1
2� � � (�) �� 1

2 : (16)

Theorem 2.3. 18 If a compound state �� given by (8) has a faithful mar-
ginal state � = � (1) ; then �� is represented by

�� =
�
�
1
2 
 1

�
��

�
�
1
2 
 1

�
(17)

where �� =
nP

k:l=1

��
1
2� (jeli hekj) ��

1
2 
 jeki helj.

The relation (17) can be regarded as a quantum analogue of the rela-
tion between a joint probability and a conditional probability in classical
probability theory:

rij = pip (jji) ; (18)

where rij is a joint probality with its marginal probablity pi and p (jji)
is a conditional probability i.e., the probability of an event "j" under the
observation of an event "i".

3. Mutual entropy and conditional entropy vs. quantum
correlation

In classical information theory the mutual entropy is given as the relative
entropy of the correlated joint probability and the non-correlated one. We
extend the classical mutual entropy to a quantum system by using the
Umegaki relative entropy36 in the terminology of entanglement map �.

De�nition 3.1. Let � be an entanglement map with � = � (1) and � =
�� (1). One de�nes11;12;14;19

I� (�, �) � S (��, �
 �)
= Tr�� (log �� � log �
 �) (19)

where S (�, �) is the Umegaki relative entropy. One calls I� (�, �) the quan-
tum mutual entropy14;19.
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By simple computation the quantum mutual entropy can be decomposed
as follows:

I� (�, �) = S (�) + S (�)� S (��) : (20)

The above relation gives the same decomposition form of the classical mu-
tual entropy. Using this decomposition (20) one also de�nes the quantum
conditional entropies11;12;14;21:

S� (�j�) � S (�)� I� (�, �) = S (��)� S (�) ; (21)

S� (�j�) � S (�)� I� (�, �) = S (��)� S (�) : (22)

Remark 3.1. The above entropic criteria are discussed also by Cerf and
Adami14, Horodeckis21, Henderson and Vedral20, Groisman et al.19.

Example 3.1. -Product state- For entanglement maps � (b) = �Tr2�b
and �� (a) = �Tr1�a, we have �� = �
 �. Then

I� (�, �) = 0; S� (�j�) = S (�) , S� (�j�) = S (�) : (23)

The above results clearly means that the product state has no correla-
tion between its marginal states. Here we introduce the following notions32:

De�nition 3.2. (1) A state �� is called a product state if it can be repre-
sented in the form

�� = �
 � (24)

where � = � (1) and � = �� (1).
(2) A state is called a correlated state if it is not a product state.

The quantum mutual entropy I� (�, �) measures the correlation as the
di¤erence between the density operator itself and the product state given by
its marginal densities in the sense of relative entropy. In quantum system we
have two types of correlated states. The �rst one is a separable correlated
state, and second one is an entangled correlated state.

Example 3.2. -Separable correlated state- For an entanglement map
� (b) =

P
pi�iTr�ib, �

� (a) =
P
pi�iTr�ia, where pi � 0,

P
pi = 1, we

have

�� =
X

pi�i 
 �i: (25)
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with � = � (1) =
P
pi�i, �

� (1) =
P
pi�i. Then we have the following

inequalities3;11;12

0 � I� (�, �) � min fS (�) , S (�)g ; (26)

S� (�j�) > 0, S� (�j�) > 0: (27)

Example 3.3. -Pure entangled correlated state- For entanglement
maps � (b) =

P
�i�j jeii hej j hfj ; bfii, �� (a) =

P
�i�j jfii hfj j hej ; aeii ;

where �i 2 C,
P
j�ij2 = 1, we have

�� =
X

�i�j jeii hej j 
 jfii hfj j = j	i h	j ;

where j	i =
P
�iei 
 fi. and its marginal states are given by � = � (1) =P

j�ij2 jeii heij, � = �� (1) =
P
j�ij2 jfii hfij. Then

I� (�, �) = S (�) + S (�)� S (��)
= 2S (�) > min fS (�) , S (�)g ; (28)

S� (�j�) = S� (�j�) = �S (�) < 0; (29)

where S (�) = S (�) = �
P
j�ij2 log j�ij2 :

The classical mutual entropy is always smaller than its marginal en-
tropies, and the conditional entropy is always positive. From these points
of view, on the base of above observation, we know that the separable state
has the same property of correlation with classical probability, however the
entangled state does not so. Above entropies of entangled sates (i.e., the
correlation of entangled states) show the non-classical property.
We introduce another criteria to measure the correlation of compound

states11;12;18;28.

De�nition 3.3. For an entanglement map � with � = � (1), � = �� (1),
we de�nes

DE
� (�,�) �

1

2
(S� (�j�) + S� (�j�)) (30)

= S (��)�
1

2
(S (�) + S (�)) ; (31)

D� (�,�) � �DE
� (�,�) (32)

We call DE
� (�,�) the degree of entanglement

11;12;28 and call D� (�,�) the
degree of quantum correlation18.
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Proposition 3.1. 2;28If �� is a pure state, then the following statements
hold:

(1) �� is a pure entangled state i¤ D� (�,�) > 0:
(2) �� is a pure separable state i¤ D� (�,�) = 0:

It is well known38 that if � is a PPT state, then

S (�)� S (�) � 0; S (�)� S (�) � 0: (33)

where � and � are the marginal states of �. Due to this fact one shows

Proposition 3.2. If �� is a mixed PPT state, then

D� (�,�) � 0: (34)

Suppose now that we have two entanglement maps �1 and �2 such that
� = �k (1) and � = �

�
k (1) (for k = 1; 2).

De�nition 3.4. One says that �1 has stronger correlation than �2 if

D�1 (�; �) > D�2 (�; �) : (35)

Remark 3.2. Interestingly, there exist quantum entangled states with
weaker correlations than some separable states in the sense of the order
(35). In this remark we show one of such examples16.
We analyze Bell diagonal states (see Refs. [6-8, 17]). Consider H =C3


C3 with the standard basis fe0; e1; e2g. We set


0:0 =
1p
3

2X
i=0

jeii heij (36)

and de�ne 
k:l for any k, l (0 � k; l � 2) as


k:l = (Wk:l 
 1)
0:0; (37)

where Wk:l means the circle action given by

ei 7! exp

�
2�
p
�1k(i� l)
3

�
ei�l; (i = 0; 1; 2) (38)

Finally, we de�ne

� (�; �) =
1� �� �

9
1
1+� j
0:0i h
0:0j+

�

2
(j
1:0i h
1:0j+ j
2:0i h
2:0j) :

(39)
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Due to the computation for the eigenvalues of � (�; �) one knows that
� (�; �) de�nes a state i¤ the parameters �, � satisfy

�+ � � 1, 2�� 7� � 2, � 8�+ � � 1: (40)

Let us consider for example the line � = 3
5 . It was shown

7 that �
�
�; 35

�
is entangled i¤

� 2 [0; 1
4
) [ (13

40
;
2

5
]; (41)

and it is separable i¤

� 2 [ 1
4
;
13

40
]: (42)

Now we can compute its degree of quantum correlation DQC denoted by
D
�
�
�
�; 35

��
as

D

�
�

�
�;
3

5

��
= log 3 +

31� 10�
45

log

�
31� 10�
90

�
�10�� 4

15
log

�
2� 5�
45

�
� 40�+ 2

45
log

40�+ 2

45
:(43)

By a simple calculation, it is easily be veri�ed that D
�
�
�
�; 35

��
is monoton-

ically increasing if � 2 [ 120 ;
2
5 ). Hence the values of DQC for � 2 [

1
20 ;

1
4 ) (i.e.

�
�
�; 35

�
is entangled.) is smaller than the ones for � 2 [ 14 ;

13
40 ] (i.e. �

�
�; 35

�
is separable.).

4. Summary and Discussion

In the section 3 we drew a quantum analogue of the classical probability
relation (18) as the relation (17) between a compound density �� and a
quantum conditional probability operator �� via an entanglement map �.
However we have not yet discussed the roll of the relation (17) in the context
of quantum information theory. Before the discussion we summarize the
results of the section 3. The quantum mutual entropy I� (�, �) and condi-
tional entropies S� (�j�) and S� (�j�) have a non-classical property (see the
example 3.3). How can we understand such non-classical property? Due to
the non-classical property we can classify a subset of Sent (the set of entan-
gled states) by using the DEN or DQC (see the proposition 3.1. and 3.2.).
This is, in some sense, one of the answers above question. The non-classical
property of such entropies are found on the subset of entangled states, how-
ever such property does not give the necessary condition of entangled states.
Anyway it is natural to think that the mutual entropy I� (�, �) of entangled
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state represents the correlation of entanglement. From this points of view
during the last one decade there have been a lot of studies of quantum cor-
relation by means of the mutual entropy2;3;11;12;14;19;20;21;29;33;38. On the
base of above observation we introduced the order of quantum correlation
in the sense of (35). Interestingly there exist quantum entangled states with
weaker correlations than some separable states (see Remark 3.2.). How can
we understand such correlation between separable and entangled states?
In the classical information theory the mutual entropy can be recognized

as the criterion to measure the transmitted information through a channel.
We can also represent the quantum mutual entropy I� (�, �) by channel
representation using the relation (17). If a QCPO � is given, then we can
de�ne a channel �� for any input state �in by

�out = �
� (�in) � Tr1

�
�
1
2

in 
 1
�
�
�
�
1
2

in 
 1
�
: (44)

In this scheme we can call � a channel density. Applying this scheme to
the density operator ��, then we have

I� (�, �) = Tr�� (log �� � log �
 �)

= Tr
�
�
1
2 
 1

�
��

�
�
1
2 
 1

�
�
log
�
�
1
2 
 1

�
��

�
�
1
2 
 1

�
� log �
 ��� (�)

�
� I�

�
�; ���

�
; (45)

where ��� (�) �Tr1
�
�
1
2 
 1

�
��

�
�
1
2 
 1

�
. However this mutual entropy

I�

�
�; ���

�
does not satisfy the following Shannon�s fundamental inequality

on the subset of entangled states (see the example 3.3.):

0 � I�
�
�; ���

�
� min

�
S (�) ; S

�
��� (�)

�	
: (46)

From this point of view the quantum mutual entropy I�
�
�; ���

�
is not a

proper measure of the transmitted information through the channel.
If one restricts the above argument to the set of separable states, then

one knows that I� (�, �) satis�es the quantum Shannon�s inequality (see the
example 3.2.). In addition we can de�ne the quantum conditional entropy
as an extension of the classical de�nition of conditional entropy:

S�s e p (�j�) � Tr
�
�
1
2 
 1

�
��s e p

�
�
1
2 
 1

�
log ��s e p (47)

= Tr��s e p log ��s e p
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Due to the separability of ��s e p we can draw the same decomposition of
S�s e p (�j�) given as the de�nition (21) from the de�nition (47):

S�s e p (�j�) = S (��)� S (�) = S (�)� I� (�, �) : (48)

One may observe that on the set of separable state the scheme of classical
information theory may be sifted to that of quantum information theory
via the relation (17), however it can not be done on the set of entangled
states.
Now we have another question from the information theoretical point of

view: how can we connect I� (�, �) to the transmitted information through
the entanglement channel ��� on the base of the relation (17)? We will
continue to study the above problems in the forthcoming paper.

References
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17. D. Chrúsciński, A. Kossakowski, T. Matsuoka, K. M÷odawski, "A class of
Bell diagonal states and entanglement witnesses", Open. Syst. Info. Dyn.
17, 213-231 (2010).
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固有値・固有空間のアンホロノミーの階層的構成1

首都大学東京 理工物理 田中篤司

高知工科大学 理論物理研究室 全卓樹

Pusan National University Sang Wook Kim

量子系の持つパラメータを充分ゆっくり変動させると、量子系の時間発展は断熱定理 [1] に従

うことは良く知られています。Berryは、パラメータの軌跡を閉じた場合、断熱的な時間発展は自

明では無く、位相におけるアンホロノミーが発現することを指摘しました [2]。これは Berry の位

相、あるいは、微分幾何学の用語から位相のホロノミーとも呼ばれます [3]。さて、断熱的な時間

発展での中心的な役者は、状態ベクトルの位相以外にも、固有値と固有空間が居ます。固有値や

固有空間にはアンホロノミー的な現象は起きないのでしょうか？この疑問は Berry の仕事以来見

過されてきたようですが、20世紀の末に、一般化された点状相互作用下の質点で具体例が見いだ

されました [4]。この模型では、パラメータ空間中の適当な閉経路に沿って固有エネルギーを追跡

すると始点と終点は閉じません。つまり、断熱的な時間発展であっても、この閉経路に沿うこと

で系は励起します (あるいはその逆)。これは、固有値・固有空間のアンホロノミー [4, 5] (または、

新奇な量子ホロノミー [6]) が発現したと呼ぶべき状況です。

近年、固有値・固有空間のアンホロノミーを持つ模型が見い出され [5, 7, 6, 8, 9] (図 1も参照)、

理論的な理解も進展してきました。例えば、藤川による Berry位相の取り扱い [11, 12]の固有空

間のアンホロノミーへの拡張 [6, 13]、複素例外点との関連づけ [14]、断熱 Floquet 理論を通じた

Abelian gerbes を用いた定式化 [15]を挙げることができます。

一方、既存の例は全て “一体”のものに限られています。つまり、これらの例を複数の構成要素

に分解する手続は不明でした。これに対し、本稿では、N -体系での例を説明します。この新しい

例は N -qubit 上の量子回路上でのものです。小さい系の例を構成要素としてより大きな例を順々

に構成していきます。特に、この構成法で得られる最も簡単な例を説明します。

図 1: 固有値・固有空間のアンホロノミーを持つ最も簡素な量子回路。量子 NOTゲートと位相シ
フトゲート (強度 λ)から成り、パラメーター λ の住む空間は周長 2π の閉経路。本文では、これ
とユニタリー等価な回路 (式 (1))と、その多 qubit への拡張を調べます。

1基研研究会「量子科学における双対性とスケール」(2010年 11月 4日–6日), 2010年 11月 4日の口頭発表より.

1
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1 階層的構成の種 — 1 qubit の量子回路にて

固有値・固有空間のアンホロノミーを持つ系は珍しいように思えますが、1 qubit 上の、二つの

量子ゲートから成る簡素な量子回路がその一例を与えます (図 1)。ここでは、固有ベクトルの表

記を簡素にするため、

û(λ) ≡ exp (iλ∣y⟩⟨y∣) Ẑ (1)

を考えます。ここで、X̂ ≡ ∣0⟩⟨1∣ + ∣1⟩⟨0∣, Ŷ ≡ i(∣1⟩⟨0∣ − ∣0⟩⟨1∣) , Ẑ ≡ ∣0⟩⟨0∣ − ∣1⟩⟨1∣。∣y⟩ ≡
(∣0⟩ − i∣1⟩)/√2 は Ŷ ∣y⟩ = −∣y⟩ を満たします。式 (1) 右辺第一因子は、 “y軸に関する位相ゲー

ト”を記述します：∣y⟩ と平行な成分は λ だけ位相をずらし、∣y⟩ と直交する成分はそのままにす
るものです。û(λ) の固有値問題を解きます。これはユニタリーなので、固有角

θ(n;λ) = nπ +
1

2
λ (2)

(n = 0, 1) を用いると、固有値は z(n;λ) = ei�(n;λ)。対応する固有ベクトルは

∣0(λ)⟩ = ∣0⟩ cos
λ

4
+ ∣1⟩ sin λ

4
, ∣1(λ)⟩ = ∣1⟩ cos

λ

4
− ∣0⟩ sin λ

4
. (3)

û(λ) は λ について周期 2π を持ちます。λ の一周期分の増大は閉経路とみなせ、これをC と呼

びます。N 体系での導入を兼ね、û(λ)の固有角のアンホロノミーを調べます。出発点の量子数 n

が規定する整数 s(n), r(n) を導入し、θ(n;λ) のパラメータ依存性を

θ(n;λ+ 2π) = θ(s(n);λ) + 2πr(n) (4)

とまとめます。つまり、C を一周することで、量子数は n から s(n) に化けます。これに対応し

て、経路 C が規定する行列 S(C) を、その行列要素

{S(C)}n′,n = δn′,s(n) (5)

で定義します。特に、û(λ) では、s(n) = n, r(n) = n となり、固有角のアンホロノミーが陽に現

れます (ここで、0 = 1, 1 = 0 と約束します)。これに対応し、S(C) は非自明な置換行列です。

ユニタリー作用素での固有値と固有空間の対応から、固有空間のアンホロノミーも発現します。

以下、これをゲージ接続を通じて調べます [6]。基底ベクトル列 (“枠”)

f(λ) ≡ [∣0(λ)⟩, ∣1(λ)⟩] (6)

の微分は非アーベル的なゲージ接続

A(λ) ≡ {f(λ)}†i∂λf(λ) (7)

を誘導します。これは 2× 2 のエルミート行列です。逆に、接続を積分すると f(λ) を得ることが

できます:

f(λ′′) = f(λ′) exp
→

(
−i
∫ λ′′

λ′
A(λ)dλ

)
. (8)
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ここで、 exp→ は反順序的指数関数。固有値の縮退が無い場合、A(λ) はゲージ接続 AD(λ) を誘

導します：

{AD(λ)}n′,n = δn′,n{A(λ)}n,n. (9)

これは、全ての固有空間について、 Mead-Truhlar-Berry のゲージ接続 [16, 2]をひとまとめにし

たものです。

固有空間のアンホロノミーを特徴付けるホロノミー行列 M(C) は, ⟨n(λ)∣ と ∣n(λ + 2π)⟩ の重
なり積分で定義されます。ただし、これは、∣n(λ)⟩ のゲージを Berry位相の扱いにおける平行移

動条件 [17]を満たすように選んだ場合の話です。M(C) のゲージ共変な表式として、上で導入し

たゲージ接続を使ったものを示します [6]：

M(C) = exp
→

(
−i
∫
C
A(λ)dλ

)
exp
←

(
i

∫
C
AD(λ)dλ

)
. (10)

û(λ) では、

A(λ) =
1

4
Y, ここで

[
Y00 Y01

Y10 Y11

]
=

[
0 −i
i 0

]
(11)

なので、AD(λ) = 0。M(C) を計算していくと、

{M(C)}n′,n = {S(C)}n′,n(−1)n. (12)

となります。つまり、M(C) は、その骨組み S(C) と位相因子から構成されます。

2 N体系を階層的に構成する

N − 1体系がアンホロノミーを持つとします。ここに一つ qubit を付けて、アンホロノミーを

持つ N 体系を作ります。これを実現するための材料として, Û を引数とする回路を導入します：

D̂[Û ] ≡ Ĉy[Û ](Ẑ ⊗ 1̂), (13)

ここで

Ĉy[Û ] ≡ (1̂− ∣y⟩⟨y∣)⊗ 1̂ + ∣y⟩⟨y∣ ⊗ Û (14)

は、制御 bit が “y軸方向”の制御ユニタリーゲートです。試しに、Û として補助 qubit の大域的

な位相ゲート eiλ1̂ を使ってみると、D̂[eiλ1̂] = û(λ)⊗ 1̂ となります。つまり、D̂[⋅] には、アンホ
ロノミーを起こす量子回路 û(λ) が潜んでいます。

さて、N -qubit 上の量子回路 Û (N)(λ) を導入します。まず、Û (1)(λ) ≡ û(λ) とします。そして、

N > 1 では漸化式

Û (N)(λ) ≡ D̂[Û (N−1)(λ)] (15)

を課します。これを構成するのに必要な量子ゲートの数の増え方は、N を増大するにつれ、たか

だか N の多項式程度であるという意味で、Û (N)(λ) は効率的に構成可能です。
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3 固有値問題を解く

Û (N)(λ)は漸化式 (15)を通じて定義されたので、これに関する諸量の解析において、自然に漸化

式が現われます。ここでは、最も簡素な例として、固有値問題を再帰的に解いていきます。簡潔さ

のため結果を先取りします：Û (N)(λ) の固有状態を指定する量子数として、(nN , nN−1, ⋅ ⋅ ⋅ , n1) を
用います。ここで、nj は {0, 1} のいずれか。そこで、固有角を θ(N)(nN , nN−1, ⋅ ⋅ ⋅ , n1;λ), 固有ベ

クトルを ∣nN , nN−1, ⋅ ⋅ ⋅ , n1;λ⟩ と記します。N = 1 では θ(1)(n1;λ) = θ(n1;λ), ∣n1;λ⟩ = ∣n1(λ)⟩.
N > 1 にて固有角と固有ベクトルの漸化式を求めると、

θ(N)(nN , nN−1, . . . , n1;λ) = θ(nN ; θ(N−1)(nN−1, . . . , n1;λ)) (16)

および

∣nN , nN−1, . . . , n1;λ⟩ = ∣nN (θ(N−1)(nN−1, . . . , n1;λ))⟩ ⊗ ∣nN−1, . . . , n1;λ⟩. (17)

これを解くと、

θ(N)(nN , nN−1, . . . , n1;λ) =
2π

2N

{
mN (nN , nN−1, . . . , n1) +

λ

2π

}
, (18)

ここで、

mN (nN−1, . . . , n1) =

N∑
j=1

2j−1nj (19)

は主量子数と呼ぶべきものです。固有ベクトルは、

∣nN , nN−1, . . . , n1;λ⟩ =

N⊗
j=1

∣nj(θ(j−1)(nj−1 . . . n1;λ))⟩ (20)

です。

4 固有角・固有空間のアンホロノミーの解析

λ を経路 C に沿って一周する (つまり 2π 増やす)場合のアンホロノミーを調べます。最初に

Û (N)(λ) の固有状態の量子数 nN , . . . , n1 を指定します。λ を一周させた後では、アンホロノミー

に対応して系の量子数が変わります。終点での j番目の量子数を s
(N)
j (nN , . . . , n1;C) (1 ≤ j ≤ N)

と記します。これらをひとまとめにしたものは 2N × 2N の置換行列

{S(N)(C)}(n′
N ,...,n

′
1),(nN ,...,n1) ≡

N∏
j=1

δn′
j ,sj(nN ,...,n1) (21)

です。これは、“量子数のアンホロノミー”を表現したものだとも言えます。S(N)(C) に位相の情

報を加味したものがホロノミー行列 M (N)(C) です。その行列要素は

{M (N)(C)}m′
N ,mN

= ⟨m′N ;λ∣ψ(C)(mN ;λ)⟩ (22)

4

Soryushiron Kenkyu



です。ただし、∣ψ(C)(mN ;λ)⟩は ∣mN ;λ⟩を C に沿って平行移動させたものです。また、nN , . . . , n1

を mN と略記しました。ユニタリー作用素での固有値と固有空間の対応からM (N)(C)は S(N)(C)

および固有空間毎の位相因子 σ(N)(mN ) から構成されます:

{M (N)(C)}m′
N ,mN

= {S(N)(C)}m′
N ,mN

σ(N)(mN ;C)。 (23)

以下、S(N)(C) と M (N)(C) を求めていきます。

固有角のアンホロノミーを調べる s
(N)
j (mN ;C) を求めるため、固有角のパラメータ依存性を観

察します。s(N)
j (mN ;C) と整数 r(N)(mN ;C) を用いると、C の終点での固有角の値は

θ(N)(mN ;λ+ 2π) = θ(N)(s(N)(mN ;C);λ) + 2πr(N)(mN ;C), (24)

と整理できます。ここで、量子数の並び s
(N)
N (mN ;C), . . . , s

(N)
1 (mN ;C) を s(N)(mN ;C) 略記しま

した。

我々の模型 Û (N)(λ) では、N = 1 のとき s
(1)
1 (n1;C) = n1, r

(1)(n1;C) = n1。N > 1 では、

s
(N)
N (nN , . . . , n1) =

nN nN−1 ⋅ ⋅ ⋅n1 = 1 の場合

nN 他
(25)

および、r(N)
N (nN , . . . , n1) = nN ⋅ ⋅ ⋅n1。よって、置換行列 S(N)(C) は長さ 2N の巡回置換を記述

します。

ホロノミー行列 M (N)(C)を求める σ(N)(mN )を求めるには、M (N)(C)のゲージ共変な表式 (10)

を利用します。ここで用いる非 Abel なゲージ接続は、2N × 2N のエルミート行列

{A(N)(λ)}m′
N ,mN

≡ ⟨mN ;λ∣ (i∂λ∣mN ;λ⟩) . (26)

対応する Mead-Truhlar-Berry のゲージ接続達は {AD(N)(λ)}m′
N ,mN

≡ δm′
N ,mN

{A(N)(λ)}mN ,mN。
M (N)(C) の行列要素に関する漸化式を求めると、{

M (N)(C)
}
m′
N ,mN

=
{
e−iπr

(N−1)(mN−1;C)Y/2
}
n′
N ,nN

{M (N−1)(C)}m′
N−1,mN−1

. (27)

この結果、σ(N) の漸化式を得ます:

σ(N)(mN ;C) = (−1)r
(N)(mN ;C)σ(N−1)(mN−1;C). (28)

Manini-Pistolesi のゲージ不変量 ホロノミー行列 M (N)(C) はゲージ共変であるものの、ゲー

ジ不変量ではありません。しかし、ここから、Manini-Pistolesi のゲージ不変量 [18] を引き出す

ことができます。詳細は割愛しますが、ここでの非自明なゲージ不変量は、

γ
(N)
MP (C) ≡

1∏
nN=0

⋅ ⋅ ⋅
1∏

n1=0

σ(N)(nN , . . . , n1;C) (29)
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のみです。実は、γ(N)
MP (C)は、閉経路 C を 2N 回繰り返して元に戻ったときの Berry 位相のこと

です。結局、我々の模型では、任意の N > 0 で

γ
(N)
MP (C) = −1 (30)

となり、Longuet-Higgins 位相 [19]に類似した状況が示唆されます。

例: N = 3 での量子数の軌跡 経路 C を繰り返すことによる固有角の軌跡を理解するには、以上

から定まる量子数の軌跡を理解すれば充分です。特に簡単なのは、主量子数 mN の値を追跡する

ことで、C を一周する毎に mN は 1 増えます。ただし、mN が 2N に達すると mN = 0 に戻り

ます。nN , . . . , n1 は mN の二進展開の係数であることに注意すると、その軌跡が容易に求まりま

す。例えば、N = 3 では

000 7→ 001 7→ 010 7→ 011 7→ 100 7→ 101 7→ 110 7→ 111 7→ 000. (31)

これに付随する位相因子として興味深いのはゲージ不変な γ
(N)
MP (C) = −1 のみですが、これは一

般論を用いる方がより見通し良く求まるものです。

5 まとめと展望

多体系 (多 qubit系)において、固有値・固有空間のアンホロノミーを持つ一族を見いだし、拡

張された藤川の定式化 [6]を用いて固有空間のアンホロノミーを調べました。この例は階数 1 の

摂動下の量子写像とみなせる [20]ので、既存の例の構成要素からの構成法を与えたともみなせま

す。一方、この多体系の一族の構成法の単純な拡張を通じて、既存の例には還元できない模型も

構成できます。これについては、別に報告する予定です [20]。
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Abstract

The main purpose of this paper is to discuss some effective methods
of study of certain characterizations of quantum operations and quan-
tum channels. In particular, an effective method of checking if a given
quantum operation is irreducible or not is presented. Our methods
are based on analyzing an explicit form of a fixed quantum operation
in its Kraus representation. Some examples based on theory of open
quantum systems are discussed.

1 Introduction

Non-classical correlations among subsystems of a composite quantum
system, known as entanglement, can be precisely described mathemat-
ically but, at least in the case of mixed states, in a rather ineffective
way. Here, by an effective way (effective procedure) we mean a method
which uses only a finite number of arithmetic operations on elements
of a given density matrix (representing a quantum state) and allows us
to formulate an answer to the question: is a given composite quantum
system in a separable or entangled state?

It appears, that the questions of the above type can be naturally
connected with some problems of changes in the space of quantum
states, that is with some aspects of quantum dynamics and properties
of dynamical maps. Here, by dynamical maps we understand linear
transformations that take one density operator to another. Moreover,
this kind of connection between some linear transformations and states
of composed quantum systems is a one-to-one type. At first sight this
seems strange that two entirely different issues, namely, the inner struc-
ture of states and, on the other hand, their dynamics are so strongly
connected. But in fact there exists an intricate and strong link be-
tween them — there exists an isomorphism between positive maps on
quantum states (these maps very often are called superoperators on
the space of quantum states) and some properties of inner structure
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of density matrices representing composite quantum systems [1, 2]. At
present, various methods of study of entangled systems based on prop-
erties of positive maps are discussed in hundreds of papers and many
monographs and textbooks (cf. [3, 4, 5]).

In this paper we will discuss some effective methods of study of
certain properties of quantum operations and we will use some meth-
ods and results which are typical for the research area known as non-
commutative Perron-Frobenius theory. In particular, in our study of
dynamical maps we will use the natural identifications

Mk(C) ⊗B(H) ∼= Mk(B(H)) ∼= B

(
k⊕

i=1

H
)
, (1.1)

where H denotes a finite dimensional Hilbert space, B(H) represents
the set of all linear operators on H and symbols Mk(A) for k, 2, 3, . . .
denote k × k matrices with elements from an algebra A. In our ap-
proach we will concentrate on a quantum analogy of the classical theory
of positive maps also known as Perron-Frobenius theory. Perron the-
orem on positive matrices [6] and its generalization by Frobenius on
nonnegative matrices [7] have interested mathematicians since the re-
sults appeared at the beginning of last century. Later these theorems
have been generalized to operators on a partially ordered real Banach
spaces [8]. This has motivated several authors to consider linear maps
on a finite dimensional space which leave a fixed cone invariant (cf.,
e.g. [9, 10]).

Almost at the same time it appeared that some natural questions
connected with fundamentals of quantum mechanics (more precisely,
with theory of open quantum systems) lead to investigations of linear
maps (superoperators) in a real Banach space of self-adjoint operators
on a fixed Hilbert space ([11, 12]). This concept of Banach space with
the partial order defined by a specific cone, namely, the cone of positive
semidefinite operators, constitutes a basic idea in description of open
quantum systems.It should be stressed that in this case we consider
linear maps on B(H) not only as maps on a vector space but also as
maps on B(H) equipped in a natural structure of an algebra. Such
linear maps on the set of operators are often called superoperators and
their general form is well known. Namely, for a given superoperator Φ,

Φ : B(H) → B(H), (1.2)

there always exists an operator-sum representation of maps given by

Φ(X) =
κ∑

i=1

AiXBi, (1.3)

where Ai, Bi are elements of B(H). A particular class of such maps,
the so-called completely positive maps (or in physical terminology —
quantum operations), plays a prominent role in formulation of evolution
of open quantum systems and in the theory of quantum measurement.
A comprehensive description of these problems from the physical point
of view one can find in books [2, 13].
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It is important to observe that most of the papers devoted to the
classical Perron-Frobenius theory of nonnegative linear maps are con-
cerned mainly with the existence problems. The purpose of this paper
is, on the one hand, to connect the Frobenius theory of irreducible lin-
ear operators with the so-called Kraus representation of the completely
positive linear maps and, on the other hand, to show that there exist
some effective procedures which allow us to verify if a given quantum
operation (i.e. a given completely positive map) is irreducible or not.
Here by irreducibility we mean the natural generalization of this con-
cept, introduced by Frobenius in his famous paper from 1912 year ([7])
and based on the specific block representation of nonnegative matri-
ces, to a geometric approach formulated in terms of the invariance of
faces of a fixed cone. In this context, by an effective procedure we
understand a method which uses only a finite number of arithmetic
operations on matrices Ai (Kraus coefficients) which define a fixed
quantum operation (completely positive map)

Φ(X) =

κ∑
i=1

A∗

iXAi. (1.4)

The paper is organized as follows. In Section 2 we will review
the concepts needed for our discussion based on geometric and oper-
ator theoretic formulation of the Perron-Frobenius theory and, on the
other hand, we describe the structure of the cone of positive definite
operators defined on a given Hilbert space. Moreover, some properties
of faces of this cone are analyzed. Section 3 describes some properties
of amplifications of general positive maps (superoperators) .The main
results of the paper are discussed in Section 4, where we formulate
an effective method of checking if a given superoperator, i.e., a fixed
quantum operation is irreducible or not.

2 Spectral properties of maps which have
invariant cones

First, let us recall some results of the classical theory of nonnega-
tive matrices. In this theory a prominent role is played by so-called
irreducible matrices. By definition, a matrix A is irreducible if no
permutation matrix P exists such that

PTAP =

(
X Z

0 Y

)
, (2.1)

where X and Y are square matrices and 0 denotes a block of zeros.
There are three main categories of results in Perron and, respectively,
Frobenius approach to linear operators which preserve the nonnegative
orthant Rn

+:

C I. If A is strictly positive matrix, A > 0, i.e., all entries of A satisfy
the inequality aij > 0, then
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a) the spectral radius of the matrix A, r(A), is a simple eigenvalue
of A, greater than the magnitude of any other eigenvalue;

b) there exists a corresponding eigenvector which is positive (com-
ponentwise);

c) if A ≤ B and A 6= B, then r(A) < r(B).

C II. If A is nonnegative matrix, A ≥ 0, that is some entries aij can
be equal to zero, then

a) the spectral radius r(A) of the matrix A is an eigenvalue of A;

b) there exists a corresponding eigenvector which is nonnegative;

c) if A ≤ B , then r(A) ≤ r(B).

C III. If A is irreducible and nonnegative, A ≥ 0, then we have

a) r(A) is a simple eigenvalue;

b) there exists a corresponding eigenvector which is positive;

c) if A ≤ B and A 6= B, then r(A) < r(B).

Simple proofs of the Perron-Frobenius results for matrices can be
found, e.g., in [16]. Let us observe that the assumption of irreducibil-
ity (Frobenius) of the nonnegative matrices gives us a reproduction of
results obtained by Perron for positive matrices. The generalizations
mentioned in the Introduction involve two important extensions of the
classical theory. First, the considered spaces are very often assumed
to be infinite dimensional and second, positivity (nonnegativity) is re-
placed by the assumption that the considered operator leaves a fixed
cone invariant. In this paper we concentrate on this second case and,
in order to obtain stronger results, important for quantum information
theory, we consider only finite dimensional cases.

Now, let us recall some notions and results important in analyz-
ing partially ordered vector spaces. Let V be a normed and partially
ordered real linear space with a fixed cone K, i.e., K is a nonempty
closed subset of V which satisfies :

K I K +K ⊆ K;

K II. λK ⊆ K for all λ ≥ 0;

K III. K ∩ (−K) = {0},

where 0 denotes the zero element of V . If we have the equality V =
K−K, then the cone K is called generating or reproducing ( sometimes
one also uses the term full cone).

If Φ is a linear transformation on V , Φ : V → V , then we denote
by r(Φ) the spectral radius of Φ, i.e.,

r(Φ) := max{|λ| ; λ ∈ σ(Φ)}, (2.2)

where σ(Φ) denotes the spectrum of Φ. For any cone K we let K◦

denote the interior of K and by ∂K we denote its boundary.
As is well known any fixed cone K in V determines a partial order

in V . For this order we use the following terminology:

1. x is nonnegative, x ≥ 0, iff x ∈ K;
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2. x is positive, x > 0, iff x ≥ 0 and x 6= 0;

3. x is strictly positive, x� 0, iff x ∈ K◦.

Now, let us define the concept of face which plays a basic role in
the theory of irreducible operators. Let K be a cone in V . By a face
F of K one understands a subset of K which is a cone and satisfies an
extra condition: if 0 ≤ y ≤ x and x ∈ F , then y also belongs to F ,
y ∈ F .

Of course, if we fixed a basis in V , then we may regard vectors in
V as column vectors in Rn. In this case the positive orthant Rn

+ con-
stitutes a cone in Rn and exact description of ∂Rn

+ is obvious, namely,

FM :=
{
x ∈ Rn

+ ; xi = 0 if i 6∈M
}
, (2.3)

where M ⊆ {1, 2, . . . , n}.
If E ⊂ K, then we will denote by Ω(E) the intersection of all faces

containing E. It is easily seen that Ω(E) is a face. It is called the face
generated by E.

The set of all operators Φ : V → V such that Φ(K) ⊆ K we will
denote by Π(K). Let B(V ) be the set of all linear operators on V .
Then we have

Π(K) := {Φ ; Φ(K) ⊆ K} ⊆ B(V ) (2.4)

and Π(K) is a cone in B(V ). The elements of the set Π(K) are said
to be K- nonnegative operators. In particular, the operator Φ is called
K-positive in case Φ(K \ {0}) ⊆ Ko. The set of all K-positive maps
will be denoted by Π+(K).

Now we introduce one of the main ideas of the Perron-
Frobenius theory both in classical and quantum case. For a
fixed K in V a natural generalization of the concept of an
irreducible matrix is the following: Φ is K-irreducible if and
only if Φ leaves invariant no face of K except {0} and K
itself. In other words, an operator in Π(K) is K-reducible
iff it leaves invariant a nontrivial face of K.

Another, strictly equivalent, definition of K-irreducibility can be
given by the following theorem: An operator Φ ∈ Π(K) isK-irreducible
if and only if no eigenvector of Φ lies on the boundary of K. In fact,
one can say even more: An operator Φ ∈ Π(K) is K-irreducible if and
only if Φ has exactly one (up to scalar multiples) eigenvector in K and
this vector belongs to Ko. Moreover, for any proper cone K we have

Π+(K) ⊆ Π̃(K) ⊆ Π(K), (2.5)

where Π̃(K) denotes the set of all K-irreducible operators. If K = Rn
+,

then the both definitions, Frobenius one and the above, coincide. For
details, see e.g. [10, 14]

Some important spectral properties of K-nonnegative operators are
summarized in the following theorems, which one can consider as nat-
ural generalizations of CI, CII and CIII.

5
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Theorem 1. Let Φ ∈ Π+(K). Then we have

a) the spectral radius of the operator Φ is a simple eigenvalue of Φ,
greater than the magnitude of any other eigenvalue;

b) an eigenvector of Φ corresponding to r(Φ) belongs to Ko;

c) no other eigenvector of Φ (up to scalar multiples) belongs to K.

Theorem 2. Let Φ ∈ Π(K). Then the following hold

a) r(Φ) is an eigenvalue of Φ ;

b) K contains an eigenvector of Φ corresponding to r(Φ) ;

c) if Φ ≤ Ψ, then r(Φ) ≤ r(Ψ).

Theorem 3. Let Φ ∈ Π̃(K). Then the following hold

a) r(Φ) is a simple eigenvalue of Φ;

b) no eigenvector of Φ lies on the boundary of K ;

c) Φ has exactly one (up to scalar multiples) eigenvector in K and
this vector belongs to Ko;

d) (I + Φ)n−1 ∈ Π+(K), where n = dimV .

For proofs of the above theorems consult ([9, 10, 16]).
We will conclude this Section by some comments on the two special

cases which are important from the point of view of physics, namely,
K = Rn

+ and K = M+
n (C). Here, the last symbol denotes the set of

all semipositive operators on the space Cn, and Cn is regarded as a
representation of an n-dimensional Hilbert space.

For the case K = Rn
+, the whole story reduces to the classical

Perron-Frobenius theory and in physics we use this theory for the so-
called mesoscopic description of classical systems.

The case K = M+
n (C) plays a fundamental role in description of

representations of states for open quantum systems. In this case, B(H)
is an n2- dimensional vector space. We will denote by B∗(H) the set
of all self-adjoint operators on H which can be naturally considered as
n2- dimensional real Banach space. At the same time, B(H) can be
regarded as a Hilbert space with the scalar product defined by

[A,B] := Tr(A∗B). (2.6)

The vector space B(H) with scalar product (2.6) is called the
Hilbert-Schmidt space. The vector space B∗(H) of all Hermitian (self-
adjoint) operators on H constitutes an n2- dimensional, real subspace
of the Hilbert-Schmidt space. One can use the ”internal structure” of
vectors from B∗(H) to define a positive cone. By definition, a semipos-
itive element of B∗(H) is an operator A on H such that 〈ψ|A|ψ〉 is real
and nonnegative for all vectors |ψ〉 from H. Of course, one can equiva-
lently define a positive element of B(H) as a self-adjoint operator with
nonnegative eigenvalues. The set of all semipositive operators on H we
will denote by B+

∗
(H) or PDS. In particular, if we have the inequality

〈ψ|A|ψ〉 > 0 for all |ψ〉 from H, then we say that A is positive.
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Let Pn denote the set of all orthogonal projections, i.e., A ∈ Pn

if and only if A ∈ B∗(H) and A2 = A. With the natural order on
projections, namely, A ≤ B iff Im(A) ⊆ Im(B), the mapping from
A ∈ Pn to F (PDS), where F (K) denotes the set of all faces of K,
is an order preserving isomorphism. Now, we formulate an important
characterization of all faces of any cone PSD. It appears, that all faces
of PSDn, where the suffix n denotes dimH, are isomorphic to PSDm

for 0 ≤ m ≤ n.

Theorem 4. If B ∈ PSD is of rank r, then there exists a unitary U
such that

Ω(B) = U∗(PSDm ⊕ 0n−m)U. (2.7)

Conversly, if U denotes a unitary operator on H, then U∗(PSDm ⊕
0n−m)U for m = 0,1,...,n are faces of PSDn.

It is well known that if K is a polyhedral cone, then for all faces of
K we have

spanF + spanF / = V, (2.8)

where F / denotes the so-called complementary face of F defined by

F / := {z ∈ K∗; 〈z, x〉 = 0 for all x ∈ F} (2.9)

and V denotes the ambient space of K. The residual subspace of F is
meant to measure ”to what extent F is nonpolyhedral”. It is defined
as

res (F ) := (spanF + spanF /)⊥. (2.10)

A list of several examples of cones, along with the description of their
faces and residual subspaces, is contained in [23].

3 Irreducibility of positive maps on PDS

It is well known that if a linear map Φ : B(H) → B(H) sends the set
B∗(H) of all hermitian elements of B(H) into itself, then Φ can be
represented in the form

Φ(X) =

κ∑
i=1

aiA
?
iXAi, (3.1)

where Ai ∈ B(H), and ai for i = 1, 2, ..., κ are real numbers [2, 20]. In
general, all maps of the above form are hermitian-preserving. However,
the representation (3.1) is not unique. In general, for a given Φ , there
exist many possible representations of the form (3.1). For a given Φ the
smallest κ in (3.1) is called the minimal length of Φ and this minimal
length is always smaller or equal to (dimH)2. If we assume that the
operators Ai for i = 1, 2, . . . , κ are linearly independent, then κ in (3.1)
must be minimal.

According to the general definition introduced in Section 2 a posi-
tive map Φ (PSD-positive) is a linear map from B(H) into itself, which

7
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leaves PSD invariant. Now, Φ is called k-positive if its k-amplification
Φ(k) := Ik ⊗ Φ that is the map

Ik ⊗ Φ : Mk(C) ⊗B(H) →Mk(C) ⊗B(H) (3.2)

is positive. Here Mk(C) denotes as usual the set of all k × k complex
matrices. It is not difficult to observe that we can identify the set
Mk(C) ⊗ A, where for simplicity we denote the algebra B(H) by A,
with the set of all k × k matrices Mk(A) with entries from A. In such
notation one can represent Φ(k) : Mk(A) →Mk(A) by

Φ(k)


...

· · · Xij · · ·
...

 :=


...

· · · Φ (Xij) · · ·
...

 . (3.3)

The map Φ is called completely positive if it is k-positive for all k =
1, 2, . . .. This terminology goes back to Stinespring [19], cf. also [4]. It
is well known that for n-dimensional Hilbert space H, n-positive maps
on B(H) are already completely positive [20].

Let us observe that all hermitian-preserving maps which are not
only positive but completely positive can be written in the form (3.1)
with positive ai, i = 1, . . . , κ, i.e. by

Φ(X) =
κ∑

i=1

K?
iXKi, (3.4)

where Ki :=
√
aiAi, and κ ≤ n2. The above expression is called the

Kraus representation of a completely positive map Φ and, in case of the
finite-dimensional Hilbert space H, can be regarded also as a definition
of the completely positive map. This representation is very useful in
quantum information theory. In particular, completely positive maps
are used to describe quantum operations, quantum channels and to
model quantum devices.

It was shown by R. Timoney [21], that a positive map Φ (positive
superoperator) which is m-positive, where m = b√κc must be com-
pletely positive. Here b√κc denotes the integer part of the number√
κ. In other words, if a positive map Φ : B(H) → B(H), dimH = n,

has a minimal length κ and Φ is m-positive, for some m < n such that
(m+ 1)2 > κ, then Φ is already completely positive (cf. also [17]).

Now, let us observe that one can apply the results stated in The-
orems 1 – 3 from Section 2, to the particular cone PSDn in B(H),
dimH = n. In particular, Theorem 3 describes properties of irre-
ducible superoperators and according to this theorem we have: for
irreducible Φ, the spectral radius of Φ is a simple eigenvalue of the
superoperator and Φ has exactly one (up to scalar coefficient) eigen-
vector in PSD and this vector belongs to PSD \ ∂PSD. One can say
even more [22].

Theorem 5 (Farenick). The following statements are equivalent for a
positive map on PSD.
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1.) There is a nontrivial (that is different from {0} and PSD) face of
PSD that is invariant under Φ;

2.) There is nontrivial projection P ∈ Pn and a positive real number
λ > 0 such that Φ(P ) ≤ λP ;

3.) There is a nontrivial projection P ∈ Pn such that subalgebra P (PSD)P
is invariant under Φ.

In order to produce nontrivial examples of irreducible positive maps
and in certain cases to characterize all irreducible maps within the class
of completely positive maps we will use the following consequences of
the Kraus representations of completely positive maps.

A family of closed subspaces of a given Hilbert space is called trivial
if this family contains only {0} and H. For a fixed operator X ∈ B(H)
we will denote by Inv (X) the set of all invariant subspaces of X. Now,
we can state the following theorem which is a reformulation of some
results from [22].

Theorem 6. Let Φ denote a superoperator on B(H) which is PSD-
positive. If Φ is completely positive, then there exist some operators
A1, . . . , Aκ such that Φ(X) =

∑
j A

?
jXAj. Completely positive Φ is ir-

reducible if and only if the Kraus operators Aj do not have a nontrivial
common invariant subspace in H.

To better understand the above theorem, let us observe that if
Kraus operators do not have a common invariant subspace, i.e., are
such that ∩jInv(Aj) is trivial and Φ(P ) ≤ λP for some λ ≥ 0 and
P ∈ Pn, then we have

〈Φ(P )ψ|ψ〉 =

κ∑
j=1

〈PAjψ|Ajψ〉 ≤ λ〈Pψ|ψ〉. (3.5)

The left-hand side of the above equality is nonnegative for all ψ ∈ H.
On the other hand for ψ ∈ kerP , we have 〈Pψ|ψ〉 = 0 on the right-
hand side. In this way the equality (3.5) implies that 〈PAjψ|Ajψ〉 = 0
for each j = 1, . . . , κ. This means that 〈PAjψ|PAjψ〉 = 0, if we
remember that P 2 = P , P ∗ = P . In consequence, kerP ∈ ∩jInv(Aj),
that is kerP is either {0} or H.

4 Effective investigation of superoperators

According to Theorem 6 any completely positive map Φ (superoperator
Φ) on B(H) can be represented by a set of operators A1, . . . , Aκ and
the superoperator Φ is irreducible if the operators Aj (j = 1, . . . , κ)
do not have a nontrivial common invariant subspace in the Hilbert
space H. Let us note that if operators (matrices) Aj have a common
invariant subspace then they must have also a common eigenvector.
So to give an effective criterion for irreducibility of Φ it is sufficient
to analyze the problem of a common eigenvector for a set of operators
A1, . . . , Aκ.
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Let us begin with the problem of the existence of a common eigen-
vector for a pair of matrices. It is rather strange that such a natural
problem was not solved until 1980s [24]. The answer to the problem
can be formulated in the following way.

Theorem 7 (Shemesh). Let A and B denote two matrices acting on
H ∼= Cn. A common eigenvector of A and B exists if and only if the
subspace M defined by

M :=

n−1⋂
k,l=1

ker[Ak, Bl] (4.1)

is of positive dimension. Here the symbol [·, ·] denotes the commutator
of the matrices.

As it was stressed in [25] the genuine meaning of the subspace M
can be stated as follows.

Theorem 8. A subspace M is invariant with respect to both matrices
A and B, and moreover, A and B commute on M. Every subspace of
H, which is invariant under A and B and on which A and B commute
is contained in M.

The condition of Theorem 7, that is dimM > 0, can be formulated
in a constructive form. To this end let us define the matrix

S :=

n−1∑
k,l=1

(
[Ak, Bl]

)∗
[Ak, Bl]. (4.2)

Now we can formulate Theorem 7 as follows.

Theorem 9. The matrices A and B do not have a common eigenvector
if and only if detS > 0.

Indeed, it is enough to notice that matrix S is semipositve and
matrices A and B have a common invariant subspace iff detS = 0.

In some cases the calculations in (4.2) can be reduced. Let us
observe that if the degree of the minimal polynomial of A is m and the
degree of the minimal polynomial is p, then the subspace M is given
by

M =
⋂
k,l

ker[Ak, Bl], (4.3)

where k = 1, . . . ,m − 1, and l = 1, . . . , p − 1. This makes it possible
to reduce the number of terms in (4.3) to (m − 1)(p − 1) instead of
(n− 1)2.

Conclusions. If in the Kraus representation of any completely
positive map Φ at least two Kraus operators do not have a common
eigenvector, then the map Φ is irreducible. It is not difficult to check,
that if A is an irreducable opertaor in B(H), and if Ω is an arbitrary
superoperator on B(H), then the map Φ defined by

Φ(X) = AXA∗ +A∗XA+ Ω(X), (4.4)
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is an irreducable positive linear map. It means we have a very simple
and explicit method for constructing irreducable positive superopera-
tors on B(H).
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Grassmann manifold and spectral theory of 1-D
Schrödinger operators

Shinichi KOTANI
Kwansei Gakuin University

1 Introduction

The purpose of this article is to give a concise introduction to Sato�s theory
on Grassmann manifold in a closed form. The theory was initiated by M.Sato
and developed by his colleagues to give a uni�ed approach to many completely
integrable systems including KdV equation. Originally this theory was presented
in a quite algebraic form, and later reformulated analytically by Segal-Wilson[8].
However, a kind of algebraic �avor still remains, which makes it di¢ cult for
researchers in some �elds to understand the theory completely. This article
was written for readers who are not familiar with algebra nor geometry, and
intended to discuss the theory from a view point of spectral theory of underlying
1-D Schrödinger operators. In this respect the author has introduced several
notions , namely characteristic functions, monodoromy matrix, Weyl
function, corresponding to the spectral theory. On the other hand, the author
published a paper for this purpose in [11] and found it contains several wrong
statements. In this note he tries to clarify them.
The contents is as follows.

Contents

� Grassmann manifold on L2 (jzj = 1)

�Grassmann manifold and Schrödinger operators

�Characteristic functions of subspaces W

� Group action on Gr(2) (H)

� � -function

�Monodromy matrix

�Baker-Akhiezer function and Weyl function

� KdV �ow

� Properties of KdV �ow

� Iso-spectral property

� Invariant submanifolds

�Almost periodicity
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2 Grassmann manifold on L2 (jzj = 1)
2.1 Grassmann manifold and Schrödinger operators

In this section we explain brie�y why Grassmann manifold has connection with
1-D Schrödinger operators. Segal-Wilson[8] introduced the following in�nite
dimensional Grassmann manifold. Let H = L2 (jzj = 1) and H� be closed
subspaces of H de�ned by

H+ =

8<:f ; f(z) =X
n�0

fnz
n

9=; ; H� =

8<:f ; f(z) =X
n�1

fnz
�n

9=; :

Denote the orthogonal projections to H� by PH� : A closed subspace W of H
is an element of Gr(2) (H) if and only if it satis�es

(i) PH� :W ! H� is of Hilbert-Schmidt class.
(ii) If f 2W; then z2f 2W:
(iii) PH+

:W ! H+ is bijective.

H+ is the simplest example. The condition(i) can be replaced by another mild
condition, for instance, compact operators. The condition(ii) is due to our being
interested in 1-D Schrödinger operators.

Gr(2) (H) has a natural group action. Let � be

� =
n
g(z) = eh(z); h is holomorphic on jzj < 1 and h0

�
ei�
�
2 L2; h(0) = 0

o
:

Then � becomes a commutative group with natural product of functions. For
g 2 � a new subspace g�1W of H arises, which satis�es the properties (i),(ii)
but (iii). Set

ex (z) = e�xz 2 � :
Without di¢ culty one can see that e�1x W 2 Gr(2)(H) holds for every su¢ -
ciently small x: Then the property (iii) for e�1x W implies the unique existence
of fW (x; �) 2 W such that PH+

�
e�1x f

�
= 1: From the de�nition fW (x; z) has

an expansion as a function of z

fW (x; z) = e�xz
�
1 +

a1(x)

z
+
a2(x)

z2
+ � � �

�
;

and taking derivatives with respect to x yields8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f 0W (x; z) = �ze�xz
�
1 +

a1(x)

z
+
a2(x)

z2
+ � � �

�
+ e�xz

�
a01(x)

z
+
a02(x)

z2
+ � � �

�
;

f 00W (x; z) = z2e�xz
�
1 +

a1(x)

z
+
a2(x)

z2
+ � � �

�
� 2e�xz

�
a01(x) +

a02(x)

z
+ � � �

�
+ e�xz

�
a001(x)

z
+
a002(x)

z2
+ � � �

�
;

hence

W 3 �f 00W (x; z)� 2a01(x)fW (x; z) + z2fW (x; z)

= e�xz
1X
k=1

�
2a0k+1(x)� 2a01(x)ak(x)� a00k(x)

�
z�k;

2
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namely
1X
k=1

�
2a0k+1(x)� 2a01(x)ak(x)� a00k(x)

�
z�k 2 e�1x W

holds. From (iii) for e�1x W; for every k � 1

2a01(x)ak(x)+a
00
k(x) = 2a

0
k+1(x); �f 00W (x; z)�2a01(x)fW (x; z)+z2fW (x; z) = 0

follows. Therefore, setting

qW (x) = �2a01(x)

yields a time independent Schrödinger equation

�f 00W (x; z) + qW (x)fW (x; z) + z2fW (x; z) = 0:

If we take e�xz+4tz
3 2 � in place of e�xz we obtain a solution to the KdV

equation
@u

@t
= �@

3u

@x3
+ 6u

@u

@x
:

In this way we can understand that
�
Gr(2)(H);�

	
generates the KdV hier-

archy.

2.2 Characteristic functions of subspaces W

Decompose f 2W as
f = f+ + f�; f� 2 H�:

Then, (iii) implies that f+ determines f�; hence there exists a linear map A
from H+ to H�; namely

f = f+ +Af+:

If it is necessary, we use the notation AW : From (i) it is easy to see that A is
of Hilbert-Schmidt class. To investigate more precisely relationship between A
and the multiplication z2 de�ne a bounded operator T on H� by

Tf = PH�z
2f:

If we expand f 2 H� as
f(z) =

X
n�1

fnz
�n;

then T is equivalently described by

(Tf)n = fn+2 for every n � 1:

Now, for f 2 H+

W 3 z2 (f +Af) = z2f + z2Af =
�
z2f + PH+z

2Af
�
+ PH�z

2Af

is valid, hence we have an identity

A
�
z2f + PH+

z2Af
�
= PH�z

2Af;
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De�ne another bounded operator S on H� by

Sf = PH�

�
z2f
�
�APH+

�
z2f
�
:

Then we have
A
�
z2f
�
= SAf:

Introduce two functions f'; g of H� by

' (z) = A1;  (z) = Az:

Then
Sf = Tf � f1 � f2': (1)

holds. For a function f 2 H denote8>><>>:
fe(z) =

X
n2Z

f2nz
n = 1

2 (f(
p
z) + f (�

p
z));

fo(z) =
X
n2Z

f2n+1z
n =

1

2
p
z
(f(
p
z)� f (�

p
z)):

Set
en(z) = zn;

and
V = PH�W:

Lemma 1 S; T act on V and V is generated by fTm'; Tn gm;n�0 : Moreover,
the followings hold.
(i) A

�
z2f
�
= SAf; for every f 2 H+

(ii) Ae2n = Sn'; Ae2n+1 = Sn 

(iii) Af =

1X
n=0

f2nS
n'+

1X
n=0

f2n+1S
n = fe (S)'+ fo(S) , and they converge

in H�:

Proof. (i) has been already proved. (ii) follows immediately from Ae0 = ';
Ae1 =  : From (ii), we have an identity

Af =
1X
n=1

fnAen =
1X
n=0

f2nAe2n +
1X
n=0

f2n+1Ae2n+1

=

1X
n=0

f2nS
n'+

1X
n=0

f2n+1S
n for f 2 H+:

The identity AH+ = PH�W shows that SV � V and fSm'; Sn gm;n�0 gener-
ates V: Then (1) shows that TV � V and V is generated by fTm'; Tn gm;n�0 :

This lemma shows f'; g determine uniquely the space W: We call f'; g
characteristic functions of W:

Remark 1 We remark here
1X
n=0

�
kSn'k2 + kSn k2

�
=

1X
n=0

kAenk2 = kAk2H:S: <1:

4
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Denote the resolvent operator of an operator K by RK (�) ; namely

RK (�) = (��K)�1 :

Set

�(z) =

�
1 + 'e (z)  e(z)
'o (z) 1 +  o(z)

�
; � (z) = det� (z) : (2)

� is holomorphic on fjzj > 1g and �(1) = I; � (1) = 1: Since kTk � 1;
generally

spT � fj�j � 1g
is valid: Moreover, for j�j > 1 note identities8>>><>>>:

(RT (�) f; e�1) =
1X
n=0

(Tnf; e�1)

�n+1
=

1X
n=0

f2n+1
�n+1

= fo (�) ;

(RT (�) f; e�2) =
1X
n=0

(Tnf; e�2)

�n+1
=

1X
n=1

f2n
�n

= fe (�) ;

which imply

�(�) =

�
1 + (RT (�)'; e�2) (RT (�) ; e�2)
(RT (�)'; e�1) 1 + (RT (�) ; e�1)

�
:

Therefore, �; � are extendable to CnspT as holomorphic functions:

Lemma 2 The resolvent operators of S; T satisfy the followings.
(i) If � 2 CnspT; then � (�) 6= 0 implies � 2 CnspS.
(ii) The following identity holds.

�(�)
�1
=

�
1� (RS (�)'; e�2) � (RS (�) ; e�2)
� (RS (�)'; e�1) 1� (RS (�) ; e�1)

�
:

Proof. For f 2 H� consider the equation

(�� S) g = f; g 2 H�; (3)

which is equivalent to

f = �g � Tg + (g; e�2)'+ (g; e�1) ;

due to (1). Therefore, if � 2 CnspT; then

RT (�) f = g + (g; e�2)RT (�)'+ (g; e�1)RT (�) : (4)

holds. Taking inner product in (4) with e�2; e�1; we have�
fe (�) = (1 + 'e (�)) (g; e�2) +  e (�) (g; e�1) ;
fo (�) = 'o (�) (g; e�2) + (1 +  o (�)) (g; e�1) :

(5)

Therefore, the equation(3) is equivalent to (5) regarding f(g; e�1) ; (g; e�2)g as
unknown variables. Clearly (5) is solvable for any f 2 H� if and only if

� (�) =

���� 1 + 'e (�)  e (�)
'o (�) 1 +  o (�)

���� 6= 0;
5
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and in this case we have�
(g; e�2)

(g; e�1)

�
= �(�)

�1
�
fe (�)

fo (�)

�
:

Letting f = '; yields�
(RS (�)'; e�2) (RS (�) ; e�2)
(RS (�)'; e�1) (RS (�) ; e�1)

�
= �(�)

�1
�
'e (�)  e (�)
'o (�)  o (�)

�
= I��(�)�1 ;

which concludes (ii).
To deduce further information on f'; g we investigate more closely the

actions Sn'; Sn : Note

Tf(z) = z2f(z)� f1z � f2; for f (z) =
1X
n=1

fnz
�n:

Then

S' = T'� a2'� a1 = z2'� a1z � a2 � a2'� a1 
=
�
z2 � a2

�
(1 + ')� a1 (z +  )� z2;

holds, where
' (z) =

a1
z
+
a2
z2
+ � � � :

Now let us assume

Sn' = pn(z
2) (1 + ') + qn(z

2) (z +  )� e2n: (6)

with some polynomial pn(z); qn(z): Then

Sn+1'

= TSn'� (Sn'; e�1) � (Sn'; e�2)'
= z2Sn'� (Sn'; e�1) z � (Sn'; e�2)� (Sn'; e�1) � (Sn'; e�2)'
=
�
z2pn(z

2)� (Sn'; e�2)
	
(1 + ') +

�
z2qn(z

2)� (Sn'; e�1)
	
(z +  )� e2(n+1)

is valid. Therefore, if we set p0 (z) = 1; q0(z) = 0 and

pn+1(z) = zpn(z)� (Sn'; e�2) ; qn+1(z) = zqn(z)� (Sn'; e�1) ; (7)

then we know that (6) holds for all n � 0: Set

X (�) = � (�)
�1
=

�
s (�) t (�)
u (�) v (�)

�
:

and denote sn; tn; un; vn be the n-th Laurent expansion of s; t; u; v respectively
around z =1: From (7) it follows that8>>>><>>>>:

pn(z) = zn

 
1�

n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk'; e�2

�!
;

qn(z) = �zn
 
n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk'; e�1

�!
;

6

Soryushiron Kenkyu



hence
pn(z) = znsn(z); qn(z) = znun(z):

Similarly we see

Sn = z2ntn(z
2) (1 + ' (z)) + z2nvn(z

2) (z +  )� e2n+1:

Summing up the argument, we see that Azn can be expressed by f'; g :

Lemma 3 If we denote by fsn; tn; un; vngn�0 the n-th Laurent expansion of
s; t; u; v around z =1 respectively; then�

Ae2n = z2nsn(z
2) (1 + ' (z)) + z2nun

�
z2
�
(z +  (z))� e2n;

Ae2n+1 = z2ntn(z
2) (1 + ' (z)) + z2nvn

�
z2
�
(z +  (z))� e2n+1:

(8)

Now set ln = Aen: Then (8) implies�
sn(z

2) (1 + ' (z)) + un
�
z2
�
(z +  (z)) = 1 + z�2nl2n(z)

tn(z
2) (1 + ' (z)) + vn

�
z2
�
(z +  (z)) = z + z�2nl2n+1(z)

: (9)

Set

Xn(z) =

�
sn(z) tn(z)
un (z) vn (z)

�
:

Then (9) is equivalent to

�(z)Xn(z)� I = z�2n
�
l2n;e (z) l2n+1;e(z)
l2n;o(z) l2n+1;o(z)

�
: (10)

Theorem 1 For W 2 Gr(2)(H) the corresponding � satis�es the following
conditions:
(i) For every jzj > 1; � (z) 6= 0 and �

�
ei�
�
6= 0 hold for a.e. � 2 [0; 2�).

(ii) Set X(z) = � (z)
�1 and let Xn(z) be its Laurent expansion around 1 up

to n: Then
1X
n=1

Z 2�

0

� �ei��Xn(e
i�)� I

2 d� <1
holds.
Conversely, if a 2 � 2 square matrix �(z) de�ned by (2) with some f'; g of
H� satis�es the conditions (i); (ii); then f'; g become characteristic functions
of a W 2 Gr(2) (H) ; A linear operator AW from H+ to H� de�ned by (8) can
be extended as an operator of Hilbert-Schmidt class from H+ to H�;and W is
given by

W = ff +AW f ; f 2 H+g 2 Gr(2)(H):

Proof. Using Hilbert-Schmidt matrix norm k�k ; for jzj = 1 we see

4
� �z2�Xn(z

2)� I
2 = jl2n(z) + l2n(�z)j2 + jl2n(z)� l2n(�z)j2

+ jl2n+1(z) + l2n+1(�z)j2 + jl2n+1(z)� l2n+1(�z)j2 :

Observing even functions and odd functions in L2 (jzj = 1) are orthogonal, we
have

2

Z 2�

0

� �ei��Xn(e
i�)� I

2 d� = Z 2�

0

��l2n(ei�)��2 d� + Z 2�

0

��l2n+1(ei�)��2 d�:
7
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On the other hand, by the orthonormal basis fengn�0 of H+ we can calculate
the Hilbert-Schmidt norm of AW as

kAW k2H:S: =
1X
n=0

1

2�

Z 2�

0

��ln(ei�)��2 d�:
This combined with the above calculation gives

1X
n=0

1

�

Z 2�

0

� �ei��Xn(e
i�)� I

2 d� = kAW k2H:S: <1:
Cauchy�s theorem shows that, for jzj < 1

�
�
z�1
�
Xn(z

�1)� I = 1

2�

Z 2�

0

�
�
e�i�

�
Xn(e

�i�)� I
ei� � z ei�d�

is valid, hence �
�
z�1
�
Xn(z

�1) and its determinant converge to I and 1 uni-
formly as n!1 on each compact set of the open unit disk: Therefore, if, for a
z0 of the disc det�

�
z�10
�
= 0 holds, then it leads us to a contradiction, hence

�(z) satis�es (1): Similarly we see that on the unit circle, for almost every �;
�
�
e�i�

�
is non-singular. By (10) we can identify Xn(z) with the n-th Taylor

expansion of �(z)�1 : The latter half of the assertion of the theorem is already
clear in the argument before the statement of the theorem.

Corollary 1 The spectrum of S is contained in the closed unit disk.

Proof. The proof is immediate from (i) of Lemma2 and (i) of Theorem1
As we have seen in Lemma3

W 3 en +Aen = pn
�
z2
�
(1 + ' (z)) + qn

�
z2
�
(z +  (z))

holds with some polynomials pn; qn for any n � 0. We try to �nd a representa-
tion of this form for a general � 2W: Consider an equation

p
�
z2
�
(1 + ' (z)) + q

�
z2
�
(z +  (z)) = �(z);

which is equivalent to�
(1 + 'e (z)) p (z) +  e (z) q (z) = �e(z);
'o (z) p(z) + (1 +  o (z)) q (z) = �o(z):

Then, due to (i) of Theorem1 �(z) is non-singular for a.e. jzj = 1; hence�
p (z)

q (z)

�
= �(z)

�1
�
�e(z)

�o(z)

�
(11)

is valid. However, it is not clear that the RHS of (11) are extendable as a
holomorphic function into the unit disk. Therefore, instead of (11) we use (8),
since identities

f (z) +Af (z) =
1X
n=1

fn (z
n +Azn)

=
1X
n=0

f2nz
2nsn(z

2) (1 + ' (z)) +
1X
n=0

f2nz
2nun(z

2) (z +  (z))

+

1X
n=0

f2n+1z
2ntn(z

2) (1 + ' (z)) +

1X
n=0

f2n+1z
2nvn

�
z2
�
(z +  (z))

8
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hold at least formally. We prepare bounds for these terms to know the conver-
gence.

Lemma 4 De�ne p; q by

�
p (z)

q (z)

�
=

0BBB@
1X
n=0

f2nz
2nsn(z

2) +
1X
n=0

f2n+1z
2ntn(z

2)

1X
n=0

f2nz
2nun

�
z2
�
+

1X
n=0

f2n+1z
2nvn

�
z2
�
1CCCA (12)

for an f 2 H+: Then

�
p (z)

q (z)

�
=

0BBBB@
fe (z)�

1X
n=0

zn
1X
k=0

f2n+2+k (ek; A
�e�2)

fo(z)�
1X
n=0

zn
1X
k=0

f2n+2+k (ek; A
�e�1)

1CCCCA ; (13)

holds and they have bounds8>>>>>><>>>>>>:
jp (z)j � jfe (z)j+

1X
n=0

jzjn
vuut 1X

k�2n+2
jfkj2 kA�e�2k ;

jq (z)j � jfo (z)j+
1X
n=0

jzjn
vuut 1X

k�2n+2
jfkj2 kA�e�1k :

(14)

Proof. For f 2 H+ we easily see

1X
n=0

f2nz
nsn(z) +

1X
n=0

f2n+1z
ntn(z)

=
1X
n=0

f2nz
n

(
1�

n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk'; e�2

�)
�

1X
n=0

f2n+1z
n
n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk ; e�2

�
(15)

= fe (z)�
1X
n=0

zn
1X
k=0

f2n+2+k (ek; A
�e�2) :

Similarly we have

1X
n=0

f2nz
nun(z) +

1X
n=0

f2n+1z
nvn (z)

=
1X
n=0

f2n+1z
n

(
1�

n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk ; e�1

�)
�

1X
n=0

f2nz
n
n�1X
k=0

z�(k+1)
�
Sk'; e�1

�
= fo(z)�

1X
n=0

zn
1X
k=0

f2n+2+k (ek; A
�e�1) ;

9
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which yields (13). From (13) estimates�����
1X
n=0

f2nz
nsn(z) +

1X
n=0

f2n+1z
ntn(z)

����� � jfe (z)j+
�����
1X
n=0

zn
1X
k=0

f2n+2+k (ek; A
�e�2)

�����
� jfe (z)j+

1X
n=0

jzjn
vuut 1X

k�2n+2
jfkj2 kA�e�2k

and�����
1X
n=0

f2nz
nun(z) +

1X
n=0

f2n+1z
nvn (z)

����� � jfo(z)j+
1X
n=0

jzjn
vuut 1X

k�2n+2
jfkj2 kA�e�1k

follow.

Proposition 1 For � 2W let

� = f +Af 2 H+ �H�

and assume f satis�es
1X
n=1

n jfnj2 <1: (16)

Then p; q de�ned by (12) become elements of H+; and they have bound8>>><>>>:
kpk � kfek+ kA�e�2k

1X
n=1

n jfnj2 ;

kqk � kfok+ kA�e�1k
1X
n=1

n jfnj2 :

They coincide with

�(z)
�1
�
�e(z)

�o(z)

�
a.e. for jzj = 1: (17)

Proof. The estimates (14) show

kpk � kfek+ kA�e�2k

vuut 1X
n=0

X
k�2n+2

jfkj2

� kfek+ kA�e�2k
1X
n=1

n jfnj2 <1:

Similarly we have

kqk � kfok+ kA�e�1k
1X
n=1

n jfnj2 <1:

Since from (8),(9) it follows that for � 2W

� (z) = (1 + ' (z)) p
�
z2
�
+ (z +  (z)) q

�
z2
�
; a.e. jzj = 1;

we see the identity (17).

10
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Remark 2 It might be true that p; q de�ned by (13) have always �nite limits
on jzj = 1 a.e. for any f 2 H+; and any � 2W has an expression

�(z) = p
�
z2
�
(1 + ' (z)) + q

�
z2
�
(z +  (z)) :

Actually, if the spectrum of S is contained in open unit disk jzj < 1; then

kSnk � rn

for some r < 1 and for all su¢ ciently large n: Noting Ae2k = Sk'; Ae2k+1 =
Sk ; we see the expression (13) implies that p; q have �nite limits a.e. on jzj = 1
for any f 2 H+:

3 Group action on Gr(2) (H)

3.1 �-function

Let � be

� =
n
g(z) = eh(z); h is holomorphic on jzj < 1 and h0

�
ei�
�
2 L2

o
:

De�ne a distance on � by

d (g1; g2) =

sZ 2�

0

jh01 (ei�)� h02 (ei�)j
2
d�:

� acts onGr(2) (H) by multiplication and becomes a commutative group. There-
fore, for W 2 Gr(2) (H) ; g�1W is a closed subspace of H: This space certainly
satis�es the properties(i),(ii). However, the property(iii) does not hold auto-
matically. For g 2 � , an operator

Rg
�
= RWg

�
= gPH+g

�1AW

de�nes a bounded linear operator from H+ to H+: Since AW is of Hilbert-
Schmidt type, so is Rg:

Lemma 5 For g 2 � ; an operator gPH+
g�1 from H� to H+ is of Hilbert-

Schmidt type, and for g1; g2 2 � it holds thatg1PH+
g�11 � g2PH+

g�12
2
H:S:

=

�
1

2�

�2 Z 2�

0

Z 2�

0

�����g1
�
ei�
�
=g1

�
ei'
�
� g2

�
ei�
�
=g2

�
ei'
�

ei� � ei'

�����
2

d�d':

Proof. For jzj < 1�
g1PH+

g�11 � g2PH+
g�12

�
e�n (z)

=

8<:
1

2�i

Z
j�j=1

g1 (z) =g1 (�)� g2 (z) =g2 (�)
�n (� � z) d�; if n � 1;

0; if n � 0

11

Soryushiron Kenkyu



is valid, whenceg1PH+
g�11 � g2PH+

g�12
2
H:S:

=
1X
n=1

�g1PH+g
�1
1 � g2PH+g

�1
2

�
e�n

2
=

�
1

2�

�2 Z 2�

0

Z 2�

0

�����g1
�
ei�
�
=g1

�
ei'
�
� g2

�
ei�
�
=g2

�
ei'
�

ei� � ei'

�����
2

d�d';

holds, which implies the assertion of the lemma.
This lemma shows that Rg is of trace class.

Lemma 6 A necessary and su¢ cient condition for Rg to satisfy ker (I +Rg) =
f0g is g�1W 2 Gr(2)(H): In this case, the A-operator corresponding to g�1W
is given by

Ag�1W = PH�g
�1AW (I +Rg)

�1
g:

Proof. Since Rg is a compact operator, ker (I +Rg) = f0g implies the existence
of (I +Rg)

�1 as a bounded operator on H+: Therefore, the operator

Ag = PH�g
�1A (I +Rg)

�1
g

is of trace class from H+ to H�: For f 2 H+;an identity

g (f +Agf) = gf + gPH�g
�1A (I +Rg)

�1
gf

= gf +A (I +Rg)
�1
gf �Rg (I +Rg)�1 gf

= (I +Rg)
�1
gf +A (I +Rg)

�1
gf 2W

shows
g�1W = ff +Agf ; f 2 H+g :

Hence we know that g�1W satis�es the property(iii), and g�1W 2 Gr(2)(H)
holds. Therefore, the A-operator for g�1W becomes Ag: Conversely, if f 2
ker (I +Rg) ; then, from an identity

g�1f + PH+

�
g�1Af

�
= 0

it follows that

PH�

�
g�1Af

�
= g�1 (f +Af)�

�
g�1f + PH+

�
g�1Af

��
= g�1 (f +Af) 2 g�1W:

Therefor g�1W 2 Gr(2)(H) implies PH�

�
g�1Af

�
= 0 and

g�1 (f +Af) = 0 =) f +Af = 0 =) f = 0;

which completes the proof.
Since Rg is of trace class, �-function is de�ned by

�W (g) = det (I +Rg) ;

which was introduced by Sato to describe solutions of completely integrable
systems. � -functions satisfy the following cocycle property.

12
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Lemma 7 � -functions satisfy
(i) The property �W (g) 6= 0 is equivalent to g�1W 2 Gr(2)(H):
(ii) For g1; g2 2 � ; if g�11 W 2 Gr(2)(H); then

�W (g1g2) = �W (g1) �g�11 W (g2) (cocycle property): (18)

Proof. Since Rg is of trace class, �W (g) 6= 0 is equivalent to Ker (I +Rg) =
f0g ; which shows (i): (ii) follows from

(g1g2)
�1
A = g�12 PH+

g�11 A+ g�12 PH�
�
g�11 A

= g�12 g�11 Rg1 + g
�1
2 Ag1g

�1
1 (I +Rg1) (Ag = Ag�1W );

and

PH+

�
(g1g2)

�1
A
�
= g�12 g�11 Rg1 + PH+

�
g�12 Ag1g

�1
1 (I +Rg1)

�
;

hence

I +Rg1g2 = I + g1g2PH+

�
(g1g2)

�1
A
�

= I +Rg1 + g1g2PH+

�
g�12 Ag1g

�1
1 (I +Rg1)

�
= I +Rg1 + g1R

g�11 W
g2 g�11 (I +Rg1)

= g1

�
I +R

g�11 W
g2

�
g�11 (I +Rg1) :

Consequently, if g�11 W 2 Gr(2)(H); then

�W (g1g2) = det (I +Rg1g2)

= det
�
I +R

g�11 W
g2

�
det (I +Rg1)

= �W (g1) �g�11 W (g2)

is valid.
We compute the � -function for a special g; which is well-known.:

Lemma 8 For j�j > 1 set

q
�
(z) = 1� z

�
2 � :

Then, it holds that
�W (q�) = 1 + 'W (�) :

Proof. For f 2 H�and 1 � jzj < j�j ; we have a decomposition into H� �H+

q�1� f (z) =

�
1� z

�

��1
f(z) =

�
1� z

�

��1
(f(z)� f (�)) +

�
1� z

�

��1
f (�) ;

which implies�
q�PH+

q�1� f
�
(z) =

�
1� z

�

��
1� z

�

��1
f (�) = f(�);

13

Soryushiron Kenkyu



hence, if W 2 Gr(2)(H); then for f 2 H+�
q�PH+q

�1
� AW f

�
(z) = AW f (�)

holds, which implies that q�PH+q
�1
� AW is a linear operator of rank 1: Thus

�W (q�) = det
�
I + q�PH+

q�1� AW

�
= 1 + (AW 1) (�) = 1 + 'W (�)

follows.

3.2 Monodromy matrix

In this section we investigate a kind of monodromy matrix under the group
action � :

Lemma 9 Suppose u 2 H+ satis�es

1X
n=1

n2 junj2 <1:

Then for any f 2 H�; v = PH+
(uf) satis�es

1X
n=1

n jvnj2 �
1

2
kfk2

1X
n=1

n2 junj2 <1:

Moreover, if u is holomorphic on jzj < R for some R > 1; then v is also
holomorphic on jzj < R:

Proof. Note

u (z) f (z) =
1X
n=1

un

nX
k=1

zn�kfk +
1X
n=0

un

1X
k=n+1

zn�kfk

=

1X
n=0

zn
1X
k=1

un+kfk +

1X
n=1

z�n
1X
k=0

ukfn+k:

This gives the decomposition of uf into H+ and H� respectively and we have

1X
n=1

n

�����
1X
k=1

un+kfk

�����
2

� 1

2
kfk2

1X
n=1

n2 junj2 :

If u is holomorphic on jzj < R; then

junj � Cr�n

with r < R: Therefore�����
1X
k=1

un+kfk

����� � kfk
vuut 1X

k=1

jun+kj2 �
Cr�1p
1� r�2

kfk r�n
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holds, and we see that v is holomorphic on jzj < R; since r can be taken
arbitrarily close to R:
Set an invertible matrix

e�W (z) =

�
1 + 'e(z)  e(z) + a1 (1 + 'e(z))
'o(z) 1 +  o(z) + a1'o(z)

�
=

�
a(z) b(z) + a1a(z)
c(z) d(z) + a1c(z)

�
and, for g (z) = eh(z) 2 � de�ne

UW (z; g) = t e�g�1W (z)

�
ge(z) go(z)
zgo(z) ge(z)

�
t e�W (z)

�1 (19)

on jzj = 1: Then the identity(19) is equivalent to an identity

g(z)

�
1 + 'g�1W (z)

z +  g�1W (z) + ag�1W
�
1 + 'g�1W (z)

� �
= UW

�
z2; g

�� 1 + 'W (z)
z +  W (z) + aW (1 + 'W (z))

�
; (20)

where
'W (z) =

aW
z
+
�
z2
+ � � � :

This UW (z; g) has analytic continuation to the inside of the unit disk, namely

Theorem 2 Assume g�1W 2 Gr(2)(H): Then the entries of UW (z; g) are ele-
ments of H+, and the determinant is given by

detUW (z; g) = g
�p
z
�
g
�
�
p
z
�
= e2he(z): (21)

Moreover UW (z; g) has a cocycle property

UW (z; g1g2) = Ug�11 W (z; g2)UW (z; g1); (22)

and, if g is holomorphic on jzj < R for some R > 1; then UW (z; g) is also
holomorphic on jzj < R:

Proof. Since dg
�
ei�
�
=d� 2 L2; the condition of Lemma9 is satis�ed. There-

fore, the H+-component of g(z)
�
1 + 'g�1W (z)

�
holds the condition (16), which

implies that there exist elements fa; bg of H+ such that

W 3 g(z)
�
1 + 'g�1W (z)

�
= a

�
z2
�
(1 + 'W (z)) + b

�
z2
�
(z +  W (z) + aW (1 + 'W (z))) :

Similarly we have elements fc; dg of H+ such that

W 3 g(z)
�
z +  g�1W (z) + ag�1W

�
1 + 'g�1W (z)

��
= c

�
z2
�
(1 + 'W (z)) + d

�
z2
�
(z +  W (z) + aW (1 + 'W (z))) :

Therefore, to obtain UW we have only to set

UW (z; g) =

�
a(z) b(z)
c(z) d(z)

�
:
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on jzj � 1: To show the identity(22) notice an identity�
Ug�11 W (z

2; g2)UW (z
2; g1)� UW (z2; g1g2)

�� 1 + 'W (z)
z +  W (z) + aW (1 + 'W (z))

�
= 0:

Hence, replacing z by �z yields�
Ug�11 W (z; g2)UW (z; g1)� UW (z; g1g2)

� e�W (z) = 0:

Since e�W (z) is non-singular for a.e. jzj = 1; we have

Ug�11 W (z; g2)UW (z; g1) = UW (z; g1g2) for a.e: jzj = 1;

which gives (22). To see the determinant of UW (z; g) ; we use (19) and obtain

detUW (z; g) = det e�g�1W (z) det

�
ge(z) go(z)
zgo(z) ge(z)

�
det e�W (z)

�1

= �g�1W (z) �W (z)
�1
g
�p
z
�
g
�
�
p
z
�
: (23)

For

gn(z) = exp

 
nX
k=0

hkz
k

!
we know that

�n(z) = gn
�p
z
��1

gn
�
�
p
z
��1

detUW (z; gn)

is entire, and takes value 1 at z = 1 due to the identity(23). Therefore, the
entire function �n should be constantly 1. This leads us to the identity(21) by
letting n ! 1: The analyticity of UW beyond the boundary jzj = 1 under the
condition on g follows from Lemma9, which completes the proof.
We call the matrix UW (z; g) monodromy matrix for W 2 Gr(2) (H) :

Corollary 2 For any g 2 � ; �g�1W (z) = �W (z) is valid.

Proof. The corollary follows immediately from Theorem2.

3.3 Baker-Akhiezer function and Weyl function

Let q be a smooth function de�ned in a real neighborhood U of the origin.
For a positive real number R; a function f(x; z) of two variables x 2 U and
z 2 fz 2 C; jzj > Rg is called a Baker-Akhiezer function for the potential q
if f satis�es as a function of x

�f 00(x; z) + q(x)f(x; z) = �z2f(x; z);
�
0 =

d

dx

�
; (24)

and as a function of z the expansion

exzf(x; z) = 1 +
a1(x)

z
+
a2(x)

z2
+ � � � (25)

converges on R < jzj � 1:
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Lemma 10 Let f(x; z) be a Baker-Akhiezer function for q: Then, for every
k � 1; ak satis�es identities

2a01(x) = �q(x); 2a0k+1(x)� a00k(x) = �q(x)ak(x): (26)

Moreover, f(x; z)=f(0; z) is also a Baker-Akhiezer function for q and q deter-
mines uniquely f(x; z)=f(0; z):

Proof. Taking derivative of (25) yields

exz
�
�f 00(x; z) + z2f(x; z)

�
= 2a01(x) +

2a02(x)� a001(x)
z

+
2a03(x)� a002(x)

z2
+ � � � :

This combined with (24) implies, for k � 1

2a01(x) = �q(x); 2a0k+1(x)� a00k(x) = �q(x)ak(x):

It is easy to see that ef(x; z) = f(x; z)=f(0; z) is also a Baker-Akhiezer function
for q. Since ef(0; z) = 1 holds, then, for every k � 1; we have ak(0) = 0: Hence
from (26) we see that fak(x)gk�1 can be determined from q:

Let W 2 Gr(2) (H) : As we have seen in Introduction, fW (x; �) de�ned as a
unique element of W such that PH+

�
e�1x f

�
= 1 satis�es a Schrödinger equation

with potential �2a01(x): This function clearly ful�ls the condition(25), hence
fW (x; z) is a Baker-Akhiezer function for the potential �2a01(x): Since fW (x; �)
can be expressed by A-operator for e�1x W as

fW (x; �) = e�x�
n
1 +

�
Ae�1x W 1

�
(�)
o
;

replacing W in Lemma8 by e�1x W , we see

ex�fW (x; �) = 1 +
�
Ae�1x W 1

�
(�) = �e�1x W (q�) :

On the other hand

a1(x) = lim
�!1

�
�
ex�fW (x; �)� 1

�
= lim

�!1
�
�
�e�1x W (q�)� 1

�
is valid, hence, from (ii) of Lemma7

�e�1x W (q�)� 1 =
�W (exq�)

�W (ex)
� 1 = �W (exq�)� �W (ex)

�W (ex)

follows. Thus, identifying q� (z) �= e�z=� for large �; it holds that

lim
�!1

� (�W (exq�)� �W (ex)) = lim
�!1

�
�
�W

�
ex+ 1

�

�
� �W (ex)

�
=

d

dx
�W (ex) :

Consequently we obtain the theorem below. For W 2 Gr(2)(H) de�ne

qW (x) = �2
d2

dx2
log �W (ex) :
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Theorem 3 There exists a Baker-Akhiezer function fW for qW : In this case
fW and its �rst coe¢ cient are given by

fW (x; �) = e�x��e�1x W (q�) ; a1(x) =
d

dx
log �W (ex) :

qW is de�ned byW 2 Gr(2) (H) : However, qW does not determineW; hence,
the next problem is to �nd a quantity from which qW is determined uniquely.
Let fW (x; z) be the Baker-Akhiezer function for W 2 Gr(2) (H) and de�ne

MW (z) =
f 0W (0; z)

fW (0; z)
;

which we call Weyl function of W: Since fW satis�es the identity(25), for a
k 2 H� we have

f 0W (0; z) = �z
�
1 +

a1(0)

z
+
a2(0)

z2
+ � � �

�
+

�
a01(0)

z
+
a02(0)

z2
+ � � �

�
= �z � a1(0) + k(z):

Since f 0W (0; �) 2W; setting aW = a1(0), we see

f 0W (0; z) = � (z +  W (z))� aW (1 + 'W (z)) : (27)

The identity fW (0; z) = 1 + 'W (z) shows

MW (z) = �z +  W (z) + aW (1 + 'W (z))

1 + 'W (z)
= �z +  W (z)

1 + 'W (z)
� aW : (28)

We have

Theorem 4 For W1;W2 2 Gr(2) (H) an identity qW1 = qW2 holds if and only
if MW1 =MW2 holds. Moreover, in this case, if g 2 � satisfy g�1W1; g

�1W2 2
Gr(2) (H) ; then

UW1
(z; g) = UW2

(z; g); Mg�1W1
=Mg�1W2

;

and hence
qg�1W1

= qg�1W2

is valid.

Proof. Suppose qW1
= qW2

: Then Lemma10 implies that Baker-Akhiezer func-
tions f1(x; z); f2(x; z) of W1;W2 satisfy

f1(x; z)

f1(0; z)
=
f2(x; z)

f2(0; z)
: (29)

Therefore
f 01(0; z)

f1(0; z)
=
f 02(0; z)

f2(0; z)
(30)

holds and MW1
= MW2

follows. Conversely assume MW1
= MW2

. For W 2
Gr(2) (H) set efW (x; z) =

fW (x; z)

fW (0; z)
:
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Then efW satis�es the condition in Lemma10 by setting q = qW ; and the coe¢ -
cients feak (x)gk�1 arising from the expansion

efW (x; z) = e�xz
�
1 +

ea1(x)
z

+
ea2(x)
z2

+ � � �
�

ful�ll identities
2ea0k+1(x)� ea00k(x) = 2ea01(x)eak(x) (31)

for every k � 1: Since ef 0W (0; z) = f 0W (0; z)=fW (0; z) = MW (z) is valid, notingefW (0; z) = 1; we see that fea0k (0)gk�1 can be determined fromMW (z) uniquely.
Noting here eak (0) = 0 for every k � 1; we see from (31) that fea00k(0)gk�1
can be determined from MW (z) uniquely as well. In the identity(31), taking

derivatives, we can know all
nea(n)k (0)

o
n�0; k�1

: Since feak (x)gk�1 are holomor-
phic in a neighborhood of 0; we see that feak (x)gk�1 can be determined from
MW (z) ;which implies that qW (x) (= �2ea01(x)) is determined from MW (z) :
Therefore qW1 = qW2 follows from MW1 =MW2 .
In order to show the last statement we assume qW1 = qW2 : From the identity

(30) we have

f2(0; z) = r(z)f1(0; z) and f 02(0; z) = r(z)f 01(0; z) with r(z) =
f2(0; z)

f1(0; z)
;

which implies�
1 + 'W2

(z)
z +  W2

(z) + aW2
(1 + 'W2

(z))

�
= r (z)

�
1 + 'W1

(z)
z +  W1

(z) + aW1
(1 + 'W1

(z))

�
:

(32)
On the other hand, we have

r(z)g(z)

�
1 + 'g�1W1

(z)�
z +  g�1W1

(z)
�
+ ag�1W1

�
1 + 'g�1W1

(z)
� �

= UW1

�
z2; g

�� r(z) (1 + 'W1
(z))

r(z) (z +  W1
(z)) + aW1

r(z) (1 + 'W1
(z))

�
= UW1

�
z2; g

�� 1 + 'W2 (z)
(z +  W2

(z)) + aW2
(1 + 'W2

(z))

�
:

Assume g is holomorphic on fjzj < Rg : Then so is UW1

�
z2; g

�
; hence the entries

of the RHS are elements of W2; which implies

r(z)
�
1 + 'g�1W1

(z)
�
2 g�1W2:

The property r (1) = 1 shows

r(z)
�
1 + 'g�1W1

(z)
�
= 1 + 'g�1W2

(z) :

Similarly we have

r(z)
�
z +  g�1W1

(z)
�
= z +  g�1W2

(z) + r1
�
1 + 'g�1W2

(z)
�
;
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hence

r(z)
�
z +  g�1W1

(z)
�
+ ag�1W1

r(z)
�
1 + 'g�1W1

(z)
�

= z +  g�1W2
(z) +

�
r1 + ag�1W1

� �
1 + 'g�1W2

(z)
�

= z +  g�1W2
(z) + ag�1W2

�
1 + 'g�1W2

(z)
�
:

Thus

UW1

�
z2; g

�� 1 + 'W2 (z)
(z +  W2 (z)) + aW2 (1 + 'W2 (z))

�
= g(z)

�
1 + 'g�1W2

(z)�
z +  g�1W2

(z)
�
+ ag�1W2

�
1 + 'g�1W2

(z)
� �

= UW2

�
z2; g

�� 1 + 'W2
(z)

z +  W2 (z) + aW2 (1 + 'W2 (z))

�
;

which concludes UW1
(z; g) = UW2

(z; g) : For a general g we have only to ap-
proximate it by its Taylor expansion. Here it should be noted that qg�1W as a
function of g is continuous.

Remark 3 If q is

q (x) =
m(m+ 1)

(x� x0)2
;

then its Baker-Akhiezer function is of a form

f (x; z) = e�x0zhm ((x� x0) z) ;

where hm is the Hankel function of half integer de�ned by

hm (z) = (�1)m zm+1
�

d

zdz

�m
e�z

z
= e�z

mX
k=0

�kz
�k:

The coe¢ cients �k are de�ned by �0 = 1 for k = 0 and for k � 1

�k =
1

23kk!

k�1Y
l=0

�
(2m+ 1)

2 � (2l + 1)2
�
:

In this case, setting

' (z) = f (0; z)� 1 =
mX
k=1

�k (�x0z)�k ;

 (z) = �f 0 (0; z)� z + �1
x0
f (0; z) = � 1

x0

mX
k=1

(�k+1 + k�k � �1�k) (�x0z)�k

W 2 Gr(2) (H) can be constructed with its characteristic functions f'; g : This
W is an element of Gr(2) (H) which was considered in Section4.2, namely for
this W; PH�W is �nite dimensional, and the � -function can be computed by
determinant. Moreover, in this case, the M -function becomes

M(z) =
f 0 (0; z)

f (0; z)
=
ze�x0zh0m (�x0z)
e�x0zhm (�x0z)

= �z �

mX
k=1

k�k (�x0z)�k

mX
k=0

�k (�x0z)�k
:
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On the other hand, if x0 is a real number, f
q
�
�
x;�z2

�
can be determined as a

unique solution of

Lqf = �z2f; f(0) = 1;

Z x0

0

jf (x)j2 dx <1;

Lqf = �z2f; f(0) = 1;

Z 0

�1
jf (x)j2 dx <1:

Set ehm (z) = zm+1
�

d

zdz

�m
shz

z
=
1

2
hm (�z) +

1

2
hm (z) :

Then

fq+
�
x;�z2

�
=
ehm ((x� x0) z)ehm (�x0z) ; fq�

�
x;�z2

�
=
f (x; z)

f (0; z)

are valid, hence the Weyl functions for Lq are

mq
+

�
�z2

�
= fq0+ (0; z) =

zeh0m (�x0z)ehm (�x0z) ; mq
�
�
�z2

�
= �f

0 (0; z)

f (0; z)
= �M(z):

Namely if q is real valued, the relationship between the Weyl function and the
M -function is not trivial.

Lemma 11 Suppose W1;W2 2 Gr(2) (H) satisfy MW1
=MW2

Then

r(z) =
1 + 'W2 (z)

1 + 'W1
(z)

becomes holomorphic on 1 < jzj � 1 and satis�es

r(z) 6= 0 for any z there and for a.e. z such that jzj = 1:

Proof. From (32)8<: e�W2 (z) =

�
re(z) zro(z)
ro(z) re(z)

� e�W1 (z) ;

�W2
(z) = r (

p
z) r (�

p
z) �W1

(z) :

follows. The second identity comes from

�W (z) = det�W (z) = det e�W (z) :

Then (i) of Theorem1 shows the non-vanishing property of r:

4 KdV �ow

In this section we construct KdV �ow on a certain class of potentials 
: For
W 2 Gr(2) (H) set

q (x) = �2 d
2

dx2
log �W

�
e�x�

�
:

For g 2 � we would like to de�ne a new potential by

(K (g) q) (x) = �2 d
2

dx2
log �g�1W

�
e�x�

�
= �2 d

2

dx2
log �W

�
ge�x�

�
; (33)
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for q (x) = �2 d
2

dx2
log �W (e�x�) :

Let � be a subset of Gr(2) (H) satisfying g�1� = � for every g 2 � : Then,
denoting


� =

�
q; q (x) = �2 d

2

dx2
log �W

�
e�x�

�
; 9W 2 �

�
;

Theorem4 enables us to de�ne KdV �ow fK(g)gg2� on 
� by (33). In this
case, from (ii) of Lemma7 it follows that, for g1; g2 2 �

(K (g1g2) q) (x) = �2
d2

dx2
log �W

�
g1g2e

�x��
= �2 d

2

dx2
log �g�12 W

�
g1e

�x�� = (K (g1)K (g2) q) (x)
is valid, and hence the �ow property K (g1g2) = K (g1)K (g2) holds. The
purpose of this section is to construct KdV �ow on the space 
 of generalized
re�ectionless potentials by this procedure.
For a �xed E0 2 (0; 1) let � be a set of measures on

�
�
p
E0;

p
E0
�
satisfyingZ 1

�1

� (d�)

E0 � �2
� 1: (34)

By this � de�ne

M� (z) = �z �
Z 1

�1

� (d�)

� � z ;

and set
W� =

�
f1
�
z2
�
+M�(z)f2

�
z2
�
; f1; f2 2 H+

	
:

We show W� 2 Gr(2) (H) : To apply Theorem1 we compute the inverse matrix
of �: Since

'(z) = 0;  (z) =

Z 1

�1

� (d�)

� � z
are valid, we see

�(z) =

0BB@ 1

Z 1

�1

��(d�)
�2�z

0 1 +

Z 1

�1

�(d�)
�2�z

1CCA ;

and

X(z) = � (z)
�1
=

0BBBBBBBB@
1 �

�

Z 1

�1

��(d�)

�2�z

1+

Z 1

�1

�(d�)

�2�z

0 1

1+

Z 1

�1

�(d�)

�2�z

1CCCCCCCCA
:

Since the denominator is a Herglotz function, so is

� 1

1 +

Z 1

�1

� (d�)

�2 � z

;
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which is expressible as

� 1

1 +

Z 1

�1

� (d�)

�2 � z

= �1 +
Z 1

0

e� (d�)
� � z

Since the support of � is contained in
�
�
p
E0;

p
E0
�
; which is strictly in [�1; 1] ;

the entries of �(z) are holomorphic on
�
jzj > E�10

	
: We prove that

1 +

Z 1

�1

z� (d�)

z�2 � 1

has no zeros in
�
jzj < E�10

	
: Suppose for some z satisfying jzj < E�10 the above

function vanishes. Then, in the identity

1 = �
Z 1

�1

z� (d�)

z�2 � 1 =
Z 1

�1

� (d�)

z�1 � �2 (35)

taking the imaginary parts, we have

0 =
�
Im z�1

� Z 1

�1

� (d�)

jz�1 � �2j2
;

which is valid only when Im z�1 = 0: Hence z�1 becomes real. However, we
have

��z�1�� < E�10 and Z p
E0

�
p
E0

� (d�)

E0 � �2
� 1;

whence it is impossible for (35) to be satis�ed. Therefore X(z�1) is holomorphic
on
�
jzj < E�10

	
; and the conditions (i),(ii) of Theorem1 hold. Consequently we

have

Lemma 12 If � 2 �; then W� 2 Gr(2) (H) is valid.

De�ne a subgroup �o of � by

�o =
�
g 2 � ; g(z) = g(�z)�1; g is real on R and g(0) = 1

	
:

The next task is to show g�1W� 2 Gr(2) (H) for every g 2 �0. The property
�Wq

(g) > 0 shall be veri�ed.
Let �d be the set of all � 2 � having a support consisting of �nitely many

points. For � 2 �d we compute �Wq (g) : In this case assume f��jg1�j�m be
the support of �: Then they are distinct real numbers and are contained in�
�
p
E0;

p
E0
�
: M(z) is meromorphic and takes a form of

M(z) = �z �
mX
j=1

�j
��j � z

; �j > 0:

In this case

' (z) = 0;  (z) =

mX
j=1

�j
��j � z
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hold. Every element f of W� has poles f��jg1�j�m of at most 1 and holo-
morphic on fjzj < 1g n f��jg1�j�m : Therefore, in this case the dimension of
PH�W� is m; which is �nite, and T has eigenvalues

�
�2j
	
1�j�m and eigenvec-

tors
n
(z + �j)

�1
o
1�j�m

: Moreover

� (z) = det� (z) = 1 +  o (z) = 1 +
mX
j=1

�j
�2j � z

holds. Since, if Im z 6= 0; then Im � (z) 6= 0 holds, � (z) has zeros only on R:
Moreover, the inequality (34) implies that � (z) has no zeros on (E0;1) neither.
It is clear that � (z) has no zeros for � � 0: Therefore, � (z) has zeros only on
(0; E0]: It is easy to see that every zero is simple, and there exists exactly one
zero between two consecutive poles. Assume

i 6= j =) �2i 6= �2j ; (36)

and let zeros of � (z) be

0 < �1 < �2 < � � � < �m;

which are eigenvalues of S: Choose !i such that !2i = �i and !i > 0. Then, set

mi = 2!i

mY
j=1

!i � �j
!i + �j

mY
j:j 6=i

!i + !j
!i � !j

:

Lemma 13 mi > 0:

Proof. Since � (z) is a Herglotz function, so is �� (z)�1 ; whence

�� (z)�1 = �1 +
mX
i=1

�i
�i � z

; with �i > 0:

On the other hand

� (z)
�1
=

mY
j=1

z � �2j
z � �j

=

mY
j=1

z � �2j
z � �j

is valid, hence

�i = lim
z!�i

(z � �i) � (z)�1 =
�
�i � �2i

� mY
j=1;j 6=i

�i � �2j
�i � �j

= (!i � �i) (!i + �i)
mY

j=1;j 6=i

!i � �j
!i � �j!j

!i + �j
!i + !j

= mi
(!i + �i)

2

2!i

mY
j=1;j 6=i

�
!i + �j
!i + !j

�2
:

Since !i =
p
�i > 0; we completes the proof.

When the condition (36) is not satis�ed, we have only to approximate � by
other �s satisfying (36). Then we cite a result from ([11]).
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Lemma 14 For � 2 �d and g 2 �o, with some positive mi depending only on
f!i; �jg the following holds:

�W� (g) =

 
mY
i=1

g (!i)

g (�i)

! det��ij + pmimj

!i + !j
g (!i)

�1
g (!j)

�1
�

det

�
�ij +

p
mimj

!i + !j

� :

This lemma implies particularly g�1W� 2 Gr(2) (H) for � 2 �d and g 2
�o : In this case the potential q associated with W� is rapidly decreasing and
known to be described by the scattering data. Namely, the re�ection coe¢ cients
vanish,

�
�!2i

	
1�i�m are negative eigenvalues of Lq; and fmig1�i�m are the

normalization constants for the Jost solutions corresponding to
�
�!2i

	
1�i�m :

By these data

q(x) = �2 d
2

dx2
log det

�
�ij +

p
mimj

!i + !j
e(!i+!j)x

�
(37)

is valid.
Here we identify theM with the traditional Weyl functions for a 1-D Schrödinger

operator. For a real bounded potential q on R; it is known that for every
E 2 CnR there exist uniquely functions f� (x;E) satisfying

Lqf� = Ef� with f� 2 L2 (R�) and f� (0) = 1;

The classical Weyl functions m� are de�ned by

m� (E) = �
d

dx
f� (x;E)

����
x=0

:

the last argument shows that, for q associated with W� for � 2 �d; identities

m�
�
�E2

�
= �M (�E) ; f+

�
x;E2

�
=
fW� (x;E)

fW�
(0; E)

(38)

hold. Now de�ne�

cl = fq; q is associated with W� for � 2 �dg ;

 = fq; q is a compact uniform limit of some qs from 
clg :

Then, without di¢ culty we see the identities (38) are valid for q 2 
:
In the context of the Grassmann manifold the results by Marchenko[10] and

Lundina[13] can be stated as follows.

Theorem 5 
 coincides with the set of all potentials associated with W� for

� 2 �. Moreover q 2 
 is holomorphic on the strip
n
jImxj <

p
E0

�1
o
having

a uniform bound

jq(x)j < 2E0
�
1�

p
E0 jImxj

��2
:

From Lemma14 and Theorem5 the theorem below is expected to be held.
Although the proof of this theorem was given in ([11]);the proof contains an
error and the detailed proof will be given elsewhere
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Theorem 6 For every � 2 � and g 2 �o we have always �W�
(g) > 0: Namely

g�1W� 2 Gr(2) (H) is valid.

Now let
� =

�
g�1W�; � 2 �; g 2 �o

	
:

Then, this theorem implies that g�1� = � is valid for any g 2 �o ; and KdV
�ow fK(g)gg2�0 can be constructed on 
:

Remark 4 It is not clear for which W the identities (38) are valid. Properties
of the Baker-Akhizer functions with respect to the variable x are hard to know,
whereas properties with respect to the variable z are rather easier to see. We
have to know asymptotic properties with respect to the variable x; since f�+ (x; z)
is de�ned as a function belonging to L2 (R+) : Therefore, in Theorem26 of [11]
the author made a wrong statement and it is not clear if the theorem holds or
not under the condition.

5 Properties of KdV �ow

5.1 Iso-spectral property

Several facts known in KdV integrable system are valid in this framework as
well. For instance the following iso-spectral property holds if we �nd a suitable
Lax-pair.

Theorem 7 For q 2 
; g 2 �o there exists a unitary operator U on L2 (R)
such that

LK(g)q = U�1LqU:

5.2 Invariant submanifolds

fK(g)gg2�o has many invariant submanifolds in 
. The simplest one is 
cl: To
introduce another type of invariant manifolds. In quantum physics potential q
is real valued. Therefore we de�ne a notion of "real" in Gr(2) (H) :

(iv) W 2 Gr(2) (H) is called real if the Weyl function M satis�es M =M:

It is easy to see that the associated potential takes real values on R if and only if
W 2 Gr(2) (H) is real. We introduce the following notion of re�ectionlessness.
We call a potential q is re�ectionless on z (2 B (R)) if its Weyl functions
satisfy

m+ (E + i0) = �m� (E + i0) for a.e. E 2 z;

or equivalently

M
�p

�� � i0
�
=M

�
�
p
�� + i0

�
a.e. � 2 z:

and set
R(z) = fq 2 Q; q is re�ectionless on zg :

The theorem below assures that �o acts on R(z).

Theorem 8 R(z [ [0;1)) is invariant under fK(g)gg2�o :
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Proof. Assume for some z � [�1; 0]

Mq

�p
�� � i0

�
=Mq

�
�
p
�� + i0

�
a.e. � 2 z: (39)

Since
MK(g)q (z) =Mg�1Wq

(z) ;

from Theorem2 it follows that

MK(g)q

�p
�� � i0

�
�MK(g)q

�
�
p
�� + i0

�
=
�c (�)Mq

�p
�� � i0

�
+ d (�)

a (�)Mq

�p
�� � i0

�
� b (�)

�
�c (�)Mq

�
�
p
�� + i0

�
+ b (�)

a (�)Mq

�
�
p
�� + i0

�
� d (�)

= 0;

where we have used the fact that U (�) is real for � 2 R:

5.3 Almost periodicity

M.Sodin - P.Yuditskii[12] proved the almost periodicity of potentials if the as-
sociated Schrödinger operators has a homogeneous closed set as their spectrum
and are assumed to be re�ectionless on the spectrum from the point of view
of harmonic analysis. We would like to apply this KdV �ow to give a general
condition on the spectrum under which potentials are almost periodic.
An approach to this problem is as follows: Set


q = fK(g)q; g 2 �og ; �q = fg 2 �o ; K(g)q = qg :

Then, denoting the natural map from �o to �o=�q by

�o 3 g �! eg 2 �o=�q;
we de�ne

�o=�q 3 eg �! K (g) q 2 
q;
which gives a bijection

�o=�q �= 
q: (40)

We introduce a condition on q :

Condition 1 �o=�q is compact.

De�ne a continuous map from �o=�q to R by

�(eg) = (K (g) q) (0) ;
and a one-parameter group on �o by

ex(z) = e�xz:

Then
q(x) = � (eex)

holds, and for any sequence fxngn�1 of R we have

q(x+ xn) = � (eex+xn) = � (eex!n) with !n = eexn 2 �o=�q:
Assuming the condition1 on q; we can �nd a subsequence f!nkg of f!ngn�1 and
an element !1 of �o=�q such that !nk ! !1: Since � is uniformly continuous
on �o=�q; we easily see that q(x+ xnk) converges to �(eex!1) uniformly on R;
which implies the uniform almost periodicity of q.
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Condition 2 Let z be a closed set of [�1; 0]: For any Herglotz function m
satisfying

Rem (� + i0) = 0 a.e. � 2 z;
the representing measure � is absolutely continuous on z:

For such an z set


z = fq 2 R(z [ [0;1)); spLq � z [ [0;1)g :

Then 
z is closed in 
; and Theorems7,8 imply that 
z is invariant under
fK(g)gg2�o : Let

[�1; 0] nz =
N[
n=1

(�n; �n) disjoint union.

Then N � 1 is valid. The Green function for Lq satis�es

gE (0; 0; q) = �
�
M
�p
�E
�
�M

�
�
p
�E
���1

;

lim
x#0

@2

@x@y
gE (x; y; q)

����
x>y>0

=

�
M
�p
�E
��1

�M
�
�
p
�E
��1��1

:

Therefore, from spLq � z [ [0;1) it follows that the representing measures of
the two Herglotz functions vanish on each interval (�n; �n) : On the other hand,

M (z)�M (�z)
�2z = 1 +

Z 1

�1

1

�2 � z2� (d�) = �
�
z2
�

is valid, hence

�
�
M
�p
�E
�
�M

�
�
p
�E
���1

=
1

2
p
�E� (�E)

holds, which implies that � (�E)�1 is increasing on each (�n; �n) and has at
most one zero in (�n; �n) : Now set8<:

�n = �n if � (�E) > 0 for E 2 (�n; �n) ;
�n = �n if � (�E) < 0 for E 2 (�n; �n) ;
�n is a zero of � (�E)�1 otherwise.

Since � (�E) has poles at
p
��n or�

p
��n of order 1; � has a mass �n there.

Then the representing measure of
�
M
�p
�E
��1 �M �

�
p
�E
��1��1

vanishes

on (�n; �n) as well, hence � can not have a mass simultaneously both at �
p
��n:

Now set

�n = 1 if �
�np

��n
o�

> 0;

�n = �1 if �
�n
�
p
��n

o�
> 0:

If �n = �n or �n; we de�ne �n to be �1: We are identifying here with (�n; 1)
and (�n;�1), and (�n; 1) and (�n;�1) :
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Proposition 2 Under the condition2, 
z corresponds bijectively to

n
(�n; �n)n�1 ; �n 2 [�n; �n] ; �n = �1

o
�=

NY
n=1

�
z 2 C;

����z � �n + �n
2

���� = �n � �n
2

�
:

Now, if q 2 
z; then Theorem8 implies 
q � 
z: We propose a conjecture:

Conjecture 1 Under the condition2 
q = 
z and �o=�q is compact:

This conjecture implies the uniform almost periodicity of q: We show how this
approach works in case N < 1. In this case 
z is homeomorphic to an N di-
mensional torus TN which makes it possible to introduce a di¤erential structure
into 
z. For each g = eh 2 �o a 1-parameter group eth acts smoothly on 
z
through the KdV �ow K(g): Let Xk be the vector �eld associated with the one-
parameter group e�tz

2k+1

on 
z The vector �elds fXkg1�k�N are commute.
The classical theorem by Liouville shows:

Lemma 15 Suppose fXkg1�k�N are independent at each point of 
z: Then,
for each q 2 
z the map

� : �o=�q ! 
z

induces a homeomorphism. This, especially implies that 
q = 
z and �o=�q is
compact:

Consequently, a potential q 2 
z; which is given by

q(x) = � ( eex)
becomes quasi periodic. Therefore all we have to do is to prove the linear
independence of fXkg1�k�N . To describe fXkg1�k�N we use the parameter
f�ng1�n�N 2 TN : Let f�n (t)g1�n�N be the parameter representing the poten-

tial K
�
e�tz

2k+1
�
q. Then Dubrovin[15] showed f�n (t)g1�n�N satis�es an ODE

on TN . The vector �eld Xk precisely corresponds to the ODE and we can know
the linear independence of fXkg1�k�N .
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Hamiltonian Identification for a 3-Spin Chain 1

Mohammad Ali FasihiA, 田中 宗 B, 中原 幹夫 A,B, 近藤 康 A,B

A 近畿大学 総合理工学研究科 量子コンピュータ研究センター
B 近畿大学 理工学部 理学科 物理学コース

我々は、端のスピンのみ操作・観測が可能であるという制限のもと、横磁場イジングモデルの
スピン鎖において、相互作用や横磁場の値を推定する手法を考案した [1]。本研究で提案した推定
手法は４つの仮定を前提としている。この仮定はいずれも、液体 NMR量子コンピュータなどの
多くの実験系で満たすことができるものである。

1 導入
量子情報処理に関する研究は、物理学や情報科学、あるいは数学の垣根を越えて精力的に進め
られてきている [2–4]。中でも、実用に耐えうる量子コンピュータの物理的実現に向けた研究が盛
んである。こうした研究の潮流は大きく２つに分けることができる。

• コヒーレンス時間の長い良質な量子ビットの作製と集積化などの「ハード」の研究

• 量子ビットを無駄なく、正確に操作するという量子操作の観点からの研究

両者とも、量子情報処理の実現に対して必要不可欠な研究である。前者については、近年の実験技
術の進展によりいくつかの有望な候補となる系が提案されつつある。良質な量子ビットを作成す
ることができたら、次の課題は量子ビット間に働く相互作用を高精度に決定することである。量
子ビット間の相互作用が分からないと、所望の操作は不可能であり、量子計算を実行することが
できない。すべての量子ビットにアクセスすることができれば、非常に多くの情報を得ることが
でき、相互作用を推定することは容易である。しかしながら、場合によっては、端にある量子ビッ
トにしかアクセスできない場合もあり得る。また、デコヒーレンスの原因となる外界とのインター
フェイスを減らすために、端にある量子ビットのアクセスのみを許すことも考えられる。そのよ
うなときに、いかにして量子ビット間の相互作用を推定するか？　というのが我々の問題である。
これまでも、制限されたアクセスの元で相互作用を推定する方法の提案はいくつかなされてき
た [5–13]。N 個の量子ビットからなるハイゼンベルクモデルやXXZモデルの相互作用推定手法
については、Burgarthらによってまとめられている [8,9]。N 個の量子ビットの状態空間の次元は
2N であるが、これらの系には良い量子数（total Sz）が存在することを巧みに利用して、N 次元

1この原稿は、2010年 11月４日～６日に京都大学基礎物理学研究所にて開催された基研研究会「量子科学における
双対性とスケール」の研究会報告の原稿である。
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の空間を考えることにより、ハミルトニアンの推定を行うことを可能にしている。この場合には、
初期状態として良い量子数で特徴付けられるような状態を採用する必要がある。また、Di Franco

らはN 個の量子ビットからなる１次元XY モデルの相互作用推定を行った [10]。XY モデルも良
い量子数が存在するが、彼らはそれを用いずに（つまり、任意の初期状態から）、相互作用の推定
が可能であることを示した。またごく最近、Burgarthらはいくつかの代表的な量子スピンモデル
でのハミルトニアンの推定手法を、準粒子描像の観点から系統的にまとめあげた [11]。
本研究の目的は NMR量子コンピュータへの応用を想定して、サイトに依存する未知の横磁場
が印加されたイジングモデルの相互作用の推定手法を考案することである。本研究では最も簡単
な例として３スピンから成る系を考察した。２章では考察したハミルトニアンと我々の提案する
手法を述べ、時間発展の厳密な表式を示す。３章では相互作用パラメータを推定する手法を述べ
る。４章では本研究の結論と今後の展望について述べる。

2 ハミルトニアンと我々の提案する手法
我々は３つのスピンから成る、サイトに依存する横磁場や相互作用のある横磁場イジングモデ
ルについて、端の１スピンの制御と測定のみにより相互作用と横磁場の値を推定する手法を考案
した。我々が考察したハミルトニアンは

H({hi}, {Ji}) =
2∑
i=1

Jiσ
z
i σ

z
i+1 −

3∑
i=1

hiσ
x
i (1)

である。ここで、σxi や σzi はそれぞれサイト iにおけるスピンS = 1/2のパウリ行列の x成分、z成
分である。このハミルトニアンはNMR量子コンピュータのハミルトニアンに対応している [4,14]。
一般性を失わずに、各サイトにかかっている横磁場の方向を x軸に取ることが可能である。後に
述べるように、我々は１番目のスピンの x方向の時間発展のみを検討するが、それは２番目や３
番目の磁場の方向に依存しないことが以下によって分かる。

V †σx1V = σx1 , V = e−i(α2σz
2+α3σz

3) (2)

ここでユニタリ行列 V は２番目、３番目の量子ビットを xy平面で角度 α2, α3だけ回転すること
に相当する。また以下では h2, h3を正として考えることにする。
本研究の目的は、１番目の量子ビットのみを操作・測定することが可能であるという条件下で
相互作用のパラメータを推定することである。以下の４つの条件を仮定する。

• 初期状態として |↑↑↑〉を用意することが可能である。

• １番目の量子ビットのみ独立に操作することが可能である。
この仮定と上の仮定を用いて、(α |↑〉 + β |↓〉) |↑↑〉 という状態を用意することができる。

• 初期状態を用意したら、１番目の量子ビットにかかっている磁場のみ制御することが可能で
ある。２番目、３番目の量子ビットにかかる横磁場は未知のまま変化しないとする。
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• １番目の量子ビットの x方向の成分、すなわち、σx1 のみ測定可能である。

我々の提案する手法は以下のようにまとめられる。

step 1 初期状態 |ψ(0)〉を用意する。

step 2 １番目の量子ビットの x成分の時間発展の x成分の期待値 〈σx1 (t)〉 = 〈ψ(t) σx1 ψ(t)〉 を測
定する。ここで、|ψ(t)〉 = e−iHt |ψ(t)〉である。

step 3 〈σx1 (t)〉のフーリエ変換 σ̂1
x(ω)を求める。

step 4 いくつかの h1について step 1から step 3を実行する。σ̂1
x(ω)のピーク位置の h1依存性

から h2, h3, |J1|, |J2|を求める。

step 5 J1と J2の符号の組み合わせは４通り考えられる。その４通りの場合のそれぞれの 〈σx1 (t)〉
の計算結果と実測データとを比較して J1と J2の符号を決定する。

ここで、ハミルトニアンの固有値を {εi}1≤i≤8 とおく。具体的な表式は以下のように与えられ
る [1]。 

ε1 = α
2 + (β+γ)2

2

ε2 = α
2 + (β−γ)2

2

ε3 = α
2 − (β−γ)2

2

ε4 = α
2 − (β+γ)2

2

,


ε5 = −ε4 =: ε4̄
ε6 = −ε3 =: ε3̄
ε7 = −ε2 =: ε2̄
ε8 = −ε1 =: ε1̄

(3)

ただしここで、

α :=

√
1
3

(
4S +

B

A
+

A

21/3

)
, β :=

1
3

(
8S − B

A
− A

21/3

)
, γ :=

16h1h2h3

α
,

S := h2
1 + h2

2 + h2
3 + J2

1 + J2
2 , A :=

[
X +

√
−256

(
S2 + 3

√
detH

)3
+X2

]1/3

,

X := 16
[
−S3 + 9S

√
detH + 108h2

1h
2
2h

2
3

]
, B := 27/3

[
S2 + 3

√
detH

]
, (4)

√
detH = h4

1 + h4
2 +

(
h2

3 − J2
1 + J2

2

)2 − 2h2
1

(
h2

2 + h2
3 − J2

1 + J2
2

)
+ 2h2

2

(
−h2

3 + J2
1 + J2

2

)
.

である。また、式 (3)より明らかに、固有値は以下の関係を満たす。
ε1 + ε4 = ε2 + ε3

ε1 − ε3 = ε2 + ε4

ε1 − ε2 = ε3 − ε4

(5)

初期状態として、|ψ(0)〉 = |↑↑↑〉を用意する。時間発展演算子 U(t)は

U(t) = exp(−iHt) =
8∑
j=1

exp(−iεjt)Pj , Pj =
8∏

k=1,k 6=j

H− εkI

εj − εk
(6)
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と表される。Pj は固有エネルギー εj に属する固有空間への射影演算子であり、I は 8 × 8の単位
行列である。U(t)を用いて、時間 t > 0における状態は |ψ(t)〉 = U(t) |↑↑↑〉となる。
１番目のスピンの x成分の時間発展は

〈σx1 (t)〉 = 〈ψ(t) σx1 ψ(t)〉 = C +
4∑

m=1,m>n

[Amn cos(εm + εn)t+Bmn sin(εm − εn)t] (7)

となる。ここで C, Amn, Bmnは {Ji}, {hi}の関数である。式 (7)より、σ̂1
x(ω)は任意のm,nの

組み合わせの ω = εm ± εnでピークが現れうる。しかし以下のAmn, Bmnは恒等的に 0になるた
め、それに対応するm,nの組み合わせでは確実にピークが現れない。

A41 = A32 = B21 = B31 = B42 = B43 = 0 (8)

また、Amn, Bmn, C について以下の和則が成立する。

C +
4∑

m=1,m>n

(Amn +Bmn) =

〈
↑↑↑

 8∑
j=1

Pj

σx1

(
8∑

k=1

Pk

)
↑↑↑

〉
= 〈↑↑↑ σx1 ↑↑↑〉 = 0 (9)

ここで、完全性条件
∑8

j=1 Pj = I を用いた。

3 ハミルトニアンのパラメータ推定
ハミルトニアンのパラメータ {Ji}, {hi}を推定するために、我々は σ̂1

x(ω)のどのピークがど
の εm ± εnに対応しているかを同定しなければならない。以降、数値データを示す際には、J1 =

2, J2 = 3, h2 = 4, h3 = 5とする。本研究で展開した議論は、パラメータに依存しないことを強調
しておく。図 1は、Amn, Bmnが恒等的に 0にならないm,nに関する εm± εnの h1依存性である。
太線で示したのが εm + εnであり、細い線で示したのが εm − εnである。
図 1から、中間の h1で εm + εnや εm − εnが交差することが分かる。そのため、ある１つの h1

の値からだけでは、σ̂1
x(ω)のどのピークがどの εm± εnなのかを同定することはできない。しかし

後に述べるように、|h1| � h2, h3, |J1|, |J2|の場合や、|h1| � h2, h3, |J1|, |J2|においては、εm± εn

の決定は容易である。3.1節では前者の場合、3.2節では h1 = 0の場合について考察する。ただし
h1 = 0の場合は、初期状態を |↑↑↑〉とすると、任意の時刻 tで 〈σx1 (t)〉 = 0となってしまう。その
ためこの場合においては初期状態を変えなければならない。それについては 3.2節で説明する。
原理的には σ̂x1 (ω)のピークの高さから εm ± εnを決定することは可能である。しかし以下の２
点の理由から、現実的にはそれは困難であると言える。

• Amn, Bmnの解析的表式は複雑であり、どのピークがどの εm ± εnに対応しているかを同定
するには、面倒な数値的解析が必要である。

• 実際の実験においては、緩和の効果によりピークの幅は有限になる。緩和が ωに依存しない
保証はないなどの測定上の問題がある。
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図 1: J1 = 2, J2 = 3, h2 = 4, h3 = 5の場合の、εm ± εnの h1依存性。太線が εm + εn、細い線が
εm − εnに対応する。丸は 3.2節で取り扱う、h1 = 0の場合の σ̂x1 (ω)のピーク位置である。

図 2に、有限の値を取るAmn, Bmn, C の h1依存性を示した。
A21, A43, C のみは ωに対して奇関数となっている。ただし、A31の h1が正の部分（負の部分）
とA42の h1が負の部分（正の部分）を合わせると奇関数となる。B41とB32についても同様であ
る。このような、Amn, Bmnの奇関数性が失われる原因はエネルギー固有値のラベル付けの仕方か
ら来ている。また、図 2より、先ほど述べた式 (9)が成立していることも確かめることができる。

3.1 |h1| � h2, h3, |J1|, |J2|の極限

ここでは |h1|が非常に大きい場合、すなわち、|h1| � h2, h3, |J1|, |J2|の極限を考える。σ̂x1 (ω)

のピーク位置のうち、εm + εn(1 ≤ m,n ≤ 4)に対応するものは h1 → ∞で線形に発散する。それ
に対して、εm − εn(1 ≤ n < m ≤ 4)に対応するものは一定値に収束する。|h1| � h2, h3, |J1|, |J2|
でのそれぞれの値の漸近形は、

ε1 + ε2 → 2h1 +
[√

(h2 + h3)2 + J2
2 +

√
(h2 − h3)2 + J2

2

]
+ O

(
1
h1

)
(10)

ε1 + ε3 → 2h1 +
[√

(h2 + h3)2 + J2
2 −

√
(h2 − h3)2 + J2

2

]
+ O

(
1
h1

)
(11)

ε2 + ε4 → 2h1 −
[√

(h2 + h3)2 + J2
2 −

√
(h2 − h3)2 + J2

2

]
+ O

(
1
h1

)
(12)

ε3 + ε4 → 2h1 −
[√

(h2 + h3)2 + J2
2 +

√
(h2 − h3)2 + J2

2

]
+ O

(
1
h1

)
(13)

ε1 − ε4 → 2
√

(h2
2 + h2

3) + J2
2 + O

(
1
h1

)
(14)

ε2 − ε3 → 2
√

(h2
2 − h2

3) + J2
2 + O

(
1
h1

)
(15)
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図 2: J1 = 2, J2 = 3, h2 = 4, h3 = 5の場合の、σ̂x1 (ω)のピークの高さの h1依存性。それぞれ (a)
C、(b) A21、(c) A31、(d) A42、(e) A43、(f) B41、(g) B32に対応する。他のピークの高さは恒等
的に 0である（式 (8)）。

これらの結果を用いると、十分大きい h1では σ̂x1 (ω)のピーク位置と、それに対応する εm ± εnを
以下の式から同定することができる。

ε1 + ε2 > ε1 + ε3 > ε2 + ε4 > ε3 + ε4, ε1 − ε4 > ε2 − ε3 (16)

σ̂x1 (ω)のピーク位置と εm ± εnの対応関係を決定することができると、
√

(h2 ± h3)2 + J2
2 の値を

求めることができる。我々はこの問題で４つの未知数、すなわち h2, h3, |J1|, |J2|を求める必要が
あるので、これだけでは条件式が足りない。そのため別の条件を考える必要がある。そこで最も
簡単な h1 = 0の場合について 3.2節で考察する。
h1 = 0の場合について考察する前に、式 (10)から (15)で与えられる漸近形が J1に依らない理
由を簡単に説明する。以下のようにハミルトニアンを分割する。

H = H0 + H1, H0 = −h1σ
x
1 , H1 =

2∑
i=1

Jiσ
z
i σ

z
i+1 −

3∑
i=2

hiσ
x
i (17)

ここで非摂動ハミルトニアンH0の固有ベクトルは、s2, s3 ∈ {↑, ↓}として、1/
√

2(|↑〉+ |↓〉) |s2s3〉
となる。１次の摂動では固有値は J1に依存しない。このことが、式 (10)から (15)で与えられる
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漸近形が J1に依らない理由である。またこの事実は１番目のスピンの時間発展からも定性的に理
解することができる。h1が他のパラメータに比べて十分大きいとする。このとき、１番目のスピ
ンの運動の特徴的な時間スケール τ は他の時間スケールに比べて非常に短くなる。そのため、相
互作用 J1の効果は t� τ では平均化されてしまい、J1を無視することができる。この議論は３ス
ピン系だけではなく、一般のN 個のスピン系に対しても適用可能である。

3.2 h1 = 0の場合

次に、3.1節とは逆の極限、すなわち h1 = 0の場合について考える。この場合固有値は±εI,±εII
となり、それぞれ２重縮退している。ここで εI > εII > 0とする。それぞれの表式は、

εI =
√
S0 + 2

√
C0, εII =

√
S0 − 2

√
C0, (18)

S0 = h2
2 + h2

3 + J2
1 + J2

2 , C0 = h2
2h

2
3 + h2

3J
2
1 + J2

1J
2
2 (19)

で与えられる。
h1 = 0のとき、明らかに任意の t > 0において〈

↑↑↑ U(t)†σx1U(t) ↑↑↑
〉

= 0 (20)

が成立する。そのためこれまでとは別の初期状態を考える必要がある。ここで、h1 = 0の場合に
は |+ ↑↑〉を初期状態として用意することにした。ただしここで |+〉 := 1/

√
2(|↑〉+ |↓〉)である。こ

のとき、１番目のスピンの x成分の時間発展は以下のように表される。

〈σx1 (t)〉 =
h2

2h
2
3

C0
+A0

II,I cos(εI + εII)t+B0
II,I sin(εI − εII)t (21)

ただしここでA0
II,I, B

0
II,Iは、

A0
II,I :=

J2
1 [h2

2(h
2
3 − J2

2 ) − (h2
3 + J2

2 )(h2
3 − J2

1 + J2
2 ) + (J2

2 + h2
3)εIεII]

2εIεIIC0
(22)

B0
II,I :=

J2
1 [h2

2(−h2
3 + J2

2 ) − (h2
3 + J2

2 )(h2
3 − J2

1 + J2
2 ) + (J2

2 + h2
3)εIεII]

2εIεIIC0
(23)

と定義した。ここで、J1 = 2, J2 = 3, h1 = 0, h2 = 4, h3 = 5の場合、

h2
2h

2
3

C0
= 0.746269, A0

II,I = 0.0242651, B0
II,I = 0.229466 (24)

となる。これらの値は

C +A0
II,I +B0

II,I = 〈+ ↑↑ σx1 + ↑↑〉 = 1 (25)

を満たす。
h1 = 0における σ̂x1 (ω)のピーク位置はω = εI±εIIであるから、式 (19)で定義されるS0, C0が分
かる。以上の結果と、3.1節で得られた結果とを合わせることで、４つのパラメータh2, h3, |J1|, |J2|
を決定することができる。
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一度 σ̂x1 (ω)のピーク位置と εm ± εnが同定できたら、他の有限の h1における σ̂x1 (ω)のピーク位
置を得ることによって、４つのパラメータ h2, h3, |J1|, |J2|をより高精度に決定することができる。
また図 2から、h1 → ∞で全てのピークの高さは小さくなることが分かる。つまり、h1がある
程度大きくなるとピークが見えなくなることも十分予想できる。しかしながら、h1 = 0の場合の
ピーク位置を特定し、その後いくつかの有限の h1の場合において σ̂x1 (ω)のピーク位置を得ること
でパラメータを推定することが可能になる。

3.3 相互作用の符号の決定

以上の議論では、相互作用の符号を決定することはできなかった。４つのパラメータh2, h3, |J1|, |J2|
を決定するための全ての式が、J1, J2の２乗の関数となっているからである。図 3は、それぞれの
J1, J2の符号の組み合わせに対する、|J1| = 4, |J2| = 5, h1 = 1, h2 = 6, h3 = 7の場合の１番目のス
ピンの x成分の時間発展である。上から順に (sign(J1), sign(J2)) = (+,+), (−,+), (+,−), (−,−)

である。初期状態は |ψ(0)〉 = |↑↑↑〉とした。
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σ 1
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図 3: |J1| = 2, |J2| = 3, h1 = 1, h2 = 4, h3 = 5 の場合の、１番目のスピンの x 成分の
時間発展を表している。初期状態は |ψ(0)〉 = |↑↑↑〉 とした。上から順に (sign(J1), sign(J2)) =
(+,+), (−,+), (+,−), (−,−)である。

相互作用 J1の符号が正（負）の場合、短時間での σx1 (t)は負（正）になる。短時間極限で１番
目のスピンに働く分子場は (−h1, 0, J1)であることから、この振る舞いを説明することができる。
J2の符号の決定のためには、少なくとも (1/J1+1/J2)程度の時間、σx1 (t)を測定する必要がある
のは、直感的に明らかであろう。具体的には、J2の符号は図 3の４通りの計算結果と実験結果を
比較することで決定できる。
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また、図 3より分かるように、〈σx1 (t)〉は全ての相互作用の符号を反転すると正負が逆転する。
これは以下のように理解できる。２番目のスピンを x軸周りに π回転させるユニタリ行列X2,π =

exp(−iσx2π/2)を導入すると、X2,πH({hi}, {Ji})X†
2,π = H({hi}, {−Ji})より、〈

↑↑↑ eiH({hi},{−Ji})tσx1e−iH({hi},{−Ji})t ↑↑↑
〉

=
〈
↑↑↑ X†

2,πe
iH({hi},{Ji})tX2,πσ

x
1X

†
2,πe

−iH({hi},{−Ji})tX2,π ↑↑↑
〉

= −
〈
↑↑↑ eiH({hi},{Ji})tσx1e−iH({hi},{Ji})t ↑↑↑

〉
(26)

となるからである。

4 結論と今後の展望
本研究では、端にある量子ビットのみを操作し制御することで系全体のハミルトニアンのパラ
メータを推定する手法を考案した。我々はNMR量子コンピュータを想定して、３つの量子ビット
から成る、サイト依存の相互作用と横磁場のある横磁場イジングモデルを例に取り上げた。横磁
場イジングモデルには、ハイゼンベルクモデルやXXZ モデルのような良い量子数が存在しない
ので、それらに比べて相互作用の推定は格段に難しい。
我々の提案した相互作用の推定手法は以下のようにまとめられる。初期状態として、|↑↑↑〉（h1 6= 0

の場合）、または 1/
√

2(|↑〉+ |↓〉) |↑↑〉（h1 = 0の場合）を用意し、１番目の量子ビットの x成分の
時間発展 〈σx1 (t)〉を測定する。〈σx1 (t)〉のフーリエ変換 σ̂x1 (ω)のピーク位置は、ハミルトニアンの
正の固有値を εm, εnとすると、{εm ± εn}に現れる。一般の有限の h1において、どのピークがど
の {εm ± εn}に対応するかを同定するのは難しいが、h1 = 0または h1 → ∞においては、それが
容易である。h1 = 0から有限の h1まで連続的に σ̂x1 (ω)のピーク位置の変化を得ることができれ
ば、それぞれのピークがどの {εm± εn}に対応するかを特定することは可能である。また、h1が大
きい場合、ピークの高さが減少していくので、ピークを観測することができなくなる。そのこと
からも、h1 = 0から有限の h1まで連続的に σ̂x1 (ω)のピーク位置の変化を得ることは重要である。
以上のようにして、σ̂x1 (ω)のピーク位置から {hi}, {|Ji|}を決定することができる。しかしなが
らこの段階では相互作用の符号を決定できない。１番目の量子ビットの x成分の時間発展 〈σx1 (t)〉
に関する全ての {|Ji|}の符号の組み合わせに対する計算結果と、実験結果とを比較することで相
互作用の符号を決めることが可能である。また、短い時間の 〈σx1 (t)〉の振る舞いは J1の符号によ
るので、J1の符号のみであれば４通りの計算結果を用いなくても決定することが可能である。
我々の提案する方法は、４つの条件のみを仮定している。これらは液体 NMR量子コンピュー
タなどの多くの実験系で満たしているありふれた条件である。本研究で取り扱った、サイトに依
存する横磁場イジングモデルは NMR量子コンピュータのハミルトニアンに対応している。それ
ぞれの量子ビットのラーモア周波数を用いて、それぞれの量子ビットに対する回転系を考えると、
各量子ビットにかかる横磁場を制御することは可能である。ただし、実際に本研究で展開した議
論を相互作用推定に用いるには残された課題があることを以下に記す。本研究で採用した初期状
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量子意思決定論について
高知工科大学・理論物理学研究室 全卓樹 (Taksu Cheon)
Laboratory of Physics, Kochi University of Technology

はじめに

人間の意思決定における背理的事象を「量子的」な確率を用いて記述しようとする試み
が注目を集めている [1, 2, 3]。その代表例である「確実事象原則の破れの量子論」について、
われわれの研究を中心に簡潔にまとめてみる。
心理学における確実事象原則の破れとは、２０年ほど前にTverskyたち [4]によって発見

されたもので、二つの与件 (c0)、(c1)それぞれのもとで、人間に二つの決定 (d0)、(d1)が可
能な状況に関する、次のような現象である。すなわちもし与件 (c0)のもと (c1)のもとの両
方にあって、決定 (d1)が選択される確度が高いとすれば、与件が (c0)であるか (c1)である
か不明な場合も、「合理的」な判断では当然決定 (d1)が選択される確度が高いと期待される
が、ある種の状況では人間はそうでない選択をすることが実験的に示されるのである。
簡単な仮想例をあげると、(c0)天気が悪い場合と (c1)天気がよい場合で、登山クラブの

メンバーが登山を決行 (d1)する確率が、それぞれ６割、８割とする。天気がよいか悪いか不
明で半々の場合、単純に考えると登山決行 (d1)の確率は中間の７割になりそうであるが、実
際にアンケートで調べると４割になる、といった具合である。
この例でわかるのは、不確定な事象に対する人間の反応は、必ずしも加重平均という単

純な意味の「合理的」判断によってはいない事であり、意思決定には安全を重視した「防御
的」なバイアスがかかるような何らかのメカニズムが働いていると考えられる。その起源に
ついては、それが進化的に優位だったのだろうという推測ができるのみであり、そのメカニ
ズムの詳細については、神経回路の解剖学的実験と理論的モデルの両面の研究の進展待つし
か無いだろう。おそらく現状で望み得るのは、確実事象原則の破れを記述する有効な現象論
を確立し、それを性格分類や行動予測といった応用に供する事であろう。そのような要請に
応えうるかもしれない一つの試みが、まさに以下に素描する量子意思決定論である。

相加平均、相乗平均、量子平均

選択肢二つの与件それぞれに対して、被験者が選択肢二つから決定を下せる心理学実
験を想定する。与件 (c0) が与えられたとき被験者が決定 (d0)、(d1) を行う確率をそれぞ
れ p(d0; c0)、p(d1; c0)と書いてみる。さらに与件 (c1)のもとで決定 (d0)、(d1)を行う確率
をそれぞれ p(d0; c1)、p(d1; c1)と書こう。これらの確率は当然 p(d0; c0) + p(d1; c0) = 1、
p(d0; c1) + p(d1; c1) = 1という関係を満たす。いま与件 (c0)、(c1)の生起する確率がそれぞ
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れ Pc0、Pc1 だとしよう。当然 Pc0 + Pc1 = 1である。この状況で決定 (d0)がなされる確率
Qd0、そして決定 (d1)がなされる確率Qd1は

Qd0 = p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1,
Qd1 = p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1, (1)

と考えるのが、事象の確率の線形性という合理的予測を表している。この両確率の和は当然
ながら上の条件からQd0 +Qd1 = 1となっている。これをここでは「古典的」結果とも呼ぶ
事にする。
この式の一つの帰結は不等式

Max [p(d0; c0), p(d0; c1)] ≥ Qd0 ≥ Min [p(d0; c0), p(d0; c1)] ,
Max [p(d1; c0), p(d1; c1)] ≥ Qd1 ≥ Min [p(d1; c0), p(d1; c1)] , (2)

で、これが「確実事象原則」の式による表現になっている。
生物の刺激に対する反応は一般に、刺激の強度に線形に応答するのではなく、強度の log

に対して線形の応答となる事が多い。与件に対する判断に於いても、危急の場合大脳皮質に
達しないで判断が行われて、そのような logに対して線形の応答があると推測する事は可能
である。この場合二つの与件への平均的な応答は、相加平均でなく相乗平均

2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 ,

2
√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 , (3)

が関与すると考えることができる。実際の人間の判断はこのような「脊椎反応」(3)によって
「大脳皮質の判断」(1)が補正されると推測してみよう。そうすると不定与件での決定 (c0)、
(c1)の確率が二つの実数パラメータ α、βをもった式

Qd0 = p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 + 2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 α,

Qd1 = p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 + 2
√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 β, (4)

で与えられると考えることができる。ここで相加平均と相乗平均の大小関係

p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 ≥ 2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 ,

p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 ≥ 2
√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 , (5)

と当然の要請 1 ≥ Qd0 ≥ 0、1 ≥ Qd1 ≥ 0からパラメータの範囲 1 ≥ α ≥ −1、1 ≥ β ≥ −1
が定まる。そしてさらに基本的要請Qd0 +Qd1 = 1から二つのパラメータの間には√

p(d0; c0) p(d0; c1)α = −
√
p(d1; c0) p(d1; c1)β, (6)

という制限条件がかかることになり、αと βは独立ではなく (4)は使いやすい表式とならな
い。いまこれが一つのパラメータだけに陽に依存する形にかける特別な二つの状況を考える
ことができる。それは p(d0; c0) = p(d0; c1)、p(d1; c0) = p(d1; c1)のとき、または p(d0; c0) =
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p(d1; c1)、p(d1; c0) = p(d0; c1)ので、α = −βととればQd0 + Qd1 = 1がうまく満たされ、
不定与件下での確率は

Qd0 = p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 + 2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 cos θ,

Qd1 = p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 − 2
√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 cos θ, (7)

と対称な形に書けるのである。この式では α = cos θいう円環的パラメータ θによる表記替
えをおこなっている。相加平均、相乗平均の両方が出てくるこの (7)式は、様々な文脈で「量
子的干渉」のある非線形な確率和としてよく出てくるものである。cos θ = 0で第二項は消失
するので、これが古典的な場合に対応している。第二項の存在のために、確実事象原則を表
す不等式 (2)は一般には破られる。そのかわりに不等式√

p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 ≥ Qd0 ≥
√
|p(d0; c0)Pc0 − p(d0; c1)Pc1| ,√

p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 ≥ Qd1 ≥
√
|p(d1; c0)Pc0 − p(d1; c1)Pc1| , (8)

が成り立つ事に注意しよう。式 (7)を用いて確実事象原則を破った心理学的実験を解析した
例がいくつかあり、一定の現象論的成功を収めている。

一般の場合に適用できる量子平均

前説の (7)式はわかりやすい形をしているが、辻褄を合わせるためには条件確率について
の特別な仮定 p(d0; c0) = p(d0; c1)または p(d0; c0) = p(d1; c1)を必要とし、これはもちろん
一般の条件に適用しようとすると必ず無理が生じる。そこで (4)に立ち帰って、この右辺は
Qd0とQd1の比を与えているのだと解釈し直してみる。すなわち規格化定数N を導入して

Qd0 = N
(
p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 + 2

√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 α

)
,

Qd1 = N
(
p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 + 2

√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 β

)
, (9)

としてみる。確率の基本要請 1 ≥ Qd0 ≥ 0、1 ≥ Qd1 ≥ 0、そしてQd0 +Qd1 = 1をおくと、
前の二つからは前節同様にパラメータの範囲 1 ≥ α ≥ −1、1 ≥ β ≥ −1が定まり、三つ目か
らN が定まる。二つの円環パラメータ θ0 = arccosα、θ1 = arccosβを導入すると結果は

Qd0 =
p(d0; c0)Pc0 + p(d0; c1)Pc1 + 2

√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 cos θ0

1 + 2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 cos θ0 + 2

√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 cos θ1

,

Qd1 =
p(d1; c0)Pc0 + p(d1; c1)Pc1 + 2

√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 cos θ1

1 + 2
√
p(d0; c0)Pc0 p(d0; c1)Pc1 cos θ0 + 2

√
p(d1; c0)Pc0 p(d1; c1)Pc1 cos θ1

, (10)

となる。これの特殊な場合、すなわち
√
p(d0; c0)p(d0; c1) cos θ0 = −

√
p(d1; c0)p(d1; c1) cos θ1

が成立する場合に、(10)が (7)に帰着する事は一見してわかる。不定与件の下での決定の確
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率が相加平均と相乗平均の線形結合で与えられるとすると、必然的に二つの円環パラメータ
が必要であるという（結果を見れば当然な）結論になる。
一般の場合にも辻褄の合った結果を与える公式 (10)は、まだ例の数が少なく限定的なが

ら、実験結果の解析によって、その現象論的な有効性が確かめられている [3]。
この「一般化された量子平均」の式から、(8)の代わりにさらに緩い不等式(√

p(d0; c0)Pc0 +
√
p(d0; c1)Pc1

)2

1 −
√
p(d0; c0)Pc0p(d0; c1)Pc1 −

√
p(d1; c0)Pc0p(d1; c1)Pc1

≥ Qd0

≥

(√
p(d0; c0)Pc0 −

√
p(d0; c1)Pc1

)2

1 +
√
p(d0; c0)Pc0p(d0; c1)Pc1 +

√
p(d1; c0)Pc0p(d1; c1)Pc1

,(√
p(d1; c0)Pc0 +

√
p(d1; c1)Pc1

)2

1 −
√
p(d0; c0)Pc0p(d0; c1)Pc1 −

√
p(d1; c0)Pc0p(d1; c1)Pc1

≥ Qd1

≥

(√
p(d1; c0)Pc0 −

√
p(d1; c1)Pc1

)2

1 +
√
p(d0; c0)Pc0p(d0; c1)Pc1 +

√
p(d1; c0)Pc0p(d1; c1)Pc1

, (11)

が得られる。

量子平均の導出

ここまでの議論をみると、与件が不定な場合の被験者の決定を表す確率 (10)を a)相加平
均と相乗平均の線形和である、b)確率論として辻褄が合ってる、という条件だけをたよりに
推測によって導いただけのようにも見える。背後に神経回路のモデルがある訳ではない現状
は、結局のところそういう段階だと言わざるを得ない。しかしこれを、このように完全にア
ド・ホックにではなく、通常の確率論とは異なったヒルベルト・ベクトルによる確率記述で
与えられる、という単一の仮定だけから導く事も可能である。式 (10)、そしてその特殊な限
定版である式 (7)を「量子的」な表式と呼んだ理由も、それによって初めて明らかになる。
「なぜ意思決定の考察に量子論か？」という読者の疑問は当然で、有効な現象論的関係式

(10)が最初にそのように導かれたという経緯 [3]だけでは、もちろん答えになっていない。し
かし量子論的確率は、古典的確率論を拡張する数学のなかで、いまのところ有効性がはっき
り知られた唯一のものである。それは選択肢二つの二段階意思決定というここで扱われた問
題を、選択肢数や段階数を一般の場合に拡張するための健全な出発点を与える。さらにこの
ように作り上げられた枠組みは意思決定の心理学以外にも適用対象を見つけるかもしれない。
そして最後に贅言を弄すれば、人間の思考過程に決して量子論が関与して無いとする確たる
証拠の無い現状では、そのような魅力的な可能性を最初から排除する必要は無いであろう。
今被験者の決定の選択肢を次元２のヒルベルト空間のベクトルの二つの基底 |0〉と |1〉で

表してみる。さらに決定に先立つ与件も、これとは別の次元２のヒルベルト空間のベクトル
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の二つの基底 |0)と |1)で表されると考えてみよう。与件が与えられる前の被験者の状態は
次元２ x２の直積ヒルベルト空間のベクトルでつぎのように表される。

||Ψ)〉 = |0) |ψ(0) 〉 + |1) |ψ(1) 〉 , (12)

ここで決定を表すベクトルは

|ψ(0) 〉 = ψ
(0)
0 |0〉 + ψ

(0)
1 |1〉 ,

|ψ(1) 〉 = ψ
(1)
0 |0〉 + ψ

(1)
1 |1〉 , (13)

であって、このなかの４つの量 ψ
(k)
j 、(k = 0, 1および j = 0, 1)は複素数であって、与件

(ck)のもとでの決定 (dj)が行われる確率は p(dj; ck) = |ψ(k)
j |2で与えられる。それゆえ当然

k = 0, 1について ψ
(k)∗
0 ψ

(k)
0 + ψ

(k)∗
1 ψ

(k)
1 = 1 が要求される。

与件が (c0)、(c1)のどちらかに確定しない中間的確率的事象を

|K) = κ(0) |0) + κ(1) |1) , (14)

で表してみる。ここで κ(k) は条件 κ(0)∗κ(0) + κ(1)∗κ(1) = 1 を満たす複素数で、この絶対値
の二乗が与件 (ck)が起きる確率 Pck = |κ(k)|2 = (k|K) (K|k) だと考えるのである。中間的
な与件 |K)が与えられたという事態を、仮想的な観測者による観測行為の結果、任意の与件
状態 |φ) が状態 |K)に変化したものだと想定してみる。この過程は非ユニタリー射影演算子

Kφ =
1√

(φ|K)(K|φ)
|K)(K| , (15)

による射影操作 |φ) → Kφ |φ) で記述される。与件と決定の直積空間の状態 ||Ψ)〉 に対して
は、これを直積空間への射影に拡張したもの

K =
1√

〈(Ψ||K)(K||Ψ)〉
|K)(K| , (16)

を考える。この Kは与件の状態の部分的観測に相当し、状態を ||Ψ)〉 → ||Ψ′)〉 = K ||Ψ)〉と
変化させる。すなわち ∣∣∣∣Ψ′)〉 =

1√
〈(Ψ||K)(K||Ψ)〉

|K)(K||Ψ)〉 , (17)

であり、ここに登場する部分的行列要素 (K||Ψ)〉 は

(K||Ψ)〉 = 〈0|(K||Ψ)〉 |0〉 + 〈1|(K||Ψ)〉 |1〉
= (κ(0)∗ψ

(0)
0 + κ(1)∗ψ

(1)
0 ) |0〉 + (κ(0)∗ψ

(0)
1 + κ(1)∗ψ

(1)
1 ) |1〉 , (18)
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Quantum algorithm for EXPTIME problem and
Computational Complexity

S.Iriyama and M.Ohya
Depertment of Information Sciences, Tokyo University of Science

Abstract

We have studied a computational complexity of quantum algorithm
for several years. A mathematical model of quantum algorithm, which is
called a generalized quantum Turing machine(GQTM), is introduced by
Ohya et al., and we discussed the relationships of language classes de�ned
by it.

In this paper, we construct a quantum algorithm for the Pebble Game
problem, which belongs to the class EXPTIME(i.e., it requires an expo-
nential size of resources to solve), and discuss the computational complex-
ity of it.

1 Introduction

We have studied on quantum algorithm for several years. Ohya, and Volovich
discovered the quantum algorithm with the ampli�cation process which is de-
scribed chaos dynamics, and it is called the OMV quantum algorithm which
can solve NP complete problem in polynomial time[1, 2, 3, 4]. We applied
this algorithm to the other problems, for example, multiple alignment of amino
acid sequence, Hamilton closed path problem, and protein folding problem[4].
Therefore we found that OMV quantum algorithm is useful for many problems
in several �elds to search the objects which satisfy the given conditions.
In this paper, we review mathematical foundations of quantum algorithm.

A generalized quantum Turing machine is introduced by Ohya et al., and we
can discuss the computational complexity of quantum algorithm rigorously by
using it.
Then we show a quantum algorithm for EXPTIME problem, Pebble Game,

and discuss the computational complexity of it.
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2 Quantum Algorithm

A quantum algorithm is constructed by the following steps:

1. Prepare a Hilbert space

2. Construct an initial state

3. Construct unitary operators to solve the problem

4. Apply them for the initial state and obtain a result state

5. If necessary, amplify the probability of correct result

6. Measure an observable with the result state

In the �rst step, we de�ne the Hilbert space depending on the problem. Let

C2 be a Hilbert space spanned by j0i =
�
1
0

�
and j1i =

�
0
1

�
, a normalized

vector j i = � j0i + � j1i on this space is called a qubit. Since we can use a
superposition of j0i and j1i as an initial state vector, the quantum algorithm is
more e¤ective than classical one.
One can apply Hadamard transformation

H =
1p
2

�
1 1
1 �1

�
to create a superposition. For j0i and j1i, it works as

H j0i = 1p
2
j0i+ 1p

2
j1i

H j1i = 1p
2
j0i � 1p

2
j1i :

Hadamard transformation has a very important role in a quantum algorithm.
Here we introduce logical gates, which are NOT gate, C-NOT gate and

CC-NOT gate. We call these gates fundamental gates. We can also construct
AND and OR gate by considering the product of fundamental gates and some
imprementations. The NOT gate UNOT is de�ned on a Hilbert space C2 as

UNOT = j1i h0j+ j0i h1j :

2
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It works for an arbitrary qubit as

UNOT (� j0i+ � j1i) = � j1i+ � j0i

C-NOT UCN gate and CC-NOT UCCN are given on two and three qubit Hilbert
space as

UCN = j0i h0j 
 I + j1i h1j 
 UNOT
UCCN = j0i h0j 
 I 
 I + j1i h1j 
 j0i h0j 
 I + j1i h1j 
 j1i h1j 
 UNOT ;

respectively. The unitary operator to solve the problem is constructed by these
fundamental gates. Let Q be a set of states including an initial state q0 and a
set of �nal states fqF g and � a set of alphabets including a blank symbol #.
We denote a set of all in�nite sequences of alphabets in � as

�� = �� �� � � � = �1:

Let A 2 �� be a sequence of alphabets representing the tape state. Each
tape alphabet has a unique index. We write the k-th tape alphabet ak as A (k).
GQTM
The GQTM Mgq is de�ned by the quadruplet (Q;�;H;��), where �� is a

quantum transition function from C = Q���Z to C. Q and � are represented
by a density operator on Hilbert spaces HQ and H�, which are spanned by
canonical basis fjqi ; q 2 Qg and fjai ; a 2 �g ; respectively. A tape con�guration
A is a sequence of elements of � represented by a density operator on the Hilbert
space H� spanned by a canonical basis fjAi ;A 2 ��g. A position of tape head
is represented by a density operator on the Hilbert space HZ spanned by a
canonical basis fjii ; i 2 Zg. Then a con�guration of GQTM Mgq is described
by a density operator � in H � HQ 
 H� 
 HZ . Let S (H) be the set of all
density operators in the Hilbert space H.
Here, we de�ne the transition function

�1 : R�Q� ��Q� ��Q� �� f0;�1g �Q� �� f0;�1g ! C:

A quantum transition function is given by a quantum channel

��1 : S (H)! S (H) ;

satisfying the following condition.

3
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De�nition 1 ��1 is called a quantum transition channel if there exists a tran-
sition function �1 such that for any quantum con�guration � =

P
k

�k j ki h kj,

j ki =
P
l

�k;l jqk;l; Ak;l; ik;li,
P
k

�k = 1;8�k � 0,
P
l

j�k;lj2 = 1;8�k;l 2 C it

holds

��1 (�) �
X

k;l;m;n;p;b;d;p0;b0;d0

�1 (�k; qk;l; Ak;l (ik;l) ; qm;n; Am;n (im;n) ; p; b; d; p
0; b0; d0)

� jp;B; ik;l + di hp0; B0; im;n + d0j

B (j) =

�
b j = ik;l

Ak;l (j) otherwise

B0 (j) =

�
b0 j = im;n

Am;n (j) otherwise

so that the RHS is a state.

We de�ned a LQTM(Linear Quantum Turing Machine) and unitary QTM
(UQTM), see [10, 11]. Moreover, we can de�ne a classical Turing machine as
follows.

De�nition 2 We call M = (Q;�;H;��) a classical Turing machine(CTM) i¤
��c is well de�ned on a subset S of state space S such that

S =

(
�; � 2 S; � = j i h j ; j i =

X
k

�k jqk; Ak; iki ;
X
l

j�kj2 = 1;8�k 2 C
)

and �c satis�es the Turing machine conditions as follows.

� � ((q; a; i) ; (p; b; i+ d)) = 0 if jdj > 1 for all q; p; a; b; i.

�
X
p;b;d

� ((q; a; i) ; (p; b; i+ d)) = 1

2.1 Computation Process of GQTM

Let M = (Q;�;H;��) and �0 = j 0i h 0j where j 0i = jq0; A; 0i, we call this
state an initial state and A an input ofM . The computation of GQTM proceeds,

4
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applying �� to �0, till the processor state becomes qf 2 fqF g, then it halts. This
process is described by the products of �� as�� � � � � � �� (�0) = �f
LetSf (H) = f�j� � S (HQ) 2 fqfgg be the set of �nal con�gurations, where

� means the restriction of a state on S (HQ). � is called a �nal state if � is in
the form

� =
X
k

�k�k +
X
l

�l�lX
k

�k +
X
l

�l = 1; 8�k; �l � 0

where �l 2 Sf (H). We call p =
P
l

�l the halting probability.

3 Language Classes

There exist several classical language classes de�ned by a deterministic Turing
machine.

De�nition 3 Let M be a deterministic Turing machine such that halts for all
input. For a length n of input, let f (n) be a maximum length of tape cell of M .
We de�ne a space complexity of M as f .

De�nition 4 PSPACE is the language class which is recognized by a determin-
istic Turing machine in a polynomial space.

De�nition 5 NPSPACE is the language class which is recognized by a non-
deterministic Turing machine in a polynomial space.

De�nition 6 EXPTIME is the language class which is recognized by a deter-
ministic Turing machine in an exponential time.

The following relation is known:

P � NP � PSPACE = NPSPACE � EXPTIME

4 Pebble Game

Pebble Game is the two players game using a play board and stones(pebbles).
Players move one stone at a time along a given rule alternatively. A player wins
when he moves a stone to the winning position on the board given by the rule,

5
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or he loses when he cannot move any stones. We want to know whether there
exist strategies such that a �rst mover can win every time. The computational
complexity of this problem belongs to EXPTIME. Then we propose a quantum
algorithm for the game.

4.1 Representation of a Game

Let I be a set of players, M a set of moves(or strategies) available to those
players, and P a set of payments for each combination of moves. A game G
is given a triplet (I;M;P). The set of moves is given by a rule of the game.
Players choice their move in their turn alternatively, so then these choices are
described by a sequence of moves. We denote this by a position pi where a
player i 2 I has the move. A set of ordered pair (pi; pj) where pi and pj are
positions such that pi ! pj is a feasible move implies the rule of the game.
The game is �nished when there does not exist any moves in someone�s turn.

When the game is �nished, the payments are given to each players by a function
of the position. In this study we assume that the game must be �nished so that
the length of position is �nite.
We say a player A wins if the payments of A is greater than a player B.

Then we consider the following problem:

Problem 7 Does there exist a way such that a player A wins independently of
how a player B plays?

To answer this, a winning position of A was introduced by König.as a set of
positions where A wins in �nite moves in spite of moves of B.
A set of winning positions of A is constructed inductively from a set of

positions where A wins by only one move. Let p is a winning position, q is also
a winning position if there exists a move rA of A such that for all moves rB of
B, it holds

qrArB = p

Therefore, the Problem7 is equivalent as the following:

Problem 8 Determine whether an initial position of the game is in a winning
position of A?

4.2 Pebble Game

Let n be a positive �nite integer denoted by a size of Pebble Game. n-Pebble
Game is given by a triplet GPebble = (I;M;P) where I = fA;Bg, M =

6
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n
r = (r1; r2; r3) 2 f1; : : : ; ng3 ; r is an available move

o
and P =

�
f :Mk ! f0; 1g

	
.

M is a set of available moves depending on a situation of the board and positions
of stones.
The rule of Pebble Game is the following:

� Prepare n lattices denoted by a board and put m (< n) stones on nodes.
Each nodes has a unique number i = 1; : : : n.

� Players move one of stones alternatively if the stone so chosen can jump
the neighbor stone.

� If a player puts a stone on the node n, he wins. If a player can not move
any stones, he loses.

Let x = (x1; x2; : : : ; xn) be a vector of Boolean variables denoted by a situ-
ation of board, where xi has one to one correspondence with a node i:

xi =

�
0 no stone on a node i
1 node i has a stone

We prepare m stones on the board xS arbitrary and call it an initial situation.
And we call a �nished situation xf if there are no available moves.
A move ri (i 2 fA;Bg) for a player i is represented by (r1; r2; r3) 2 f1; : : : ; ng3

where r1 indicates a position of stone, r2 the neighbor and r3 a position of des-
tination. If there is a stone on r1 and r2 and there is not a stone on r3, the
move ri = (r1; r2; r3) is available.
After one move, the situation of board is changed by

xi =

�
�xi i = r1 or i = r3
xi otherwise

we denote ri (x) by a situation of board after a move ri.
If there is no moves available or he can move a stone to the node n, the game

is �nished. Then we have a sequence of moves of each players. For a sequence
of moves pi (i 2 fA;Bg) =

�
r1A; r

2
B ; : : : ; r

k
i

�
a payment for a player A is given by

a function fA 2 P:
fA (pi) =

�
0 i = B
1 i = A

and for a player B is by

fB 2 P : fB (pi) =
�
0 i = A
1 i = B

7

Soryushiron Kenkyu



The Pebble Game problem belongs to EXPTIME if m is not �xed[8]. We
check whether an initial situation is a winning position of A for all number m
of stones.

Problem 9 For all �nished situations xf determine whether there exists k such
that

9rkA8rk�1B � � � 9r3A8r2B9r1A (xS) = xf

where xS is an initial situation.

4.3 Computational Complexity of a Classical Algorithm
for Pebble Game

In this study, we assume the following Oracle MO:

MO : fx;x is a situationg ! N [ f0g

For a �nished situation xf , MO outputs the time of it immediately, just one
step. If a situation x is not a �nal situation, MO outputs 0. Then a classical
algorithm solving the problem is the following.

Step1 For all situations, we run the following steps.

Step2 Calculate time k (x) for a situation x

Step3 If x is a �nal situation, construct a set Wi (i = 1; 2; : : : ; k (x))of winning
situations:

Wi = fy;9r0A;8rB ;9rA; r0ArBrAy 2Wi�1g

where W0 = fxg

Step4 Check whether xS belongs to Wk(x). If no, go back to Step2.

The number of all situations 2n. The upper bound of number of available
moves is 4n:Therefore the computational complexity of a classical algorithm
TC (n) is

TC (n) � (4n)3 � 2n � exp (n)

Even if we assume the Oracle, this problem belongs to EXPTIME.
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5 Quantum Algorithm for Pebble Game

As we assume the Oracle MO, we use a quantum Oracle UMO
which works as

same asMO. Here, we construct the following quantum algorithm for Problem3:

Step1 Create a superposition of all situations.

Step2 For the superposition, apply Oracle UMO
.

Step3 We construct Wi (i = 1; 2; : : : k (xf )) for the superposition.

Step4 If xS 2Wk(x), make the �nal qubit j1i.

All situations are represented by a binary form, so then we can create a
superposition of them using Hadamard transformation. Step3 is achieved by a
product of unitary gates. In Step4, AND operation is constructed by unitary
gates[9].
If �nal qubit of superposition is j1i, there exists a way of winning. Using the

chaos ampli�er, we obtain the result.

6 Computational Complexity

Here, we de�ne the computational complexity of the quantum algorithm as the
total number of fundamental gates. Step1 is constructed by n Hadamard gates.
Step2 contains only 1 Oracle. Step3 has the same complexity as the classical
one. And Step4 requires n gates for taking AND calculation. The upper bound
of
��Wk(x)

�� is �nm� where m is the number of pebbles.
Therefore, computational complexity TQ (n) of quantum algorithm of Pebble

Game is given by

TQ (n) �
�
n+ 1 + (4n)

3
+

�
n

m

��
�
�
5

4
(n� 1)

�
� poly (n)

7 Conclusion

The computational complexity TC (n) of a classical algorithm for n-Pebble Game
with Oracle is

TC (n) � (4n)3 � 2n � exp (n)
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This is a exponential time of input size n. We constructed a quantum algo-
rithm for this, the computational complexity TQ (n) is

TQ (n) �
�
n+ 1 + (4n)

3
+

�
n

m

��
�
�
5

4
(n� 1)

�
� poly (n)

Using this quantum algorithm, we discuss the computational complexity of
quantum algorithm of Protein Folding problem in the sequel paper.
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Abstract

We study a class of discrete time quantum walks with inhomogeneous coins
defined in [Y. Shikano and H. Katsura, Phys. Rev. E 83, 031122 (2010)]. We also
discuss the localization or delocalization of the discrete time quantum walk by the
eigenvalue spectrum.

1 Introduction

Let us recapitulate the discrete time random walk in classical probability theory. First,
we prepare the particle, which is located at the origin at the beginning, and the coin.
We then repeat the following procedure 𝑡 times:

1. Coin flip which has two possible outcomes (head or tail) with the same probability.

2. Shift to the left or right according to the outcome.

At the final step (𝑡), we calculate the probability distribution Pr(𝑛; 𝑡) at the position 𝑛.
In a manner analogous to the discrete time random walk, we define the discrete time

quantum walk (DTQW) [1]. First, we prepare the quantum particle, which is located at
the origin at the beginning and is labeled by the position state as ∣0⟩, and the quantum
coin with the orthogonal basis; ∣𝐿⟩ = (1, 0)T, ∣𝑅⟩ = (0, 1)T, where T is the transposition.
We repeat the following procedure 𝑡 times:

1. Quantum coin flip: This operator is generally defined as

𝐶𝑡 =
∑
𝑛

[(𝑎𝑛,𝑡∣𝑛, 𝐿⟩+ 𝑐𝑛,𝑡∣𝑛,𝑅⟩)⟨𝑛, 𝐿∣

+(𝑑𝑛,𝑡∣𝑛,𝑅⟩+ 𝑏𝑛,𝑡∣𝑛, 𝐿⟩)⟨𝑛,𝑅∣]
=
∑
𝑛

[
∣𝑛⟩⟨𝑛∣ ⊗

(
𝑎𝑛,𝑡 𝑏𝑛,𝑡
𝑐𝑛,𝑡 𝑑𝑛,𝑡

)]
=:
∑
𝑛

[
∣𝑛⟩⟨𝑛∣ ⊗ 𝐶𝑛,𝑡

]
, (1)

where 𝐶𝑛,𝑡(∈ 𝑈(2)) stands for the coin operator at the position 𝑛 and time 𝑡.

1This proceeding is for the talk at YITP Research Meeting “Duality and Scale in Quantum-Theoretical
Sciences” held at YITP, Kyoto university and is based on the work [2].

2e-mail: shikano@th.phys.titech.ac.jp
3email: hosho.katsura@gakushuin.ac.jp
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2. Shift according to the outcome (head or tail): This operator is defined as

𝑊 =
∑
𝑛

(∣𝑛− 1, 𝐿⟩⟨𝑛, 𝐿∣+ ∣𝑛+ 1, 𝑅⟩⟨𝑛,𝑅∣) . (2)

It should be noted that these operators are unitary processes. The one-step time evolution
of the quantum walk at the step 𝑡 is defined by 𝑈𝑡 = 𝑊𝐶𝑡.

2 Main Theorems

In the following, we assume the spatially inhomogeneous coins as

𝐶𝑡 = 𝐶 :=
∑
𝑛

[(cos(2𝜋𝛼𝑛)∣𝑛, 𝐿⟩+ sin(2𝜋𝛼𝑛)∣𝑛,𝑅⟩)⟨𝑛, 𝐿∣

+(cos(2𝜋𝛼𝑛)∣𝑛,𝑅⟩ − sin(2𝜋𝛼𝑛)∣𝑛, 𝐿⟩)⟨𝑛,𝑅∣]
=
∑
𝑛

[
∣𝑛⟩⟨𝑛∣ ⊗

(
cos(2𝜋𝛼𝑛) − sin(2𝜋𝛼𝑛)
sin(2𝜋𝛼𝑛) cos(2𝜋𝛼𝑛)

)]
, (3)

where 𝛼 is a real number (𝛼 ∈ ℝ) and corresponds to the inverse period of the coin
operations.

The limit distribution for the DTQW with the inhomogeneous coin has been obtained:

Theorem 1 (Ref. [2]). For any irrational 𝛼 ∈ ℝ ∖ℚ and any rational 𝛼 = 𝑃
4𝑄
∈ ℚ where

𝑃 and 𝑄 are relatively prime, the limit distribution of the inhomogeneous QW divided by
any power of the time variable is localized at the origin:

𝑋𝑡

𝑡𝜃
⇒ 𝐼 (𝑡→∞), (4)

where 𝑋𝑡 is the random variable for the position at the 𝑡 step, 𝜃 (> 0) is an arbitrary
parameter, and “⇒” means convergence in distribution. Here, the limit distribution 𝐼
has the probability density function 𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥) (𝑥 ∈ ℝ), where 𝛿(⋅) is the Dirac delta
function. Note that, the limit distribution 𝐼 is independent of the parameter 𝜃.

This means that the DTQW with the inhomogeneous coin in almost all cases of the
inverse period of the coin operators is localized since the irrational numbers are dense in
the real numbers.

3 Localization/Delocalization of Discrete Time Quan-

tum Walk and Eigenvalue Spectrum

In this section, we discuss a criterion for the localization or delocalization from the view-
point of the eigenvalue spectrum of the one-step operator 𝑊𝐶. Analogous to the [In
analogy with the?] discussion on the discrete Schrödinger equation, which is called the
Ruelle-Amrein-Geogerscu-Enss(RAGE) theorem [3], we obtain the following theorem:

2

Soryushiron Kenkyu



Figure 1: The self-similar and fractal structure in the DTQW with the inhomogeneous
coin. Arguments of the eigenvalues of 𝐶𝑊 (vertical axis) are plotted as a function of the
parameter 𝛼 = 𝑃

4𝑄
(horizontal axis) with 𝑄 ≤ 40. Note that, 𝑃 and 𝑄 must be relatively

prime.

Theorem 2. The distribution of the DTQW is not localized if the quantum walk operator
𝑊𝐶 has only continuous spectra and does not have embedded eigenvalues.

This has been proved as a corollary in Ref. [4]. It is noted that the necessary and
sufficient condition on the localization of the DTQW remains the open problem.

To study the eigenvalue spectrum of the DTQW with the inhomogeneous coin, we
numerically plot the eigenvalue spectrum in the case of the rational numbers in Fig. 1.
There holds the following theorem, which reflects the symmetries of the spectra in Fig. 1.

Theorem 3 (Refs. [2,5]). For the eigenvalues of the one-step evolution operator 𝑊𝐶, the
following properties hold:

(P1) All the eigenvalues at 𝛼 are identical to those at 1− 𝛼.
(P2) For every eigenvalue 𝜆, there is an eigenvalue 𝜆∗.

(P3) For every eigenvalue 𝜆, there is an eigenvalue −𝜆.
(P4) All the eigenvalues are simple, i.e., nondegenerate.

(P5) There are four eigenvalues 𝜆 = ±1,±𝑖 for any 𝛼 = 𝑃
4𝑄
∈ ℚ.

(P6) Every eigenvalue 𝜆 at 𝛼 = 𝑃
4𝑄
∈ ℚ corresponds to an eigenvalue 𝑖𝜆 at 𝛼 + 1/2.

These properties are also used in Ref. [6].
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4 Summary

We have introduced a class of the DTQWs with the spatially inhomogeneous coins. In
almost all cases where the inverse period of the coins is irrational (or 𝛼 = 𝑃

4𝑄
∈ ℚ), the

wavefunction is localized. On the other hand, when 𝛼 is rational and cannot be written
as 𝛼 = 𝑃

4𝑄
, the limit distribution still remains an open problem.
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Algebra and analysis on ternary systems 
 

 

堀口 俊、鈴木 理(日大文理)  

前 祐行、郡山裕美、濃野聖晴(福岡教育大) 
 
 
 
（概要） 

この世界には３つの要素を与えると別の要素がひとつ定まる現象が多く見られる。例えば、音楽

に見られる和音、素粒子論に見られるクオークによるバリオンの構成、ＲＮＡによる蛋白質の生

成はその代表的な例である。本研究においては３つの要素からなる系(これを Ternary system

とよぶ)を導入してその研究法を議論する。次の事柄を考えることが主要な目的である。（１）こ

れに付随する代数(これをTernary algebraとよぶ)を考えてその表現論を構成する。（２）Ternary 

Dirac 作用素を導入してこのクリフォード解析を与える。（３）上記の現象、例えばクオーク閉

じ込めの数理理論を構成する。 

 

１.研究の動機 

まず、Ternary structure を考察する動機について述べる。 

我々の身の回りには３つの要素に対してひとつの新たな要素を定めることにより成り

立つ現象が多く見られる。これを Ternary phenomena と言うことにする。ここでとりあ

げる現象を幾つか述べる。左より、和音、蛋白質の生成(コドン表)、クオークによるバ

リオンの生成である。これらの背後にある数理理論の構成をめざす。 

             

(Ternary number puzzle) 

これらの現象を見ると(1) 和音は 7の倍数個ある。（２）メッセンジャーRNA は 64種類

からなっており、生成される蛋白質の種類は 20である。（３）クオークは３世代から構

成されており、各世代は３種類のクオークからなっている。 

(問題 Ｉ)ここに現れる数のパズルはどのように説明されるか？ 
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(Binary structure と Ternary structure の共存) 

下図に素粒子論に見られる粒子と反粒子との双対性、ＤＮＡに見られる相補性を示した。 

   
このように Binary structure と Ternary structure は共存している。そこで次の問題

を提出することが出来る。 

(問題 II)Binary structure と Ternary structure の共存する数理モデルを構成してク

オーク・モデルあるいはＤＮＡ－ＲＮＡモデルを構成せよ。 

 

2.研究の方針 

どのように研究を進めたらよいかよいのだろうか？また、現在 Ternary structureにつ

いてどのような研究がなされているのだろうか？先行研究は Prof.Kerner によるゲー

ジ理論があるのみであるといって過言ではない([1],[2])。そこでは離散群の対称性が

中心になっており、連続群は取り扱われていない。従って考察にあたり、Ternary 

structure の基礎から構成しなくてはならない。ここでは Ternary system を導入し、

このシステムを基本として数理理論の構築を行い、ゲージ理論にすすむ。最後に Ternary 

Clifford algebraを導入しそのクリフォード解析を構築する([3])。これをもとにクオ

ーク閉じ込め理論の構成に挑む第一歩を目指す。 

 

3.Ternary system 

ここでは Ternary system を導入して基本事項をのべる。次節では特別なクラスをとり

扱い composition algebra への応用を考える。 

(Ternary system の定義) 

まず、Ternary system を定義する。ここでは数列{1,2,..,M}を与えこれから３つの元

をとり、これらの元の作る順序集合を ternary element と言い、これらの集合を Ternary 

system ということにする。最も大きな Ternary system を Full ternary system とよ

ぶことにする。 

(Algebraic ternary system) 

Binary algebraが定める Ternary system について述べる。これは最も小さい Ternary 

systemと思われる。詳しくは次ぎの通である。     の生成する実線形空間を                                                

と      とし積構造が定義されているとする。        となるときこの

代数を mononic algebraという。この代数に対して         とおいて

Ternary systemが定義される。これを代数の定める Ternary system という。 

neee ,..., 21  
],...,[ 21 neeeR  

),..,2,1,( njieee kji 
 
),..,2,1,}(,{ njieee kji 
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(Ternary system の分類) 

現在 Ternary system についての分類は行なわれていないといっても過言ではない。現

実に現れる ternary 現象の記述を目指してその方向を模索する。ここでは形式的な分類

を行なうことにとどめる。 

 

(1)Degenerate system と Non-degenerate system:要素 {i,j,k}の各元 i,j,k がすべて

異なるときこの systemを non-degenerate といい、そうでないとき、つまりすくなくと

も二つの元が等しくなる要素が可能となるとき Degenerate system という。次の節では

Non-degenerate systemをとりあつかう。Degenerate system の例は多く存在している: 

例 1(Full ternary)Full ternary system は degenerate systemである。 

例 2(Full matrix ternary)  

 

 

(2)Exclusive system と Non-exclusive system: 要素{i,j,k}のうち二つの文字を与え

ると残りの文字が唯一つ存在するとき、この system を Exclusive systemといい、そう

でないとき Non-exclusive system という。幾つか例を述べる 

例 1(Algebraic ternary system)代数から生成される Ternary system は Exclusive 

system である。 

例 2(Generation of m-RNA)DNAから m-RNA が作られる仕方は Exclusive system を生

成することがわかる。A,T,G,C の作る DNA の相補列はプロモーターにより拡げられ

ここに相補元を作ることにより m-RNA が作られる。これは我々の言葉でいうと

{i,i*}に対して{i,i*,i*}を対応させると言う事ができる。ここで i*は i の相補元

である。 

          

(Binary-Teranry coexistence system) 

序文で述べたように Binary structure と Ternary structure が共存する system を

Binary-ternary coexistence system あるいは単に Coexistence systemという。そこ

で次の問題を考えることが出来る： 

(問題 III)すべての Ternary system は Coexistence system に拡大することが可能か？ 
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4.Complete system と perfect system 

ここでは Binary structure に密接に関係する system に限って研究する。ここでは次の

systemに限定して考えることにする。（１）{i,j,k}をその要素とするとき、i,j,k はす

べて異なるものとする。（２）また i,j,k の並べ替えも同一の要素とする。つまり

order-free とする。（３）i と j を与えたとき element {i,j,k}は順序に制限を与えた

ときただひとつであるとする。例えば{1,2,…,6}について{1,2,3}を採用すると

{1,2,4},{1,2,5}…は許されない。さらに(4)すべての元 kに対して{i,j}で{i,j,k}を構

成するもの(一つとは限らない)が存在する。この条件を満たす Ternary system を

Complete ternary system という。（４）を次の条件(４)’どのｋについても同数個の

Ternary element を構成する、に置きかえたものを Perfect ternary system という。

次の定理が成り立つことが予想される。証明も極めて簡単かと思われる。 

 

定理 (1)Ｍが奇数なら Complete ternary system が存在する。(2)M が２の冪から１を

減じた数であるとき、Perfect ternary systemとなる。 

 

 

尐し例を見るとこれが Quternion,あるいは Octonion、

Sederionと言ったある代数の系列を記述することがみて

とれる。実際、M=3 では{1,2,3}であり、M=7 では

{1,2,3},{1,4,5}…であり次のダイアグラムで記述される

ことが分かる。これは ternary elementの構成規則{i,j,k}

を代数演算に読み替えると Octonion の積表を記述するこ

とに他ならない。これより次の二つの重要な事実を見出す

ことになる： 

 

(1)すべての Perfect ternary system にクリフォード型の代数が表現できる。 

(2) 従って時空間の記述がこの system で可能となる([3])。 

 

これはあとで Ternary analysis を用いて場の理論を展開するときに重要となる。そこ

で次のことがらを問題にすることが出来る： 

(問題 IV)すべての Perfect ternary system はクリフォード型の代数の表現空間となる

か？ これを用いて composition algebra は４種類しかないことが証明できないか？ 

 

5.Cubic の基礎 

ここでは ternary element     を matrix あるいは cubic 上に実現することを考

える。ここでは３次の行列あるいは３次の cubic のみを考える： 

 

注意 Mが偶数のとき Exclusive system は Defect systemになる。 

 

},,{ kji   
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                              Matrix 表示 

},,{ kji   

 

 

Cubic 表示 

 

 

(Cubic の座標表示) 

ここでは ternary element の cubic 実現を考える。多くの例を見るとどうやら cubic

に現れる typeは次の２種類となるらしい。これらをまとめて cubic 表現という。 

   

    

     

           Diagonal type              Anti-diagonal type 

cubicの表示について基本的な事項を述べる。３次の cubic は２７個のセルからなる。 

以下セルのタイプと座標系を考える： 

 

(1) Cell の type 

 ●  

 ●        

   

 

 

one color          two colors     three colors         six colors 

(2)Coordinate 

                                    
 

このとき cubicの座標   を下の様におく。一般の full ternary system もより多く

のマス目を持った cubicに表すことが出来るかを問題にすることも出来る。 
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6. Associaitve cubic algebra(Basic cubic algebra)  

ここではひとまず Kerner に従って Ternary algebra の概念を導入する([1])。この代数

については定義があたえられているだけで実質的には未開発の分野と言える。 

(Ternary algebra の導入) 

線形空間 Aで積構造 AAAAm : を持つものを Ternary algebraと呼ぶ。次の条件

をおいて考えることは自然である。次の問題を考察する： 

(問題 V)          とおいて代数を決定せよ。ここで決定するとは標準的な

積を定め一般な積がどのようにしてそこに帰着するかその処方箋を記述することと理

解する。 

Binary product により積が定義されている、すなわち ZYXZYXm ),,(  となるとき

Ternary algebra が pure であるとは ),( AYXAYX  となることとする。以下 pure な

代数のみを考えることにする。 以上で得られた ternary algebraを ternary system 上

に実現する表現論を構成する。これに基づき ternary system を分類することは興味あ

る問題である。行列代数は         とおいて結合条件を満たすものとして得

られる。これに対応するものを見つけることが課題である。現在その候補者は絞りきれ

ていない。Prof. Kerner は次の積を標準的な積(Standard product)と呼ぶことを提案

している：             

 

 

ここで                          である。行列代数に対

応するものとして Cubic algebra,つまり cubicに実現できる代数を見出すことを考え

る。ここでは associative cubic algebra のみを取り扱う。 

(Cubic algebra の導入) 

Cubic typeの元から生成される次の結合代数を考える： 
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左図の交換関係を満たす。     の生成する subalgebra を
3K と書く。これより

Ternary algebra を導入することが出来る。      の生成する線形空間を *3K と

すると、 

 

 

 

従って *3K *3K *3K であり、 *3K *3K ** 33 KK  となることに注意する。これは *3K は

Ternary algebra が pure ternary algebra であることを示している。この代数は上記の

cubic表現で表すことが可能である。 

                                        

 

 

 

 

 

 

ただし、このときひとつのセルの表面の座標は３面とも異なっていることに注意する。 

   

7.Coexistence system の構成  

序で述べたように多くの Ternary system においても Binary structure と Ternary 

structure とが共存していることを見た。ここではこのモデル構成を行なう。まず、

Binary structure に実現される Ternary structure が存在することに注目する。次の

定義をおく： 

定義 Binary structure K̂ が Ternary sub algebraをもつとは次の分解
*ˆ KKK  を

もつ時である： 

(1) 
*, KK は線形部分空間である。 (2)
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従って *3K *3K *3K であり、 *3K *3K ** 33 KK  であり Pure ternary algebra

であることに注意する。 K̂ を Ternary algebra *3K の Binary extension と呼び、 *3K

を K̂ の Ternary sub algebra と呼ぶことにする。 

 

このような例は極めて多い。 

例 1(Full matrix algebra) Full matrix algebra )2( nM はこの例となっている。実際

],,[ 213 eeRK  ],,[* 433 eeRK  とおくと上の条件を満たしている。 

例 2(Quternion, Octonion) 

                                   

例 3(Associative cubic algebras)我々の構成した associative cubic algebra は

standard productの条件を満たしていない。しかし、non-associative algebra はこの

積の条件を満たす？これらの例から次の問題が提出される： 

(問題 VI) すべての Ternary algebra は Binary algebra に拡張されるか？ 

 

８.Ternary analysis の構成   

Ternary analysis を構成する。Prof.Kernerにより導入された Ternary Dirac algebra

を従来の Binary Dirac algebra と共存させることにより Ternary analysis を構成して

いる([2])。最後に次の事柄をより扱う。これは素粒子物理学の最終目標の一つでもあ

る。 

(問題 VII)Ternary system 上に場の理論を構成してクオーク閉じ込め理論を構成する

ことが出来るか？ 

(Binary analysis の構成)  

場の量子論においては電子を記述するディラックの方程式 D及び相対論から導かれる

クライン・ゴルドンの方程式は基本的な方程式である： 
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ここで )4,3,2,1( ii はディラックの行列であり、次の交換関係をみたす： 

 

 

ディラックの方程式はクライン・ゴルドン方程式の平方をとるという考えから導かれる

ことがわかる。つまり *DD 1が成り立つ。これはこの世界の binary な構造を明確に

あらわしている。 

(Ternary analysisの構成)  

次にProf. Kernerに従って ternary Dirac algebra を導入してクオークの場の方程式、

Ternary Klien-Godon方程式を導入する。 

)3,2,1,,(3  kjiQQQQQQQQQ kjiijkikjkji   

に対して Ternary Dirac equation及び Ternary Klein-Gordon equation を次のように

定める: 

 

 

（Binary analysis と Ternary analysis） 

Binary analysis と Ternary analysis との関係を考える。波動が外部に拡散されない

という条件から閉じ込め条件を模索する。上記の方程式は次の行列式の量子化として与

えられることに注意する: 

 

 

 

 

 

 

上式右辺の２次形式の標準形に注意する 

 

補題                   を直交変換により標準形とすると                  

       と出来る 

 

従ってフーリエ変換するとこれは２次元のラプラス作用素であり、対応する Klein 

-Gordon方程式は波動方程式になる。このことは Binary analysis と Ternary analysis

がどのように結びつくかをどのように考察すべきであるかを教えているものと想像さ

れる。これらの詳しい結果は今後の研究課題である。最後にこの研究の道しるべとなる

Binary analysisと Ternary analysis との対応を示す表を掲げておく。 
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Enhancedbinding for the generalized
semi-relativistic quantum field model.

Toshimitsu TAKAESU
(Kyushu University)

1 Introduction

In this article, a system of semi-relativistic particles interacting with a massive
Bose field is analyzed. The dynamics of the semi-relativistic particles is deter-
mined by the free relativistic Schrödinger operator. We consider the total Hamil-
tonian with a generalized interaction. By imposing generalized ultraviolet cutoff
conditions on the Bose field, it is seen that the total Hamiltonian of the system is
a self-adjoint operator on a Hilbert space. We are interested in spectral properties
of the total Hamiltonian.

In the last decade, the spectral analysis for the quantum particles system interact-
ing with Bose fields has been successfully analyzed. In [6], the detailed survey on
the recent progress in this subject is given. The main problems of spectral analysis
for quantum field models can be classified into (i) ground states, (ii) resonances,
(iii) scattering theory, (iv) non-relativistic limits, scaling limits, and so on. In this
article, we are mainly interested in analysis of the phenomena, calledenhanced
binding, which is related to the ground states problems. For a self-adjoint operator
X with bounded from below, it is said thatX has the ground state if the bottom
of the spectrum ofX is the eigenvalue ofX. For quantum field system, it is said
that there is the enhanced binding if the total Hamiltonian has the ground state
even if the free Hamiltonian does not have the ground state. In this article, it is
proven that under some assumptions including a binding condition, there is the
enhanced binding in the interacting system. Historically, analysis of the enhanced
binding for the quantum field model is initiated by Hiroshima-Spohn [7]. They
analyze the non-relativistic QED model, and this model has also been analyzed
in [2, 3, 4, 5]. Arai-Kawano [1] analyze the enhanced binding for the generalized
quantum field model, and Hiroshima-Sasaki [8] investigate the Nelson model. Re-
cently, the absence of the enhanced binding of the non-relativistic QED model has
been investigated in [9].

1
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2 Main Result

Let us define the state space and the total Hamiltonian for the semi-relativistic
particles system interacting with a massive Bose field. The state space is given by
H = L2(RdN

x )⊗Fb(L2(Rd
k)) whereFb(K) denotes the boson Fock space over the

Hilbert spaceK. We use a natural identificationH ' ∫⊕
RdN Fb(L2(Rd

k))dx1 · · ·dxN

where
∫⊕

X dµ denotes the fibre direct integral with base space(X,dµ). The total
Hamiltonian is given by

H(κ) = Hp⊗ I + I ⊗Hb + κ HI.

HereHp =
N
∑
j=1

(√−4 j +M2 − M
)

is the relativistic Schr̈odinger operator with

the rest massM > 0 andHb = dΓb(ω) is the second quantization ofω ∈C(Rd)
satisfying infω(k) > 0. To assume the condition infω(k) > 0 is called the massive

condition. The interactionHI is defined byHI =
N
∑
j=1

∫⊕
RdN φ(ux j )dx1 · · ·dxN where

φ(ξ ) = 1√
2
(a(ξ )+a∗(ξ )) denotes the field operator forξ ∈ L2(Rd

k), andux is a

multiplication operator onL2(Rd
x) satisfying the following condition :

(A.1) (Generalizedultraviolet-cutoff condition)

sup
x∈Rd

∫

Rd
|ux(k)|2dk < ∞.

Let us setH0 = Hp⊗ I + I ⊗Hb. Under the condition(A.1), the interactionHI

is relatively bounded toI ⊗H1/2
b . Then,HI is relatively bounded toH0 with in-

finitely small bond. Hence, from the Kato-Rellich theorem,H(κ) is self-adjoint
on D(H0) = D(Hp⊗ I)∩D(I ⊗Hb) and essentially self-adjoint on any core of
H0.

Our main interest is the ground state of the total HamiltonianH(κ). Here let us
prepare for some notations. For an operatorX, σ(X) denotes the spectrum of
X and setE0(X) = inf σ(X). σp(X) andσess(X) denote the point spectrum and
essential spectrum ofX, respectively. It is noted that, the ground state ofH0 does
not exist, i.e.E0(H0) /∈ σp(H0), since any external potentials are not turned onHp.

2

Soryushiron Kenkyu



To derive an potential of the particles from the interaction between the particles
and the field, let us use the unitary transformation, calleddressing transformation
defined by

U(κ) = exp

(
iκ

N

∑
j=1

∫ ⊕

Rd
π(

ux j

ω
)dx1 · · ·dxN

)
,

whereπ(ξ ) = i√
2
(−a(ξ )+a∗(ξ )) is the conjugate operator forξ ∈ L2(Rd

k). We
introduce the following condition.

(A.2) sup
x∈Rd

∫
Rd |∇ux(k)|2dk < ∞ , sup

x∈Rd

∫
Rd |4ux(k)|2dk < ∞ ,

(∇ fx
ω , fy) ∈ R, x,y ∈ Rd.

Then from the canonical commutation relations, we have

U(κ)−1H(κ)U(κ) =
(
Hp +κ2Veff

)⊗ I + I ⊗Hb +δHp(κ), (1)

where

Veff = −1
2

N

∑
j,l=1

∫

Rd

ux j (k)uxl (k)

ω(k)
dk, (2)

δHp(κ) = U(κ)−1(
Hp⊗ I

)
U(κ)−Hp⊗ I . (3)

It is proven thatδHp(κ) is relatively bounded with respect toH0 in a similar way
to ( [10], Proposition 3.1 ).

Let us introduce the following assumptions :

(A.3) Thereexist constantd > 0 andτ > 0 such that

sup
x∈Rd

∣∣ux(k)−ux(k′)
∣∣ ≤ c|k−k′|τ .

(A.4) (Binding Condition)
There exists constantκ∗ > 0 such that for 0< κ < κ∗,

inf σess

(
Hp +κ2Veff

)
≥ E0

(
Hp +κ2Veff

)
+ ν(κ),

whereν(κ) > 0 is positive real number.
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Theorem (Ground states in massive condition)
Assume(A.1) - (A.4). Then H(κ) has purely discrete spectrum in[E0(H(κ)),E0(H(κ))+
m) for sufficiently smallκ > 0. In particular the ground state of H(κ) exist for
sufficiently smallκ > 0.

(Outline of the Proof) Let us setHU(κ) = U(κ)−1H(κ)U(κ). By applying
the methods of the finite volume approximation (refer to e.g. [1, 7]), we can
construct the HamiltoniansHU

Λ,ε(κ) andHU
Λ (κ) such that (1)HU

Λ,ε(κ) has purely

discrete spectrum inE0(HU
Λ,ε(κ)),E0(HU

Λ,ε(κ))+m) for sufficiently smallκ > 0,

(2) HU
Λ,ε(κ) andHU

Λ (κ) converges toHU
Λ (κ) andHU(κ), respectively, in norm

resolvent sense. Then the proof is obtained.
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Weak Measurement によるスピン相互作用の推定1

田中 宗 A, 鹿野豊 B,C

A 近畿大学 総合理工学研究科 量子コンピュータ研究センター
B 東京工業大学 理工学研究科 基礎物理学専攻

C マサチューセッツ工科大学機械工学科

量子情報処理を真に実現するためには、量子ビット間に働く相互作用ハミルトニアンを正確に
決定する必要がある。我々は最も簡単な場合として、２個の量子ビットから成る系のスピン・スピ
ン相互作用を実験的に推定する新しい方法を提案した [1,2]。我々の手法は、Yakir Aharanovらに
よって提案された weak measurement [3]を基礎としたものである。また提案した手法を用いて、
ダイヤモンド中の NV中心のハミルトニアン推定のデモンストレーションを数値的に行い、その
有用性を確認した。

1 導入
ショアのアルゴリズム [4]が提案されて以来、量子情報処理の実現を目指した研究が多くなされ
てきている [5,6]。量子情報処理を実現するためには、与えられた問題を表現するハミルトニアン
が正確に生成されているかを確認することが必要不可欠である。それができないと、注目してい
る量子ビットに対して所望の操作をすることが不可能である。つまり、量子計算機を実現するた
めの最小の条件として、２つのキュービットから成る系のスピン・スピン相互作用を正確に求め
る必要がある。
量子メモリーに代表される、量子情報を蓄積するデバイスは量子情報処理において必要不可欠
である [7]。量子情報を蓄積するデバイスの重要かつ必要不可欠な特徴として、デコヒーレンスに
対して頑強である、情報の読み書きが容易であるということが挙げられる。そのようなデバイスを
作るためには、次のような２つの異なる量子ビットから成る系を作る必要がある。１つの量子ビッ
トは操作が容易で、かつ情報の読み出しが簡単であるもの、もう１つの量子ビットはデコヒーレ
ンスに対して頑強である、すなわち、情報を長時間そのまま蓄えておくことができるものである。
また、片方の量子ビットからもう片方の量子ビットへ情報が転送できることも必要条件である。量
子情報を転送するためには、２つの量子ビット間のスピン・スピン相互作用が完璧に分かってい
る必要がある。電子スピン共鳴（ESR）のような通常のハミルトニアン推定手法においては [8]、
ある実験結果から、２つの量子ビット間の相対位置を仮定した後、量子ビット間の相互作用を決

1この原稿は、2010年 11月４日～６日に京都大学基礎物理学研究所にて開催された基研研究会「量子科学における
双対性とスケール」の研究会報告の原稿である。
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定するのが普通である。ところが、量子ビットの相対距離を測定する際には、デコヒーレンスの
影響、あるいは未知の実験的なエラーの効果を完全に除去することができない。そのため、量子
ビット間に働く相互作用を完全に決定することはきわめて難しい問題である。
そこで我々は２つの量子ビットから成る、スピン・スピン相互作用を推定する新しい手法を開
発した。またダイヤモンド中の NV(Nitrogen Vacancy)中心の相互作用を例に、我々の提案する
手法を数値計算によってデモンストレーションした。スピン・スピン相互作用を推定する手法は
これまでにも数多く提案されてきているが [9–16]、我々の手法は weak measurement [3]と呼ばれ
る概念を基礎としており、その点において他の手法と一線を画する。
本題に移る前に、簡単に weak measurement について紹介しておこう。ターゲット系に対して

weak measurementを実行すると、観測量Aの weak valueを以下のように定義することができる。

〈A〉w :=
〈f|A|i〉
〈f|i〉

(1)

ただしここで、|i〉, 〈f|はそれぞれ初期状態と終状態を表す。Weak measurement の詳細な議論に
ついては、文献 [17, 19, 20]を参照されたい。Weak measurement によって、Hardyのパラドク
ス [21–24]や Leggett-Gargの不等式 [25]に代表されるような量子力学の基礎の理解をより深め
ることができるようになりつつある。また、量子力学の基礎論のみならず、「目に見える」新奇な
現象が weak measurement で説明可能であることが分かりつつある [26–28]。本論文では、weak

measurementの概念が、実は量子ビット間の相互作用推定という実用的な問題においても有用であ
ることを示す。本研究は量子ビット間の相互作用推定における新しい手法というだけでなく、weak

measurement の新しい展開という両側面がある。具体的に、weak measurement による相互作用
推定手法の流れを次章で見ていこう。

2 Weak measurement による相互作用推定手法
本研究では、考察する系に対して以下の３つの条件を仮定する。

• ２つの量子ビットから成る系を用意する。１つのスピンを「ターゲットスピン」、もう１つ
のスピンを「プローブスピン」と呼ぶ。系全体のハミルトニアンは、

Htot = Ht + Hp + Hint (2)

とする。ここで第１項から第３項までそれぞれ、ターゲットスピン、プローブスピン、ター
ゲットスピンとプローブスピンの相互作用のハミルトニアンである。

• １体のハミルトニアンHt, Hpのダイナミクスは既知であるとする。

• ターゲットスピンを操作することにより、プローブスピンの観測ができるとする。両者のス
ピンの直接的な観測は必ずしも必要ではない。情報を１つのスピンからもう片方のスピンに
転送した後、[29]で行われている方法でそのスピンを測定する。
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近年の量子情報処理技術の進展により、以上の３つの仮定はいくつかの系で実現可能なもので
あり、それほど厳しい条件ではない。
これからターゲットスピンとプローブスピンの間の相互作用ハミルトニアンとして、以下のハ
ミルトニアンを考えよう。相互作用は未知であるとする。

Hint =
∑

µ,ν∈{x,y,z}

gµν(σ
µ
t 
 σνp), (3)

[gµν ] =

 gxx gxy gxz

gyx gyy gyz

gzx gzy gzz

 =: (nx,ny,nz) (4)

ここでσµt や σνpはそれぞれターゲットスピン、プローブスピンのパウリ行列である (µ, ν = x, y, z)。
また gµν は対称であると仮定しよう。すなわち、gµν = gνµである。そうすると、独立な変数は６
個となる。gµν を推定する手法として、我々が提案したのは以下の通りである。

Step 1 始状態として、Φ1 = ρt 
 ρpという状態を用意する。ただしここで、ターゲットスピン、
プローブスピンの密度行列 ρt, ρpはそれぞれ

ρt =
I + ri · ~σt

2
, ρp =

I + ri · ~σp

2
(5)

で表される状態であるとする。I は恒等演算子である。初期状態を用意している際には、相
互作用Hintがかからないという仮定をおく。

Step 2 短い時間 δtだけ待つ。この段階で、未知のスピン・スピン相互作用による「弱い相互作
用」がかかることになる。δtの時間発展後の状態 Φ2は、

Φ2 = e−iHtotδtΦ1eiHtotδt (6)

と表される。この状態は、ターゲットスピンとプローブスピンが弱くエンタングルした状態
である。ここで、ダイナミクスの中には１体のハミルトニアンHt, Hpからの寄与がある。

Step 3 ターゲットスピンの終状態 ρ̃t = TrpΦ2を量子状態トモグラフィを行うことで決定する。

Step 4 q̃方向でプローブスピンを測定する。すなわち、

Ex(q · ~σp) = Tr(P (q̃)ρ̃p) (7)

である。ただしここで、

ρ̃p := TrtΦ2, P (q̃) := q̃ · ~σp (8)

である。
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Step 5 １体のハミルトニアンHt, Hpからの影響を除去する。そのために、rf , P (q)を以下のよ
うに定義する。

eiHtδtρ̃te−iHtδt =:
I + rf · ~σt

2
, eiHpδtP (q̃)e−iHpδt =: P (q) (9)

これはトロッター・鈴木分解からの帰結である [31, 32]。

Step 6 制御可能な４つのパラメータ（ri,p,δt, q̃）を変化させて、Step 1から Step 5を繰り返す。

Step 7 Step 2とStep 3は weak measurementと見なせるから、Step 4で得られる期待値Ex(q·σp)

は１次近似で表すことができる。すなわち、

Ex(q · ~σp) ' q · p + 2δt
∑

µ=x,y,z

[
{(q × nµ) · p}(ri + rf ) · eµ

1 + ri · rf

+
[nµ · q − (nµ · p)(q · p)](ri × rf ) · eµ

1 + ri · rf

]
(10)

となる。eµは µ方向 (µ = x, y, z)の単位ベクトルである。ここで、weak valueは

〈σs〉w =
ri + rf + i(ri × rf)

1 + ri · rf
(11)

で与えられる。これはちょうど [33]の自然な拡張になっている。このことから、式 (10)は
weak valueを自然に含む形になっていることが分かる。Step 6で複数の独立な制御パラメー
タセットを用意することにより、式 (10)を用いて、スピン・スピン相互作用の６個の未知変
数 [gµν ]を得ることができる。

６個の独立な線形方程式は

ξ = A−1ζ (12)

のように表せることが分かる。Aは 6× 6の正方行列である。ここで、添え字 kは制御可能なパラ
メータセットのラベルとすると、

ξ := (gxx, gyy, gzz, gxy, gyz, gzx)T , (13)

ζ :=
[Ex(qk · σp) − qk · pk](1 + ri,k · rf,k)

2δtk
, (14)

[A]j,k := (pk × qk)µ(ri,k + rf,k)µ + [qk − qk(qk · pk)]µ(ri,k × rf,k)ν (15)

である。また、T は行列の転置を表す。通常よく用いられる量子プロセストモグラフィの方法と比
較すると、我々の方法は、

• ２つの量子ビット間の相対位置を知らなくても良い [34]。

• 長時間ダイナミクスを必要としない、つまりデコヒーレンスに対してシビアではない [35]。

• Bell測定をする必要がない [36]。

などの利点がある。
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3 数値計算によるデモンストレーション
例として、ダイヤモンド中のNV中心 [34]の相互作用推定に適用した数値計算結果を示す。ダ
イヤモンド中のNV中心の場合、ターゲットスピンとプローブスピンはそれぞれ、NVの電子とそ
れに隣接する 13Cの各スピンである。数値計算によるデモンストレーションを行う限りにおいて
は、Step 5から１体のハミルトニアンHt, Hpを無視してよい（Ht = Hp = 0とした）。与えられ
た相互作用ハミルトニアンを用いて、Step 1で用意した初期状態からの時間発展を計算した。δt
後のターゲットスピンの終状態及び、プローブスピンの q方向での射影測定の期待値を計算した。
ここで我々が与えた相互作用パラメータは

gµν =

 0.4 −2.2 −2.1
−2.2 2.6 −0.4
−2.1 −0.4 3.5

 [MHz] (16)

である。我々は表 1のような６つの制御パラメータセットを用いて時間発展を計算した。

ri p q δt

(a) (0, 1, 0)T (0.77, 0.59, 0.25)T (0, 1, 0)T 0.294[µs]
(b) (0, 0,−1)T (0.18,−0.95, 0.25)T (−1, 0, 0)T 0.129[µs]
(c) (−1, 0, 0)T (0.48,−0.59, 0.65)T (0, 0,−1) 0.085[µs]
(d) (0, 1, 0)T (0.25, 0.95,−0.18)T (−0.25, 0.95, 0.18)T 0.064[µs]
(e) (0, 1, 0)T (−0.25, 0.95, 0.18)T (−0.57, 0.59,−0.57)T 0.052[µs]
(f) (−0.25, 0.95, 0.18)T (0.29, 0.95,−0.10)T (−0.25, 0.95, 0.18)T 0.041[µs]

表 1: 本研究で用いたパラメータセット

これを用いて得られた結果を用いて得られた相互作用の「推定値」は、

g̃µν =

 0.56 −2.43 −2.22
−2.43 3.31 −0.22
−2.22 −0.22 3.48

 [MHz] (17)

となった。ここで誤差を以下のように定義した。

〈g〉 :=
∑

(µ,ν)∈Ω

(g̃µν − gµν)
6

, σg :=

√∑
(µ,ν)∈Ω[(g̃µν − gµν) − 〈g〉]2

5
(18)

ここで Ω := {(µ, ν)} = (x, x), (y, y), (z, z), (x, y), (x, z), (y, z)である。誤差は 〈g〉 ± σg = 0.11 ±
0.36[MHz]となり、十分な精度が出ていることが分かった。
本研究でのデモンストレーションで、相互作用がかかっている時間 δtをどのように決めたか、
について最後に触れる。図 1は、式 (7)と式 (10)の右辺の差の絶対値∆Ex(q · σp)の時間発展を
表している。短時間領域では∆Ex(q · σp)は線形に振る舞うが、ある時間にくぼみ（矢印の部分）
が生じている。これは式 (10)で無視した高次の項の影響である。今回の目的は提案した手法のデ
モンストレーションであることから、このくぼみの部分の時間を δtと採用した。
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図 1: (a)-(f)はそれぞれ表 1の (a)-(f)に対応している。矢印の位置を δtとした。

このようなパラメータの選び方は恣意的であるように思われるかもしれない。しかし実際に我々
が提案した手法を用いて相互作用の推定を行う際には、多くのパラメータセットについて測定を
行い、方程式を解いて推定値を求める。十分に多数のパラメータセットで測定を行い、推定値を
求めるうちに、最終的にはその推定値が収束していくはずである。そのため、最終的にはここで
デモンストレーションした程度の精度が出ることが分る。

4 結論と今後の課題
我々は２つの量子ビット間に働く相互作用を実験的に推定する新しい手法を提案した。この方
法は weak measurement を基礎としており、相互作用推定の新しい手法の提案と言うだけでなく、
weak measurement の実用的な応用例の１つを作ったとも言えるだろう。本手法では、（１）２つ
の量子ビットから成る、（２）１体のハミルトニアンが分かっている、（３）片方の量子ビットを操
作することにより、もう片方の量子ビットの観測ができる、の非常に緩い３つの条件のみを仮定
している方法であり、色々な系に適用可能であると考えられる。この手法のメリットとして、（１）
２つの量子ビット間の相対位置を前もって知っておく必要はない、（２）長時間のダイナミクスを
必要としない、（３）Bell測定をする必要がない、という３点が挙げられる。
我々の提案した手法には残された課題がいくつかある。最も重要な問題としては、適切なパラ
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メータセットをどのように選択するか、という問題である。いくつかのパラメータセットから得
られた結果から、推定値を出し、その結果から別の適切なパラメータセットを選ぶ、いわば「学
習理論」的なことができないか、を探るのは一つの課題としてあげられる。また、本手法は２つ
の量子ビットに限定した話である。スケーラビリティーの観点から、この手法を多くの量子ビッ
トからなる系に対しても適用可能な手法に昇華させることは大きな課題であると考えられる。こ
れらの課題を解決することにより、本研究で提案した手法がより実用的になると考えられる。本
手法の実験的な実現に期待したい。
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確率過程におけるweak valueとその応用

冨田　博之
近畿大学総合理工学研究科オープンリサーチセンター

概 要

確率過程におけるマスター方程式は，従属変数の変換により実時間のシュレディ
ンガー方程式に変換される。これを用いると，２時点条件付確率が量子力学に類似の
干渉効果をもつことが示される。以上はすでによく知られた話であるが，さらに２時
点条件付確率を密度行列に拡張すれば非対角的な物理量を扱うことができ，量子力学
で知られた weak value [1]と同様の特異な振る舞い—–見かけ上の「負の確率」や期
待値の異常増大など—– を導くことができる。Weak value を理解する一助となろう。

1 マスター方程式の量子力学形式化
確率変数（の組）を x として，通常の条件付確率 P (x, t|xi, ti), t ≥ ti は以下の形のマ

スター方程式（前進方程式）に従う：

∂

∂t
P (x, t|xi, ti) = −

∑
x′

W (x → x0)P (x, t|xi, ti) +
∑
x′

W (x0 → x)P (x0, t|xi, ti)

= −
∑
x′

L(x, x0)P (x0, t|xi, ti). (1)

ここで，Lは遷移確率W と

L(x, x0) =

⎡⎣∑
x′′

W (x → x00)

⎤⎦ δx,x′ − W (x0 → x),

で関係づけられた行列であって，確率の保存則から∑
x

L(x, x0) = 0, ∀x0,

が成り立つため，L は固有値 λ0 = 0の固有状態をもつ。これは定常状態，

P0(x) = lim
t−ti→∞

P (x, t|xi, ti),

に対応する。ここで φ0(x) =
√

P0(x)を用いて従属変数を

ψ(x, t|xi, ti) = φ0(x)−1P (x, t|xi, ti), (t ≥ ti) (2)

1
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と変換すれば，ψは以下の「前進波動方程式」に従う：

∂

∂t
ψ(x, t) = −

∑
x′

H(x, x0)ψ(x0, t). (3)

ただしHは以下で与えられる：

H(x, x0) = φ0(x)−1L(x, x0)φ0(x
0). (4)

簡単のため当分の間，ψの中の初期条件 (xi, ti)は省略している。φ0(x)は (3)の固有値
λ0 = 0の固有状態である。この変換のメリットは，もしHが対称（エルミート）

H(x, x0) = H(x0, x)

であれば，マスター方程式の固有値問題が扱いやすくなることである。この対称性は「詳
細釣合い条件」

P0(x)W (x → x0) = P0(x
0)W (x0 → x),

または同じことであるが

L(x, x0)P0(x
0) = L(x0, x)P0(x), (5)

が成り立てば成り立ち，広く期待できる条件である。この場合Hの固有値は実で，定常
状態の安定性から非負であり，φ0は基底状態である。
最も簡単な例は，連続変数の１次元Fokker-Planck方程式，

∂

∂t
P (x, t) = −L[x]P (x, t), L[x] = − ∂

∂x

(
F ′(x) +

ε

2

∂

∂x

)
, (6)

である。これは１次元ポテンシャルF (x)の中でのブラウン運動を記述する。この場合の
上記の変換は

P0(x) ∝ exp
[
−2

ε
F (x)

]
, または φ0(x) ∝ exp

[
−1

ε
F (x)

]
,

H[x] =
1

ε

[
−ε2

2

∂2

∂x2 + V (x)

]
, (7)

V (x) =
1

2

[
F ′(x)2 − εF ′′(x)

]
,

であり，最終的には実時間の Schrödinger方程式

−ε
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
−ε2

2

∂2

∂x2 + V (x)

]
ψ(x, t),

が得られる。図１は，準安定状態の確率論的崩壊定数が対応するSchrödinger方程式の固
有値（第一励起状態 λ1：ほとんど λ0と縮退）で与えられることを示す例である。[2]
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図 1: 準安定状態の確率論的崩壊過程の固有値問題

2 2時点条件付確率 (TPCP)

ここまでなら対称化することによりマスター方程式の固有値問題を慣れた量子力学の固
有値問題で考えようというだけにすぎない。波動関数の干渉など量子力学独特の振舞いは
２時点条件付確率（Two Point Conditional Probability – TPCP）

P (x, t|xi, ti; xf, tf), ti ≤ t ≤ tf , ( ; は ‘and’ を表す) (8)

に初めて現れる。ここで，よく知られたベイズの関係式を導くのに用いられる恒等式，

P (A ∩ B) = P (A|B)P (B) = P (B|A)P (A)

とマルコフ性を繰り返し用いれば，TPCPは先の「波動関数」ψと以下で関係づけられる：

P (x, t|xi, ti; xf, tf) =
1

〈ψf|ψi〉
ψ(x, t|xf, tf)ψ(x, t|xi, ti). (9)

ここで ψ は先見的（posterior）条件付確率 P (x, t|xf, tf), t ≤ tf を用いて

ψ(x, t|xf, tf) = φ0(x)−1P (x, t|xf, tf), (10)

で定義される（後退）波動関数であり，以下の「後退波動方程式」に従う：

∂

∂t
ψ(x, t) =

∑
x′

H†(x, x0)ψ(x0, t). (11)

H† はH のエルミート共役（ここでは単に転置）で，H がエルミート（対称）な今の場
合, 前進・後退波動方程式で固有値と固有関数は共通である。(9)式の分母は

〈ψf|ψi〉 =
∑
x′

ψ(x0, t|xf, tf)ψ(x0, t|xi, ti), (12)

であり，前進・後退波動関数の重なりを表す量である。
ここで量子力学的手法を扱いやすくするため，ブラ・ケットベクトル

|ψi(t)〉 = {ψ(x, t|xi, ti)}†, 〈ψf(t)| = {ψ(x, t|xf, tf)},

3
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を導入すれば，(3)，(11) は

∂

∂t
|ψi(t)〉 = −H|ψi(t)〉,

∂

∂t
〈ψf(t)| = 〈ψf(t)|H, (13)

と書き表すことができる。そこで以後では H をハミルトニアンと呼ぶことにする。これ
を用いれば，重なり積分（内積）(12) は

∂

∂t
〈ψf|ψi〉 = 〈ψf(t)|H|ψi(t)〉 − 〈ψf(t)|H|ψi(t)〉 = 0

を満たし，途中の時間 tに依存しないことがわかる。さらに以下の極限的性質をもつ：⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(i) lim

tf−ti→∞
〈ψf|ψi〉 = 1,

(ii) lim
tf−ti→0

〈ψf|ψi〉 = φ0(xi)
−1φ0(xf)

−1δxi,xf
.

(14)

また，TPCPによる物理量の期待値（Two Point Conditional Expectation – TPCE）は
ブラ・ケットを用いて

〈A〉(i;f) =
∑
x′

A(x′)P (x′, t|xi, ti; xf, tf) =
〈ψf(t)|A|ψi(t)〉

〈ψf|ψi〉
, (15)

と表され，まさに量子力学の weak value の形になっていることがわかる。
このように，前進・後退波動関数はそれぞれ閉じた線形発展方程式に従うため重ね合わ

せの原理が成り立つが，その積で与えられる TPCPは閉じた一つの線形発展方程式では
記述できない。その結果，重ね合わせの原理は一般に成り立たず，波動関数の干渉に類似
した振舞いが現れることが予想される。

2.1 例１：１次元自由ブラウン運動

図２の左は初期条件 {xi = ±a at ti = 0}のときの通常の条件付確率

P (x, t|x = ±a at ti = 0),

である。太い実線は各ゲート x = ±a から出発した場合の確率であり，細い点線は全確率
である。この場合は確率の重ねあわせ（足し算）が成り立っている。
右はこれに終端条件 {xf = ±a at t = tf}を加えたTPCP，

P (x, t|x = ±a at ti = 0 and tf),

で，確率の重ね合わせ（足し算）は成り立っておらず，太い破線で示された波動関数の
「干渉部分」が現れている。

4
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図 2: １次元自由ブラウン運動における干渉効果（右が TPCP）

2.2 例２：確率論的 Isingモデル（２スピン系）

交換相互作用をもつ２つの確率論的古典的 Isingスピン対（σ = ±1)

x = (σ1, σ2), E(x) = −Jσ1σ2.

を考える。確率変数 xを (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1) の順序で並べることにし，マス
ター方程式 (1)の遷移確率を

W =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0

p2 0 0 p2

p2 0 0 p2

0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , または L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2p2 −1 −1 0

−p2 2 0 −p2

−p2 0 2 −p2

0 −1 −1 2p2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
(
p = e−βJ

)
(16)

で与える。これは定常状態（温度β = 1/kBT の熱平衡状態）において詳細釣り合いの条件，

e−βE(x) W (x → x0) = e−βE(x0
) W (x0 → x),

を満たしている。平衡分布

P0(x) =
1

2(1 + p2)
(1, p2, p2, 1), φ0(x) =

1√
2(1 + p2)

(1, p, p, 1),

を用いれば，ハミルトニアンは以下のように交換相互作用と横磁場をもつ「量子スピン
系」の形になる：

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2p2 −p −p 0

−p 2 0 −p

−p 0 2 −p

0 −p −p 2p2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= (1 + p2) σ0 ⊗ σ0 − (1 − p2) σz ⊗ σz − p (σ0 ⊗ σx + σx ⊗ σ0), (17)

5
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ここで σx と σz は通常のパウリ演算子，また σ0 = I2である。固有値と固有ベクトルは
簡単に求められ，⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ0 = 0, λ1 = 2p2, λ2 = 2, λ3 = 2(1 + p2)

|0〉 =
1√

2(1 + p2)
[ |↑↑〉 + p |↑↓〉 + p |↓↑〉 + |↓↓〉 ]

|1〉 =
1√
2

[ |↑↑〉 − |↓↓〉 ]

|2〉 =
1√
2

[ |↑↓〉 − |↓↑〉 ]

|3〉 =
1√

2(1 + p2)
[ p |↑↑〉 − |↑↓〉 − |↓↑〉 + p |↓↓〉 ]

(18)

である。|0〉 (= |φ0〉)が基底状態である。ここではラベルとしてσ = ±1の代わりによく
使われる ↑, ↓を用いた。この固有ベクトル系を用いて量子力学と全く同じ手順で，任意の
初期・終端条件に対する状態ベクトル，| ψi(t)〉，〈ψf(t)|を計算することができる。時間 t

が実であることだけが異なる。
Weak valueの場合と同じく，初期条件と終端条件が異なる場合に興味ある振舞いが見

られる。例えば，{xi = (↑↑) at t = 0 and xf = (↓↓) at t = tf}，すなわち

P (x, 0) = (1, 0, 0, 0), P (x, tf) = (0, 0, 0, 1),

したがって

|ψi(0)〉 =
√

2(1 + p2) |↑↑〉, 〈ψf(tf)| =
√

2(1 + p2) 〈↓↓|

であるとしよう。通常通り固有ベクトル展開により

|ψi(t)〉 = |0〉 +
√

1 + p2 e−λ1t |1〉 + p e−λ3t |3〉,

〈ψf(t)| = 〈0| −
√

1 + p2 e−λ1(tf−t)〈1| + p e−λ3(tf−t)〈3|,
(19)

〈ψf|ψi〉 = 1 − (1 + p2) e−λ1tf + p2 e−λ3tf (> 0), (20)

が得られる。図３に TPCPが示されているが，容易に納得できる結果であり何ら不審な
様子は見られず，確率は常に非負である。
これに対して，基底ベクトルをスピン状態 {|x〉 = |σ1σ2〉} ではなくハミルトニアンH

の固有状態 {|k〉, k = 0, 1, 2, 3}にとったとき，奇妙な振る舞いが現れる。この場合にはさ
らに簡単に各状態の「実現確率」を計算することができ，以下となる：

P (0, t)

P (1, t)

P (2, t)

P (3, t)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

1

〈ψf|ψi〉
×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

〈ψf(t)|0〉〈0|ψi(t)〉

〈ψf(t)|1〉〈1|ψi(t)〉

〈ψf(t)|2〉〈2|ψi(t)〉

〈ψf(t)|3〉〈3|ψi(t)〉

=
1

〈ψf|ψi〉
×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

−(1 + p2) e−λ1tf (< 0 )

0

p2 e−λ3tf

(21)

6
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図 3: 確率論的古典 Isingスピン対の TPCP

これは各状態への射影演算子 |k〉〈k|（固有値は 0 と 1 ）の期待値であるにもかかわらず，
「負の確率」が現れている。もちろん

3∑
k=0

P (k, t) = 1,

が成り立っていることは明らかである。
この結果として，ある種のオブザーバブルの期待値（TPCE）に異常増大が現れること

がある。例えば

Mx =
1

2
(σx ⊗ σ0 + σ0 ⊗ σx), (22)

は固有値が (−1, 0, 0, 1)であるにもかかわらず，p および tf が十分小さいとき，

〈Mx〉(i;f) =
1

〈ψf|ψi〉

[
2p

1 + p2

(
1 − p2e−λ3tf

)
− 1 − p2

1 + p2

(
e−λ3t + e−λ3(tf−t)

)]
> 1,

となる範囲が存在し，p2tf  1 のとき

〈Mx〉(i;f) � 1

と異常増大を示す。この異常性は分母の重なり積分から来ており，xi �= xfの場合，(14)

の (ii)の性質から一般的に予想されることである。
これに対して，初期状態と終端状態が同じ場合（例えば xi = xf = (↑↑)），量子力学に

おける普通の期待値と同じで何ら異常性は現れない。
図４の左にこの両方の場合の期待値の振る舞いが示されている。図の右は，別の物理量

A = σx⊗σx（固有値は±1）の期待値である。こちらは保存量であるから時間にはよらな
い。p2tfが小さくなるにつれてTPCEが異常増大していることが見てとれよう。

7
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図 4: 物理量 Mx，A の期待値：異常および通常の振舞い

3 密度行列への拡張
上で見た 2つの量 Mx，A はともにスピン状態表示では非対角的な量であって，対応す

る古典的物理量はない。したがって通常の TPCPだけでは期待値は計算できない。実は
すでにこれを拡張した「密度行列」

ρ(i;f)(t) =
1

〈ψf|ψi〉
|ψi(t)〉〈ψf(t)|

=
1

〈ψf|ψi〉
∑
x,x′

ψ(x0, t|xf, tf)ψ(x, t|xi, 0) |x〉〈x0| (23)

を導入しているのである。重なり積分 〈ψf|ψi〉の定義，(12) により

Tr ρ(i;f)(t) =
1

〈ψf|ψi〉
∑
x

ψ(x, t|xf, tf)ψ(x, t|xi, 0) = 1

が成り立っていることは明らかであり，「物理量」Aの期待値（TPCE）は

〈A〉(i;f) = Tr ρ(i;f)(t)A

で求められる。もちろんAが対角的な場合は古典的TPCEに一致する。
この「密度行列」は普通，古典的確率過程では扱われてこなかった概念であるが，これ

自体は古典的確率過程の範囲内（例えばモンテカルロシミュレーション）で計算できる量
である。実際，波動関数 ψ，ψの定義と定常性および時間反転対称性

ψ(x0, t|xf, tf) = ψ(x0, tf|xf, t)
(
= φ0(x

0)−1P (x0, tf − t|xf, 0)
)
, (t ≤ tf) (24)

すなわち,

P (x0, t|xf, tf)P0(xf) = P (xf, tf|x0, t)P0(x
0) = P (x0, tf|xf, t)P0(xf), (25)

8
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を用いれば，密度行列は

ρ(i;f)(t) =
1

〈ψf|ψi〉
∑
x,x′

(φ0(x
0)φ0(x))−1P (x0, tf − t|xf, 0)P (x, t|xi, 0) |x〉〈x0|, (26)

で与えられる。この式を用いれば，例えばモンテカルロシミュレーションを実行する場合
に，「終端条件を満たさない試行を捨てる」ということはやらなくてもよい。初期条件だ
け与えてどんどん走らせ，すべてのデータを蓄積すればよい。

4 まとめ
時間発展が実であり，波動関数が常に実で非負であることを除けば，古典的確率過程を

量子力学と同等の形式で記述することができ，特に２時点条件付確率には量子力学独特の
振る舞いに類似の振る舞いが現れる。今回は，例として量子力学で知られたweak value

と類似の異常性が現れる系を示した。この場合の weak valueは，例 2のように固有値問
題が正確に解けて固有ベクトル展開で計算できない場合でも，例えばモンテカルロシミュ
レーションによって計算可能である。
量子力学における weak valueは，「弱い測定」（weak measurement）という量子力学の

観測理論における重要な基本的概念と密接な関係をもっているが，これの古典的対応物は
目下のところ見出せていない。

参考文献
[1] Y. Aharonov, D. Z. Albert and L. Vaidman, Phys. Rev. Letters, 60, 1351, (1988).

[2] H. Tomita, A. Ito and H. Kidachi, Prog. Theor. Phys. 56,786, (1976).
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共形不変な電磁放射場が満たす“双対”の幾何力学構造について 

佐久間弘文*、小嶋泉** 

*（独）海洋研究開発機構横浜研究所 

** 京都大学数理解析研究所 

 

概要 

電磁気学の基礎式として知られる Maxwell 方程式は、変位電流という数学的に整合

的な量を導入する事により、電場と磁場を統一する電磁場としての表現形式を与え

る事に成功した。ここでは、まず、流体力学的な古典場の表現方法を用いて、ヌル

測地線と関連付けられる渦（幾何）力学の存在を議論し、それが真空中を伝わる電

磁波と同型である事を示す。電磁波に関する Lorentz gauge の中に現れるスカラー

場は Sugawara form の mass-less scalar field と見做す事ができ、このスカラー場

を上記の渦力学を構成する一要素と見做す事によって、電磁場とそれに同型の渦の

場を力学的に結合できる事を示す。更には、この渦（２階の交代テンソル）のテン

ソル積から作られる４階のテンソルは Riemann の曲率テンソルが満たす性質を全

て満たす事を証明し、それ故に、電磁場に加わったこの双対構造としての新たな自

由度は、真空中において重力場のエネルギーと曲率を運ぶ自由度を与え得る事も示

す。すなわち、このスカラー場は、電磁場と重力場放射を結合しうるという意味に

おいて、電場と磁場を結びつけた変位電流と同様の役割をになう存在であることを

議論する。 

 

目次 

１．はじめに 

２．ヌル測地線と渦力学 

３．電磁場との比較 

４．偏光に対応する量及び時空の基底ベクトルを与える渦幾何力学 

５．Riemann の曲率テンソルとの関係 

６．双対性に基づく電磁・重力エネルギー放射 

７．付録 

８．参考文献 
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１． はじめに 

古典電磁場と流体力学とは、場の理論として尐なからぬ類似的側面を持つ為に、

その点に関する研究については古くから数多く行われ、枚挙に遑が無い状態である

と言えるが、電磁気学を独自の視点から“連続体力学”の一つとして再構築できる

事を示した今井[1]の仕事をまずここに言及しておく事は、以下に展開する電磁波の

相対論的流体力学モデルの物理的動機付けに対しその意義は大きいと思われる。本

小論文は、研究会のテーマである、「量子科学における双対性とスケール」に対して、

これまでに報告されていない著者独自の視点から、４次元時空の因果律を規定する

上で重要な役割を担う（４次元時空のみで）共形不変な電磁場放射とそれに付随す

るヌル測地線に注目し、電磁場と重力場放射の統一的記述の試みという未知の課題

に対する一つの整合的モデルを、電場と磁場との双対性をヌル測地線の幾何学を用

いて数学的に拡張する事により示すものである。 

また、量子論を古典論と比べた場合、その特質を際立たせるものとして、物質の

波動と粒子の二重性というものがある。量子論とはもちろん異なる文脈ではあるが、

この「波動」と「粒子」という概念それ自体は、流体という古典力学的対象の中で

も自然に「波動」と「流体粒子」として共存している。特に、量子論の教科書の初

めには、古典論と対比する形での Einstein – de Broglie 関係式が出て来て、エネル

ギーの離散化と共に、１粒子当たりのエネルギー（運動量）が振動数（波数）に比

例する事が示される。前者はもちろん量子論に固有な事柄ではあるが、後者は古典

論からもある程度類推される１例として、この小論文の主題を議論する為に導入し

た流体力学モデルをここに紹介する。紙面の制約上、数学的展開の詳細は、必要に

応じ、その概要を末尾の付録に記載したが、一部は割愛した。この割愛部分の詳細

に興味のある方は、文献の一つに挙げた現在準備中の著者の論文を参考にして頂き

たい。 

 

２． ヌル測地線と渦力学 

測地線上の座標を ax 、パラメータ s  を測地線に沿った長さを表すとすると、 

)(sxx aa  ；  dssxdU aa /)( ； 
ba

ab xdxdgds 2

      
（1a, b, c） 

測地線の式は 

   
   0/// 22  dsdxdsdxdsxd cba

bc

a
                （1d） 
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となるが、（1b）で定義される aU  の共変成分表示を使うと、（1d）は 

0 ab

b UU ； c

c

ababab UUU   (Levi-Civita connection)      （1e, f） 

となり、（1e）は更に以下の様に変形される。 

    02/  b

b

abaab

b

ab

b UUUUUUU                       （1g） 

(1c) により、（1g）の右辺第二項に現れるベクトル bU
 
の長さは 1  となり、ヌ

ル測地線の場合は s  とは異なる適当なパラメータを用いると、0  となる事が示せ

るので、最終的に（1g）は、本小論文における“canonical form”と呼ぶべき以下

の形を取る。 

0b

abUS ； babaabbaabab SUUUUS               （2a, b） 

（1g）と（2a）から、長さが一定の傾度ベクトルは測地線を表す一つの解である事

が容易に見て取れる。 

 次に、考察する対象を測地線から理想流体へと大きく移す事にする。理想流体の

相対論的支配方程式は、Landau[2] によると、 

 a

b

ab Tv  ；    baabab wvwv                         （3a, b） 

となり、ここに、T は絶対温度、
 
と w

 
は、それぞれ specific entropy 及び 

enthalpy、（3b）の左辺で定義される交代テンソルは、相対論的渦度テンソルである。

一般に、流体力学においては、エントロピー分布が一定の順圧流体とそうでない傾

圧流体という分類が行われ、前者の場合の支配方程式は、（2a）と同型になる事が

わかる。また、この場合、流体力学の H(Hamiltonian)-構造の研究において、速度場

を以下の形で表現する 

 aaav                                                   （4） 

Clebsch Parametrisation（CP）は、Lamb[3] による流体力学の古典的教科書以来数

多くの研究がなされていて、以下に見る様に、本小論文においても CP は非常に重

要な役割を担うものである。しかし、ここでは式（4）の右辺の第２項は本質的なも

のではないので、以下この項を省略したものを CP と呼ぶことにする。式（1g, 2a）

において、測地線の式は傾度ベクトルによって記述される事を見たが、CP を使う
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と傾度ベクトルではない表現も存在する事を示す事ができる。 

 その事を示す為に、電磁放射場の幾何光学的な記述を考える。すなわち、光の伝

搬をヌル測地線に沿って動く無数の古典的粒子と考える。このモデルにおいては、

mass-less の Klein Gordon 方程式： 

0 ba

abg                                                     （5） 

を満たすスカラー場 
 
を用いて以下に定義するヌルベクトルによって“光粒子”

の速度ベクトルが記述できる。 

bbC  ；  0b

bCC                                          （6a, b） 

ここで、更に CP で表現されるベクトル 

 aaU                                                        （7） 

を考え、それをヌル測地線が与える条件式（1g, 2a）に代入し、（6b）を利用すると、 

0b

abUS  → 0 b

bC ： 0b

bLC （ bbL  ）             （8a, b） 

となる事が容易に導かれる。（ここでは二つのベクトル bC
 
と bL

 
が一次独立な非

自明な場合のみを考える）上記の二つの条件式（6b, 8b）は、以下の様に、幾何的

な直交条件という意味づけと、CP に現れる２変数   と  はヌル測地線に沿って

移動する“光粒子”のラグランジュ的ラベルと見做す事ができるという二つの解釈

を許すものとなっている。 

直交条件 流体力学的解釈（ラグランジュラベル） 

0b

bCC  0 b
bC  

0b

bLC
 

→ 
 bL  は space-like 0 b

bC  

式（1g, 2a）の導出に関して、既に述べた事ではあるが、長さが一定の傾度ベクト

ルは測地線の式を自動的に満たすので、式（7）に現れる CP の変数の一つである  

は空間的（space-like）測地線群のパラメータと見做す事ができる。すなわち、計量

に関する signature を )1,1,1,1(   とすると、 

1 b

bba

ab LLg                                             （9） 
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となり、（9）は傾度ベクトルの大きさに関する条件であるのに対し、（8a, b）はそ

の方向に関する条件であるので、両者は矛盾する事なく指定でき、（9）は後述する

測地線の渦力学から導かれるエネルギー・運動量テンソルの保存に関して重要な役

割を果たす事が示される。以上の議論を簡単にまとめると、ヌル及び空間的測地線

の表示が与える二つのパラメータを式（7）の CP のペアーパラメータと解釈して定

義される速度場からは、ヌル測地線に関する渦力学を構築できるという事になる。 

 

３． 電磁場との比較 

 電磁場を記述する交代テンソル abF
 
は、４元ベクトルポテンシャル bA

 
を用い

て、 

baabab AAF                                                （10a） 

と定義され、エネルギー・運動量テンソルの一般形は 

4/cd

cd

b

a

bd

ad

b

a FFgFFT                                        （10b） 

となるが、ここで問題にしている電磁放射場に関しては、右辺の第２項はゼロとな

り、これは電場と磁場の振幅は同じ大きさであるという事に対応している。３次元

のベクトルとして定義される電場と磁場をそれぞれ E
~

 
と M

~

 
として表現すると、 

 030201 ,,
~

FFFE  ；  123123 ,,
~

FFFM                           （11a, b） 

となり、電磁放射場のエネルギー・運動量を表現する Poynting vector bP
 
は 

MEP
~~~

 ； 0b

bPP                                           （11c） 

で定義され、 abF
 
と bP  は３頁の式（2a, b）に関して述べた“canonical form”を

満たす。 

0b

abPF                                                      （12a） 

（2a）及び（12a）の左辺を交代行列と列ベクトルの積と見做すと、ベクトル 
bP
 
が

非自明なゼロでない成分を持つ為の条件として、交代行列の行列式がゼロであると

いう帰結が導かれる。この条件は、電磁放射場においては電場と磁場が直交してい

るという良く知られた条件： ME
~~


 
に対応するものであり、（2a）に対しても全く

同様な条件 
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0120331022301  SSSSSS                                        （12b） 

が導かれる。この条件（12b）は、CP の定義式である式（7）が（12b）と等価であ

る以下の恒等式 

0 bcaddbaccdab SSSSSS                                        （12c） 

を自動的に満たす事からも導かれる。これは、Hugget & Tod [4] において言及され

ている以下の定理の帰結によるものである。 

0120331022301  SSSSSS  ⇔ abS  は二つのベクトルの外積        （12d） 

実際、CP の定義式（7）から得られる abS
 
は、 aC

 
と aL

 
との外積で定義される。 

 次に、電磁放射場のエネルギー・運動量テンソルに準じて、CP の渦力学に対す

る同様のテンソルを以下の様に定義する。 

     b

a

b

a

d

d

dbdb

dada

bd

ad

b

a CCCCLLCLLCCLLCSST ˆ   （13a） 

上の式変形の最後では空間的な測地線の式（9）を用いた。Klein Gordon 方程式を

表す式（5）はヌル測地ベクトル aC
 
の発散がゼロであるという事を意味している

のでこの事実を使うと、電磁放射場と同様に、上記のテンソルの発散がゼロである

事が容易に見て取れる。すなわち、 

    0ˆ  ab

b

a

b

b

bd

bad

bd

adb

b

ab CCCCSSSST       （13b） 

Maxwell の電磁理論においては、真空中における（10b）の発散がゼロとなる根拠は、

真空中に電流が存在しない条件 

0 bd

b

d FJ                                                 （13c） 

である。（13b）の左から３番目の式においても同様な条件を採用する事はできるが、

それは（13b）がゼロとなる充分条件ではあるが必要充分条件ではない。ここでは

紙面の制約上詳細な議論を展開する事はできないが、この点に関する議論の要点を

以下にまとめる事とする。まず、代数的見地のみからすると（13b）を満たすテン

ソル bdS
 
の発散は必ずしもゼロではなく、一般に 

ddbd

b KaCS                                               （14a） 
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という形に書ける。ここに、a  はスカラー、 dK
 
は空間的なベクトルで、 dC

 
が満

す直交関係（2a）と同じ関係を満たすものである。しかし、更に dK
 
が満たすべ

き条件を詳細に調べると最終的には、尐し制約された以下の形 

dbd

b aCS                                                     （14b） 

が得られる事が示される（Sakuma and Ojima[5]）。（14b）の左辺の添え字 d  に関

する発散は恒等的にゼロとなるので、その事及び簡単な計算より、以下の２式が導

かれる。 

0 aC d

d
； 0 abd

d SC                                    （15a, b） 

（15a）は特に、スカラー a  が CP の２変数   と  のある関数である事を示唆

するものであり（（6a, 8a）を参照）、（15b）はテンソル量 abS
 
もヌル測地ベクト

ル dC
 
に沿って移流されている事を示すものである。議論のこの段階に至って、次

に指摘する事実は、電磁放射場と CP のヌル測地渦力学を比較する上で特に重要と

なる。それは、式（7）に現れる変数   について、  を   と  の任意関数とし

て定義される新しい ),(   で置き換えても上で展開した議論（例えば条件（8a, 

b））はそのままの形で有効であるという事である。 ),( aa   と   を ),( 
 

で置き換えても理論の本質部分は不変であるという二つの事から、適当に選択した 

),(   に対しては、電磁放射場と同様に（14b）の右辺をゼロとする事が可能

であり、この証明は末尾の付録に示す通りである。以下の議論において   は、そ

の様に調整されたものとする。 

 

４． 偏光に対応する量、並びに時空の基底ベクトルを与える渦幾何力学 

 以上で示した様に、CP を通して定義されるヌル測地線の渦力学は電磁放射場と

同型な構造を有している。従ってそれは、電磁波にとって重要な偏光という性質も

当然含むものになっているはずである。実際、以下に見る様に、CP の渦力学にお

ける“偏光”は時空の幾何的構造を渦力学と結び付ける上で非常に重要な役割を担

うものとなっている。ここでは、問題の本質的部分を簡明に説明する事を目的とし

て、平坦な時空を進む平面波を考え議論するが、用いる数学は 
 に対しては波動

を初等的な三角関数で表したものであり、また   に対しては時空間座標の一次関

数であるので（詳しくは参考文献[5]に記載）、細かな式の展開は省き、重要な結果

を図で示す事にする。 
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 まず、座標系として Lorentz 系：（ ix ; 30  i ）をとり、平面波は 1x  の方向へ

進んでいるものとする。これまでの議論で導入された CP に関する二つのベクトル

のうち aC  の空間成分は 1x  の正の方向へ、 aL  は双対性の図１に示す 1x  と
3x と

で張る平面内に存在する配置になっているものとする。式（2a）と電磁放射場の式

（11a, b）を参照にして、図においは二つ 

のベクトル aC  と aL  の共変空間成分の           3x  

外積を sM
~

と表していて、図における負符           sM
~*

 

号は、この値が導入した Lorentz 系では負 

になる事を示している。 aC  と aL  の一組    
aL  

が表す波動は、電磁場の場合の平面偏光に 

相当するものとなっている。円偏光は、こ       aC
    

sM
~

  
2x  

れとは異なるある平面波を元の波に重ね合         
aC*

 

わせる事で得られる。図１で示されている            aL*
 

＊が付いた量が、円偏光を作る為のもう一      1x       

つの平面波である。 aC*
 は aC  と空間成         図１：双対性 

分としは同じベクトルではあるが、時間方 

向に位相が 1/4 波長ずれているベクトルで、 aL*
 は、 1x  と

2x  とで張られる平面内

の空間的なベクトルである。量子力学的には、この左回り、あるいは右回りの円偏

光が光子のスピンと対応している。この意味において、CP の渦力学においても、

この円偏光の状態を平面偏光に比べより基本的な状態と見做せば、その状態が時空

の次元と同じ上記の四つの“基底ベクトル”で表現できる事は興味深い事実である。

また、この四つのベクトルは以下の、直交関係を満たす事が示される事も付け加え

ておく。 

0* d

dCC ； 0d

dCL ； 0* d

dCL ； 0* d

d LC ； 0
** d

d LC ； 0* d

d LL （16）  

 CP の渦力学において特に注目すべき特質は、（13a）で与えられるエネルギー・

運動量テンソルの二価表現 

b

a

bd

ad

b

a CCSST ˆ                                           （17） 

である。ここに、“密度”  はセクション３の最後で説明した変換 
 
によっ

て導入されるスカラー量である。電磁放射場の Poynting vector 
bP  に準じて CP の

渦力学においても同様のベクトル量 
b  を考える事ができる。ここでは議論を簡単
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にするため、双対性の図１の中で表される一組のペアー（ aC , aL ）から生成される

平面偏光の波について考え、それから式（11c）に準じて導かれる b  のスピノー

ル表現を定義する以下の式[4]でその成分を表すと、 032   なので 

 
 

  





































2

033103

3103

2

03

3021

2130

)(

)(
2

SSS

SSS

i

i
a

     
（18a） 

となり、また、 3103 SS   なのでエネルギー・運動量テンソルは上式と同じ形の 

 

  

































1110

1000

2

033103

3103

2

03ˆ

CCCC

CCCC

SSS

SSS
T ab




                   （18b） 

となる。上の二つの式は、 b の未定定数を含まないスピノール二価表現と考えられ、

この二価表現に現れる四つの成分： 

  （
0C , 

1C , 31S , 03S ）                                （19） 

は互いに直交する時空の基底ベクトルとなっている。（19）において、第１、２成

分のペアーと、第３，４成分のペアーとでは、見かけ上表式は異なるが、“密度”

はベクトル aL  の大きさと解釈されるので（  →   に対する（9）の一般化）、

その意味で前者は、 aC
 
と aL

 
との（外）積で定義される後者（式（13a）参照）

と同形であるという事が、スピノール二価表現（18b）の意味するところである。

以上の関係をまとめると 

測地線の幾何学的側面  ← 幾何・力学対応 →  CP の渦力学的側面 

（
a

C , aL , aC*
, aL*

）          （
0C , 

1C , 31S , 03S ） 

という図式が認められ、（19）は４次元リーマン擬多様体の局所直交基底を与える

underlying structure（ベクトル 
aL  の方向は一意的には定まらない）としての（16）

から外積の幾何学を通じて定義される渦力学となっていて、それ自体が（16）と同

様に時空の直交基底を与えるという“渦幾何・力学”構造を備えている。最後に式

（17）の二価表現の最後の“粒子的”表現に着目し、密度   を単位体積における

“粒子数”と形式的に翻訳すると、上で考えた単色平面波に対しては、一波長当た

り且つ一粒子当たりのエネルギーおよび運動量は波の振動数と波数に比例するとい

う Einstein – de Broglie 関係の古典版が出る事を指摘しこのセクションを結ぶ。 
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５． Riemann の曲率テンソルとの関係 

重力場放射との対応を調べる為に、以下に定義される４階のテンソルを考える。 

cdababcd SSS ˆ
                                                  

（20a） 

テンソル abS の交代性より直ちに、 

abcdbacd SS ˆˆ   ； abcdabdc SS ˆˆ   ； abcdcdab SS ˆˆ               （20b, c, d） 

が導かれ、また（12c）からも直接的に第一ビアンキの恒等式 

0ˆˆˆ  adbcacdbabcd SSS                                          （20e） 

が得られる。次に、第二ビアンキの恒等式の成否を確かめる為に以下の量を考える。 

     abdeccadebbcdeaabcde SSSJ ˆˆˆ                      （20f） 

（20f）に（20a）を代入し、恒等式 0 abccabbca SSS
 
を利用すると 

  decabbcaabcabcde SSSSJ 
                               

（20g） 

を得る。 abS
 
の Hodge dual 

abS*
 [4] を考え、局所 Lorentz 系で 

ab
LS )(

*

 
は 

)(L
abS

 

を用いて表現できる事を使うと 

 




























0

0

0

0

)(

01

)(

02

)(

12

)(

01

)(

03

)(

31

)(

02

)(

03

)(

23

)(

12

)(

31

)(

23

)(

*

LLL

LLL

LLL

LLL

ab

L

SSS

SSS

SSS

SSS

S               （21a） 

となる。ここで   を任意のスカラー場を表すものとして、その傾度ベクトルと（21a）

との内積を作ると 

  

 
 
 
 








































2

)(

011

)(

200

)(

12

1

)(

033

)(

100

)(

31

3

)(

022

)(

300

)(

23

3

)(

122

)(

311

)(

23

)(

*

LLL

LLL

LLL

LLL

b

ab

L

SSS

SSS

SSS

SSS

S                   （21b） 

となり、各成分は統一的に   c
L

abb
L

caa
L

bc SSS  )()()(

 
と表現される。 abS の定
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儀式（2b）を aC
 
と aL

 
とで表した： babaab CLLCS   を使うと、（21b）から 

  0)()()(  c

L

abb

L

caa

L

bc SSS ；   0)()()(  c

L

abb

L

caa

L

bc SSS     （21c, d） 

が得られ、この式と（15b）をここで導入した局所 Lorentz 系で評価した式 

0)(  L

abd

d SC   →  ),()()( L

ab

L

ab SS                                （21e, f） 

を（20g）代入することにより、最終的な結論 

      0ˆˆˆ  abdeccadebbcdeaabcde SSSJ
                     

（22） 

を得る。（20b, c, d）、（20e）及び（22）から（20a）で定義された４階のテンソル

は Riemann の曲率テンソルが満たす性質を全て満たす事が示される。 

 

６． 双対性に基づく電磁・重力エネルギー放射 

真空中における電磁波の伝搬は、４元ベクトルポテンシャル aA  を用いて 

   dc

d

c

ed

dee

ed

cdbc

b ARAgAgF 0                   （23a） 

と表される。通常（23a）においては、Lorentz gauge： 0 e

e A
 
を課して 

dc

d

c

ed

de ARAg 0
                                          

（23b） 

とするが、ここでは、もう一つの可能性として、 

 dc

d

c

ed

de ARAg 0 ； d
cdbc

b gF  ；
e

e A       （24a, b, c） 

を考察する。（24b）については、 bcF  の交代性から添え字 c  についての発散がゼ

ロとなる為に、（24b, c）で定義された   は式（5）と同じ Klein Gordon を満たす。

従って前節の CP の渦力学で導入した   を（24c）で定義される電磁場の縦モード

と同定する事が可能となる。このスカラー場   からは式（17）で示す力学系が構

築され、その構造は量子論における Sugawara form に付随する mass-less scalar 

field や相対論／Twistor 理論の研究にける shear-free null congruence[6] の概念と

密接に関係するものである。（24c）による   の同定は、電磁放射場の 
abF  と 

abS  

とを結合させ、 abF  に対応する Poynting vector と共に、 abS  に対応する新たなエ
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ネルギー・運動量を運ぶ量としての Poynting vector の存在が許容される事になる。

前節で見た様に、後者は Riemann の曲率テンソルと同様の性質を満たすため、こ

の新たな自由度は重力場放射を担うものとの解釈ができる。変位電流が電場と磁場

を結び付け、真空中を伝わる電磁波を予測した様に、（24c）と CP の渦力学は電磁・

重力場放射の存在を予測する。この仮説の重要な物理的側面は、４元ベクトルポテ

ンシャル aA  に付随するスカラー場   の実在性である。この点に関しては、本小

論文の内容と必ずしも同様な文脈で議論されているわけではないが、外村等[7]によ

る AB 効果の実験的証明は、これまでの Heaviside の解釈から抜け出し aA  の実在

性の可能性を示す大きな一歩であり、その意味において、ここで展開された仮説と

関係する意義深いものである。 

 

７． 付録 

式（7）に対する   を ),(   で置き換えた以下の式を考える。 

aaa CU    →  aa CU ),( 


                       （A1） 

),(  ddL


 として、直交条件（8b）： 0b
bLC  に対応するものを考えると、 

     0 dd

d

d

d

d

d CLCCLC 


                        （A2） 

となり、同様な条件を得る。混合テンソル d
b

d
bb

d CLLCS 
 に対しても同様に、 

d
b

d
bb

d CLLCS



 を考えて、その発散を計算すると 

       db

b

d

b

bdb

b

d

b

d

b

b

b

db CLCLLCCLLCS 


             （A3） 

となるが、 dL


 は傾度ベクトルなので bddb LL



 が成り立ち、これと（A2）を

用いると（A3）は最終的に以下の様に変形される。 

     db

b

d

b

b

b

db CLCLS 


2                                       （A4） 

また、 

           
         b

b

b

b

b

bb

b

bb

b

b

bb

b

b

b

LLLCCL

LCLLCLL





222

22







  （A5） 
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と変形され、最後の項に条件式（9）を代入した（A5）を（A4）代入して、 

       ddb

b

d

b

b

b

db CCLCLS  22 


                    （A6） 

得るが、（A6）において   とすると 

  db

b

d

b

b

b

db CLCLS  2                                    （A7） 

となるが、これは式（14b）より    ddb
b

d
b

b
b
db aCCLCLS  2

 
なので、こ

れを（A6）に代入し、 

  d

b

db CaS  


                                            （A8） 

となる。ここに、    と定義した。従って、 a  に対して a  ln                                                  

から   を決定すると、その様な   に対して、（A8）は 

0 b

dbS


                                                       （A9） 

となる。 
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Non-Markovian evolution of quantum systems

Dariusz Chruściński∗) and Andrzej Kossakowski∗∗)

Institute of Physics, Nicolaus Copernicus University
Grudzia̧dzka 5/7, 87–100 Toruń, Poland

We analyze a local approach to the non-Markovian evolution of open quantum systems. It
turns out that any dynamical map representing evolution of such a system may be described
either by non-local master equation with memory kernel or equivalently by equation which
is local in time. Local approach turns out to be more suitable for practical problems which
is illustrated by several examples.

§1. Introduction

The dynamics of open quantum systems attracts nowadays increasing atten-
tion.1)–3) It is relevant not only for the better understanding of quantum theory but
it is fundamental in various modern applications of quantum mechanics. Since the
system-environment interaction causes dissipation, decay and decoherence it is clear
that dynamic of open systems is fundamental in modern quantum technologies, such
as quantum communication, cryptography and computation.4)

The usual approach to the dynamics of an open quantum system consists in
applying the Markovian approximation, that leads to the following local master
equation for the dynamical map Λ(t)

d

dt
Λ(t) = LΛ(t) , Λ(0) = 1l , (1.1)

where L denotes the time-independent generator of the dynamical semigroup pos-
sessing the following well known representation3), 5), 6)

Lρ = −i[H, ρ] +
∑
α

(
VαρV

†
α −

1

2
{V †αVα, ρ}

)
. (1.2)

The above structure of L guaranties that dynamical map Λ(t) is completely positive
and trace preserving for all t ≥ 0. It is clear that Λ(t) generates the following evolu-
tion of the density matrix ρ(t) = Λ(t)ρ0. The dynamical semigroup is characterized
by the following property

Λ(t+ s) = Λ(t)Λ(s) , (1.3)

for all t, s ≥ 0. In general the external conditions which influence the dynamics
of an open system may very in time. The natural generalization of the Markovian
master equation (1.1) involves time-dependent generator L(t) which has exactly the
same representation as in (1.2) with time-dependent Hamiltonian H(t) and time-
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2 D. Chruściński and A. Kossakowski

dependent Lindblad operators Vα(t). Therefore one gets the following master equa-
tion for the dynamical map Λ(t, t0)

d

dt
Λ(t, t0) = L(t)Λ(t, t0) , Λ(t0, t0) = 1l , (1.4)

which leads to the following solution

Λ(t, t0) = T exp

(∫ t

t0

L(τ)dτ

)
, (1.5)

where T stands for the chronological operator. Clearly, Λ(t, t0) no longer depends
upon ‘t− t0’ but it still satisfies inhomogeneous composition law

Λ(t, s) · Λ(s, t0) = Λ(t, t0) , (1.6)

for t ≥ s ≥ t0. We stress that (1.4) although time-dependent is perfectly Markovian.
Note, however, that the solution (1.5) has only a formal meaning since the evaluation
of T-product is in general not feasible.

In this paper we analyze a non-Markovian generalization of Markovian semigroup
Λ(t). Let us recall that Λ(t) is divisible if

Λ(t) = V (t, s)Λ(s) , (1.7)

where V (t, s) is completely positive for all t ≥ s. Throughout this paper we use the
following definition of Markovianity
Definition 1 A dynamical map Λ(t) is Markovian if and only if it is divisible.
Note that Markovian semigroup is trivially divisible with V (t, s) = Λ(t − s). Our
goal is to characterize legitimate dynamical maps which are not divisible (hence
non-Markovian). The problem of non-Markovian evolution was recently analyzed by
many authors.7)–22)

The paper is organized as follows: in the next section we compare a general
approach to non-Markovian evolution based on the non-local memory kernel and
local in time generator and in section 3 we present simple examples to illustrate a
general approach. Section 4 is devoted to general analysis of the non-Markovian
dynamics of a single qubit. Final remarks are collected in section 5.

§2. Memory kernel vs. local generator

Consider now time-homogeneous situation Λ(t, t0) = Λ(t− t0) and let us fix the
initial time t0 = 0. The standard approach to the dynamics of open system uses the
Nakajima-Zwanzig projection operator technique23) (see also Refs.1), 3)) which shows
that under fairly general conditions, the master equation for the dynamical map Λ(t)
defined via

Λ(t)ρ = TrE
[
e−itHSEρ⊗ωeitHSE

]
(2.1)

where HSE denotes the system-environment Hamiltonian and ω is a fixed state of
the environment, takes the form of the following non-local equation

d

dt
Λ(t) =

∫ t

0
K(t− u)Λ(u) du , Λ(0) = 1l , (2.2)
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Non-Markovian evolution of quantum systems 3

in which quantum memory effects are taken into account through the introduction of
the memory kernel K(t): this simply means that the rate of change of Λ(t) at time t
depends on its history (starting at t = 0). Unfortunately, we do not know condition
for the memory kernel K(t) which guarantee that the corresponding dynamical map
Λ(t, t0) is a legitimate quantum evolution, i.e. it is completely positive and trace
preserving. Therefore, instead of non-local approach we propose to analyze much
simpler approach which is based on the local in time Master Equation (this approach
is usually called time-convolutionless (TCL)1), 24)). Note, that each solution Λ(t) of
(2.2) satisfies the following local in time equation22)

d

dt
Λ(t) = L(t)Λ(t) , Λ(0) = 1l , (2.3)

where the time-dependent generator L(t) is defined by the following logarithmic
derivative of the dynamical map

L(t) := Λ̇(t) · Λ−1(t) . (2.4)

We stress that equations (1.4) and (2.3) sharing the same structure have completely
different interpretation: the former corresponds to the inhomogeneous case and de-
scribes 2-parameter family of maps Λ(t, t0) with arbitrary initial time t0, whereas the
latter corresponds to the homogeneous case and describes 1-parameter family Λ(t),
where (using homogeneity) we fixed the initial time t0 = 0. Note, that performing
the Laplace transform of (2.2) one obtains

Λ̃(s) =
1

s− K̃(s)
, (2.5)

and hence one finds the non-local analog of (2.4)

K̃(s) =
[
sΛ̃(s)− 1l

]
Λ̃(s)−1 . (2.6)

Hence, knowing Λ(t) one may define a local generator via (2.4) and non-local one via
(2.6). Note, that both formulae (2.4) and (2.6) are rather formal, since in general it
would be difficult to compute the inverse of Λ(t) or the inverse laplace transform of

K̃(s). We stress, however, that we do not know how to construct L(t) and K(t) from
‘first principle’ such that the resulting evolution Λ(t) defines a legitimate dynamical
map.

The situation simplifies in the case of commutative dynamics, that is, Λ(t) satis-
fying Λ(t)Λ(u) = Λ(u)Λ(t) for all t, u ≥ 0. In this case one has the following solution
to the local equation

Λ(t) = exp

(∫ t

0
L(τ)dτ

)
, (2.7)

that is, one may avoid to use chronological T-product. Now comes the following
Theorem 1 Λ(t) defines a legitimate quantum dynamics if and only if

∫ t
0 L(τ)dτ

defines a legitimate Lindblad generator for all t ≥ 0.
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4 D. Chruściński and A. Kossakowski

In particular if the local generator has the following form

L(t) = a1(t)L1 + . . .+ an(t)Ln , (2.8)

where L1, . . . ,Ln are Lindblad generators, then Λ(t) defines a legitimate quantum
dynamics if and only if ∫ t

0
ak(τ)dτ ≥ 0 , k = 1, . . . , n . (2.9)

Recall, that Λ(t) is Markovian if and only if ak(t) ≥ 0 for all t ≥ 0 and all k = 1, . . . , n.
Hence condition (2.9) is a natural generalization of Markovianity. Hence, if (2.9) is
satisfied but at least one ak(t) takes strictly negative value at some moment of time,
then Λ(t) necessarily describes non-Markovian quantum dynamics.

§3. Non-Markovian evolution: examples

To illustrate general approach let us consider few simple examples.
Example 1. Consider the dynamical map for a qudit (d-level quantum system)
given by

Λ(t) =

(
1−

∫ t

0
f(u)du

)
1l +

∫ t

0
f(u)duP , (3.1)

where P : B(Cd) −→ B(Cd) denotes completely positive trace preserving projection.
For example take a fixed qudit state ω and define P by the following formula Pρ =
ωTrρ. The real function ‘f ’ satisfies:

0 ≤
∫ t

0
f(u)du ≤ 1 ,

for any t > 0. Note that f(u) needs not be positive. If f(u) ≥ 0 (u ≥ 0), then Λ(t)
defines quantum semi-Markov process and the function f(u) may be interpreted
as a waiting time distribution for this process.8), 18) Clearly, Λ(t) being a convex
combination of 1l and P is completely positive trace preserving map and hence it
defines legal quantum dynamics of a qudit. The corresponding memory kernel is
well known8), 18) and it is given

K(t) = κ(t)L0 , (3.2)

where the function κ(t) is defined in terms of its Laplace transform as follows

κ̃(s) =
sf̃(s)

1− f̃(s)
, (3.3)

and L0 is defined by L0 = P − 1l. Note, that L0 has exactly the structure of the
Markovian generator (1.2) with H = 0, and the Lindblad operators Vα define Kraus

representation of P, that is Pρ =
∑

α VαρV
†
α . One easily finds for the corresponding

generator
L(t) = α(t)L0 , (3.4)
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Non-Markovian evolution of quantum systems 5

where

α(t) =
f(t)

1−
∫ t
0 f(u)du

. (3.5)

Let us observe that ∫ t

0
α(u)du = − ln

(
1−

∫ t

0
f(u)du

)
≥ 0 ,

and hence this example gives rise to L(t) = α(t)L0, with Markovian L0 and α(t)
satisfying

∫ t
0 α(u)du ≥ 0. We stress that α(t) needs not be positive. It is positive if

and only if f(t) corresponds to the waiting time distribution.8), 18) Note the striking
similarity between formulae (3.3) and (3.5). It should be stressed that in this case
one knows an explicit formula for time-local generator L(t). Note, however, that in
general one is not able to invert the Laplace transform of κ̃(s) from the formula (3.3)
and hence the explicit formula for the memory kernel K(t) is not known.

Consider for example f(t) = εγe−γt, with γ > 0 and ε ∈ (0, 1]. One finds from
(3.5) the following formula α(t) = εγ[(1 − ε)eγt + ε]−1. Note, that for ε = 1 it
reduces to α(t) = γ, that is, it corresponds to the purely Markovian case. Hence,
the parameter ‘1− ε’ measures the non-Markovianity of the dynamics.

Example 2. Suppose now that H = C2⊗C2 and consider the dynamics of two
qubits governed by (3.1) with f(t) = εγe−γt. The entanglement of the asymptotic
state is governed by

C(∞) = 2 max{c1(∞), c2(∞), 0} ,

with

c1(∞) = (1− ε)|ρ23| −
√
ρ11ρ44 ,

and

c2(∞) = (1− ε)|ρ14| −
√
ρ22ρ33 .

It is clear that in the Markovian case (ε = 1) the asymptotic state is always separable
(C(∞) = 0). However, for sufficiently small ‘ε’ (i.e. sufficiently big non-Markovianity
parameter ‘1−ε’) one may have c1(∞) > 0 or c2(∞) > 0, that is, the asymptotic state
might be entangled. This example proves the crucial difference between Markovian
and non-Markovian dynamics of composed systems. In particular controlling ‘ε’ we
may avoid sudden death of entanglement.25)

Example 3. Consider the pure decoherence model defined by the following Hamil-
tonian H = HR + HS + HSR, where HR is the reservoir Hamiltonian, HS =∑

n εnPn (Pn = |n〉〈n|) the system Hamiltonian and

HSR =
∑
n

Pn⊗Bn (3.6)

the interaction part, Bn = B†n being reservoirs operators. The initial product state
ρ⊗ωR evolves according to the unitary evolution e−iHt(ρ⊗ωR)eiHt and by partial
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6 D. Chruściński and A. Kossakowski

tracing with respect to the reservoir degrees of freedom one finds for the evolved
system density matrix

ρ(t) = TrR[e−iHt(ρ⊗ωR)eiHt] =
∑
n,m

cmn(t)PmρPn ,

where cmn(t) = Tr(e−iZmtωRe
iZnt), Zn = εnIR +HR +Bn being reservoir operators.

Note that the matrix cmn(t) is semi-positive definite and hence

Λ(t) ρ =
∑
n,m

cmn(t)PmρPn . (3.7)

defines the Kraus representation of the completely positive map Λ(t). The solution
of the pure decoherence model can therefore be found without explicitly writing
down the underlying master equation. Our method, however, enables one to find the
corresponding generator L(t). It is given by the following formula

L(t) ρ =
∑
n,m

αmn(t)PmρPn , (3.8)

where the functions αmn(t) are defined by αmn = ċmn/cmn. It shows that the pure
decoherence model may be defined by local in time master equation (2.3) with the
non-Markovian generator (3.8). Note, that for d = 2 one finds

L(t) ρ = α01(t)P0ρP1 + α01(t)P1ρP0 . (3.9)

Using

P0 =
1

2
(I2 + σz) , P1 =

1

2
(I2 − σz) ,

one obtains the following formula for the local generator

L(t)ρ = i
Ω(t)

2
[σz, ρ]− Γ (t)

2
(σzρσz − ρ) , (3.10)

where
Ω = Im c01 , Γ = Re c01 .

which has the standard Lindblad form.

§4. Non-Markovian dynamics of a qubit

In this section we analyze a general dynamical map for a qubit

Λ(t)ρ =
1∑

m,n=0

cmn(t)Pm ρPn + d1(t)σ+ρσ− + d0(t)σ−ρσ+ , (4.1)

where the positive matrix cmn reads as follows

cmn(t) =

(
x0(t) γ(t)
γ∗(t) x1(t)

)
, (4.2)
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Non-Markovian evolution of quantum systems 7

and

d0(t) = 1− x1(t) , (4.3)

d1(t) = 1− x2(t) . (4.4)

Note, that Λ(t) is completely positive if and only if

x0(t), x1(t) ∈ [0, 1] . (4.5)

and
x0(t)x1(t) ≥ |γ(t)|2 . (4.6)

Finally, Λ(0) = id iff x0(0) = x1(0) = γ(0) = 1. We use standard notation: if
|0〉, |1〉 denotes an orthonormal basis in C2, then Pk = |k〉〈k| and σ± are raising and
lowering operators in the qubit space, that is, σ+ = |1〉〈0| and σ− = |0〉〈1|. The
corresponding dynamics of the density operator ρ(t) reads as follows

ρ00(t) = ρ00 x0(t) + ρ11 [1− x1(t)] ,
ρ11(t) = ρ00 [1− x0(t)] + ρ11 x1(t) , (4.7)

ρ01(t) = ρ01 γ(t) .

One easily finds for the local generator

L(t)ρ = −iΩ(t)

2
[σ3, ρ] +

1∑
k=0

yk(t)Lkρ+
Γ (t)

2
Lzρ . (4.8)

where the generators {L0,L1,Lz} read as follows

L0ρ = σ+ρσ− −
1

2
{σ−σ+, ρ} ,

L1ρ = σ−ρσ+ −
1

2
{σ+σ−, ρ} , (4.9)

Lzρ = σzρσz − ρ ,

and

y0 =
ẋ0x1 + ẋ1(1− x0)

1− x0 − x1
,

y1 =
ẋ0(1− x1) + ẋ1x0

1− x0 − x1
, (4.10)

Γ = −y0 + y1
2

− Re
γ̇

γ
,

Ω = Im
γ̇

γ
,

where for simplicity we skipped time dependence.
Corollary 1 Qubit dynamics (4.1) is Markovian if and only if y0(t), y1(t), Γ (t) ≥ 0
for all t ≥ 0.
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8 D. Chruściński and A. Kossakowski

In particular taking x0 = x1 = 1 one recovers pure decoherence model with

L(t)ρ = −iΩ(t)

2
[σz, ρ] +

Γ (t)

2
Lzρ , (4.11)

where

Γ = −Re
γ̇

γ
, Ω = Im

γ̇

γ
.

§5. Conclusions

In conclusion, any non-Markovian quantum evolution may be described either
by the non-local equation (2.2) or by a time-local equation (2.3). Local approach
is more simple and well suited for practical purposes. The Markovian dynamics
corresponds to divisible dynamics maps. Note, that divisibility may be checked on
the level of the local approach – it corresponds to the time dependent Lindblad
generator. We stress that the problem of necessary and sufficient condition for the
local generator which do guarantee that the corresponding dynamical map gives rise
to the legitimate quantum evolution is still open and it deserves further studies.
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Who has seen a free photon?

Izumi Ojima ∗

Research Institute for Mathematical Sciences,
Kyoto University

and
Hayato Saigo †

Nagahama Institute of the Bio-Science and Technology

Abstract

While the notion of the position of photons is indispensable in the
quantum optical situations, it has been known in mathematical physics
that any position operator cannot be defined for a massless free particle
with a non-zero finite spin. This dilemma is resolved by introducing the
“effective mass” of a photon due to the interaction with matter. The
validity of this interpretation is confirmed in reference to the picture
of “polariton”, a basic notion in optical and solid physics.

1 A dilemma

Who has seen the wind?

Neither I nor you.

But when the leaves hang trembling

The wind is passing through.

This famous verse [15] reminds the authors of a fundamental dilemma
about “localization of a photon”.

In the recent advanced quantum-optical technology, the notion of po-
sitions of photons has played indispensable roles in the experimental situ-
ations, as is exemplified by the most familiar Mach-Zender interferometry
consisting of the beam splitters and of the photon detector to specify the
position of detection of photons. Theoretically speaking, this is the contexts
where the localization of a photon is to be described by means of some po-
sition observables associated with the quantum electromagnetic field. Here
we encounter the following serious difficulty: since the paper of Newton and

∗E-mail: ojima@kurims.kyoto-u.ac.jp
†E-mail: h saigoh@nagahama-i-bio.ac.jp
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Wigner [11], it has been known in mathematical physics that any position
operator cannot be defined for a massless free particle with a non-zero fi-
nite spin, in sharp contrast to the cases of massive particles which can be
localized. This statement is clearly in contradiction to the above familiar
situations where almost all physicists have used the notion of “position of a
photon” as one of the basic ingredients of theory and application of quantum
mechanics.

Then, who has seen a free photon?

2 Strategy

We propose the following resolution: while a massless free photon is
not localizable, a “real” photon can be made localizable by its
dynamical interaction with matter such as media or devices (for
its detection). To be precise, this simple picture can be shown to have a
sound basis as follows. First we see in Section 3 that a photon can be
localized only if photon-matter interaction provides a positive ef-
fective mass, by our reinterpretation of Wightman’s theorem [16] following
from the arguments by Newton and Wigner [11]. Then we show in Section
4 how the photon-matter interaction can be reduced in this context into the
picture of “a free particle with positive effective mass”. This interpreta-
tion becomes clearer if we refer to the picture of “polariton”[6, 5],
a basic notion in optical and solid-state physics.

3 Formulation

3.1 Newton-Wigner-Wightman analysis

In 1949, Newton and Wigner [11] raised the question of localizability of single
free particles. They attempted to formulate the properties of the localized
states on the basis of natural requirements of relativistic covariance.

Physical quantities available in this formulation admitting direct physical
meaning are restricted inevitably to the generators of Poincaré group P↑+ =
R4oL↑+ (with L↑+ the orthochronous proper Lorentz group) which is locally
isomorphic to the semi-direct product H2(C) o SL(2,C) of the hermitian
(2×2)-matrices and of SL(2,C), consisting of the energy-momentum vector
Pµ and of the Lorentz generators Mµν (composed of angular momenta Mij

and of Lorentz boosts M0i). The problem is then to find conditions under
which “position operators” can naturally be constructed from the Poincaré
generators (Pµ,Mµν). In [11], position operators have been shown to exist in
massive cases in an essentially unique way for “elementary” systems in the
sense of the irreducibility of the corresponding representations of P↑+ so that

2
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localizability of a state can be defined in terms of such position operators. In
massless cases, however, no localized states are found to exist in the above
sense. That was the beginning of the story.

Wightman [16] clarified the situation by recapturing the notion of “lo-
calization” in a general form as follows. First he has reformulated the usual
approaches in terms of unbounded position operators into the form of gen-
eral axioms (i)-(v) involving projection operators,

(i) To each Borel subset ∆ of R3, there corresponds a projection operator
E(∆) in a Hilbert space H, whose expectation value gives the proba-
bility of finding the system in ∆;

(ii) E(∆1 ∩∆2) = E(∆1)E(∆2);

(iii) E(∆1 ∪∆2) = E(∆1) + E(∆2), if ∆1 ∩∆2 = φ;

(iv) E(R3) = 1;

(v) E(R∆+a) = U(a,R)E(∆)U(a,R)−1, whereR∆+a is the set obtained
from ∆ by applying a translation a after a rotation R, and U(a,R) is
the corresponding unitary operator in H.

Note that the notion of localizability discussed above is concerned with
localization of states in space at a given time. If we consider the axioms
like (i)-(v) on the whole space-time, it would imply the validity of the CCR
relations between 4-momenta pµ and space-time coordinates xν , which would
imply the Lebesgue spectrum covering the whole R4 for both observables p̂µ

and x̂ν . Then, any such physical requirements as the spectrum condition
cannot be imposed on the energy-momentum spectrum p̂µ, and hence, the
notion of localizability in space-time does not make sense.

According to Mackey’s theory of induced representations, Wightman’s
formulation can easily be seen as the condition for the set of operators
{E(∆)} to constitute a system of imprimitivity [8] under the action of
the unitary representation U(a,R) in H of the three-dimensional Euclidean
group SE(3) := R3 o SO(3). In a more algebraic form, the pair (E, U) can
also be viewed as a covariant representation

E(τ(a,R)(f)) = U(a,R)E(f)U(a,R)−1 for f ∈ L∞(R3), (a,R) ∈SE(3),
(1)

of an action SE(3) y
τ

L∞(R3), [τ(a,R)(f)](x) := f(R−1(x − a)) on the

algebra L∞(R3) generated by the position operators in the representation
E : L∞(R3) 3 f 7−→ E(f) =

∫
f(x)dE(x) ∈ B(H), s.t. E(χ∆) = E(∆).

Thus Wightman’s formulation of the Newton-Wigner localizability prob-
lem is just to examine whether the Hilbert space H of the representation
(U,H) of SE(3) can accommodate a representation E of the algebra L∞(R3)

3
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consisting of position operators, covariant under the action of SE(3) in the
sense of (1) .

Applying the general theory of Mackey to the case of three-dimensional
Euclidean group SE(3), Wightman proved the fundamental result below as
a purely kinematical consequence.

Theorem 1 ([16], excerpt from theorem 6 and 7) A Lorentz or Galilei
covariant massive system is always localizable. For the Lorentz case, the only
localizable massless elementary system (i.e. irreducible representation) has
spin zero. For the Galilei case, no massless elementary system is localizable.

Corollary 2 A free photon is not localizable.

The essential mechanism of (non-)localizability in the sense of Newton-
Wigner-Wightman is determined by the structure of little groups defined by
Wigner as the stabilizer groups of standard four-momenta on each type of
P↑+-orbits in p-space.

On an orbit p2 = m2 > 0 under P↑+, we can choose a standard mo-
mentum p0 := (m,0) which specifies a rest frame of a particle with mass
m 6= 0. Then, the little group at p0 is the group SO(3) of spatial rota-
tions, corresponding to the degrees of freedom remaining in the rest frame.
As a consequence, “the space of all rest frames” along the orbit becomes
SO(1, 3)/SO(3) ∼= R3. Here the coordinates of “rest frames” just play the
role of the order parameters (or, “sector parameters”) on each P↑+-orbit as
the space of “degenerate vacua” associated with a symmetry breaking of
boost invariance, which should play the roles of position operators appear-
ing in the imprimitivity system as follows. Denoting by Λp such a Lorentz
boost as transforming p0 into p = Λpp0 = (

√
m2c2 + p2,p), we have for each

boost Λ ∈ SO(1, 3) such a relation as Λ = ΛΛpR(Λ)Λ−1
p with the so-called

Wigner rotation R(Λ) ∈ SO(3) stabilizing p0. On the other hand, we have
for pΛ = Λp0 a relative velocity uΛ ∈ R3 ∼= SO(1, 3)/SO(3) between the

Lorentz frames (1,0) and
pΛ

m
=: uΛ = (

1√
1− u2

Λ/c2
,

uΛ√
1− u2

Λ/c2
), u2

Λ = 1.

Thus, the homeomorphism R3 ∼= SO(1, 3)/SO(3) physically means the rela-
tion between a Lorentz boost Λ = Λ(u) transforming p0 into pΛ = Λp0 and
a relative velocity u = u(Λ) ∈ R3 ∼= SO(1, 3)/SO(3) satisfying the relation
pΛ

m
= (

1√
1− u2/c2

,
u√

1− u2/c2
), which describes a non-trivial action of

u ∈ R3 on p belonging to the P↑+-orbit p2 = m2 > 0 via the Wigner rotation
R(Λ) = Λ−1

ΛpΛΛp. In the limit c → ∞, this action yields the imprimivity
system used by Wightman.

In sharp contrast, there is no rest frames for a massless particle and
the little group becomes isomorphic to two-dimensional Euclidean group

4
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SE(2), whose rotational generator corresponds to the helicity. Since the
other two translation generators corresponding to gauge transformations
span non-compact directions in distinction from the massive cases with com-
pact SO(3), the allowed representation is only the trivial one which leaves
the transverse modes invariant, and hence, the little group cannot provide
position operators in the massless case.

Since Newton-Wigner-Wightman, many discussions around the photon
localization problem have been developed. So far as we know, the arguments
seem to be divided into two opposite viewpoints, one relying on purely dy-
namical bases [4] and another on pure kinematics [2], where it is almost
impossible to find any meaningful agreements. Below we propose an alter-
native strategy based on the notion of “effective mass”, which can provide
a reasonable reconciliation between these conflicting ideas because of its
“kinematical” nature arising from some dynamical origin.

3.2 Wightman’s theorem as the “basis” for localization

Our scheme of the localization for photons can be summarized as follows,
which is essentially in accordance with the basic formulation of “quadrality
scheme” [13] underlying the Micro-Macro duality [12]:

Localization of photons
⇑

Effective mass of photons =⇒ Change in kinematics
⇑

Dynamical interaction
between photons & media

Once a positive effective mass appears, Wightman’s theorem itself provides
the “kinematical basis” for the localization of a photon. From our point of
view, therefore, this theorem so far regarded as a no-go theorem against the
localizability becomes actually an affirmative support for it, conveying such
a strongly selective meaning that, whenever a photon is localized, it should
carry a non-zero effective mass.

In the next section, we explain the meaning of our scheme from a physical
point of view.

4 Resolution

4.1 How to define effective mass of a photon

Now we focus on a photon interacting with homogeneous medium, in the
case of the monochromatic light with angular frequency ω as a classical light
wave. For simplicity, we neglect here the effect of absorption, that is, the

5
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imaginary part of refractive index. When a photon interacting with matter
can be treated as a single particle, it is natural to identify its velocity v with
the “signal velocity” of light in medium. The relativistic total energy of the
particle E should be related to v :=

√
v · v by its mass meff :

E =
meffc2

√
1− v2

c2

(2)

Since v is well known to be smaller than the light velocity c (theoretically or
experimentally), meff is positive (when the particle picture above is valid).
Then we may consider meff as the relativistic “effective (rest) mass of a
photon”, and identify its momentum p with

p =
meffv√
1− v2

c2

. (3)

Hence, as long as “an interacting photon” can be approximately treated as
a single particle, it should be massive, according to which its “localization
problem” is resolved. The validity of this picture will be confirmed in the
next subsection.

While the concrete forms of energy/momentum are related to the Abraham-
Minkowski controversy [1, 10, 3], our argument itself does not depend on any
specific choice of energy/momentum formulae. The only essential point is
that the interactoin can make a massive particle from a massless one. That
is, while a free photon satisfies

E2
free − c2p2

free = 0, (4)

an interacting photon satisfies

E2 − c2p2 = m2
effc4 > 0. (5)

To sum up, an “interacting photon” can gain a positive effective mass, while
a “free photon” remains massless! This is the key we have sought for. How-
ever, the argument in this section is based on the assumption that “a pho-
ton dressed with interaction” can be viewed as a single particle. Then we
proceed to consider the validity of our picture, especially the existence of
particles whose effective mass is obtained by the interaction, analogous to
Higgs mechanism: Such a universal model for photon localization exists. It
is the notion of polariton, well known in optical and solid physics.

4.2 Polaritons as a universal model for photon localization

In optical and solid-state physics, the propagation of light in a medium is
viewed as follows: By the interaction between light and matter, creation of

6
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an “exciton (an excited state of polarization field above the Fermi surface)”
and annihilation of a photon will be followed by annihilation of an exciton
and creation of a photon, ..., and so on. This chain of processes itself is often
considered as the motion of particles called polaritons (in this case “exciton-
polaritons”), which constitute particles associated with the coupled wave of
the polarization wave and electromagnetic wave.

Remark 3 In spite of the similarity in its name, a polariton should not be
confused with a polaron [7] which represents a fermion as a charged mat-
ter dressed by polarization field. In contrast, a polariton is a boson which
represents a “dressed photon”.

The notion of polariton has been introduced to develop the microscopic
theory of electromagnetic interactions in materials ([6], [5]). An injected
photons become polaritons by the interaction with matter. As exiton-
phonon interaction is dissipative, the polariton picture gives a scenario of
absorption. It has provided a better approximation than the scenarios with-
out a polariton. Moreover, the group velocity of polaritons discussed below
gives another confirmation of the presence of an effective mass.

As is well known, permittivity ε(ω) is given by the following equality,

ε(ω) = n2 =
c2k2

ω2
, (6)

and hence, we obtain the dispersion relation (a relation between frequency
and wave number) of polariton once the formula of permittivity is given.

Remark 4 In general, this dispersion relation implies branching, analogous
to the Higgs mechanism. The signal pulse correponding to each branches can
also be detected in many experiments, for example, in [9] cited below.

In the simple case, the permittivity is given by the transverse frequency
ωT of exciton’s (lattice vibration) as follows:

ε(ω) = ε∞ +
ω2

T (εst − ε∞)
ω2

T − ω2
, (7)

where ε∞ denotes limω→∞ ε(ω) and εst = ε(0) (static permittivity). With
a slight improvement through the wavenumber dependence of the exciton
energy, the theoretical result of polariton group velocity ∂ω

∂k < c based on the
above dispersion relation can explain satisfactorily experimental data of the
passing time of light in materials (for example, [9]). This strongly supports
the validity of the polariton picture.

From the above arguments, polaritons can be considered as a universal
model of the “interacting photons in a medium” in the previous subsection
4.1. The positive mass of a polariton gives a solution to its “localization

7
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problem”. Conversely, as the “consequence” of Wightman’s theorem, it
follows that “all” physically accessible photons as particles which can be
localized are more or less polaritons (or similar particles) because only the
interaction can give a photon its effective mass, if it does not violate par-
ticle picture. In this way, the dilemma between Newton-Wigner-Wightman
theorem and the position observable of photons is successfully resolved by
combining useful mathematical methods and meaningful physical concepts,
which were separated before causing a negative result.

5 Concluding remarks

The discussions in the present note has clarified the important roles played
by interactions in making sense of the notion of localization. We can expect
that it also shed some new light on the idea of the “emergence” of space-time
proposed in [13]. In combination with a possible scenario for the mass gen-
eration, we can summarize the argument above in the following quadrality
scheme:

x :
localization
of photons
⇑

meff : Effective mass of photon =⇒ v : kinematics
⇑

p :
dynamical interaction

between photons & media

When all the above ingredients are established, the “mechanics of mass
points” becomes meaningful. A photon, which is something quite dissimilar
to a “mass point”, appears ubiquitously since the electromagnetic field works
as a universal medium to mediate the interaction between charged particles
which provides an idealized standard reference system.

Then, who has seen a free photon?

The answer to this original question can now be found in the following
modified form of the verse at the beginning:

Who has seen a free photon?

Neither I nor you.

But when the matter reacts trembling

the photons are passing through.

8
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Abstract

The Anderson transition is a disorder driven quantum phase transition between metallic and

insulating phases. In contrast to the common belief that two dimensional (2D) systems are

always insulating and that the Anderson transition does not occur in 2D, in certain universality

classes 2D systems can be metallic. We review the recent development of the theory of the

Anderson transition in 2D. There are ten universality classes: three Wigner-Dyson classes, three

chiral universality classes, and four Bogoliubov-de Gennes classes. We report results for critical

exponents and distributions of conductance for the symplectic universality class. We emphasize

that, on the one hand, the existence of a topological insulating phase does not alter the value

of the critical exponent, while on the other, it strongly affects the form of the conductance

distribution at the transition.
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INTRODUCTION

In systems with a periodic potential, the wave functions of electrons are extended con-

sistent with Bloch’s theorem. In strongly disordered systems, however, due to destructive

quantum interference, the envelope of the electron wave functions decays exponentially

on a length scale called the localization length ξ,

 (~r) = a(~r − ~r0) exp(−|~r − ~r0|/ξ) . (1)

Here, ~r0 is the localization center and a is a random function with a decay that is weaker

than exponential. As a function of disorder, a localization-delocalization transition, called

the Anderson transition [1], occurs. This transition is characterized by the divergence of

the localization length ξ,

ξ ∼ 1

|x− xc|ν
, (2)

where x is a parameter such as Fermi energy E or the strength of the random potential

W that is used to drive the transition, and ν is the critical exponent. (In the metallic

phase, ξ is again finite but is there interpreted as a correlation length.) The value of the

exponent ν is thought to be highly universal depending only on the universality class and

the dimension (1D, 2D, 3D etc.) of the system.

The transition has been widely studied analytically [2], numerically [3], and experi-

mentally [4], not only in semiconductors, but also in optical [5] and acoustic systems [6].

The recent development of experimental techniques that utilize Bose-Einstein condensa-

tion has shed new light on the Anderson transition [7]. In this report, we describe the

classification into universality classes, and report recent numerical results for one of the

universality classes, the symplectic universality class, as an example.

UNIVERSALITY CLASSES

Random Hamiltonian matrices are classified according to whether the system is in-

variant under the operations of time reversal T and spin rotation S. Systems with both

time reversal and spin rotation symmetries comprise the orthogonal class, systems with

time reversal symmetry but with broken spin rotation symmetry comprise the symplectic

class, and systems with broken time reversal symmetry comprise the unitary class. (Once
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T S Symmetry class

Yes Yes Orthogonal

Yes No Symplectic

No not relevant Unitary

TABLE I: Wigner-Dyson classes and symmetry

time reversal symmetry is broken, spin rotation symmetry is no longer relevant). These

are called Wigner-Dyson classes [8, 9]. See Table I.

Recently, it has been found necessary to extend the Wigner-Dyson classification [10–

12] to describe a wider variety of random systems such as disordered superconductors.

The new classification is based on Lie algebra.

Let H be an N × N Hermitian matrix and let X = iH. Then, X is anti-Hermitian.

Such matrices X are elements of the Lie algebra u(N), and exp(X) elements of the Lie

group U(N). This is the unitary class in the Wigner-Dyson classification. In the absence of

time reversal symmetry (or any other special symmetries) the Hamiltonian of a disordered

system is in this class.

Any Hermitian matrix can be decomposed as H = H1 + iH2, where H1 is a real

symmetric matrix and H2 a real antisymmetric matrix. The matrices H2 are the elements

of a Lie algebra that is a subalgebra of u(N). The corresponding Lie group is SO(N),

which is a subgroup of U(N). The tangent space to the symmetric space U(N)/O(N)

is the space of real symmetric matrices (up to a factor i). The Hamiltonians of systems

with time reversal and spin rotation symmetry are of this form. This is the orthogonal

class in the Wigner-Dyson classification.

When the electron spin degree is included in the description, the number of degrees

of freedom is doubled and the Hamiltonian is a 2N × 2N Hermitian matrix. We may

decompose the Hamiltonian into 2 × 2 blocks cij containing matrix elements between up

and down spin states and express each block in the form

cij = (a0
ij + ib0ij)τ0 + (a1

ij + ib1ij)τ1 + (a2
ij + ib2ij)τ2 + (a3

ij + ib3ij)τ3 . (3)

Here, τ0 = 12 the 2 × 2 identity matrix, τk = iσk (k = 1, 2, 3), where the σk are the Pauli

matrices, and akij, b
k
ij (k = 0, 1, 2, 3) are real numbers. Since the Hamiltonian is Hermitian,
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the coefficients ai,j and bi,j must satisfy the following conditions

a0
ij = a0

ji , a
k
ij = −akji (k = 1, 2, 3) , b0ij = −b0ji , bkij = bkji (k = 1, 2, 3) . (4)

Using (3) a general Hamiltonian may be decomposed into H = H1 + H2 where H1 is a

matrix with cij of the form

cij = a0
ijτ0 + a1

ijτ1 + a2
ijτ2 + a3

ijτ3 , (5)

and H2 is the remainder, i.e. involving the bkij (k = 0, 1, 2, 3). We may define X = iH2.

The matrices X satisfy

JX +XTJ = 0 , Jij = �ijτ2 , (6)

and are the elements of a Lie algebra that is a subalgebra of u(2N). The corresponding Lie

group is Sp(2N). The tangent space to the symmetric space U(2N)/Sp(2N) is the space of

matrices H1 (up to a factor i). The Hamiltonians of systems with time reversal symmetry

but where spin rotation symmetry is broken are of precisely this form. (Incidentally, this

means that the Hamiltonians of such systems can be expressed as N × N matrices of

quaternions, which can simplify both analytic and numerical calculations.) This is the

symplectic class in the Wigner-Dyson classification.

In certain physical problems in disordered systems we encounter Hamiltonians of the

form

H =

 0N h

h† 0M

 . (7)

Here, 0N denotes the N × N zero matrix, and h an N ×M matrix. This describes the

situation where the diagonal elements (potential energies) are vanishing and hopping is

allowed only between different sublattices. Such a Hamiltonian satisfies

H = −

1N 0

0 −1M

H

1N 0

0 −1M

 . (8)

This property is called chiral symmetry [10, 11]. We may decompose a general (N +M)×

(N +M) Hamiltonian into the form H = H1 +H2 where H1 has the form (7) and H2 is

the remainder, which has the form

H2 =

 hN 0

0 hM

 . (9)
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Class T S Symmetric space Symbol

Wigner-Dyson Yes Yes U(N)/O(N) AI

Wigner-Dyson Yes No U(2N)/Sp(2N) AII

Wigner-Dyson No irrlevant U(N) A

chiral Yes Yes SO(N +M)/(SO(N) × SO(M)) BDI

chiral Yes No Sp(2N + 2M)/(Sp(2N) × Sp(2M)) CII

chiral No irrelevant U(N +M)/(U(N) × U(M)) AIII

BdG Yes Yes Sp(2N)/U(N) CI

BdG Yes No SO(2N)/U(N) DIII

BdG No Yes Sp(2N) C

BdG No No SO(2N) D

TABLE II: Ten universality classes and corresponding Lie group (symmetric spaces). The last

column is the symbol for the symmetry class.

We may then define X = iH2. The matrices X are the elements of a Lie algebra with

corresponding Lie group U(N)×U(M). The tangent space of the symmetric space U(N+

M)/(U(N) × U(M)) are precisely the Hamiltonians of the form (7) (up to a factor i).

In disordered superconductors, quasi-particles are described by a Bogoliubov-de

Gennes (BdG) Hamiltonian of the form [12],

H =

 h ∆

−∆∗ −hT

 , (10)

which satisfies

H = −

 0N 1N

1N 0N

HT

 0N 1N

1N 0N

 = −τxHTτx , (11)

where 1N , 0N are N -dimensional unit and zero matrices, respectively. By a unitary rota-

tion of the basis we may define H ′ = g†Hg , g = (12N + iτx)/
√

2 that satisfies H ′ = −H ′T.

We may then define matrices X = iH ′. The matrices are elements of a Lie algebra so(2N)

with the corresponding Lie group SO(2N).

By imposing time reversal and spin rotation symmetries, in addition to the chiral or

BdG symmetries, we arrive at the ten universality classes listed in Table II.

Random Hamiltonians can be mapped to non-linear sigma models [2, 13]. Reflecting
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Wigner-Dyson symplectic class 6

the symmetries of the Hamiltonian, the non-linear sigma models are associated with

different symmetric spaces. More details can be found in review articles such as [14–16].

ANDERSON TRANSITION IN TWO DIMENSIONS

The scaling theory of localization [17] predicts that all states are localized in 2D. The

argument rests on two assumptions. First, that the conductance g (in units of e2/h) of a

system of size L obeys a single parameter scaling law

β(g) =
d log g(L)

d logL
. (12)

And, second, that this β-function is monotonic. For a d-dimensional system, perturbation

theory in 1/g gives β(g) ≈ d − 2 − a/g for large g. While for small g, where g(L) ∼

exp(−bL/ξ), we expect log(g). (Here, a, b are numerical factors of the order of 1.) If we

interpolate the beta function between large and small g, assuming it to be monotonic, we

find that β(g) < 0 for all g, and hence that the conductance always vanishes in the limit

of large L.

However, this argument applies only to the Wigner-Dyson orthogonal class and, in

fact, this is the only symmetry class where in 2D the states are always localized and g(L)

scales to zero. All the remaining universality classes listed in Table II permit the existence

of delocalized states in 2D.

Wigner-Dyson symplectic class

The Wigner-Dyson symplectic class is realized in systems with spin-orbit scattering,

which conserves time reversal symmetry but breaks spin rotation symmetry. One of the

model Hamiltonians used in the study of this class is the so called SU(2) model [18],

H =
∑
i,σ

εic
†
iσciσ −

∑
(i,j)σ,σ′

R(i, j)σ,σ′c†iσcjσ′ , (13)

with i, j the site indices, σ, σ′ the spin indices, (i, j) pairs of nearest neighboring sites, and

R(i, j) a random SU(2) matrix uniformly distributed with respect to the group invariant

measure. The on-site random potential εi is uniformly distributed in the range

−W
2
< εi <

W

2
. (14)
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In contrast to other models, where corrections to scaling need to be taken into account [19],

the SU(2) model in 2D exhibits vanishingly small corrections to scaling. This property

enables high precision finite size scaling analyses of the Lyapunov exponent [3, 20]. The

critical exponent ν for SU(2) model has been found to be [18, 21],

ν = 2.75 ± 0.01 . (15)

At the transition, where the length scale ξ diverges, the correlation function of the

local density of states �(E,~r) has a power law decay

〈�(E,~r)�(E,~r ′)〉 ∼ |~r − ~r ′|−2η , (16)

while in a quasi-1D system it has an exponential decay,

〈�(E,~r)�(E,~r ′)〉q1D ∼ exp(−2|~r − ~r ′|/ξq1D) . (17)

It follows from the assumption of conformal invariance at the critical point that these

decays are related by [22, 23]
ξq1D

L
=

1

�η
, (18)

with L the width of quasi-1D strip. In numerical simulations of the Anderson transition,

the finite size scaling analysis of the Lyapunov exponent λ, which is estimated using the

transfer matrix method [3, 20, 24], has proved to be the most powerful and precise ap-

proach. For the Lyapunov exponent it has been claimed [25, 26] that conformal invariance

implies a different relation of the form

λL = �(α0 − 2) , (19)

with α0 the position of the maximum of the multifractal spectrum f(α) of the distribution

of the wave function (for a review, see for example [16]). There is strong numerical

evidence in support of this relation [18, 27]. This suggests that the critical point in the

symplectic class has conformal symmetry.

Z2 topological phase

In some systems in the Wigner-Dyson symplectic class, there appear edge states in

the insulating phase that are stable against perturbations that preserve time reversal
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Z2 topological phase 8

FIG. 1: The product of the second smallest positive Lyapunov exponent and the system size

versus energy for the Z2 network model near the metal-topological insulator transition. The

lines are a finite size scaling fit, with different lines corresponding to different system sizes. The

critical exponent, ν = 2.77 ± 0.06 [30], is consistent with (15).

symmetry. Such edge states carry current, resulting in quantized conductance 2e2/h,

which is observed experimentally [28]. If there are even numbers of edge states at one

edge of a system, they are mixed and back scattered, resulting in vanishing conductance.

On the other hand, in the case of an odd number of edge states, one edge state survives

and the conductance is again 2e2/h. This insulating phase is called the Z2 topological

insulator.

The critical exponent of the metal-topological insulator transition was conjectured to

be the same as for the ordinary metal-insulator transition [29] and this has recently been

confirmed by an analysis of the second smallest Lyapunov exponent [30] (Fig 1).

In disordered systems, the conductance is a statistical quantity and not the value but

the distribution of conductance is important. (In this sense, the conductance that appears

in the β-function should be regarded as a suitable average.) The distribution function,

P (g) should obey the scaling form [31],

P (g) = f(g, L/ξ) . (20)

At the Anderson transition ξ → ∞, the distribution becomes system size independent.

This size independent distribution is called the critical conductance distribution and is

denoted by Pc(g). It has been demonstrated that Pc(g) is universal, i.e. model indepen-

dent (see, for example, [32]). However, the form of this universal distribution has been

found to be different depending on whether the adjacent insulating phase is a topological

insulator or not [32] (Fig. 2).
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植物の生き方と情報ネットワーク  
 

東京理科大学 理工学部 応用生物科学科 朽津 和幸 
E-mail: kuchitsu@rs.tus.ac.jp 

 
	 植物は、脳のような中央統御型情報処理システムを進化させて来なかったが、

環境変化を巧みに察知して、自らの体を移動させることなく体を再構築して適応

するという独自の情報処理システムを進化させて来た。最近、植物の情報の処理･

伝達を担う分子やその生成･制御の素過程が急速に明らかにされつつある。私たち

は、植物が多種多様なストレスを感知して自らの体を再構築し適応する過程にお

いて、情報伝達素子としての Ca2+と活性酸素種(ROS)に着目し、濃度の時間的・空
間的制御機構や、情報を他の化学信号に変換し機能を発現する機構の解明を進め

ている。こうした素過程の知見に基づいて、植物の情報処理ネットワークの全体

像を構築する研究を推進することが今後の大きな課題であり、環境・食糧･エネル

ギー問題等への貢献を視野に入れた新世代の植物バイオテクノロジーを展開する上

でも重要な基礎となろう。 
 
1. はじめに  
 
生命の歴史の中で生物は多様化し、動植物は共通の祖先からそれぞれ独自の戦

略を採用して高度な進化を遂げて来た。これまで動物、植物、微生物は、それぞ

れの専門家によって独立に研究される傾向にあった。しかし近年、ヒトのゲノム

と並行してシロイヌナズナ、イネ、ミヤコグサ、ブドウ、ポプラ等多くの高等植

物を始め、非常に多くの生物種のゲノムが解読されるなど、ゲノム解析が急激に

進展した結果、ゲノム情報を多様な生物間の架け橋として利用することにより、

研究成果を統合し、遺伝子機能の研究に新しい光を当てることができる時代が到

来した。すなわち、生命科学は、情報科学の技術を活用して、細分化されたさま

ざまな分野が新たに統合される時代を迎えつつある。 
生物の生命活動を支える上で、生体分子の代謝ネットワークと同時に、情報伝

達ネットワークが重要な役割を果たす。実際、これまで機能面から分類されてい

た種々の生命現象の多くが、本質的に情報伝達の問題に帰着されることが明らか

となって来ている。 
植物は、動物とは異なる適応戦略を持って進化して来た。実際、遺伝子の全塩

基配列が決定されたシロイヌナズナやイネ等の植物のゲノム上に存在する情報伝

達関連の遺伝子を動物と比較すると、それぞれが異なる遺伝子群を多様化させて

いることがわかる。多様な環境変化を察知する能力を発達させて来た植物が獲得

した独自の情報伝達機構を研究することは、基礎、応用の両面から今後ますます

重要性を増すと考えられる。 
 

2. 植物の生体防御と情報の処理･伝達  ～植物に免疫･神経はあるか？  
 
植物は、動物のように移動して不利な環境から逃げる代わりに、病原菌の感染

を認識し、生体防御応答を誘導するなど、悪環境や外敵から自分を守る巧妙な仕

組みを進化の過程で獲得して来た。近年「植物免疫」という概念が提唱され、動
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植物の自然免疫システムの一部が、同一の起源から独立に進化した可能性も議

論されている。病原体の増殖と拡散を阻止する感染部位局所的な防御応答とし

ては、活性酸素種(reactive oxygen species; ROS)の生成、細胞壁中の糖鎖の架橋反
応を介した細胞壁の物理的強化、二次代謝系の活性化による種々の抗菌性低分

子物質の合成、病原体を攻撃する種々のタンパク質の合成、病原体を道連れに

して封じ込めるための局所的なプログラムされた細胞死などが含まれる。 
植物は病原体由来の種々の物質を認識し、一連の防御応答を誘導する。こう

したシグナル物質の中には、病原体の表面に存在する、または分泌されるタン

パク質またはペプチド、病原体の表面から遊離されるオリゴ糖や糖脂質などが

あり、細菌の鞭毛タンパク質や糖脂質など、哺乳動物の Toll 様受容体で認識さ
れるような pathogen-associated molecular pattern (PAMP; 病原体関連分子パター
ン)と共通の物質も多い。また植物が誘導する抵抗性反応は、病原体に限らず、
広く微生物一般により誘導されることから、PAMP の概念をさらに広げて、
microbe-associated molecular pattern (MAMP)と呼ぶことも提唱されている。 

MAMP の多くは、動植物自身が持たない物質であり、非自己の認識に基づい
て、一般的な生体防御応答を誘導する機構が動植物に共通して存在すると考え

られる。自然界に存在する無数の微生物のうち、特定の植物に感染できるもの

は、ごくわずかで、大部分のものは植物の非特異的・基礎的な抵抗性反応によ

って撃退される。逆に、病原体は、植物の基盤的抵抗性反応を打破する機構を

備えることによって初めて感染が可能になる。 
植物は、細胞外(細胞壁中)に、微生物の細胞表層因子(細胞壁多糖等)の加水分

解酵素を分泌している。病原菌の感染に伴い、こうした加水分解酵素が微生物

の細胞表層に対して働き、MAMP としてオリゴ糖を遊離させる。それらが植物
の細胞膜上の MAMP に対する受容体タンパク質によって認識される。一方
MAMP の下流で発現が誘導されるタンパク質の中には、chitinase や β-glucanase
等の微生物の細胞表層因子の加水分解酵素が含まれることから、植物は正のフ

ィードバック機構により感染シグナルを増幅し、自然免疫応答を活性化すると

考えられる。 
私たちは、植物培養細胞が病原菌由来の感染シグナル分子を認識し、自律的

な細胞死を含む防御応答を誘導するモデル実験系を構築し、植物が誘導する免

疫･生体防御系の制御機構を解析して来た。感染シグナルの認識に伴い、膜電位

の脱分極[1]や、特徴的なパターンを示す Ca2+の動員[2]と過酸化水素(H2O2)など
の ROSの生成[3]が誘導され、Ca2+と ROSが生体情報の担い手として、防御応答
の制御に重要な役割を果たすことが明らかとなった。細胞膜の電位変化（一過

性の脱分極）の波形は、神経細胞の興奮に伴う活動電位と類似しているが、植

物のゲノム中には Na+チャネルは存在せず、電気化学的信号の発生機構は大きく

異なると考えられる。植物細胞における膜電位の脱分極においては、Ca2+チャネ

ルと陰イオンチャネルが重要な役割を果たすと考えられる。 
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3. 植物の情報伝達ネットワークの物質的基盤  
 
3.1.	 情報を担う素子としてのカルシウムイオン  
	  
一般に生物は、受容体分子で外界の情報を認識し、一連の情報伝達カスケード

あるいはネットワークを介して、核における遺伝子発現その他の細胞機能の調節

を制御する。この過程では、タンパク質同士の相互作用と並んで、二次メッセン

ジャーと総称される低分子物質が情報の担い手として重要な働きを担っている。

種々の植物ホルモンに対する応答、乾燥、浸透圧、温度、機械刺激などの環境ス

トレス、病原体の感染や微生物の共生に伴う植物微生物相互作用など、多種多様

な刺激の伝達に、Ca2+が二次メッセンジャーとして関与することが示唆されている。 
さまざまな刺激からのシグナルが Ca2+濃度変化に変換されるとすれば、それぞ

れの情報がどのように識別されるのかは、非常に大きな課題である。最近、細胞

質の Ca2+濃度の時間的･空間的な動態を生きたまま解析する手法が工夫され、その

時間的・空間的なパターンの違いを見分けて情報が識別されていることが明らか

になりつつある。 
一般に植物の細胞外の Ca2+濃度は 10-3～10-2 M程度と高く、また細胞内の主たる

貯蔵器官である液胞にも、細胞外と同程度の濃度の Ca2+が存在している。反面、

細胞質の Ca2+濃度は、動物細胞同様 10-7 M程度と、細胞外の 1万分の 1程度に保
たれている。その結果、細胞外や細胞内小器官(細胞内 Ca2+貯蔵庫)からわずかな量
の Ca2+が細胞質に流入することで、細胞質の Ca2+濃度が大きく上昇し、Ca2+が二

次メッセンジャーとして情報を担うことを可能にしている。この濃度(電気化学ポ
テンシャル)勾配の維持には、主として細胞膜や液胞膜等に存在する輸送分子を介
した能動輸送機構が関与している。 

 
3.2	 カルシウムイオン濃度変化の時空間パターンの形成  (coding) 

 
情報伝達の過程ではしばしば Ca2+濃度の急激な変化が誘導される。生体膜を貫

通する Ca2+チャネルタンパク質が開口すると、電気化学ポテンシャル勾配に従っ

て Ca2+の flux が起きる。細胞内局在部位や、制御機構の異なる複数の Ca2+チャネ

ルが、Ca2+濃度変化の時空間パターンを形成し、生体情報が Ca2+シグナルに変換

(coding)される。 
Ca2+シグナル伝達の研究においては、主に化学物質を用いた薬理学とパッチクラ

ンプ法に代表される電気生理学とを組み合わせた研究が先行し、種々のイオンチ

ャネルの電気生理学的性質が解析されて来た。しかし、Ca2+シグナルが細胞内でど

のように仕分けされてさまざまな応答反応を引き起こすのか、細胞質の Ca2+濃度

の時間的・空間的なパターンがどのような分子機構により形成されるかの理解は

遅れている。その主な原因は、特に植物において Ca2+動員に関与する Ca2+チャネ

ルの分子的実体がなかなか明らかにされなかったため、分子遺伝学的解析が遅れ

ている点にある。 
近年、シグナル伝達系に関与する Ca2+チャネルの遺伝子がようやく同定され始

め、Ca2+動員制御の分子機構の研究が本格的に開始されつつある。ゲノム解析の進

展や、豊富な変異系統から得られる情報、そしてバイオイメージング技術の発展

により、それぞれの組織、細胞における複数の情報伝達機構の存在や、植物独自
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の Ca2+動員制御機構が徐々に明らかになりつつある。 
 

3.3	 カルシウムシグナルの decodingと情報伝達分子スイッチシステム  
 
Ca2+シグナル伝達系の下流では、種々の Ca2+センサータンパク質が Ca2+と結

合し、情報ネットワークの素子として情報の decoding に関与する。植物のゲノ
ム中には、哺乳動物以上に多様な Ca2+結合領域(EF-hand)を持つ多様な Ca2+結合

タンパク質が存在する。calmodulin (CaM)は、ヒトには基本的に 1種類しか存在
しないが、植物には少なくともアミノ酸配列の異なる 3 種が存在し、機能分担
し、生体防御系においても重要な役割を果たす[4-6]。 
生体の情報伝達系では、タンパク質の特定のアミノ酸がリン酸化あるいは脱

リン酸化されることによりタンパク質の機能が ON/OFF制御されることが多い。
これは、タンパク質リン酸化を介した情報伝達分子スイッチシステムであり、

スイッチを OFFから ONにする際には、タンパク質リン酸化酵素(protein kinase)
が関与する。植物のゲノム中には、プロテインキナーゼドメインの C末端側に、
CaMと相同な Ca2+結合領域(EF-hand)を持つ、CaM domain (Ca2+-dependent) protein 
kinase (CDPK)が大きなファミリーを形成して存在しており、生体防御応答にも
関与することが明らかになりつつある。 
最近私たちは、RNA干渉(RNAi)法によりプロテインキナーゼ OsCIPK14/15の

発現を抑制したイネの培養細胞では、カビ由来のタンパク質 TvX により誘導さ
れる過敏感細胞死、防御遺伝子の発現誘導などの応答が顕著に抑制されること

を見出した。逆に OsCIPK14/15 過剰発現株では、TvX 誘導性の過敏感細胞死が
亢進された。こうした結果は、イネの感染防御応答やプログラム細胞死の制御

に、Ca2+制御型 OsCIPK14/15が関与する可能性を示唆する[7]。OsCIPK14/15は、
FISLモチーフを介して Ca2+センサータンパク質 OsCBL4と強く相互作用する。
つまり CBL-CIPK系は、CDPK系と並んで、Ca2+シグナルをリン酸化シグナルに

変換する役割を担う。CBL (calcineurin B like protein)は、動物の免疫系で重要な
役割を果たす calcineurin と呼ばれるタンパク質の Ca2+センサーサブユニットと

よく似ており、共通の祖先タンパク質から進化した ortholog（相同タンパク質）
と考えられる。動植物の免疫系に類似の因子が機能していることは興味深い。 

 
3.4.	 活性酸素種 (ROS)～毒? 薬? 情報? 

 
酸素呼吸に伴い必然的に生成される ROSは、多くの生体物質を酸化し、生体に

さまざまな害を与える。実際、さまざまな生活習慣病を始めとしてヒトの多くの

疾患が ROSの生成と密接に関連することが明らかにされつつある。ROSの生成は、
酸素呼吸を行う生物にとって一つの宿命とも言える。さらに植物は、葉緑体にお

いて光合成を行う際、水を光分解して酸素を発生する。一方葉緑体内には、CO2

固定反応のエネルギー源とするため、NADPHなどの還元力の高い物質が蓄積され
る。そのため、何らかのストレスが加わるなどして光合成反応のバランスが崩れ

ると、葉緑体内で大量の ROSが生成される。植物の生存にとって、高い ROS分解
能力を持つことが必須となる。植物がビタミン C に代表される抗酸化物質を大量
に蓄積しているのはこのためである。 
一方で動植物は、ROS を積極的に生成する。例えば動植物の自然免疫系（病原体
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図 1	 植物における活性酸素種
(ROS)の積極的生成の生理的意義  

図 2	 植物の活性酸素種 (ROS)生成酵素
rboh を介した ROS と Ca 2+との相互依

存的な正のフィードバック制御  

に対する生体防御応答）の初期過程で、細胞表層で ROSが生成される。この反応
は、oxidative burstと呼ばれ、生成された ROSは、病原菌を直接攻撃するだけでな
く、植物では糖タンパク質や多糖類の架橋反応を司る細胞壁中の peroxidaseの基質
として細胞壁の強化に寄与し、二次的な感染に備えている。植物の細胞壁は、分

子架橋の生成と切断の制御を通して、その堅さ、柔らかさを巧みに調節している。

細胞伸張の際には、細胞壁が緩むのに対して、完成防御応答の過程では、細胞壁

を堅くして、病原体の細胞内への進

入を防ぐ。 
同時に ROS は、redox (酸化還元)

制御系を介して、下流の防御応答や

細胞死を制御すると考えられる。さ

らに植物の環境ストレス応答や発生、

分化、形態形成などの過程において

も、ROSは積極的に生成され、シグ
ナル物質として機能することが明ら

かにされつつある(図 1)。 
病原菌認識後に誘導される ROS

生成は、タンパク質リン酸化反応や

Ca2+流入の下流で誘導され、植物の

防御応答に重要な役割を果している。

細胞膜上の Nox を介した･O2
-の発

生は、哺乳動物の好中球や食細胞に

おける ROS の生成と一見類似し
ている。実際、植物には、哺乳動

物の食細胞に存在する NADPH 酸
化酵素(NADPH oxidase2; Nox2)に
類 似 の 構 造 を 持 つ 遺 伝 子

Respiratory burst oxidase homolog 
(Rboh)が多数存在する。Rboh遺伝
子にコードされる Rboh タンパク
質は、NOX2 と同様に、6 箇所の
膜貫通領域と、触媒ドメインを形

成する NADPH, FAD 結合モチー
フなどを持つが、その一方で Nox2

とは異なり、N 末端に Ca2+結合モ

チーフ（EF-hand）2個を含む長い
細胞質領域を持つ(図 2)。また、哺
乳動物のNox2やNox1の活性制御
に必要な活性調節因子は、低分子量Gタンパク質Racを除いて植物に存在しない。 
植物の Nox には、恒常発現型と誘導型の双方が存在する。感染シグナル認識後

の ROS 生成は、しばしば二相性のパターンを示すが、初期の ROS 生成は、Nox
の活性化、後期の大量の ROS生成は、誘導型の Noxの発現誘導を介した反応と考
えられる。また、細胞膜上の NADPH oxidase以外に、細胞壁中に存在する peroxidase
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などの酵素を介した ROS生成機構も提唱されている。 
感染シグナルの認識後、しばしば局部的な細胞死が誘導される。この細胞死は、

病原体の感染による受動的な死ではなく、抵抗性発現のために遺伝的にプログラ

ムされた積極的、自律的な細胞死である。この自発的な細胞死は、病原体を道連

れにしてその増殖を抑制すると共に、感染シグナルを周囲の細胞に伝達する役割

を担っていると考えられる。ROS 生成は、この細胞死の引き金として機能すると
考えられているが、詳細な制御機構は不明であり、ROS を介した情報伝達系に関
する今後の研究が待たれる。 

 
3.5	 カルシウムイオンと活性酸素の相互依存的な正のフィードバック制御
機構  
 
植物の Noxである Rbohの活性化機構は、未解明の点が多い。そこで私たちは、

導入した遺伝子由来の ROS生産活性を測定できる HEK293T細胞発現系を確立し、
Rboh の活性制御機構を解析した。AtRbohD を一過的に発現させた HEK293T 細胞
に、ionomycin (生体膜に作用して Ca2+を透過させる試薬; Ca2+ ionophore)を添加した
ところ、迅速な ROS生成が観察された。この ROS生成は、ionomycinの量に依存
して増加した。このことは、Rboh が Ca2+によって活性化されることを意味する。

逆の視点から見ると、ROS生成酵素である Rbohは、情報伝達系において Ca2+セン

サータンパク質として機能すると考えられる。 
そこで、AtRbohD の EF-hand モチーフ内のアミノ酸に Ca2+結合能を低下させる

ような部位特異的変異体（AtRbohD-E277Q, AtRbohF-E288Q）を作製し、ROS生産
活性に対する影響を調べた。その結果、双方の EF-hand変異体で ROS生成が著し
く減少した。同時に、AtRbohDの EF-hand領域を含む 85アミノ酸残基からなる組
換えタンパク質を調整し、蛍光・円偏光二色性スペクトル法により Ca2+結合能と

二次構造変化を解析したところ、Ca2+濃度依存的な立体構造変化が観察された。

E277Q 変異体では Ca2+依存的な立体構造変化が抑制されるなど、AtRbohD の
EF-hand変異体による ROS生産活性と立体構造変化との間に相関関係が見られた。
これらのことは、Rboh が、EF-hand 領域への Ca2+の結合とそれに伴う分子内構造

変化により活性化されることを示唆する。 
病原菌の感染を認識して植物が ROS生成を誘導する際、タンパク質リン酸化反

応が関与することが薬理学的な実験から示されていた[3]。AtRbohD を発現させた
細胞に、タンパク質脱リン酸化酵素阻害剤 calyculin A (CA)を処理したところ、持
続的な ROS 生成が観察された。この ROS 生成は、細胞外の Ca2+を除いたときに

も観察された。加えて AtRbohDの EF-handの Ca2+結合能を低下させた変異体タン

パク質(ARbohD-E277Q)を発現させた細胞でも観察された。これらのことは、タン
パク質リン酸化が、Ca2+とは独立に AtRbohD を活性化していることを示唆してい
る。また、AtRbohDを発現した細胞に CAを前処理した後、ionomycinを添加した
ところ、ionomycin単独で誘導される ROS生成に比べて、より強い ROS生成が観
察された。この CA による増強は、AtRbohD-E277Q では観察されなかった。これ
らのことは、AtRbohDの ROS生成活性において、Ca2+とタンパク質リン酸化が相

乗的に働いていることを示している[8]。 
さらに、植物の感染防御応答や環境ストレス応答で重要な働きを担う AtRbohD, 
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AtRbohFの活性制御機構を詳細に解析したところ、Ca2+の結合による活性化にはタ

ンパク質リン酸化が必須だが、タンパク質リン酸化による活性化は EF-hand領域へ
の Ca2+の結合を必要としないことが明らかとなった[9]。 
一方、根の養分吸収に関与する根毛が形成される際、Nox の一種で AtRbohC が

先端成長部位に局在し機能することが明らかとなった。AtRbohCの欠損突然変異体
では根毛の伸長が著しく抑制される。突然変異体に同様に異種発現系を用いた解

析を進めたところ、AtRbohD, F と同様に、Ca2+とタンパク質リン酸化により相乗

的に活性化されることが明らかとなった。一方で ROSは、生体防御、根毛伸長の
双方の系で、Ca2+チャネルを活性化し、Ca2+の流入を促す。以上の結果から私たち

は、Ca2+と ROS が双方向の正のフィードバック制御を受け、生体情報の増幅に関
与するとのモデルを提唱した(図 2)[9, 10]。こうした機構は、感染防御応答、乾燥
や低温などの環境ストレスに対する応答、根毛の先端成長の制御など多様な局面

で情報の処理･伝達を司っていると考えられる。 
こうした情報伝達素子が生体においてどのような機能を担うかを解明するため

には、特定の遺伝子の機能を破壊する逆遺伝学的手法が有効である。現在私たち

は、生体における ROSを介した情報ネットワークの生理的意義の全体像を捉える
べく、モデル植物シロイヌナズナにおいて ROSシグナルの発生に関与すると考え
られる 10種の Rboh遺伝子の突然変異体の網羅的な解析を進めている。 

 
4. むすび  
 
植物においても、情報の処理･伝達を担う分子(情報伝達系における素子)や、そ

の生成･制御の素過程が急速に明らかにされつつある。植物は、脳のような中央統

御型情報処理システムを進化させて来なかったが、環境変化を巧みに察知して、

自らの体を移動させることなく自分の体を再構築して適応するという独自の情報

処理システムを進化させて来た。素過程の知見に基づいて、植物の情報処理ネッ

トワークの全体像を構築する研究を推進することが今後の大きな課題であり、環

境・食糧問題の解決を目指して、植物の耐病性、環境ストレス耐性を高め生産力を

向上させる新世代の植物バイオテクノロジーを展開する上でも重要な基礎となろう。 
植物を理解し、植物の持つ潜在能力を生かし、人間が植物とうまく付き合って

いくことは、今後の人類にとって必要不可欠な課題である。最近、植物の免疫力

を高めることにより、殺菌剤殺虫剤等の化学農薬の使用を軽減する試みが注目を

集めている。品種改良や遺伝子組換え技術などによる耐病性の遺伝的増強と、植

物の免疫力を高める生理活性物質の探索・利用の双方のアプローチは、次世代の

農業を大きく変える可能性を秘めている。本研究の過程で私たちの研究グループ

も最近、植物の免疫力を高める新規の物質を発見し、作用機構の解明と実用化の

検証を進めている。こうした研究を進める上での根幹は、植物が独自に進化させ

て来た、動物とは全く異なる免疫システムの情報ネットワークを分子レベルで理

解することにある。植物の免疫応答における情報伝達機構を研究することは、今

後ますます重要性を増すと考えられ、研究の発展が期待される。 
	 また、研究の過程で、数理物理学、情報科学分野の研究者と対話を進めて来た。

植物の情報ネットワークを量子生命情報の視点から捉える研究はこれまでほとん

ど行われて来なかったが、今後学際的研究を進めることで予想外の展開が期待で
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きるかも知れない。2010年 11月に京都大学基礎物理学研究所で開かれた研究会「量
子科学における双対性とスケール」や 2010年 3月、2011年 3月に東京理科大学野
田キャンパスで開かれた量子生命情報国際会議(IC-QBIC)で依頼された講演の後の
反響の大きさは、これまでになかった新たな学際研究の萌芽を予感させた。こう

した意外性に富む学問の新展開を期待して、学際的な対話を継続することの重要

性を痛感している。 
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Space Time Noise

空間・時間・ノイズ

飛田 武幸 (Takeyuki Hida,名古屋大学・名城大学 名誉教授）
Si Si (愛知 県立大学)

概 要

First we explain the idea of using noise to discuss the analysis of
random functions, and we explain the role of a noise. We then come
to introducing a new noise depending on the space parameter and
discuss its application.

1 Introduction

The main purpose of this report is to introduce a new noise, As
an application, we can discuss decomposition of a compound Poisson
process into infinitesimal Poisson type random variables which are
mutually independent. Those independent variables form a system
of idealized elemental random variables, often called simply a noise.

We can roughly classify various noises according to the parameters
on which noises depend.

i) Depending on time t ∈ R1:

White noise (Gaussian) Ḃ(t)

Poisson noise Ṗ (t)

ii) Depending on state variable u ≥ 0:

New noise P ′(u).

This noise is exactly what we are going to introduce.

Before we come to the main subject, some of the motivations of
our work shall be presented.

1) From classical theory.

We refer to the literature [18], where the elementare Gruppe acting
on parameter sets, time and space, is considered and discusses the
matter depending on them. We may, with this in mind, change the
matter with the noise and discuss how the noise is parametrizes by
those parameters.

1
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Another Weyl, what we should like to mention is P. Lévy’s original
work on the decomposition of Lévy process. See [8] that was published
before his famous book [11].

He takes an additive process, actually the Lévy process L(t). It is
understood them as a continuous analogue of a sum of independent
random variables. The sum is equivalent to the sequence of indepen-
dent random variables. See Redunction, that we shall propose in the
next section.

We can see there the so-called Lévy-Itô decomposition of a Lévy
process L(t). To establish the decomposition Lévy introduces a vari-
able N(t, u), which describes jump u at instant t, intuitively speaking.
It is the key notion of forming the decomposition. It should be noted
that the relationship between the time t and the space u is illustrated,
although implicitly (from our viewpoint).

2) From quantum dynamics: no need to be mentioned in this report.

3) From the present viewpoint.

We have been trying to discover significant relationship between
space and time, when we discuss a representation of them as systems
of independent random variables, i.e. within random world.

Again, we remind the Lévy process L(t), as a continuous analogue
of a sum of independent identically distributed random variables, so
that it should be taken to be a typical subject when we think of the
reduction (see next section).

The approach to randomness by D. Mumford [14] has encouraged
our study; in particular, his idea to appeal to the decomposition of a
Lévy process.

2 Preliminaries

2.1 Reduction, Synthesis and Analysis

Our approach to stochastic analysis starts with a system of ide-
alized elemental random variables (abb, i.e.r.v.) which are indepen-
dent, atomic, identically distributed,infinitesimal random variables,
parametrized by a point of an ordered set. To fix the idea we assume
the ordered set is either R1 or its subinterval. In such a case, we often
call it noise.

Given a random complex phenomenon. We wish to find a noise
such that the phenomenon in question is expressed as a function of the
noise so that it is ready to be analysed. This is the step of reduction
and synthesis.

Then, follows the analysis of the functions, actually nonlinear
functionals.The setup of the analysis involves the choice of the class
of functionals. In fact, we propose to take a class of generalized

2
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functionals of a noise and come to introduce operators acting on
them. Thus, we are ready to carry on the analysis.

2.2 Systems of i.e.r.v.’s; Noises

We have a quick review of the typical noise. It is the (Gaussian)
white noise and is realized by the time derivative Ḃ(t) of a Brownian
motion B(t).

The probability distribution µ of the system {Ḃ(t)} is given on
the measurable space (E∗,B), where E∗ is the dual space of a nuclear
space E dense in L2(R1),and where the sigma-field B is generated by
cylinder subsets of E∗.

There is another noise called the Poisson noise, obtained by taking
the time derivative Ṗ (t) of a Poisson process P (t).

Although i.e.r.v.’s are idealized variable, they can rigorously be
discussed in mathematics. They form a base of a Hilbert space
and form a total set in the space of generalized linear functionals.
Naturally, approximation by ordinary random variables would be re-
quested.We may use the technique from discrete to continuous.

2.3 Birth of noises

One may ask what kind of noise can exist naturally. Some details
on this topic, we have reported in the monograph [16] and the paper
[5], so we do not go into details, but just state the results.

1) Gaussian noise

To fix the idea, we take the unit interval I = [0, 1] to be the
parameter set. Follow the idea of reduction and use the technique
that from discrete to continuous. And we take a partition {∆n

k , 1 ≤
k ≤ 2n} of I with |∆n

k | = 2−n. Let Xn
k , 1 ≤ k ≤ 2n be a family of

independent random variables subject to the same distribution with
finite variance σ2, and assume that each Xn

k is associated with ∆n
k .

With this setup, we are ready to appeal to the Central Limit
Theorem to have a Gaussian distribution. For any partial sum of
Xn
k ’s associated with consecutive subintervals ∆n

k ’s, we also have a
Gaussian distribution. The collection of those Gaussian distributions
forms a consistent family. It can be proved that the family determines
a Brownian motion. Its time derivative can be associated to each
point of I so that a white noise is determined.

Since atomic property is required we have finally come to random
variables indexed by u ∈ [0, 1].

2) Poisson noise

Interval I and the partitions are the same as above. The Xn
k is

now atomic:

3
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P (Xn
k = 1) = pn, P (Xn

k = 0) = 1− pn.

Since those random variables are independent for any fixed n.
Hence their sum is subject to the binomial distribution. Assume that
n is large and pn is small. Then, the law of small probability, we have
a Poisson distribution. If 2npn is kept to be constant, say λ, then the
intensity of the Poisson distribution is λ. Further we see, as in 1), the
consistent family of Poisson processes determined a Poisson process
with intensity λ, denoted by P (t, λ).

Important remark is that different intensities determine different
type Poisson distributions.

3) For each λ we may define a Poisson process with jump u = u(λ).
Or we may consider a function λ = λ(u).

Such an observation has suggested us to consider the characteristic
functional that appears in the next section.

3 A noise depending on space param-

eter

3.1 Noise P ′(u)

The idea is to choose a parameter different from time t, say space
variable u.

Let us start out with a functional CP (ξ), where the variable ξ runs
through a certain nuclear space E, say isomorphic to the Schwartz
space S;

CP (ξ) = exp[

∫
(eiuξ(u) − 1)dn(u)], (3.1)

where dn(u) is a measure on (0,∞), which is specified later.

To fix the idea, we assume that the measure dn(u) is equivalent
to the Lebesgue measure, i.e. it is of the form dn(u) = λ(u)du with
λ(u) positive a.e. and integrable.

Theorem 1 Under these assumptions, the functional CP (ξ) is a
characteristic functional. That is

i) CP (ξ) is continuous in ξ,

ii) CP (0) = 1.

iii) Positive definiteness is shown by noting the fact that exp[(eizu−
1)λ] is a characteristic function.

4
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Proof is easy, so is omitted. See e.g. [16].

Applying the Bochner-Minlos theorem, we can see that there ex-
ists a probability measure νP on E∗ such that

CP (ξ) =

∫
E∗

ei〈x,ξ〉dνP (x). (3.2)

We introduce a notation P ′(u, λ(u)) or write it simply P ′(u). We
understand that νP -almost all x ∈ E∗ is a sample function of P ′(u),
more precisely, a sample function of P ′(u, λ(u)).

Theorem 2 The {P ′(u), u ∈ (0,∞)} defines a system of i.e.r.v., in
fact the system is a noise.

Proof. Suppose ξ1 and ξ2 have disjoint support; let them be denoted
by A1 and A2. Then, the integral in the expression (2.1) can be
expressed in the form∫

A1

(eiuξ(u) − 1)dn(u) +

∫
A2

(eiuξ(u) − 1)dn(u).

This proves the equality

CP (ξ1 + ξ2) = CP (ξ1)C
P (ξ2).

This means that P ′(u) has independent value at every point u.
Also follows the atomic property.

3.2 Observations

We shall see intuitive meaning of P ′(u).

Start with the characteristic function of Poisson random variable
P (λ) with intensity λ:

E[eizP (λ)] = eλ(e
iz−1).

Consider uP (λ) to have

E[eizuP (λ)] = eλ(e
izu−1).

Let λ = λ(u). Take independent variables ujP (λ(uj)), j = 1, 2, · · ·
and have a sum

∑
ujP (λ(uj)). Then we have

E[ei
∑

zjujP (λ(uj)) = e
∑

(e
zjuj−1)λ(uj)

Now, set λ(uj) = λ′(uj)duj to make P (λ(u) to be infinitesimal,
and let zj = ξ(uj). Then, we have

E[ei
∑

ξ(uj)ujP (λ′(uj)duj)] = e
∑

(e
iξ(uj)uj−1)λ′(uj)duj .

Set P (λ′(u)du) = P ′(λ′(u))du. Then, we have the limit

E(e
i
∫
ξ(u)uP ′(λ′(u))du

)

5
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which is equal to the CP (ξ) from which we have started, where λ(u)
is replace by λ′(u).

Now we have the intuitive meaning of the symbol P ′(u).

Remark 3.1 In the case where the parameter u runs through the neg-
ative interval (0,−∞), new noise can also be discussed in the similar
manner, It is, however, noted that the single point mass at u = 0 is
omitted.

4 Representation of generalized func-

tionals of P ′(u)’s

4.1 Space of linear functionals

We now come to the discussion on the linear functionals of P ′(u).
(For P ′(u) the symbol Pdu was used in [2]) although there are some-
what formal expressions.

Anyhow linear functionals are ordinary random variables and they
for a space H1(P ).

Compute

1

i

d

dt
CP (ξ + tη)|t=0 =

∫
eiuξ(u)uη(u)λ(u)du · CP (ξ).

Up to the common factor CP (ξ), we are given a representation
(similar to the U -functional in the Gaussian case) ofH1(P )-functionals
expressed in the form∫

(eiuξ(u) − 1)uη(u)λ(u)du,

by subtracting off the constant (expectation) from∫
eiuξ(u)uη(u)λ(u)du.

This is linear in η. We are, therefore, given a linear space

F1 = span

{∫
(eiuξ(u) − 1)uη(u)λ(u)du, η ∈ E

}
, (4.1)

which is isomorphic to H1(P ).

Note that λ(u) is chosen so as the above integral converges and
continuous in η, in addition to the condition that λ(u) 6= 0 for u ∈
(0,∞).

We know that 〈x, ξ〉, ξ ∈ E, is viewed as a sample of a ran-
dom variable 〈P ′, ξ〉, the characteristic function of which is given by

ϕP
′
(z) = CP (zξ). Hence its mean value is

∫
uξ(u)λ(u)du and vari-

ance is
∫
u2ξ(u)2λ(u)du.

6
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The bijection

ξ ⇐⇒ 〈P ′, ξ〉, ξ ∈ E

leads us to have

f ⇐⇒ 〈P ′, f〉, uf ∈ L2((0,∞), dλ),

where dλ = λ(u)du.

By using the representation, we can rigorously define the random
measure p(du) (which was briefly mentioned before) such that for any
Borel subset B ⊂ (0,∞) with finite dλ measure

p(B) = 〈P ′, IB〉
is defined, where IB is the indicator function of the Borel set B.

Stochastic integrals based on p(du) are defined in the usual man-
ner, and the collections of the stochastic integrals forms a Hilbert
space which is in agreement with H1(P ).

Also, as in the Gaussian case, we can define the extended space
H1(P )(−1), where each P ′(u) is a member of the total system in
H1(P )(−1). Again, we note that P ′(u) corresponds to the kernel which
is the δ-function, except u = 0.

There the P ′(u) has rigorous, and the definite identity.

4.2 Linear processes and their canonical rep-

resentations

Define

X(u) =

∫ u

0

F (u, v)P ′(v)dv, (4.2)

which is called a linear process cf. P. Lévy [13]. His theory is con-
cerned with X(t) depending on the time parameter t, not on u, but
we can discuss in the same mind.

Like Gaussian case, we can discuss canonical representations. The
idea is the same as in the Gaussian case, but the definition is slightly
different. The representation 4.2 is canonical if

Bu(X) = Bu(P ′).

It is our hope that the canonical property can be discussed in the
sample function level. For one thing, the jump finding problem can
be discussed in the H(−1)

1 -level (see [7]). For another thing, P ′(u)
noise depends on the space variable u, so that the value of u should
be concerned directly.

7
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4.3 Nonlinear case

We can also consider multi-linear case in a similar manner, and
the spaces Fn with n ≥ 2 can be defined similarly, and of course,
there is required to have functionals renormalized.

We will not enter the general theory of nonlinear functionals of
the P ′(u), however we should like to emphasize the significance of
quadratic forms of the P ′(u).
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Feynman-Kac type formula with cádlág

path and spin Zp

廣島 文生 九大・数理

1 形式的な経路積分表示

この論考では Schrödinger 作用素が生成する一径数半群の経路積分表示について述
べる．形式的なおはなしからはじめ, 厳密な記述は２章からはじめる.

一般に時間に依存しない Schrödinger 作用素Hはあるヒルベルト空間上の『下から
有界な自己共役作用素』1 として定義され, その物理系はユニタリー群 e−itH によって
時間発展すると考えられている．ポテンシャル V (x)をもった Schrödinger 作用素

H = −1

2
∆ + V (x) (1.1)

を考えよう. Schrödinger 方程式

i∂tΨ(x, t) = HΨ(x, t), Ψ0(x) = Ψ(x, 0), (1.2)

の解は Ψ = e−itHΨ0で与えられる. e−itHΨ0を作用積分をもちいて経路積分表示できる
というのはR. P. Feynmanの画期的なアイデアである. それを概観してみよう.

H (p, q) =
1

2
p2 + V (q) (1.3)

として, そのラグランジアンは

L (q, q̇) = q̇p−H(p, q) =
1

2
q̇2 − V (q) (1.4)

で与えられる. ここで q̇ =
∂H

∂p
= p である. そうすると作用積分は q· : [0, t]→ ℝ3を経

路とし, q̇sをその微分とすれば∫ t

0

L (qs, q̇s)ds =

∫ t

0

1

2
q̇2s − V (qs)ds (1.5)

1H∗ = H, i.e., Dom(H) = Dom(H∗) かつ Hf = H∗f となるとき H を自己共役作用素という．
H ⊂ H∗ となるときH を対称作用素という. また inff∈Dom(H)(f,Hf) > −∞となるとき「下から有界」
という.

1
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で与えられる. Ωxy = {q : [0, t]→ ℝ3|q0 = x, qt = y}は xから yへ動く経路全体の集合
とすると, ユニタリー群 e−itH の積分核が

(e−itH)(x, y) =定数×
∫
Ωxy

ei
∫ t
0 (

1
2
q̇2s−V (qs))ds

∏
0≤s≤t

dqs (1.6)

と表せるという. これが Feynman経路積分である. もちろん
∏

0≤s≤t dqsに対応する数
学的に厳密な測度2 をΩxy上に構成できるわけではないが, このような表現が量子力学
に限らず, 量子論全般にわたって非常に有用であることは言うまでもない.

さて唐突ではあるが時間 tを純虚数時間−itに形式的に置き換えて, ユニタリー群の
かわりに半群 e−tH を考えることにする3．そうすると

e−tH(x, y) =定数×
∫
Ωxy

e−
∫ t
0 V (qs)dse−

1
2

∫ t
0 q̇

2
sds

∏
0≤s≤t

dqs (1.7)

となることがわかる. さらに ΩD
xyをいたるところ微分できない経路全体とすれば形式

的にはΩD
xy上で

exp

(
−
∫ t

0

1

2
q̇2sds

) ∏
0≤s≤t

dqs = 0×∞ <∞

となることが予想できなくもない. 実際, 左辺に対応する測度を連続関数空間 C =

C([0,∞))上に定義できる. 厳密にいえば次のようになる. (C ,F , P x) をウィナー空間
とする. つまり F は C に局所一様位相をいれて位相空間としたときのボレル σ代数,

P xはウィナー測度で Bt(ω) = ω(t), ω ∈ C , が xから出発する 3次元ブラウン運動にな
る. Ex[· · · ] =

∫ · · · dP x とすれば

(f, e−tHg) =

∫
dxEx

[
f(B0)g(Bt)e

−
∫ t
0 V (Bs)ds

]
(1.8)

が成立する. これより e−tH(x, y)は

e−tH(x, y) =

∫
C

e−
∫ t
0 V (Bs)dsdP x(·|Xt = y) (1.9)

と表せる4．
次にベクトルポテンシャル aがある場合を考えよう. ストーリーは上の場合と全く同
じである. Schrödinger 作用素は

H =
1

2
(−i∇− a(x))2 + V (x) (1.10)

2(Ω,F )を可測空間とする. ここで Ωは集合, F は Ωの集合族で σ代数といわれるものである. この
とき P : F → ℝが測度とは (a) 0 ≤ P (A) ≤ ∞, ∀A ∈ F , (b) P (

∑
An) =

∑
n P (An), An ∩ Am = ∅,

(c) P (∅) = 0をみたす集合関数のことである. P (A) =
∫
Ω

1AdP と表し, 一般の
∫
Ω
fdP , f ≥ 0, は階段

関数
∫
Ω

∑
j aj1AjdP の極限として定義される.

3一般に『群』の定義で逆元の存在を仮定しないものを半群という．
4確率変数 1Aの部分 σ代数 σ(Bt)による条件付期待値を P (A|Bt)とかく（これは確率変数になる）.

これは ℝ3 上のある関数 h(y) によって P (A|Bt) = h(Bt) と表せることが知られている. この h(y)
を P (A|Bt = y) で表し, さらに P (·|Bt = y) は測度になることが知られている (regular conditional
probability measureという).

2
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であるから

H (p, q) =
1

2
(p− a(q))2 + V (q) (1.11)

とすれば, ラグランジアンは

L (q, q̇) =
1

2
q̇2 − V (q) + a(q) · q̇ (1.12)

となり先ほどと同様に e−itH(x, y)のファインマン経路積分をつくって, t→ −it の置き
換えをすれば

e−tH(x, y) =定数×
∫
ΩDxy

e−
∫ t
0 V (qs)ds−i

∫ t
0 a(qs)q̇sdse−

1
2

∫ t
0 q̇

2
sds

∏
0≤s≤t

dqs (1.13)

となる. ベクトルポテンシャルがある場合には−i ∫ t
0
a(qs)q̇sdsという積分項があらわれ

ることに注意しよう．ただし qsは微分できないのでこの積分にはこのままでは意味が
ないが, 後で見るように

a(qs)q̇sds = a(qs)dqs (1.14)

と書いて確率積分とよび,

C ∋ q →
(∫ t

0

a(qs)dqs

)
t≥0

(1.15)

となる C 上の確率過程としてとらえることができる. 厳密には

e−tH(x, y) =

∫
C

e−
∫ t
0 V (Bs)ds−i

∫ t
0 a(Bs)◦dBsdP x(·|Xt = y) (1.16)

と表せる. 次の章から, スピンをもった相対論的 Schrödinger 作用素の作る半群の経路
積分表示の構成を厳密に述べることにする.

2 相対論的Schrödinger 作用素

2.1 定義

ベクトルポテンシャル a : ℝ3 → ℝ3 とスピン 1/2 をもった Schrödinger 作用素は
L2(ℝ3;C2) 上の自己共役作用素

h =
1

2
(σ · (p− a))2 (2.1)

で定義される．ここで

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]
.

3
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h は形式的（定義域の議論を無視して）には

h =
1

2
(p− a)2 − 1

2
σ · b, b = ∇× a, (2.2)

と表せる. さて本稿の主題である相対論的 Schrödinger 作用素は次で定義される:

hrel =
√

(σ · (p− a))2 +m2 −m+ V. (2.3)

√· · ·は自己共役作用素 (σ · (p − a))2 + m2のスペクトル分解5で定義する. 相対論的
Schrödinger 作用素 hrel は h をもちいて

hrel =
√

2h+m2 −m+ V (2.4)

と表せるが, ここで関数 Ψ(u) =
√

2u+m2 − m は次をみたす: (1) Ψ ∈ C∞((0,∞)),

(2) Ψ(u) ≥ 0, (3) (−1)nΨ(n) ≤ 0, n ≥ 1. 一般に (1) - (3) を満たす関数をBernstein 関
数という．
この論考ではΨを任意の Bernstein関数として次のような自己共役作用素が生成す
る一径数半群の経路積分表示を構成する：

HΨ = Ψ

(
1

2
(σ · (p− a))2

)
+ V． (2.5)

もちろんHΨは相対論的 Schrödinger 作用素も含んでいる．
1章ではFK公式の形式的な議論をしたが，そこに現れたのは連続な経路の空間C 上
の測度であった．しかしHΨのような非局所的な作用素の経路積分表示を得るために
は, 次章以降でみるようにポアソン過程や subordinatorが必要であり, それらは一般に
連続な経路もたづ, 左連続かつ右極限が存在する経路 (càdlàg path)をもつにすぎない.

このような非連続な経路をもった FK公式によって半群が表せるのである.

2.2 Bernstein 関数, subordinatorsそしてLévy 測度

Bernstein関数の部分集合B0を次で定める：B0 = {f ∈ B |limu→0+ f(u) = 0}. B0

の典型的な例は (a) Ψ(u) = cuα, c ≥ 0, α ∈ (0, 1], (b) Ψ(u) = 1− e−au, a ≥ 0などであ
る. いま, L をℝ \ {0}上のボレル測度 λで次を満たすもの全体とする：

(1) λ((−∞, 0)) = 0, (2)

∫
ℝ\{0}

(y ∧ 1)λ(dy) <∞.

λ ∈ L は Lévy 測度の一種である．ℝ+ = [0,∞)とおく．さて Bernstein 関数 Ψ ∈ B0

に対して, 実は (b, λ) ∈ ℝ+ ×L で次を満たすものが存在する：

Ψ(u) = bu+

∫ ∞
0

(1− e−uy)λ(dy). (2.6)

5自己共役作用素 H に対して射影 EH(λ) が存在して (f,Hg) =
∫
σ(H)

λd(EH(λ)f, g) と表せる.

(f, e−tHg) =
∫
σ(H)

e−tλd(EH(λ)f, g)で定義する.

4
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逆に (b, λ) ∈ ℝ+×L に対して (2.6) の右辺は B0 に含まれる．つまりB0 → ℝ+×L ,

Ψ 7→ (b, λ) は 1対 1上への対応になっている．次にBernstein関数と確率過程の関係を
みてみよう. 確率空間 (Ων ,Fν , ν

0)上の確率過程 (Tt)t≥0 が次を満たすとき subordinator

とよばれる：(1) (Tt)t≥0 はゼロから出発するLévy過程, (2) Tt は tについて非減少．S

を (Ων ,Fν , ν
0) 上の subordinator全体の集合とする．以降, xからスタートするパス上

の確率測度mxに関する期待値を Exm[· · · ] =
∫ · · · dmx で表す．Ψ ∈ B0とする．この

とき (Tt)t≥0 ∈ S で次を満たすものが一意的に存在する：

E0
ν [e
−uTt ] = e−tΨ(u), u ≥ 0. (2.7)

逆に (Tt)t≥0 ∈ S としよう．このときΨ ∈ B0で (2.7) を満たすものが存在する．つま
りS , B0, ℝ+ ×L はお互いに同一視することができる：

S ∼= B0
∼= ℝ×L , (Tt)t≥0 ⇐⇒ Ψ⇐⇒ (b, λ)

記号 TΨ
t ∈ S はΨ ∈ B0に対応する subordinatorを表すものとする．

非局所的な Schrödinger 作用素の経路積分を構成するためのアイデアは以下である.

E0
ν [e
−TΨ

t u] = e−tΨ(u)を右から左に読んで, uが Schrödinger 作用素 hと思えば e−tΨ(h)の
経路積分表示はランダムな時間 TΨ

t を導入して, e−T
Ψ
t hの TΨ

t に関する期待値をとるこ
とで実現できる. つまり TΨ

t をBernstein関数
√

2u+m2 −mに対応する subordinator

とすれば
(f, e−t(

√
−∆+m2−m)g) = E0

ν

[
(f, e−T

Ψ
t (−∆/2)g)

]
.

さらにN粒子系に応用しようと思えば, N個の独立な subordinator (T jt )t≥0, j = 1, ..., N ,

によって

(f, e−t
∑N
j=1(
√
−∆j+m2−m)g) = E0

ν1×···×νN

[
(f, e−

∑N
j=1 T

j
t (−∆/2)g)

]
.

と表せる. また外場ポテンシャルのない Schrödinger 作用素

H =
√

(p− a(x))2 +m2 −m

の作る半群の FK公式を導くことも即座にできる. e−t
1
2
(p−a(x))2 の FK公式は第 1章で

述べたとおりであるから e−tH の FK公式は簡単に

(f, e−tHg) = E0
ν [(f, e

−Tt 12 (p−a(x))
2

g)] =

∫
dxE0

νExP
[
f(BT0)g(BTt)e

−i
∫ Tt
0 a(Bs)◦dBs

]
で与えられることが分かる.

5
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3 経路積分表示

3.1 一般化されたSchrödinger 作用素

次の条件を導入する．

仮定 3.1 a の各成分 aµは実数値関数とする．

(A1) a ∈ (L2
loc(ℝ3))3.

(A2) a ∈ (L2
loc(ℝ3))3, ∇ · a ∈ L1

loc(ℝ3).

(A3) a ∈ (L4
loc(ℝ3))3, ∇ · a ∈ L2

loc(ℝ3) かつ ∇× a ∈ (L2
loc(ℝ3))3.

(A1)は Schrödinger 作用素 h = 1
2
(σ · (p − a))2 を 2次形式で定義するのに必要な条件

である．(A2)は FK公式のために必要になる．(A3)は hの自己共役性を調べるときに
役立つ．

Dµ = pµ − aµ とする．2次形式 qを次で定める：

q(f, g) =
1

2

3∑
µ=1

(σµDµf, σµDµg). (3.1)

定義域はQ(q) = {f ∈ L2(ℝ3;C2) |σµDµf ∈ L2(ℝ3;C2), µ = 1, 2, 3}. (A1)を仮定する．
このとき q は非負な閉 2次形式になるので, 次を満たす自己共役作用素 h がただ一つ
存在する：

(hf, g) = q(f, g), f ∈ Dom(h), g ∈ Q(q). (3.2)

ここでDom(h) = {f ∈ Q(q) | q(f, ·) ∈ L2(ℝ3;C2)′}.
さて滑らかな関数空間上では

h =
1

2
(p− a)2 − 1

2

[
b3 b1 − ib2

b1 + ib2 −b3

]
, (3.3)

である. 特にhはベクトル値関数空間上に作用する自己共役作用素なので,例えばh+V

が生成する熱半群の経路積分表示をトロッタ積公式

e−t(h+V ) = s− lim
n→∞

(
e−(t/n)he−(t/n)V

)n
を用いて直接求めても, 積分核はもちろん 2×2行列の無限積のようなものになり, あま
り興味がわかない．そこで経路積分表示のために h を L2(ℝ3 × Z2)上の作用素へユニ
タリー変換する [ALS83, ARS91, HIL09]．ここでZ2 = {−1, 1} = {θ1, θ2}. L2(ℝ3×Z2)

は言うまでもなく x ∈ ℝ3 とスピン変数 θ ∈ Z2上の L2-関数空間である．L2(ℝ3 × Z2)

上に作用する作用素 hZ2を次で定める：

(hZ2f)(x, θ) = (hf)(x, θ)− 1

2
θb3(x)f(x, θ)− 1

2

(
b1(x)− iθb2(x)

)
f(x,−θ). (3.4)

6
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命題 3.2 (A3)を仮定する．このとき hZ2 は ℓ2(Z2) ⊗ Dom(h)上で自己共役作用素で,

ユニタリー作用素 F : L2(ℝ3;C2)→ L2(ℝ3 × Z2) を

Ff =

[
f(·,+1)

f(·,−1)

]

で定義すれば FhF−1 = hZ2 が従う．

hZ2 を Z2 → Zpへ一般化する．Zp を 1の原始 p乗根の集合とする：

Zp = {θ(p)1 , ..., θ(p)p }, θ(p)α = exp

(
2πi

α

p

)
. (3.5)

以下で p ≥ 2を固定し θ
(p)
β を簡単に θβ と書くことにする．ℓ2(Zp) = {f |Zp → C} にス

カラー積 (f, g)ℓ2(Zp) =
∑p

β=1 f(θβ)g(θβ) を導入する．
スピン Zpをもった Schrödinger 作用素 を定義しよう．

定義 3.3 (1) (対角部分) U : ℝ3×Zp → ℝ は maxθ∈Zp |U(x, θ)| が 1
2
p2に相対有界な

掛け算作用素．

(2) (非対角部分) Wβ : ℝ3 × Zp → C, 1 ≤ β ≤ p− 1, はmaxθ∈Zp |Wβ(x, θ)| が 1
2
p2に

相対有界となる掛け算作用素．Uβ : ℝ3 × Zp → C を次で定める：

Uβ(x, θα) =
1

2

(
Wβ(x, θα+β) +Wp−β(x, θα)

)
. (3.6)

(3) (一般化されたスピン作用素) MZp : L2(ℝ3 × Zp)→ L2(ℝ3 × Zp),

MZp : f(x, θα) 7→ U(x, θα)f(x, θα) +

p−1∑
β=1

Uβ(x, θα)f(x, θα+β) (3.7)

を一般化されたスピン作用素 とよぶ．

hZp =
1

2
(p− a)2 +MZp (3.8)

とおく．

例 3.4 (スピン 1/2) p = 2としてW1(x, θ) = −1
2
(b1(x) + iθb2(x)), θ ∈ Z2 と定めれ

ば, これはまさに (3.4)で与えたものに他ならない．

以下で uβ(x) =

{
maxθ∈Zp |U(x, θ)| if β = p,

maxθ∈Zp |Uβ(x, θ)| if 1 ≤ β ≤ p− 1
とおく．

∥uβf∥ ≤ cβ∥1

2
p2f∥+ bβ∥f∥ (3.9)

となる cβ > 0 と bβ ≥ 0 が存在する．
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定理 3.5 (A2)を仮定する．
∑p

β=1 cβ < 1としよう．このとき hZp は ℓ2(Zp)⊗Dom(h)

上で自己共役 で下から有界である．

自己共役作用素 H のスペクトルの下限は基底状態エネルギーといわれる．E(H) =

inf σ(H)と表すことにする.

定義 3.6 (A2)を仮定する．
∑p

β=1 cβ < 1, Ψ ∈ B0 とし hZp = hZp −E(hZp) とおく．こ
のとき

HΨ
Zp = Ψ

(
hZp
)

+ V (3.10)

を一般化された Schrödinger 作用素という．

Ψはℝ+上で定義された関数なのでΨ(hZp)は一般に定義されない．そこでΨ
(
hZp
)
と

した．

命題 3.7 (A2) を仮定し
∑p

β=1 cβ < 1とする．もしΨ ∈ B0ならば, ℓ2(Zp) ⊗ C∞0 (ℝ3)

は Ψ(hZp)の芯である．

3.2 FK公式

ここでは以下の 3つの確率過程の組み合わせによって e−tH
Ψ
の経路積分表示を構成

する．詳しくは [HIL09]または [Hir09, Hir10a, HL08b]を参照せよ．

(Bt)t≥0 ブラウン運動 =⇒ −∆/2に対応する確率過程
(−1)Nt ポアソン過程 (Nt)t≥0 =⇒ スピンに対応する確率過程
(TΨ

t )t≥0 Subordinator =⇒ Ψ(·)に対応する確率過程

(Nβ
t )t≥0, β = 1, ..., p− 1, は (ΩN ,FN , µ)上の p− 1個の独立なポアソン過程で intensity

１をもつとする．即ち µ(Nβ
t = n) = e−ttn/n!. 確率過程 (Nt)t≥0 を

Nt =

p−1∑
β=1

βNβ
t (3.11)

によって定める． ∫ w+

v

g(Ns−)dNβ
s =

∑
v≤r≤w

N
β
r+ ̸=Nβr−

g(Nr−) (3.12)

と定義する．即座に Eµ
[∫ w+

v
g(Ns−)dNβ

s

]
= Eµ

[∫ w
v
g(Ns)ds

]
がわかる．

ここでセミマルチンゲールに関する伊藤の公式を復習しておこう. フィルトレーショ
ンをFt = σ((Bs, N

β
s ), 0 ≤ s ≤ t, β = 1, ..., p)とする. 次を考える

Lit =

∫ t

0

f i(s, ω)ds+

∫
gi(s, ω) · dBs +

p−1∑
β=1

∫ t+

0

hiβ(s, ω)dNβ
s , i = 1, ..., n.
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ここで6 f i(·, ω) ∈ L1
loc(ℝ) a.s, gi ∈ Eloc. そして hiβ(s, ω) は Ftに関して適合していて,

s について左連続で
∫ t+
0
|hiβ(s, ω)|dNβ

s <∞ a.s. F ∈ C2(ℝn)のとき

F (Lt)− F (L0) =
n∑
i=1

∫ t

0

Fi(Ls)f
i(s)ds+

n∑
i,j=1

∫ t

0

1

2
Fij(Ls)g

i(s) · gj(s)ds

+
n∑
i=1

∫ t

0

Fi(Ls)g
i(s) · dBs +

p−1∑
β=1

∫ t+

0

(F (Ls− + hβ(s))− F (Ls−))dNβ
s

となる．ここで Fi = ∂iF , Fij = ∂i∂jF . この公式は簡潔に

dF (Lt) = FidL
i
t +

1

2
FijdL

i
tdL

j
t

と表される.

ℝ3 × Z2-値確率過程 QtをQt = (Bt, θNt)で定める.

補題 3.8 (スピンをもったSchrödinger作用素のFK公式)
∑p

β=1 cβ < 1とする．(A2)
を仮定し ∫ t

0

ds

∫
ℝ3

dy(2πs)−d/2e−|x−y|
2/(2s)| log uβ(y)| <∞ (3.13)

としよう．このとき

(f, e−thZpg) = e(p−1)t
p∑

α=1

∫
ℝ3

dxEx,αP×µ
[
f(Q0)g(Qt)e

S
]

(3.14)

が従う．ただし S = Sa + Sspinで,

Sa = −i
∫ t

0

a(Bs) ◦ dBs,

Sspin = −
∫ t

0

U(Qs)ds+

p−1∑
β=1

∫ t+

0

log(−Uβ(Qs−))dNβ
s .

ここで log z は主値をとるものと約束する．

証明: 証明の概略を述べる. (3.14)の右辺を (f, Stg)とおいて有界作用素 Stを t ≥ 0ご
とに定義する. ブラウン運動，ポアソン過程，subordinatorのマルコフ性をつかってSt

が強連続一径数半群の性質を満たすことを示す．そうすると Stoneの定理よりある自
己共役作用素 Hで St = e−tH と書けることが分かる. さらにセミマルチンゲールに関
する伊藤の公式を用いて −H = limt→0(Stf − f)/t を計算して H = hZp となることを
示す．実際 Stf(x, α) = Ex,αP×µ[f(Qt)e

S]となり,

Stf − S0f = Ex,αP×µ[f(Qt)e
S − f(Q0)]

を計算するために次の等式7

f(Qt)e
S − f(Q0) = df · eS + f · deS + df · deS

と df , deSに伊藤の公式を当てはめる. 終り

6f ∈ Eloc とは P x(
∫ t

0
|f(Bs)|2ds <∞) = 1となること.

7伊藤の積公式という.
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次が主定理である.

定理 3.9 (一般化されたSchrödinger作用素のFK公式) Ψ ∈ B0としよう．TΨ
t のℝ

上の分布を ρ(r, t)とする．uβ ∈ L∞(ℝ3), V ∈ L∞(ℝ3)とし, (A2)を仮定する．さらに∫
ℝ
drρ(r, t)

∫ r

0

ds

∫
ℝ3

dy(2πs)−d/2e−|x−y|
2/(2s)| log uβ(y)| <∞ (3.15)

が成立しているとする．このとき

(f, e
−tHΨ

Zpg) =

p∑
α=1

∫
ℝ3

dxEx,α,0P×µ×ν

[
e(p−1)T

Ψ
t f(Q0)g(QTΨ

t
)eS

Ψ
]
. (3.16)

ここで SΨ = SΨ
V + SΨ

a + SΨ
spinは SΨ

V = − ∫ t
0
V (BTΨ

s
)− E(hZp)ds, SΨ

a , SΨ
spinは Sa, Sspinで

tに TΨ
t を代入したもの.

証明: はじめに V = 0とおく. このとき

(f, e
−tHΨ

Zpg) = E0
ν [(f, e

−thZpg)]

なので, 補題 3.8により FK公式をえる. V ̸= 0のときはトロッタ積公式による. 終り

h0Zpを hZp で a と Uβを各々 0 と |Uβ|に置き換えたものとして定義する．定理 3.9 か
ら直ちに次の系が従う．

系 3.10 (双極不等式) 定理 3.9 の条件を仮定する．このとき hZp −E(h0Zp) ≥ 0 となり,

さらに次の不等式が成り立つ:∣∣∣∣(f, e−t(Ψ(
hZp−E(h0Zp )

)
+V

)
g

)∣∣∣∣ ≤ (|f |, e−t(Ψ(
h0Zp

)
+V

)
|g|
)
. (3.17)

4 場の理論など

前章では Schrödinger 作用素のFK公式を与えるという事実のみを概説したが，この
表示を利用してSchrödinger作用素のスペクトルも解析することができる．Schrödinger

作用素の固有ベクトルの減衰性，一意性，固有値の個数や大きさの評価など．また半
群の hypercontractivityやその積分核の連続性などもFKの公式から導くことができる
[Sim04]．これらのことは場の量子論でも同様に経路積分／汎関数積分を用いて示せる
ことが近年分かってきた [LHB11]．場の量子論のスペクトルの解析は Schrödinger 作用
素のそれと大きく異なり，非常に困難である．その理由は固有値が連続固有値に埋め
込まれていることにある．さらに thresholdになっているために complex dilatationが
うまく働かない. そのために離散固有値の摂動理論が使えず，非摂動的な方法が必要
になる．そのひとつの有力な武器が汎関数積分や作用素論的なくりこみ群である．例
えば近年は相対論的 Pauli-Fierz模型と言われる，相対論的な Schrödinger 粒子が輻射
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場とミニマル結合した模型のスペクトルが盛んに調べられている．それは次のように
L2(ℝ3)⊗F 上に定義されるものである:√

(p⊗ 1l +
√
αArad(x))2 +M2 −M + V ⊗ 1l + 1l⊗Hf .

F はボゾンフォック空間, Arad(x) は輻射場

Arad(x) =
1√
2

d−1∑
j=1

∫ (
a†(k, , j)

φ̂(k)e(k, j)√|k| e−ikx + a(k, , j)
φ̂(k)e(k, j)√|k| e+ikx

)
dk,

φ̂ はカットオフ関数, e(k, 1), ..., e(k, d− 1)は極ベクトル, Hf は自由ハミルトニアン

Hf =
d−1∑
j=1

∫
|k|a†(k, j)a(k, j)dk

である. a, a† は [a(k, j), a†(k′, j′)] = δ(k− k′)δjj′を満たす生成消滅作用素である. 場の
理論に現れる非局所的 (non-local)な作用素を解析するのは一般には非常に困難である
が，汎関数積分表示を用いれば，ある部分で局所的な作用素と同様の解析ができると
いう有利な点がある. 詳しくは [Hir10b, HL08a, LHB11]などを参照せよ.

参考文献
[ALS83] G. F. De Angelis, G. Jona-Lasinio, and M. Sirugue, Probabilistic solution of Pauli-type

equations, J. Phys. A16 (1983), 2433–2444.

[ARS91] G. F. De Angelis, A. Rinaldi, and M. Serva, Imaginary-time path integral for a 相対論的
spin-(1/2) particle in a magnetic field, Europhys. Lett. 14 (1991), 95–100.

[Hir09] F. Hiroshima, Path integrations of relativistic Schrödinger operators and Bernstein functions,
京大数理研講究録 1658, (2009), 18–34.

[Hir10a] F. Hiroshima, Feynman-Kac type formulas for Schrödinger semigroup with Bernstein func-
tions of Laplacian, 京大数理研講究録 1696, スペクトル散乱理論とその周辺 (2010), 119–143.

[Hir10b] F. Hiroshima, Relativistic Pauli-Fierz model, COE Lecture Note (Kyushu University) 30
(2011), 145–161.
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On Robust Quantum Control

近畿大学 量子コンピュータ研究センター 坂東 将光1

近畿大学 量子コンピュータ研究センター 市川 翼

近畿大学理工学部 近藤 康

近畿大学理工学部 中原 幹夫

1 はじめに

本報告書ではロバストな量子ゲートを設計する為の、体系的な枠組みの基礎を与える。量子ゲー

トは量子コンピュータに於ける基本素子であり、時間発展演算子で実現される。従って量子コン

ピュータの実現には、正確な量子制御が必要不可欠となる。エラーに対してロバストな量子ゲー

トいかに設計するか、ということは重要な問題である。

背景 NMRの分野では、複合パルスと呼ばれるものがしばしば用いられている [1]。これはエラー

の影響を受けにくくするため、ある 1つのスピン操作をそのまま行うのではなく、複数の単純な

スピン操作を組み合わせて行うというものである。スピン操作は時間発展によって行われるので、

複合スピン操作は量子ゲートにおいても有効であると期待される。つまり本来 1つの量子ゲート

を、複数の量子ゲートを用いて作ることで、エラーの影響を受けにくい量子ゲートを実現するこ

とができよう。そのような量子ゲートを複合量子ゲートと呼ぶ。これまでに幾つか NMR 量子コ

ンピュータを念頭にした、ロバストな 1量子ビットの複合量子ゲートが設計されている [2][3]。し

かし、それらの複合量子ゲートの設計においてはエラーの具体形に依存しており、より一般的な、

任意のエラーに対応可能な枠組みを構成しようという試みは決して多くはない。

我々は、統一的な複合量子ゲートの設計手法を作ることを目的としている。一方、これまでの

研究で我々は、pulse strength エラーと呼ばれるエラーに対してロバストな複合量子ゲートを設計

する為には、動的位相 [4] が 0 になるように量子ゲートを設計すれば良いことを示した [5]。これ

は全ての幾何学的位相ゲートが pulse strength エラーに対してロバストであることも示している。

pulse strength エラーとは制御パラメータの大きさへの系統的なエラーのことで、off-resonance エ

ラーと共に NMR 量子コンピュータに於いて特に重要なエラーある。

本報告書ではエラーを摂動的に取り扱い、“エラーの一次の項を打ち消すことが可能な複合量子

ゲート” を設計する為の体系的な枠組みを与える。この体系は任意のエラーに対して適用可能で

あり、我々のものを含む諸々の先行研究を自然に導出できることを示す。
1E-mail: bando@alice.math.kindai.ac.jp
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2 量子ゲートとロバスト性

2.1 ロバストな量子ゲート

この節は量子ゲートの概観を与える。量子ゲートとは時間発展演算子である。一量子ビットゲート

は SU(2)、N 量子ビットゲートは SU(2N )で表される。ここでは時間発展演算子 Uλ(t, 0) ∈ SU(n)

を考える。この時間発展演算子を

Uλ(t, 0) := T exp

[
−i
∫ t

0
dsH(λ(s))

]
(1)

と書こう。ここで t は時間、

H(λ(t)) := λµ(t)τµ (2)

はハミルトニアン、λ(t) = (λ1(t), . . . , λn2−1(t)) は n2 − 1 次元のパラメータ多様体M における

座標、τµ は n2− 1 次元直交基底で µ = 1, . . . , n2− 1 であり、~ = 1 としている。例えば n = 2 で

は、τµ は SU(2) の生成元 τµ = σµ/2 となる。ここで σµ はパウリ行列である。さて今、t ∈ [0, 1]

とし、

U := Uλ(1, 0) (3)

が我々の求める量子ゲートを表すとしよう。我々は量子ゲート U を得たいが、実際には λ(t) に

対して何らかのエラー δλ(t) があり、望む量子ゲートそのものを得ることができない。しかし上

手くパラメータ λ(t) を選ぶことによって、大きさのわからない、与えられたエラーの 1次の寄与

を打ち消すことができる場合がある。このとき、つまり

Uλ+δλ(1, 0) = U +O(∣δλ∣2) (4)

となるとき、そのような λ(t) によって得られる U をロバストな量子ゲートと呼ぶ。

2.2 ロバストな量子ゲートの条件

式 (4) を満たすロバストな量子ゲートを設計する為に、その左辺を相互作用描像を用いて書き

直すと、

Uλ+δλ(1, 0) = UU Iδλ(1, 0) (5)

となる。ここで

U Iδλ := T exp

[
−i
∫ 1

0
dtHI(δλ(t))

]
(6)

であり、

HI(δλ(t)) := Uλ(t, 0)†H(δλ(t))Uλ(t, 0) (7)
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は相互作用描像におけるハミルトニアンである。また式 (5) の右辺は

Uλ+δλ(1, 0) = U − iU∆W +O(∣δλ∣2) (8)

と展開することができる。ここで

∆W :=

∫ 1

0
dtHI(δλ(t)) (9)

である。式 (4) と式 (8) を比べることで、ロバストな量子ゲートを設計するための条件は

∆W = 0 (10)

であることがわかる。これは一般のエラー δλ(t) に対して量子ゲートがロバストである条件であ

る。次節からは系統的なエラーに焦点を当て、この条件をどのように理解すれば良いのかを調べる。

2.3 エラーの分類

以降は簡単のために、誤解のない範囲で、λ(t) など時間に依存する関数を、単に λ のように書

くことにする。δλ が λ の系統的なエラーである場合、

δλµ = Fµ(λ) (11)

と書くことができる。ここで、 F = (F1, . . . , Fn2−1) は未知の、しかし決定論的な関数である。

Fµ(λ) を

Fµ(λ(t)) = fµ + fµνλν + fµνρλνλρ (12)

と展開する。fµ, fµν , fµνρ, . . . は定テンソルである。∫ 1

0
dtτ̃µ = 0,

∫ 1

0
dtτ̃µλν = 0,

∫ 1

0
dtτ̃µλνλρ = 0, . . . (13)

が成り立つとき、式 (10) は任意の F に対して成立する。ここで、 τ̃µ(t) は相互作用描像における

ジェネレーター

τ̃µ(t) := Uλ(t, 0)†τµUλ(t, 0) (14)

である。式 (13) を全て満たすと、その量子ゲートはあらゆる系統的なエラーに対してロバストに

なるが、それは現実的ではない。大抵の物理的に意味のある系統的なエラーは、式 (13) の 2つ目

の条件に含まれている。以下では この式 (13) の 2つ目の条件式に注目する。fµν を

fµν = δµν
fρρ
N

+
fµν − fνµ

2
+

[
fµν + fνµ

2
− δµν fρρ

N

]
(15)
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と展開することによって、この条件は∫ 1

0
dtτ̃µλµ = 0 (16a)∫ 1

0
dt (τ̃µλν − τ̃νλµ) = 0 (16b)∫ 1

0
dt

[
τ̃µλν + τ̃νλµ

2
− δµν τ̃ρλρ

N

]
= 0 (16c)

と 3つの条件に分けることができる。ここで 1つ目の条件 (16a)はパラメータ λ(t) のノルムに対

するエラーに対して、ゲートがロバストになる条件であることが分かる。またこの条件式は式 (14)

から ∫ 1

0
dtUλ(t, 0)†H(λ(t))Uλ(t, 0) = 0 (17)

と書くことができる。これは ∣ψ(t)⟩ = Uλ(t, 0) ∣ψ(0)⟩ として ∣ψ(0⟩ で期待値をとると

−
∫ 1

0
dt ⟨ψ(t)∣H(λ(t)) ∣ψ(t)⟩ = 0 (18)

となる。この式 (18) の左辺は動的位相 [4] の定義そのものである。つまり 1つ目の条件式 (16a)

は、動的位相が 0 になるように構成された量子ゲートは、 λ のノルムに対するエラーに対してロ

バストであるということを示している。これは我々が以前の研究で明らかにしたことである [5]。

2つ目の条件 (16b) は、パラメータ λ が、パラメータ空間で回転をするようなエラーに対して量

子ゲートがロバストな条件である。また 3つ目の条件 (16c) は同じくパラメータ λ に対する応力

のようなエラーに対してロバストな条件である。

3 ロバストな複合量子ゲートの設計

前章では、様々なエラーに対して量子ゲートがロバストな条件を導出した。実際にこの条件を

用いて量子ゲートを設計するには、複合量子ゲート、つまり離散化して複数の単純な量子ゲート

の組合せとして設計する方法が簡単である。この章では、ゲートがロバストである条件 (10) を、

離散化した時間発展演算子に対して適用する。

3.1 離散化

まず、ターゲットとなるユニタリー行列 U を

U = Uλk(tk, tk−1) . . . Uλ1(t1, t0) (19)

と離散化する。ここで 1 = tk > tk−1 > ⋅ ⋅ ⋅ > t1 > t0 = 0 であり、λi は i 番目のユニタリー行列

のパラメータである。各々のユニタリー行列を

Uλj (tj , tj−1)→ R(mj) := exp
(−imj

µτµ
)

(20)
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と書き直すことにする。今、エラーのあるユニタリー行列 Uλ+δλ を

Uλ+δλ = Uλk+δλk(tk, tk−1) . . . Uλ1+δλ1(t1, t0) (21)

と離散化できるとしよう。エラーの無いときと同様に、各々のユニタリー行列を

Uλj+δλj (tj , tj−1)→ R(mj + δmj) := exp
[−i (mj

µ + δmj
µ

)
τµ
]

(22)

と書き直す。ここで、

W j := mj
µτµ , δW j := δmj

µτµ (23)

とし、2つの行列 A,B に関するよく知られた関係式

eA+B =

∫ 1

0
dx δ(1− x)eAx +

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy δ(1− x− y)eAxBeAy + ⋅ ⋅ ⋅ (24)

を用いると、

R(mj + δmj) ≈ R(mj)− iR(mj)δW j
I (25)

となる。ここで

δW j
I :=

∫ 1

0
dx eixW

j
δHje−ixW

j
(26)

である。よって、(8)式で定義した ∆W は

∆W =
k∑
j=1

V j−1†δW j
I V

j−1 (27)

となる。ここで

V j := R(mj) . . . R(m1) (28)

であり、R(mk) . . . R(mj) = UV j−1† の関係を使った。この ∆W が 0 になるように mj を決定す

ることで、ロバストな量子ゲートを設計することができる。

3.2 例

例として、前節までの方法を用いて n = 2、k = 3 での、off-resonance エラーに対してロバス

トな量子ゲートを設計する。簡単の為、

R(m1) = R(m3) , mj = θj(cosφj , sinφj , 0) (29)

の場合を考えよう。mj
3 = 0 という制限は、NMR 量子コンピュータの制限と同じである。設計し

たい量子ゲートを

R(m) := R(m3)R(m2)R(m1) , m = θ(cosφ, sinφ, 0) (30)

5
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|0〉

|1〉

|0〉

|1〉

|0〉

|1〉

(a) (b) (c)

図 1: 量子ゲートによる状態の時間発展を Bloch球上の軌跡で表したもの。(a)シンプルな量子ゲー

ト、(b) CORPSE 及び (c) (37) 式の新しい条件から設計した複合量子ゲート。何れも θ = π/2、

off-resonance エラー ε = 0.1 で、時刻 t = 0 では σ3 の +1 の固有値に対応する固有状態 ∣0⟩ をと
る。黒点はエラーの無い、理想的な量子ゲートを用いた場合の終時刻に於ける量子状態。(b)、(c)

の複合量子ゲートは off-resonance エラーに対してロバストであることがわかる。

と書く。 off-resonance エラーとは mj が、

mj = θj(cosφj , sinφj , 0) −→ θj(cosφj , sinφj , ε) (31)

となるエラーである。R(mj) = exp(−imj
µσµ/2) であったことを思い出すと、(27)式からただち

にエラーの一次の項は

U∆W = ε

[
sin

θ1
2
R(m1)R(m2)σ3 + sin

θ1
2
σ3R(m2)R(m1) + sin

θ2
2
R(m1)σ3R(m1)

]
(32)

となることが分かる。mj
3 = 0 から

R(mj)σ3 = σ3R(mj)† (33)

の関係があるので結局、ロバストな量子ゲートの条件は

2 sin
θ1
2

[
cos

θ1
2

cos
θ2
2
− sin

θ1
2

sin
θ2
2

cos(φ1 − φ2)
]

+ sin
θ2
2

= 0 (34)

となる。φ1 = φ2 や φ1 = φ2 + π 、 φ1 = φ2 + π/2 のとき、(34) 式は解くことができて、

θ1 + θ2 + θ3 = 2θ1 + θ2 = 0 , φ1 = φ (φ1 = φ2) (35)

θ1 =
θ

2
− k , θ2 = −2k , k := arcsin

(
1

2
sin

θ

2

)
, φ1 = φ (φ1 = φ2 + π) (36)

θ1 = − arcsin

(
tan

θ2
2

)
, θ2 = 2 arcsin

(
1√
2

sin
θ

2

)
, φ1 = φ+

3

4
π (φ1 = φ2 + π/2) (37)

となる。θ1、θ2 に関する条件からは mod 2π を省略している。(35)式の条件を満たすものには、

Bang-Bang コントロールや MLEV-4、MLEV-8 といった NMR でよく使われているものが含ま
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れる。また (36)式の条件は、既に off-resonance エラーに対してロバストな複合量子ゲートとし

て知られている CORPSE [3] の条件である。(37)式の条件は、これまでに知られていない新しい

条件である。図 (1) は θ = π/2、ε = 0.1 のときのシンプルな量子ゲート、CORPSE 、そして (37)

式の新しい条件から設計した複合量子ゲートによる量子状態の時間発展を表したものである。ロ

バストな量子ゲートを設計する為には、このように (27)式からエラーの一次の項をまず計算し、

これが 0 になるように各々のパラメータを決定すれば良い。

4 まとめ

ロバストな量子ゲートを設計するための体系的な枠組みを作成した。さらに離散化することで、

その条件を用いて 1量子ビットにおける複合量子ゲートを設計できることを示した。これは NMR

量子コンピュータで既に知られている CORPSE などの複合量子ゲートも設計可能な、より一般

的な複合量子ゲートの設計方法である。

参考文献

[1] T. D. W. Claridge, High-Resolution NMR Techniques in Organic Chemistry, (Elsevier,

Oxford, 1999).

[2] H. K. Cummins and J. A. Jones: New J. Phys. 2 (2000) 6; H. K. Cummins and J. A. Jones:

J. Magn. Reson. 148 (2001) 338.

[3] H. K. Cummins, G. Llewellyn, and J. A. Jones: Phys. Rev. A 67 (2003) 042308; W. G.

Alway, and J. A. Jones: J. Magn. Reson. 189 (2007) 114.

[4] Y. Aharonov and J. Anandan: Phys. Rev. Lett. 58 (1987) 1593; D. N. Page: Phys. Rev. A

36 (1987) 3479.

[5] Y. Kondo and M. Bando, J. Phys. Soc. Jpn 80 (2011) 054002.

7

Soryushiron Kenkyu



非イスタントントンネル効果：半古典論および量子論的解釈

高橋公也（九州工業大学大学院　情報工学研究院）, 池田研介（立命館大学　理工学部）

平成 23 年 5 月 1 日

概 要
周期摂動の入ったステップポテンシャルではインスタントン型のトンネル効果が実質的に

禁止される．この場合に観測される非インスタントントンネル効果の半古典的および量子論的
な解釈を試みた．摂動周波数を変化させると，トンネル確率は，ω → 0と ω → ∞の極限でゼ
ロになるが，その中間領域で著しく大きな値を取り，その値は摂動強度とともに増大する．~ω
がポテンシャルの高さよりも十分に小さい時の非インスタントントンネル効果は，半古典的に
は安定・不安定多様体誘導トンネル効果で説明でき，量子論的には，超多重フォトアシストト
ンネル効果と解釈される．一方，~ωがポテンシャルの高さよりも大きい場合のトンネル過程
は，一量子 ~ωの吸収によるエネルギー遷移で説明でき，摂動論が有効である．

1 Introduction

過去２０年の間，古典的に非可積分な系のトンネル効果は，量子カオスの観点から多くの研究者
によって研究され，可積分系には見られない複雑なトンネル現象が見つかってきている [1, 2, 3, 4]．
また，複雑なトンネル現象に物理的な解釈を与える理論として，カオス・アシスト・トンネル効
果，レゾナンス・アシスト・トンネル効果，ジュリアセット・アシスト・トンネル効果等の理論の
提案もなされてきた [5, 6, 7, 8, 9]．
我々は，近年の論文で，インスタントンでは説明できないトンネル効果を半古典的に説明する
ために，安定・不安定多様体誘導トンネル効果の理論を提案した [10, 11]．この理論は，首藤・池
田のジュリアセット・アシスト・トンネル効果と本質的に同じものと考えられるが [8, 9]，彼らの
理論が離散力学系に限られているのに対し，安定・不安定多様体誘導トンネル効果理論は，より
一般的な時間連続な系に適用可能である．インスタントは，虚時間の時間発展によって生成され
るので [12, 13]，複素領域に解析接続ができない離散系では取り扱う事が難しい．一方，時間連続
な系では時間を複素化可能であり，インスタントンを含めた形で多自由度系のトンネル効果を半
古典論を用いて取り扱う事が可能である [14, 15]．
この報告では，インスタントン型のトンネル効果が実質的に禁止される周期摂動の入ったステッ
プ型ポテンシャルを用いて，非インスタントントンネル効果の半古典的および量子論的な解釈を
試みる．安定・不安定多様体誘導トンネル効果理論が適用可能な解析的なポテンシャルとして，周
期摂動を入れた滑らかなステップポテンシャル系を導入する [16]．この系で，摂動周波数を変化さ
せた時のトンネル確率の変化を調べ，安定・不安定多様体誘導トンネル効果がどの領域でどの程
度適用可能かを明らかにする．また，数値的にではあるが厳密に量子的な解が計算できる系とし
て摂動の入ったステップポテンシャル系を導入する．この系には，複素半古典論は適用不可能で
あるが，類似の量子力学的なトンネル現象が起きる事が期待できる．この系を用いて，安定・不
安定多様体誘導トンネル効果の量子力学的な解釈を試みる．このようにして，非インスタントン
型のトンネル効果の半古典論と量子論の双方からの相補的な解釈を与える．
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2 モデルと量子論的な結果
インスタントン型のトンネル効果が実質的に禁止されるモデルとして，以下のような周期摂動
を入れた滑らかな角を持つステップポテンシャルを考える [16]．

Ĥ(Q,P, ωt) =
1
2
P̂ 2 + (1 + ε sinωt)

1
1 + expQ

(1)

このポテンシャルに運動量 PI(< 0)を持つ平面波が右側から入射させた場合の準定常状態を考え
る [17]．そのような準定常状態は，以下のように波動演算子 Ω̂+

1 を用いて表せる．

< QO|Ω̂+
1 (tO)|PI >= lim

|QI |→∞

√
|PI |
2π~

eiPIQI/~
∫ ∞

0
ds < QO|Û(ωtO ωtO − ωs)|QI > exp{ i

~
EIs}

(2)

ここで， Û は時間推進演算子 Û(θ+ωt : θ) = T exp
{
− i

~
∫ t
0 Ĥ(θ+ωs)

}
（T：時間順序積）であ

る．添字’I’と’O’は，入射点と観測点の物理量である事を示す．
図 1に，入射エネルギーをEI(= P 2

I /2)に取り，摂動強度 εを ε = 0, 0.05, 0.1,0.2とした時の準
定常状態を示す．無摂動（ε = 0）の場合には，トンネルはインスタントン型であり，トンネル確
率はポテンシャル内で急速に減衰しトンネルによる透過は実質的に禁止されていると考えてよい．
しかし，摂動が加わると，トンネル確率は透過領域でほぼ一定の値を取り，その値は摂動強度の
増加とともに増大する．このようなトンネル現象は，安定・不安定多様体誘導トンネル効果によっ
て説明可能である [16]．

ε=0.1

ε=0.05

ε=0.2

ε=0.0

10 -20
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+ 1
Q

P
I

t O
<

>
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ω(
) |

|
|

|2
^

O

0-40
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-20-30 -10-50 10

図 1: 量子論的計算によって得られた摂動強度 ε = 0, 0.05, 0.1, 0.2の時の準定常状態．パラメター
は，EI = 0.75, ω = 0.3, ~ = 1000/(3π × 210) ∼ 0.1036である．

3 波動演算子の半古典表示
波動演算子の半古典表示は以下のように与えられる [17]．

< QO|Ω̂+
1 (tO)|PI >∼

∑
c.t.

lim
QI→∞

√
|PI |
2π~

eiPIQI/~
[

1
PI

∂2SΩ

∂EI∂QO

]1/2

exp{ i
~
SΩ(QO, tO, QI , EI)} (3)
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ここで，SΩ(QO, tO, QI , EI)は，作用積分

SΩ(QO, tO, QI , EI) ≡
∫ QO

QI

PdQ−
∫ tO

tI

H(Q,P, ωt)dt+ EI(tO − tI(QO, tO, QI , EI)) (4)

である．(3)式における
∑

c.t.は，半古典近似に寄与するすべての古典軌道について和を取る事を
意味する．
作用積分SΩ(QO, tO, QI , EI)の引数は，量子力学的な観測量になるので，QI , EI , QO, tOは，実
数値を取らなければならない．これらの力学量を固定すると軌道の境界条件が定まる．一方，初
期時刻 tI は，EI と正準共役なので不確定である．Millerによって与えられた作業仮説では，不確
定な力学量は任意の複素値を取る事が許される [13]．したがって，複素初期時刻 tI を境界条件を
満たす軌道を見つけるための複素探索パラメータとして使う事ができる．初期時刻 tI がサーチす
る複素初期時刻面 I は，

I ≡ {Q,P, tI |Q = QI , P = PI , tI ∈ C} (5)

で与えられる．一方，観測面 F は，

F ≡ {Q,PO, t|Q = QO, PO ∈ C, t = tO} (6)

で与えられる．QI , EI , QO, tOを固定するごとに，tI を調節し I を出発し F に到達する（複素）
軌道を求めれば，それが半古典波動演算子に寄与する軌道になる（注：厳密には Stokes問題を考
慮する必要がある）．準定常散乱状態の波動関数をQOの関数として求めるには，他の観測量を固
定しQOを実軸に沿って動かし，各点ごとに寄与する軌道を求めればよい．

4 安定・不安定多様体誘導トンネル効果
4.1 メカニズム

量子系 (1)に対応する古典系を考える．無摂動状態 (ε = 0)では，エネルギーをE = 1に取った
場合の軌道はセパラトリックスを構成し，不安定固定点が Q → −∞にあると考えれば，それに
漸近する安定多様体または不安定多様体と考えられる．このような安定・不安定多様体は，摂動
が入っても，変形されるが安定に存在し続ける．したがって，障壁ポテンシャルで見られた安定・
不安定多様体誘導トンネル効果と同じものが，ステップポテンシャルにも見られる [10, 11, 16]．
図 2に，周期摂動下の滑らかなステップポテンシャルの場合の Poincar�e写像（概念図）を示す．

WsとWuは，それぞれ安定多様体と不安定多様体である．一周期分の初期面を写像したものを I
で表す．入射エネルギーEI が十分に小さく透過領域の確率波がトンネル効果によってのみ作られ
る場合には，ReI とReWsは交差せず，ReI を写像すると細い実線で描かれた不変多様体を入射
および反射領域に作り出す．しかし，複素領域では，Wsは点線に示されたように変形され，Iと
の交点を持つ．交点は孤立した点 tI = tIcになり臨界点と呼ばれる [10, 11]．安定・不安定多様体
誘導トンネル効果に寄与する（複素）古典軌道は，臨界点のごく近傍に初期点を持ち，複素安定多
様体Wsに沿ってQ → −∞に向かって進む．それらの中で相対的にエネルギーが小さい軌道は，
途中で反転し不安定多様体Wuに沿って戻り，反射波に寄与するが，それ以外の軌道は，安定多
様体Wsに沿って進み無限遠方（Q→ −∞）に到達し，トンネル確率を作り出す．
このようなトンネル機構は，インスタントン型のトンネル効果とは全く異なるものである．ポ
テンシャル内部を進むインスタントン軌道は，無限遠方に到達するのに負の無限大の虚時間を必
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要とし，そのため，トンネル確率は指数関数的に減少し，ポテンシャルの縁から極めて短い距離で
実質的にゼロとなる．この意味で，ステップ型のポテンシャルでは，インスタントン型のトンネ
ル効果は実質的に禁止されていると行ってよい．そのような場合でも，摂動が加わると安定・不
安定多様体誘導トンネル効果によるトンネル現象が観測される．

W

W

s

u

I

Q

P

図 2: 安定・不安定多様体誘導トンネル効果の概念図

4.2 Melnikov積分による臨界点の深さの評価

臨界点の存在は，Melnikov積分法を用いて証明することができる [10, 11]．まず，安定多様体
Ws上の軌道Qs(t)のエネルギーは，以下のように与えられる．

H(Qs(t), Ps(t), t) = 1 + ε sinωt+ ∆HM (t) (7)

ここで，

∆HM (t) =
∫ t

∞

∂H

∂t′
− εω cosωt′dt′ =

∫ t

∞
(V0(Qs(t)) − 1)εω cosωt′dt′ (8)

で，V0は無摂動系のポテンシャル V0(Q) ≡ 1
1+expQ である．Melnikovの方法では，Ws上の軌道

Qs(t)を無摂動系の解

t− t0 =
1√
2

log
(
4Y − 2 − 4

√
Y 2 − Y

)
+

√
2(Y 2 − Y )
Y − 1

(9)

に置き換えて積分を評価する．ここで，Y = 1 + expQで，t0は無摂動解の時間の原点で，軌道
の初期点 (tI , QI)と以下のように関係づけられる． 　

tI = t0 −QI/
√

2 +
√

2 (10)

積分を実行するとRetI → −∞とした時のエネルギーEI が以下のように求まる．

EI = 1 + εA(ω) sin(ωt0c + φ) ∈ R (11)

ここで，

tanφ =
ωχcos

1 − ωχsin
(12)
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および

A(ω) =
√

(1 − ωχsin)2 + ω2χ2
cos (13)

で，χcosと χsinは，以下の積分で定義される．

χ{cos,sin} ≡
∫ 0

∞
[V0(Qs0(τ, t0 = 0)) − 1]{cos, sin}ωτ dτ

+
∫ −∞

0
V0(Qs0(τ, t0 = 0)){cos, sin}ωτ dτ (14)

EI が実数値を取る事を要請すると，時間の原点 t0cは孤立した点として求まり，(10)式より対応
する tIcも孤立点となり，初期面 Iと安定多様体Wsとの交点（臨界点）になる．EI < 1− εA(ω)
の場合は，実領域に交点はないが，その場合でも複素領域に交点は存在し，その深さは，

ImtIc =
1
ω

cosh−1((1 − EI)/εA(ω)) (15)

と評価される．ω → 0の極限では，A(ω) → 1となるので，漸近形は，

ImtIc ∼ 1
ω

cosh−1
(1 − EI

ε

)
(16)

∼ 1
ω

log
(2(1 − EI)

ε

)
, (ε� 1 − EI) (17)

となる．図 3に，ωを変化させた時の ImtIcの変化を示す．ω � 1の領域では，(16)式（または
(17)式）による評価通り，ω に逆比例する．一方，ω → ∞では，εによらず一定値 π/

√
2に収束し

ているように見える．障壁ポテンシャルにおいても，同様の臨界点の振る舞いが観測される [15]．
したがって，臨界点の深さの摂動周波数に対する変化には，普遍性があると考えられる．

 1

 10

 100

 0.1  1  10

ε=0.2

ε=0.1

ε=0.05

ω

Im
 t

I

図 3: 臨界点の深さの ωに対する変化（ε = 0.05, 0.1, 0.2）．

4.3 安定・不安定多様体誘導トンネル効果理論を用いたトンネル確率の評価

3章で導入した複素半古典論を実行すると，図 1に示す準定常散乱状態をほぼ忠実に再現でき
る [16]．そのためには，寄与する複素半古典軌道をすべて見つけ出し，それらの確率的な重みを計
算し足し合わせなければならない．これは極めて困難で時間のかかる作業であり現実的ではない．
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ここでは，より簡単な方法で大まかなトンネル確率を評価する方法を提示する．安定・不安定多
様体誘導トンネル効果では，臨界点 tIcを初期点とし複素安定多様体Ws上を動く臨界軌道が，複
素トンネル軌道を誘導し，それらの大まかな性質を決定するので，トンネル確率を臨界軌道を用
いて評価することが可能である [14, 15, 16]．
具体的には，トンネル軌道の作用積分 (4)を臨界軌道のそれで評価する．波動演算子の半古典表
現 (3)で，振幅成分

√
∂2SΩ

∂EI∂QO
の寄与を無視すれば，トンネル確率は以下のように評価される．

WSUMGT ∼ 1
2π~

exp{−2
~
ImSΩ} (18)

トンネル軌道の作用積分 SΩ を臨界軌道のそれに置き換え，Melnikovの方法を用いて評価する．
Melnikovの方法が適用しやすいように，SΩを以下のように書き換える．

SΩ(QO, tO, QI , EI) =
∫ tO

tIc

(H − 2V )dt+ EI(tO − tIc) (19)

ここで， V (Q,ωt) = a(t)V0(Q)，a(t) = 1 + ε sinωtである．Melnikovの方法では，臨界軌道を，
(11)式で与えられる時間の原点 t0cを持つ無摂動なWs上の軌道 Q0c(t)に置き換え，積分を評価
する．細かな計算過程は省略するが，結果として以下のような評価が得られる．

ImSΩ(QO, tO, QI , EI) ∼ (1 − EI)ImtIc −
ε

ω
Im cos(ωt0c)

+ Im
∫ t′O

t0c

dt

∫ t

t′O

ds ȧ(s)(V0(Q0c(s)) − 1) + Im
∫ t0c

tIc

dt

∫ t

tIc

ds ȧ(s)V0(Q0c(s))

− 2Im
∫ t′O

t0c

dt ε sinωt(V0(Q0c(t)) − 1) − 2Im
∫ t0c

tIc

dt ε sinωtV0(Q0c(t))dt (20)

ここで，t′OはRet′O = tO, Imt′O = ImtIc を満たす点である．(20)式を数値計算で評価し，(18)式
に代入すればトンネル確率が評価できる．低い周波数の領域 (ω � 1)では, (20)式の右辺の最初
の２つの項が支配的になるので，(16)，(17)式を用いると，

ImSΩ ∼ 1 − EI
ω

cosh−1
(1 − EI

ε

)
− ε

ω
sinh

(
cosh−1

(1 −EI
ε

))
(21)

∼ 1 − EI
ω

log
(2(1 − EI)

ε

)
− 1 − EI

ω
(22)

と評価される．したがって，トンネル確率は∝ exp(−C/ω)と評価され，ω → 0の極限で指数関数
的に減衰する．

5 トンネル確率のωによる変化
図 4に量子力学的な計算で得られたトンネル確率（max−50≤QO≤−30 | < QO|Ω̂+

1 (tO)|PI > |2）
と (18)式と (20)式から計算される半古典論による予測確率WSUMGT の ωによる変化を摂動強度
ε = 0.05, 0.1, 0.2に対して示す．図中の ωcq ≡ 1−EI

~ は，半古典的領域と純量子力学的領域の境界
を特徴づける周波数で，この周波数を越えると入射粒子は１つの量子 ~ωの吸収でポテンシャルス
テップを越えることができる．
ω < ωcq の領域では，トンネル確率はWSUMGT とよく一致する．特に ω < 1場合，(18)式に

(21)式または (22)式を代入すると，トンネル確率が∝ exp(−C/ω)と評価され ω → 0で指数関数
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的に減少することがわかる．ε� 1 −EI の場合には，(18)式と (22)式より，εに対する依存性が
∝ ε2ωcq/ωと評価され．低周波数ではトンネル確率の摂動強度による違いが増大することがわかる．
ω > ωcqの領域では，１つの量子 ~ωの吸収で，反応粒子はポテンシャルステップを越えること
が可能となる．このように，~ωが大きな領域では半古典論（安定・不安定多様体誘導トンネル効
果理論）はもはや有効ではない．実際，トンネル確率は，ωの増加とともに指数関数的に減少す
るが，WSUMGT は εに無関係に一定値に収束する．このような場合には，量子力学的な摂動論が
有効である [15]．トンネル確率は，１つの量子 ~ωの吸収過程でほぼ決まり，以下のように評価さ
れる．

lim
QO→−∞

| < QO|Ω̂+
1 (tO)|PI > |2 ∼ lim

QO→−∞
ε2π2Dω| < uEI+~ω|V0|uEI

> |2 (23)

ここで，uE は無摂動系の散乱固有状態で，係数Dω は，観測点Q = QOでの uEI+~ω の確率振幅
で以下のように与えられる [19]．

Dω = lim
QO→−∞

| < QO|uEI+~ω > |2

=
1

2π~|PT |
sinh2(π(PR + |PT |)/~) − sinh2(π(PR − |PT |)/~)

sinh2(π(PR + |PT |)/~)
(24)

ここで，PR =
√

2(EI + ~ω)および PT = −
√

2(EI + ~ω − 1)である．したがって，(23)式で与
えられるトンネル確率は，フォト・アシスト・トンネル効果に他ならない．図 4に示すように，量
子摂動論による近似（細い破線）はトンネル確率の変化をよく近似する．Dωは ~ω → ∞の極限で
Dω → 1

2π~|PT | となるので，指数関数的な減衰は，主に，遷移係数 | < uEI+~ω|V0|uEI
> |2による．

ω
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T
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100

Quantum SUMGT

ε=0.2

ε=0.2
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ε=0.05

ε=0.1
ε=0.05

Quantum perturbation

ε=0.2

ωcq

ε=0.2

ε=0.1

ε=0.05

図 4: トンネル確率と安定・不安定多様体誘導トンネル効果理論による予測確率 (18)の周波数領
域 (0.03 ≤ ω ≤ 10)における比較．３つの摂動強度 ε = 0.05, 0.1, 0.2の場合を示す．細い破線は，
ε = 0.2の時の量子摂動論 (23)の結果である．
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6 非インスタントントンネル効果の量子論的解釈
6.1 モデルと準固有状態

この章では，安定・不安定多様体誘導トンネル効果の量子力学的な解釈を試みる．そのために，
ステップポテンシャルに摂動を入れた系を考える．

H(Q,P, ωt) =
1
2
P 2 + (1 + ε sinωt)H(−Q) (25)

ここで，H(x)は，Heaviside関数である．この系はポテンシャルの角が直角なので，複素領域に
解析接続する事は不可能であり，複素半古典論を適用する事はできない．しかし，量子力学的な
振る舞いはほぼ同じであると期待され，また，摂動論を使わずに厳密に準定常散乱状態を書き下
せるので，量子力学的な解釈を考えるのに都合が良い．
エネルギーEI を持った入射波ΨI は，

ΨI(Q) = e−
i
~ EI te

i
~ PIQ (PI = −

√
2EI) (26)

と書ける．図 5に示すように，振動するポテンシャルとの相互作用による量子の多重吸収・放出
のために，反射波はエネルギーEn = EI + n~ω（運動量:PRn =

√
2En）の平面波の重ね合わせで

書ける．

ΨR(Q) =
∑
n

Rne−
i
~ Ente

i
~ PRnQ (27)

ここで，Rnは反射係数である．一方，透過波は，

ΨT (Q) =
∑
n

Tne
i
~

ε
ω

cosωte−
i
~ Ente

i
~ PTnQ (28)

と書ける [18]．ここで，Tnは透過係数で，運動量 PTnは PTn = −
√

2(En − 1)で与えられる．し
たがって，透過波は，振動するポテンシャルの影響で時間的な変調 e

i
~

ε
ω

cosωtを受けた運動量 PTn

の平面波の重ね合わせで表せる．
En < 1ならば，運動量 PTnは負の純虚数になり，

lim
Q→−∞

e
i
~ PTnQ → 0 (29)

となる．したがって，Qが大きな負の実数値を取るならば，透過波は，

ΨT (Q) ∼
∑
n≥n�

Tne
i
~

ε
ω

cosωte−
i
~ Ente

i
~ PTnQ (30)

と近似できる．ここで，n∗ = min{n|En > 1}である．
Q = 0における解の接続条件から反射係数Rnと透過係数 Tnが決まる．まず，波動関数そのも
のの接続条件ΨI + ΨR = ΨT より，

1 +
∑
n

Rne−inωt =
∑
n

Tne
i
~

ε
ω

cosωte−inωt (31)

となる．次に，一階微分の連続性 ∂
∂QΨI + ∂

∂QΨR = ∂
∂QΨT は，

PI +
∑
n

RnPRne−inωt =
∑
n

TnPTne
i
~

ε
ω

cosωte−inωt

(32)
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ε

tunnelling

free particle

ωh

E I

multi-photon

図 5: 周期的に変動するステップポテンシャル．

となる．ここで，−PI = PR0である．
Bessel関数 Jn(z)を用いると，時間変調項 e

i
~

ε
ω

cos θは，

e
i
~

ε
ω

cos θ =
∑
n

inJn

( ε

~ω

)
einθ (33)

と書け，(31)式と (32)式は，それぞれ，

δn,0 +Rn =
∑
n′

Tn′in
′−nJn′−n

( ε

~ω

)
(34)

と

−δn,0PRn +RnPRn =
∑
n′

Tn′PTn′in
′−nJn′−n

( ε

~ω

)
(35)

となる．したがって，(34)式と (35)式から，{Tn} の連立方程式∑
n′

Tn′(PRn − PTn′)in
′−nJn′−n

( ε

~ω

)
= 2PRnδn,0 (36)

が得られる．

6.2 準固有状態と透過係数

(36)式を解くと，透過係数 {Tn}が求まる．それを (34)式に代入すると反射係数 {Rn}が求ま
る．図 6(a)に，そのようにして求めた {Rn}と {Tn}を用いて再現した ω = 0.3の準定常状態を４
つの摂動強度 ε = 0, 0.05, 0.1, 0.2に対して示す．図 6(a)の波動関数は，図 1に示した滑らかなス
テップポテンシャルの波動関数に良く似た振る舞いをしているのがわかる．ε = 0の無摂動な場合
には，インスタントン型のトンネルで，トンネル確率はポテンシャル障壁の中で指数関数的に減
衰する．一方，摂動が入るとトンネル確率は安定・不安定多様体誘導トンネル効果のトンネル確
率とほぼ同じ振る舞いを示し，Q < 0の領域でほぼ一定値になり，その値は εとともに増加する．
図 6(b)に，ε = 0.05, 0.1, 0.2の場合の透過係数 |Tn|2をエネルギーEの関数として示す．|Tn|2

は，中心が E = EI で幅が 2εのプラトー型の分布になる．しかし，プラトー上部の成分は，(28)
式の和にほとんど寄与しない．なぜなら，プラトー上部のエネルギー Enは En ≤ EI + ε < 1の
領域にあるので，e

i
~ PTnQで評価されるトンネル確率は，(29)式で示したようにQ→ −∞の極限

で指数関数的に減衰するからである．これが，インスタントン型のトンネル効果が実質的に禁止
されるメカニズムの量子力学的な解釈である．

9

Soryushiron Kenkyu



したがって，n ≥ n∗の成分がトンネルに寄与するが，n = n∗の成分が支配的になる．なぜなら
ば，(30)式より，各成分の寄与は |Tn|2の大きさでほぼ決まり，n ≥ n∗における |Tn|2の中では，
|Tn� |2が最も大きな値を取るからである（図 6(b)). 実際，図 6(a)と (b)を比較すると，各摂動強
度において |Tn� |2とトンネル確率がほぼ一致しているのがわかる．摂動強度 εの変化によってプ
ラトーの形が変わり，トンネル確率が変化する．n = n∗の成分に対応する古典軌道は，n ≥ n∗の
古典軌道の中で，最も小さな負の運動量 PTn� を持ち，安定・不安定多様体誘導トンネル効果に寄
与する複素トンネル軌道と同じ役割をする．ただし，この場合は安定多様体上の臨界軌道は存在
しない．

(a) (b)
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図 6: ステップポテンシャルの ω = 0.3，ε = 0, 0.05, 0.1, 0.2における計算結果．他のパラメータ
は，図 1と同じである．(a) 準定常状態．(b) 透過係数．

6.3 トンネル確率の ωによる変化

図 7に，トンネル確率（max−50<Q<−20 |ΨT (Q)|2）の ωによる変化を３つの摂動強度 ε = 0.05,
0.1, 0.2について示す．ω < ωcq の領域では，トンネル確率は ω → 0の極限で，∝ exp(−C/ω)の
ように指数関数的に減衰し，図 4に示す滑らかなステップポテンシャルとほぼ同じ傾向を示す．し
たがって，ステップ型のポテンシャルのこの領域でのトンネルメカニズムは，ポテンシャル形状
の詳細によらず同じであると考えてよい．この領域の大部分で，~ω � 1−EI と考えてよいので，
粒子がトンネル En > 1のエネルギーを獲得するためには，たくさんの量子を吸収する必要があ
る．これは，超多重フォト・アシスト・トンネル効果に他ならない．この過程を半古典的に解釈
すると，安定多様体によるトンネル軌道の誘導によって粒子が大きなエネルギーを獲得すると解
釈できる．
ω > ωcqの領域では，トンネル確率は ωcqの少し上で最大値を取った後，ε2/ω2に比例したベキ
的な減衰を示し，図 4の滑らかなステップポテンシャルで見られる指数関数的な減衰とは異なる．
この違いはポテンシャルの形状によるもので，この２つのポテンシャルの中間的な形状のポテン
シャルでは，指数関数的ではあるが減衰率が小さくなり，中間的な減衰になる．ε2/ω2型のベキ的
減衰は箱形ポテンシャルでも見られ [18]，ステップや箱形の共通の性質と考えられる．
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図 7: ステップポテンシャルにおけるトンネル確率の ωによる変化．３つの摂動強度 ε = 0.05, 0.1,
0.2の場合を示す．

7 Discussion

この報告では，インスタントン型のトンネル効果が実質的禁止される周期摂動の入ったステッ
プ型ポテンシャルを用いて [16]，非インスタントントンネル現象の半古典的および量子論的な解
釈を試みた．特に，摂動周波数を変化させたときのトンネル確率の変化を調べた．その結果，ト
ンネル確率は，ω → 0と ω → ∞の極限でゼロになるが，その中間領域で著しく大きな値を取り，
摂動強度とともに増大することがわかった．
半古典領域 ω < ωcq(≡ (1 − EI)/~ω)のトンネル現象は，周期摂動の入った滑らかなステップ
ポテンシャルでは安定・不安定多様体誘導トンネル効果で説明が可能である [16]．ω → 0の極限
で，トンネル確率は ∝ exp(−C/ω)のように指数関数的に減衰するが，これは，複素領域の臨界
点 tIc（半古典近似の初期面 I と安定多様体Wsの交点）が ω → 0の極限で Imt1c ∝ 1/ωの様に
発散し，そのため，複素安定多様体に誘導されるトンネル軌道の作用積分 SΩが ImSΩ ∝ 1/ωの
ように発散するためである．周期摂動の入ったステップポテンシャルを用いると，量子力学的な
解釈が可能である．この場合も ω → 0の極限で，トンネル確率は∝ exp(−C/ω)のように指数関
数的に減衰する．トンネル過程を量子力学的に見ると，粒子が，摂動により多数の量子を吸収す
ることで，入射エネルギーEI � 1からポテンシャルステップより大きなエネルギー領域En > 1
へジャンプする過程と解釈される．したがって，超多重フォト・アシスト・トンネル効果と解釈
可能である．トンネル確率は，透過係数 |Tn|2 で決まるが，古典的に許されるエネルギー変動領
域 EI − ε ≤ En ≤ EI + εを越えた遷移なので，|Tn|2は nの増加とともに指数関数的に小さくな
り，n∗ = min{n|n~ω > 1 − EI}で決まる n∗状態の透過係数 |Tn� |2がトンネル確率を支配する．
n = n∗の成分に対応する古典軌道は，n ≥ n∗の古典軌道の中で最も小さな負の運動量 PTn� を持
ち，安定・不安定多様体誘導トンネル効果に寄与する複素トンネル軌道と同じ役割をすると考え
られる．
純量子力学的な領域 ω > ωcqでは，１つの量子 ~ωの吸収で，粒子はポテンシャルステップを越
えるエネルギーを獲得するので，半古典論（安定・不安定多様体誘導トンネル効果）は有効でなく
なる．この場合，量子力学的摂動計算でEI からEI + ~ωへの遷移確率を計算すればトンネル確率
を評価できる．トンネル確率の摂動周波数 ωによる変化はポテンシャルの形状に依存し，滑らか
なステップポテンシャルでは指数関数的に減少するのに対し，ステップポテンシャルでは∝ 1/ω2

のようにベキ的に減衰する．いずれにせよ，ω → ∞でゼロになる．
最後に，インスタントンと非インスタントントンネル効果が共存する周期摂動が入った障壁ポテ
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Quantum Semiclassical
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図 8: 障壁ポテンシャルにおけるトンネル確率の周波数による変化 [15]．

ンシャルの場合と比較してみよう [15]．障壁ポテンシャルでは，図 8に示すようにω → 0とω → ∞
の極限で有限の値に収束する．ω → 0でのトンネル確率は，摂動強度 εに応じた一定値に収束し，
その値は瞬間インスタントンから求めたトンネル確率を摂動周期で平均化したものと良く一致す
る．一方，ω → ∞のトンネル確率は，摂動強度に無関係に無摂動系のそれに収束し無摂動系イン
スタントンで説明可能である．したがって，ω → 0と ω → ∞の極限では，インスタントン的な
トンネル効果が支配的になるが，中間領域では，安定・不安定多様体誘導トンネル効果が支配的
になり，その結果トンネル確率が増大する．このような場合の量子力学的な解釈を試みることは，
極めて面白い課題であり，周期摂動が入った箱形ポテシャルが良いモデルになると考えられる．
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J. Wiersig and M. Hentschel Phys. Rev. A 79, 063804 (2009); S. Löck, A. Bäcker, R.
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Ondřej Turek

(Joint work with Pavel Exner and Taksu Cheon)

Laboratory of Physics, Kochi University of Technology
Tosa Yamada, Kochi 782-8502, Japan

email: ondrej.turek@kochi-tech.ac.jp

Abstract

We propose a parametrization of the family of all physically admissible couplings in quan-
tum graph vertices. With the help of this result we solve the longstanding open problem of
approximating by regular graphs all singular vertex couplings in quantum graph vertices. The
approximating graph is constructed as follows. We begin with a star graph with n arms and
a general coupling in the vertex - the approximated system. Then we consider a system of n
half lines whose endpoints are connected by lines of a length d such that there are δ couplings
and δ interactions placed in the endpoints of the half lines and in the centers of the connect-
ing lines; at the same time, the connecting lines are supposed to support vector potentials
- the approximating system. It turns out that the approximated system can be considered
as a limit of the family of approximating systems as d → 0, where the convergence is in the
norm-resolvent sense.

1 Introduction

The concept of quantum mechanics on graphs was firstly used in the fifties of the twentieth century
in the paper [RS53] where it had been suggested as a model to study the spectra of aromatic
hydrocarbons. The basic idea is that the graph represents the configuration space of the system,
in other words, motion of a quantum particle is confined to the graph. However, at that time the
model has not come into practical use. This changed a few decades later, when the quantum graph
concept turned out to be very convenient for the study of physical properties of nanostructures. It
has two natural reasons, namely:

• a graph represents a natural model for a graph-like structure,

• these models are relatively simple from the mathematical point of view.

The mathematical simplicity arises from the fact that the graph may be considered as a quasi-
one-dimensional variety, thus its spectral and scattering analysis is reduced to solving ordinary
differential equations, whereas in standard two- or three-dimensional problems, partial differential
equations have to be solved.

With regard to the expansion of the nanotechnology expected for the near future, the impor-
tance and application potential of quantum graphs is going to grow rapidly, and their theory itself
will probably widely develop. For now, despite of the significant progress that has been made in
the last two decades, the theory is still far from being as complete as the theory of one-dimensional
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Schrödinger operators. There remain many open problems, often of a fundamental character, that
will have to be solved. In this paper we address two of them: the problem of parametrization of
vertex couplings, and above all, the question of physical meaning of quantum graph vertices.

2 Preliminaries

Let us consider a free spinless particle whose motion is confined to a graph Γ having n edges
e1, . . . , en of the lengths ℓ(e1), . . . , ℓ(en). A wave function Ψ of the system has then n components,
Ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn)

T , and the corresponding Hilbert space H is given by
⊕n

j=1 L
2(ℓ(ej)). The

Hamiltonian, denoted by HΓ, acts as a minus second derivative on each wave function component,
i.e.

HΓ

 ψ1

...
ψn

 =

 −ψ′′
1

...
−ψ′′

n

 .

In this definition we neglect values of physical constants, i.e. we put ~ = 2m = 1, because they
will play no role in our considerations.

In the more general case when there are potentials V1, . . . , Vn and vector potentials A1, . . . , An

imposed on the graph edges, the Hamiltonian action is given by

HΓ

 ψ1

...
ψn

 =


(
−i d

dx −A1

)2
ψ1 + V1 · ψ1

...(
−i d

dx −An

)2
ψn + Vn · ψn

 .

The pair (Γ, HΓ), where Γ is a graph and HΓ a Hamiltonian on Γ, is called quantum graph.
In order to have the Hamiltonian fully defined, it is necessary to specify also boundary conditions

at the vertices. Consider a vertex v ∈ V of degree n, i.e. there are n edges going from v that
may be without loss of generality enumerated as e1, . . . , en. Let us denote for all j ∈ n̂ the wave
function component on ej by ψj and suppose that its variable xj runs over the interval (0, ℓ(ej)),
where the value 0 corresponds to v and ℓ(ej) to the other endpoint of the edge. By boundary values
of the wave function in the vertex v we understand the two vectors Ψ(0) and Ψ′(0) defined by

Ψ(0) :=

 ψ1(0+)
...

ψn(0+)

 , Ψ′(0) :=

 ψ′

1(0+)
...

ψ′
n(0+)

 ,

i.e.

• Ψ(0) is a vector from Cn which contains limits of the values of ψ1(x), . . . , ψn(x) in the vertex
v,

• Ψ′(0) is a vector from Cn containing limits of the first derivatives of ψ1(x), . . . , ψn(x) taken
in the outgoing sense.

Since the Hamiltonian is a second-order linear operator, the boundary conditions in the vertex
v of degree n have the form

AΨ(0) +BΨ′(0) = 0 (1)

for certain A,B ∈ Cn,n.
The boundary conditions have to be specified in such a way that the Hamiltonian HΓ is a self-

adjoint operator, or in physical terms that the probability currents at all the vertices are conserved.
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A standard form of the boundary conditions was derived by Kostrykin and Schrader in 1999 [KS99];
they showed that HΓ is self-adjoint if and only if for every vertex v ∈ V the corresponding matrices
A and B satisfy the following two conditions:

• rank(A|B) = deg(v),

• the product AB∗ is a self-adjoint matrix,
(2)

where the symbol (A|B) denotes the matrix deg(v) × 2 deg(v) with A and B forming first and
second deg(v) columns, respectively.

However, the pair (A,B) from (2) is not uniquely given, because it can be replaced by a pair
(CA,CB) for any regular matrix C ∈ Cdeg(v),deg(v) – it is obvious that AΨ(0) + BΨ′(0) = 0 and
(CA)Ψ(0) + (CB)Ψ′(0) = 0 define the same coupling. To make the matrices A and B unique, one
has to impose an additional constraint on them. The first unique (constrained) version of boundary
conditions have been found in 2000 independently by Harmer [Ha00] and Kostrykin & Schrader
[KS00]. They showed that for any vertex coupling there is a unitary matrix U ∈ Cdeg(v),deg(v),
uniquely given by the formula U = −(A + iB)−1 · (A − iB), such that the matrices A and B

in Equation (1) may take the form A = U − I, B = i(U + I), where I is the identity matrix
deg(v)× deg(v). Hence, the boundary conditions can be written as

(U − I)Ψ(0) + i(U + I)Ψ′(0) = 0 (3)

where U is unambiguously given.
The formulation (3) of boundary conditions can be in fact called a parametrization of the family

of vertex couplings, since for any boundary conditions in a vertex of degree n there is exactly one
matrix U ∈ U(n) complying with (3). Consequently, the family of vertex couplings in a vertex of
degree n has n2 real parameters, because the same is true for the group U(n). This fact is, however,
well known already from the analysis of quantum graphs in terms of self-adjoint extensions [EŠ89].

3 ST -form of boundary conditions

We have explained in Preliminaries that the matrices A,B in quantum vertex boundary conditions
AΨ(0) +BΨ′(0) = 0 are generally not unique, but can be made unique by requiring them to take
the special form A = U − I, B = i(U + I). Let us present other special unique forms of A,B,
which are in certain applications more convenient.

3.1 ST -form

We demonstrated in [CET10a] that the boundary conditions AΨ(0) + BΨ′(0) = 0 can always be
rewritten in the form I(m) T

0 0

PΨ′(0) =

 S 0

−T ∗ I(n−m)

PΨ(0) , (4)

where

• m = rank(B),

• S is a self-adjoint matrix m×m,
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• T is a general complex matrix m× (n−m),

• I(m), I(n−m) are identity matrices m×m, (n−m)× (n−m),

• P is a permutation matrix.

Note that the presence of the permutation matrix P means nothing but a renumbering of the
edges. Equation (4) thus implies that the matrices A,B from (1) can be converted to

A = −

 S 0

−T ∗ I(n−m)

 and B =

 I(m) T

0 0

 . (5)

Compared to the constraint A = U − I, B = i(U + I), (5) has the following properties.

• Advantages:

– The elements of S and T represent the coupling parameters in a straightforward way,

– the matrices involved are often sparse, i.e. many of the matrix elements vanish.

• Disadvantages:

– The structure of (4) is complicated and depends on rank(B),

– (4) does not allow arbitrary numbering of the edges, i.e., sometimes the numbering has
to be “corrected” by a permutation matrix.

From now on we will call the form of boundary conditions (4) the ST -form.

3.2 PQRS-form

The matrices A,B constrained according to (5) are structured according to the rank of B. One
can symmetrize them, so that they depend on both rank(A), rank(B), see our paper [CET10b],
but this is done at the price of their increased complexity. The symmetrized boundary conditions
take the so-called PQRS-form I(p+q−n) 0 P

R I(n−p) Q+RP

0 0 0

Ψ′(0) =

 S −SR∗ 0
0 0 0

−P ∗ −Q∗ I(n−q)

Ψ(0) ,

where

• p, q ∈ N0, p+ q ≤ n,

• S is a self-adjoint matrix p× p,

• I(p+q−n), I(n−p), I(n−q) are identity matrices of the given sizes,

• P , Q, R are general complex matrices of the corresponding sizes.
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3.3 Kuchment’s projector form of boundary conditions

Another formulation of boundary conditions, quite different from the “standard” form AΨ(0) +
BΨ′(0) = 0, has been derived by P. Kuchment in [Ku04]. He has proved the existence of an
orthogonal projector P in Cn with the complementary projector Q = I − P and a self-adjoint
operator L in QCn such that the boundary conditions may be written as

PΨ(0) = 0
QΨ′(0) + LQΨ(0) = 0 .

(6)

Note that (6) yield 2n equations, some of them are linearly dependent, whereas the standard form
of boundary conditions AΨ(0) +BΨ′(0) = 0 contains just n linearly independent equations.

It can be shown that the ST -form is related to the Kuchment’s formulation. It holds:

• P is a projector onto the linear span of the columns of the matrix

(
−T

I(n−m)

)
,

• Q is a projector onto the linear span of the columns of the matrix

(
I(m)

T ∗

)
,

• the operator LQ acts as

LQ = −
(
I(m)

T ∗

)
(I(m) + TT ∗)−1S(I(m) + TT ∗)−1

(
I(m) T

)
.

For the proof see [Tu09].

4 The δ-coupling

As we have seen in Preliminaries, the family of vertex couplings is plentiful: if deg(v) = n, it has
n2 real parameters. However, there is a couplings that plays a prominent role among all of them,
namely the δ-coupling.

4.1 δ-interaction

Let us consider at first a “vertex of degree 2”, i.e., a line on which we choose a point x and call
it a vertex. We say that there is a δ-interaction (or equivalently δ-potential) in the point x if the
wave function obeys the following boundary conditions:

ψ(x+) = ψ(x−) =: ψ(x) , ψ′(x+)− ψ′(x−) = αψ(x) , (7)

where α ∈ R ∪ {+∞}. We remark that

• the special case α = 0 corresponds to a free motion and is sometimes called Kirchhoff bound-
ary conditions,

• the case α = +∞ leads formally to the Dirichlet boundary conditions, i.e. ψ(x+) = ψ(x−) =
0, the line may be then regarded as a pair of two independent half lines with Dirichlet
endpoints.

We observe from Equation (7) that the δ-interaction with parameter α is characterized by continuity
of the wave function and discontinuity of its derivative such that the discontinuity is proportional
to the wave function value with the factor of α.
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4.2 δ-coupling

The δ-coupling is a generalization of the δ-interaction for vertices of degree n > 2. It is described
by the relations

ψj(0) = ψk(0) =: ψ(0) , j, k ∈ n̂ ,

n∑
j=1

ψ′

j(0) = αψ(0) (8)

for α ∈ R ∪ {+∞}; the derivatives are taken in the outgoing sense. Similarly as in the case of the
δ-interaction, α = 0 corresponds to a free motion and α = +∞ to Dirichlet boundary conditions,
i.e. the vertex may be regarded as n independent vertices of degree 1 with Dirichlet endpoints.
We stress that it is the continuity of the wave function in the vertex which characterizes the δ-
coupling and the δ-interaction and make them important. Both of them, the δ-interaction and the
δ-coupling, are sometimes called regular in order to be distinguished from singular couplings that
do not have this property of continuity.

4.3 Explicit boundary conditions expressing the δ-coupling

To demonstrate the use of the various forms of boundary conditions, let us show how (8) can be
expressed in the form (1) in the three unique forms that we have introduced above, i.e. in (3), (4)
and (6).

1. The form (U − I)Ψ(0) + (U + I)Ψ′(0) = 0

The unitary matrix U needed for expressing the δ-coupling in the form (3) has the form 2
n+iαJ−I,

where J denotes the n×nmatrix whose all entries are equal to one. Hence A = U−I = 2
n+iαJ−2I,

B = i(U + I) = 2i
n+iαJ , i.e.,(

2

n+ iα
J − 2I

)
Ψ(0) +

2i

n+ iα
JΨ′(0) = 0 ;

note that none of the elements of A,B vanishes.

2. The ST -form

The matrices S, T in the ST -form of δ-coupling with parameter α is characterized by

m = 1 , S = (α) ∈ C1,1 , T = (1 1 · · · 1) ∈ C1,n−1.

Therefore, the boundary conditions are written as
1 1 1 · · · 1
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

Ψ′(0) =


α 0 0 · · · 0
−1 1 0 · · · 0
−1 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−1 0 0 · · · 1

Ψ(0) .

3. The projector form

It is easy to show that to express the δ-coupling with parameter α in the projector form (6), one

has to set P as the orthogonal projector onto
(
1 1 · · · 1

)⊥
, i.e., P = 1√

n(n−1)
(J − nI), Q

6
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as the orthogonal projector onto
(
1 1 · · · 1

)
, i.e., Q = 1

√
n
J , and LQ = − α

√
n
I. When we

express the boundary conditions explicitely, we obtain the system of 2n equations

1√
n(n− 1)

(J − nI)Ψ(0) = 0 ,

1√
n
JΨ′(0)− α√

n
IΨ(0) = 0 .

5 Approximations of singular vertex couplings in quantum
graphs

The wave function coupling in the vertices is an essential component of quantum graph models.
The most significant type, the δ-coupling together with its special case of free matching, is defined
by the continuity of the wave function in the vertex. Let us take note of an important fact, namely
that the δ-coupling has a simple physical meaning:

Theorem 5.1 (Ex96b). Let Hα(V ) denote the Hamiltonian of a particle on a star graph with
n infinite edges supporting potentials V1, . . . , Vn and with the δ-coupling with parameter α in the
center. Suppose that Vj ∈ L1

loc(R+) are below bounded and Wj ∈ L1(R+) for j = 1, . . . , n. Let us
define the scaled potentials

Wǫ,j(x) :=
1

ǫ
Wj

(x
ǫ

)
, j = 1, . . . , n .

Then
H0(V +Wǫ) → Hα(V ) as ǫ→ 0+

in the norm-resolvent sense, where α =
∑n

j=1

∫ +∞

0 Wj(x)dx.

In other words, the δ-coupling may be considered as a limit case of properly scaled regular
potentials in the norm-resolvent sense, similarly as the Dirac delta function is a limit case of
properly scaled regular functions in the sense of distributions. For this reason we call the δ-coupling
a regular vertex coupling.

However, the subfamily of δ-couplings, parametrized by the value of its parameter, represents
only a tiny subset of the whole family of vertex couplings. To a major part of the couplings,
although they have been mathematically well defined for a decade, no simple explanation has been
given for a long time, or even no explanation at all. The question whether and in what sense
one can understand and/or approximate all the singular couplings by regular ones depending on
suitable parameters had become a longstanding open problem. In this section we give the answer.

The key idea how we attempt the problem comes from a paper published by Cheon and Shige-
hara eleven years ago [CS98], in which the authors showed that a combination of regular point
interactions on a line approaching each other with the coupling parameters scaled in a particular
way with respect to the interaction distance can produce a singular point interaction.

5.1 The approximation arrangement

Our aim is to explain the meaning of vertex couplings using suitable approximations. We express
the matching conditions in the vertex in the ST -form,(

I(m) T

0 0

)
Ψ′(0) =

(
S 0

−T ∗ I(n−m)

)
Ψ(0) ; (9)
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d

d

j

k

V

W

k

{j,k}

Vj

Figure 1: The scheme of the approximation. All inner links are of length 2d. Some connection links
may be missing if the conditions given in the text are not satisfied. The quantities corresponding
to the index pair {j, k} are marked, and the grey line symbolizes the vector potential A(j,k)(d).

note that the sensitivity of this formulation to the edge numbering mentioned in Section 3.1 plays
no role, since one may rename the edges if necessary. As we will see below, the ST -form will help
us significantly to simplify the design and tuning of the approximation arrangement.

We are going to show that the star graph with the singular vertex coupling given by the bound-
ary conditions (9) may be understood as a limit case of certain family of graphs constructed only
from edges connected by δ-couplings, δ-interactions, and supporting constant vector potentials.
The detailed description of our approximating model follows, cf. Fig. 5.1.

• We take n halflines, each parametrized by x ∈ [0,+∞), with the endpoints denoted as Vj ,
and put a δ-coupling (to the edges specified below) with the parameter vj(d) at the point Vj
for all j ∈ n̂. The exact values of vj(d) are determined by relatively simple functions of the
matrix entries of S and T in the boundary conditions (9).

• Certain pairs Vj , Vk of halfline endpoints will be joined by edges of the length 2d, and the
center of each such joining segment will be denoted as W{j,k}. The pairs {j, k} for which the
points Vj and Vk, j 6= k, are joined, are determined by the positions of zeros in the matrices
S and T .

• At each point W{j,k} we place a δ-interaction with a parameter w{j,k}(d) which is again
given as a relatively simple function of the entries of S and T from (9). For convenience we
regard the connecting edges of the length 2d as being composed of two line segments of the
length d, on each of them the variable runs from 0 (corresponding to the point W{j,k}) to d
(corresponding to the point Vj or Vk).

• On each connecting segment described above we put a vector potential A(j,k)(d) which is
constant on the whole line between the points Vj and Vk and determined mainly by phases
of the entries of S and T .

The expressions for vj(d), w{j,k}(d) and A(j,k)(d) and the dependence on the parameter d are
calculated in [CET10a] by expanding the wave function components into Taylor polynomials.

8
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5.2 The norm-resolvent convergence

According to the previous sections, any vertex coupling in the center of a star graph may be
regarded as a limit of a certain family of graphs supporting nothing but δ-couplings, δ-interactions
and constant vector potentials. Let us take a more detailed look at the question of the convergence
of the approximating scheme.

Let us denote the Hamiltonian of the star graph Γ with the coupling (9) at the vertex as HAd

(referring to the approximated system), and HAg
d will stand for the approximating family of graphs

that has been constructed above.
Our aim is to establish a convergence of HAg

d to HAd for d → 0+. Both HAd and H
Ag
d are

unbounded operators, therefore we will examine and compare their resolvents. Let the symbols
RAd(k2) and RAg

d (k2) denote the resolvents of HAd and HAg
d at the points k2 from the resolvent

set. Needless to say, the operators act on different spaces: RAd(k2) on L2(G), where G = (R+)n

corresponds to the star graph Γ, and RAg
d (k2) on L2(Gd), where

Gd = (R+)n ⊕ (0, d)
∑n

j=1 Nj ,

where the symbol Nj stands for the subset of {1, 2, . . . , n} containing indices of all the edges that
are joined to the j-th one by a connecting segment. In order to be able to compare the resolvents
RAd(k2) and RAg

d (k2), we need to identify RAd(k2) with the orthogonal sum

RAd
d (k2) = RAd(k2)⊕ 0 ,

where 0 is a zero operator acting on the space L2
(
(0, d)

∑
n
j=1 Nj

)
which is removed in the limit.

Then both the operators RAd
d (k2) and R

Ag
d (k2) are defined as acting on functions from L2(Gd)

which are vector functions with n +
∑n

j=1Nj components; we will index the components by the
set

I = n̂ ∪ {(l, h)| l ∈ n̂, h ∈ Nl} .
Let us now use this setting to state the main theorem of the paper.

Theorem 5.2. The family HAg
d converges to HAd

d in the norm-resolvent sense as d→ 0+, i.e.

lim
d→0+

∥∥∥RAg
d (k2)−RAd

d (k2)
∥∥∥ = 0 ,

where ‖ · ‖ is the L2-norm in Gd.

The main tool used in the proof is the Krein’s formula. For details see [CET10a].
As the Hamiltonian of the approximating system converges to the Hamiltonian of the approx-

imated system in the norm-resolvent sense, it has the natural consequences for the convergence of
eigenvalues, eigenfunctions, etc. Since for some applications it may be useful to know how quickly

the term
∥∥∥RAg

d (k2)−RAd
d (k2)

∥∥∥ approaches zero if d→ 0+, we add the following remark.

Remark 5.3. (The rate of convergence.)
If the assumptions of Theorem 5.2 are satisfied, there is a number K > 0 independent of d such
that ∥∥∥RAg

d (k2)−RAd
d (k2)

∥∥∥ ≤ K ·
√
d .
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量子推定理論による測定誤差の不確定性関係の

定式化とその量子情報幾何における意味付け

渡辺 優, 沙川 貴大, 上田 正仁

(東京大学 大学院理学系研究科 物理学専攻)

2011年 7月 12日

1 はじめに

1927年に Heisenberg [1]はガンマ線顕微鏡による粒子の位置の測定の思考実験を考察する

ことにより、位置 x̂の測定誤差 ε(x̂)と測定による運動量 p̂への擾乱 η(p̂)の間にトレードオフ

関係

ε(x̂)η(p̂) ≳ h (1)

を見出した。この不確定性関係から、位置と運動量の同時測定における測定誤差についても同

様に

ε(x̂)ε(p̂) ≳ h (2)

が成り立つことが期待される。当時、量子測定についての理論はまだ完成していなかったた

め、同時期に発見された Robertson [3]および Kennard [2]らによる量子揺らぎについてのト

レードオフ関係

∆X1∆X2 ≥ 1

2
∣⟨[X̂1, X̂2]⟩∣ (3)

が Heisenberg の不確定性関係の数学的定式化であると誤って認識された。ただし、ここで

⟨X̂⟩ := Tr[ρ̂X̂]は量子状態 ρ̂における X̂ の期待値、(∆X)2 := ⟨X̂2⟩− ⟨X̂⟩2 は X̂ の量子揺ら

ぎ, [X̂1, X̂2] := X̂1X̂2− X̂2X̂1 は交換関係を表す。しかし、量子揺らぎそのものは測定過程に

依存しない量であり、したがって Robertson-Kennardの不等式は量子測定の誤差についての

トレードオフ関係ではない。Heisenbergに代表される測定過程についての不確定性関係は相

補性 (complementarity)と呼ばれる [4]。一方、Robertson-Kennardの不等式に代表される、

1
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測定過程に依存しない、対象となる量子系そのものの性質のみで表される不確定性関係は非決

定性 (indeterminacy)と呼ばれる [1]。

Heisenberg以降、様々な測定モデルについて不確定性関係が示されたが、どれも等号を達

成できない緩いトレードオフ関係であったり [5, 6, 7, 8, 9]、もしくは一般の量子測定について

は成立しない不等式であったりした [10, 11, 12]。近年の量子制御技術の発展によって、量子

系に対する精密な測定が実現できるようになってきた [13, 14, 15, 16]。したがって、非可換な

物理量の測定誤差についての達成可能な限界はどこなのかを明らかにする必要がある。

量子測定の誤差はこれまで測定値の分散によって議論されてきた。しかし、測定値の分散

が小さくても、測定によって得られた情報量が多いとは一般に言えず、測定値の分散それ自

身は測定の精度を表す指標にはならない。量子測定の相補性は、測定値の分散についてのト

レードオフ関係ではなく、測定によって得られる互いに非可換な物理量についての情報量の間

にトレードオフ関係が存在することを示している。1970年頃、量子測定理論が Kraus [17]や

Davies [18]らによって構築される一方、Helstrom [19]や Holevo [20]らによって量子推定理

論の基礎が研究された。量子推定理論は、例えば、未知の量子状態が与えられた場合、どのよ

うな測定を行えば量子状態を効率よく推定できるかを明らかにする。推定精度が高いほど量子

測定によって得られる情報量は多く、逆に推定精度が低い場合には測定によって得られる情報

量は少ない。したがって、測定によって得られる情報量は、測定値の分散ではなく、推定値の

精度によって与えられる。

古典情報理論では情報幾何 [21] と呼ばれる幾何学的手法によって様々な最適性が統一的に

議論されている。情報幾何の量子論への拡張として量子情報幾何があり、量子情報理論の幾何

学を用いた統一的な理解につながると考えられている。量子情報理論では測定プロセスが欠く

ことのできない要素である。量子測定の相補性によるトレードオフ関係を明かにすることに

よって、量子情報幾何における量子測定のもたらす性質が明らかになると考えられる。

本論文では、第 2節で測定誤差を推定理論で用いられる Fisher情報量によって定式化する。

第 3 節では、文献 [22] で示された、測定誤差の間に成立するトレードオフ関係を紹介する。

そして、第 4 節では、第 3 節で示されたトレードオフ関係の情報幾何的な意味について議論

する。

2 測定誤差の定式化

有限次元 Hilbert空間 H上の、未知の同一な量子状態 ρ̂が n個与えられたとする。それぞ

れの量子状態に対して同じ一般の量子測定 (POVM 測定)M = {M̂i}mi=1 を行い、その測定

結果から物理量 X̂ の期待値 ⟨X̂⟩を推定するとする。もし、量子測定が X̂ のスペクトル分解

2
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X̂ =
∑

i αiP̂i に対応した射影測定 P = {P̂i}であれば、⟨X̂⟩の推定値 Xest を

Xest(n1, . . . , nd) =
∑
i

αi
ni
n

(4)

で求めることが最適である。ただし、αi は X̂ の固有値であり、ni は測定結果 i が得られた

回数である (
∑

i ni = n)。しかし、射影測定でない測定を行った場合に、どのようにして測定

結果から推定値を計算すればよいかは非自明である。測定結果 {ni}mi=1 から推定値への関数

Xest は推定量と呼ばれる。推定量はどのような関数でもよいわけではなく、例えば、どのよ

うな測定結果に対しても常に同じ値を返すものは好ましくない。推定量が満たすべき条件とし

てここでは漸近的一致性を要求する。

lim
n→∞

Prob(∣Xest − ⟨X̂⟩∣ > δ) = 0, for all ρ̂, and δ > 0 (5)

これは、サンプル数 nが無限の極限で必ず正確な推定が行えることを意味する。射影測定の場

合の推定量 (4) はこの条件を満たしている。測定M において ⟨X̂⟩ についての漸近的一致推
定量が一つでも存在する場合、一般に漸近的一致推定量は無数に存在する。推定量の推定精度

は推定値の分散 Var[Xest]

E[Xest] :=
∑
{ni}

p(n1, . . . , nm)Xest(n1, . . . , nm) (6)

Var[Xest] := E[(Xest)2]− E[Xest]2 (7)

で量られる。ここで、合計は全ての
∑

i ni = n を満たす {ni} について取り、p(n1, . . . , nm)

は測定結果 iをそれぞれ ni 回得る確率、

p(n1, . . . , nm) := n!
∏
i

pni
i

ni!
, (8)

pi := Tr[ρ̂M̂i]は測定結果 iを得る確率である。推定量の分散 Var[Xest]は量子揺らぎ、測定

誤差、推定誤差の 3つによって構成される。したがって、推定量の分散から量子揺らぎと推定

誤差に起因する部分を取り除くことで定量化される。推定誤差は測定結果から推定値を求める

際のアルゴリズムの非効率さによって引き起こされる。例えば、n個の測定結果のうち半分の

データからのみ推定を行う場合には当然推定値の精度は下がり、分散は大きくなる。推定誤差

は、最尤推定量のように、以下に述べる Cramér-Rao不等式の等号を達成する推定量を用いる

ことで取り除くことが出来る。

式 (5)より、漸近的一致推定量の分散は漸近的にゼロに収束する。

lim
n→∞

Var[Xest] = 0 (9)

3
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したがって、推定量の最適性はこの収束のスピードによって決定される。一般に推定量の分散

は n−1 で減少するため、収束スピードは nVar[Xest]で評価される。この収束スピードの上限

を与える不等式として、以下の Cramér-Rao不等式が知られている [23]。

lim
n→∞

nVar[Xest] ≥
{
x ⋅ J(M)−1x (x ∈ Supp[J(M)])

+∞ (otherwise)
(10)

ここで、J(M) は Fisher 情報行列と呼ばれ、その ij 成分は、量子状態を記述するパラメタ

θ = (θ1, . . . , θd2−1)T を用いて (d = dimH)

[J(M)]ij :=
∑
k

pk(∂i log pk)(∂j log pk) (11)

と定義される。ただし、∂i := ∂/∂θi である。また、実ベクトル x ∈ ℝd2−1 は

xi = ∂i⟨X̂⟩ (12)

で定義される。Fisher情報行列は準正定値行列であり、ゼロ固有値を持つことがある。Fisher

情報行列がゼロ固有値を持つ場合、J(M)−1 は一般逆行列 (Moore-Penrose pseudoinverse)

で定義される。一般逆行列は

A−1A = AT(AT)−1 = PSupp[A], AA−1 = (AT)−1AT = PIm[A] (13)

を満たす。ただし、PSupp[A] および PIm[A] はそれぞれ A のサポートへの射影、A の像への

射影を表す。以降ゼロ固有値を含む行列や非正方行列の逆行列はこの一般逆行列で定義する。

Cramér-Rao不等式の右辺が発散するとは、漸近的一致推定量が存在しないことを表す。例え

ば、物理量 X̂ と非可換な物理量のスペクトル分解に対応する射影測定を行った場合、無限の

サンプルがあったとしてもその測定結果からは ⟨X̂⟩ の値を正確に推定することはできない。
実際、このような測定では xは J(M)のサポートに含まれていない。一方、Cramér-Rao不

等式の右辺が有限の場合、最尤推定量などのように Cramér-Rao 不等式の等号を達成する推

定量が一般に存在し、それらを、推定誤差を含まない、最適な推定量とする。したがって、式

(10)の右辺は推定誤差を含まず、量子揺らぎと測定誤差の合計である。

式 (10)の右辺は θ のとり方に依らないので、以下では量子状態を Lie代数 su(d)の生成子

λ̂ = {λ̂1, . . . , λ̂d2−1}を用いて

ρ̂ = d−1Î +
∑
i

θiλ̂i = d−1Î + θ ⋅ λ̂ (14)

と展開する。ここで、Î は恒等演算子であり、生成子 λ̂は

λ̂†i = λ̂i, Tr[λ̂i] = 0, Tr[λ̂iλ̂j ] = δij (15)

4
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を満たす。物理量 X̂ や POVM測定M の要素も同じ基底で

X̂ = x0Î + x ⋅ λ̂, M̂i = riÎ + vi ⋅ λ̂ (16)

と展開すれば、期待値 ⟨X̂⟩および確率 pi は

⟨X̂⟩ = x0 + x ⋅ θ, pi = ri + vi ⋅ θ (17)

と表される。これらを用いると、Fisher情報行列およびそれの一般逆行列は

J(M) =
∑
i

p−1
i viv

T
i = V P−1V T, (18)

J(M)−1 = (V T)−1[P − PA(A−1PA)−1A−1P ]V −1 (19)

と求められる。ここで Tは転置を表し、行列 V および P はそれぞれ

V =
(
v1 ⋅ ⋅ ⋅ vm

)
, P = diag(p1, . . . , pm), (20)

で定義される (d2 − 1)×mおよびm×m行列であり、また、行列 Aは

V −1V = I −AA−1, A−1A = I (21)

を満たす行列である。つまり、行列 Aは V a = 0を満たすベクトル aのうち線形独立なもの

全てを縦にして並べたものである。

Fisher情報行列は POVM測定を変化させることで変化するが、その測定に依存しない上限

が知られている。その上限を与える不等式は量子 Cramér-Rao不等式と呼ばれる [24]。

J(M) ≤ JQ (22)

⇒ x ⋅ J(M)−1x ≥ x ⋅ J−1
Q x (23)

この行列の不等式は JQ − J(M) が準正定値行列であることを意味する。行列 JQ は量子

Fisher情報行列と呼ばれる。量子 Fisher情報行列にはいくつもの種類があるが [25]、その中

でも最も厳しい上限を与える対称対数微分 (symmetric logarithmic derivative, SLD) Fisher

情報行列をここでは用いることにする [26]。SLD Fisher情報行列は、

[JQ]ij :=
1

2
Tr[ρ̂{L̂i, L̂j}] (24)

で定義される。ここで {⋅, ⋅}は反交換関係を表し、L̂i は SLD作用素と呼ばれるエルミート作

用素であり、以下の作用素についての線形方程式の解として定義される。

∂iρ̂ =
1

2
{ρ̂, L̂i} (25)

5
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SLD作用素を L̂i = aiÎ + bi ⋅ λ̂と展開すれば、(25)より、

ai = −θ ⋅ bi, bi = (Gθ − θθT)−1ei (26)

が得られる。ただし、ei は i番目の成分のみが 1である単位ベクトルであり、Gθ は

[Gθ]ij :=
1

2
Tr[ρ̂{λ̂i, λ̂j}] (27)

と定義される。したがって、SLD Fisher情報行列は

JQ = (Gθ − θθT)−1 (28)

と求められ、その逆行列は

x ⋅ J−1
Q x = (∆X)2 (29)

x ⋅ J−1
Q y =

1

2
⟨{X̂, Ŷ }⟩ − ⟨X̂⟩⟨Ŷ ⟩ =: Cs(X̂, Ŷ ) (30)

を満たす。ここで、Cs は対称化された相関関数である。したがって、(23)は

x ⋅ J(M)−1x ≥ (∆X)2 (31)

と表され、これは、どのような測定や推定量を用いても、⟨X̂⟩の推定の精度は量子揺らぎの逆
数より良くならないということを意味する。なお、(31)の等号は X̂ のスペクトル分解に対応

した射影測定によって達成される。つまり、⟨X̂⟩を知るためには射影測定を行い、その測定結
果から (4)によって推定する、という手法が最適であることが示された。式 (31)の左辺は測

定誤差と量子揺らぎに起因したので、測定誤差を以下で定義する。

ε(X̂;M) := x ⋅ J(M)−1x− (∆X)2 (32)

つまり、測定誤差を測定によって得られる Fisher情報量 (の逆数)の最適な場合からの差で定

義した。

3 測定誤差に関する不確定性関係

ここでは、前節で定義された測定誤差に対してどのような不確定性関係が成り立つかについ

て述べる。

定理 1. 任意の量子状態 ρ̂, 物理量 X̂1, X̂2, POVM測定M について以下の不等式が成り立

つ [22]。

ε(X̂1;M)ε(X̂2;M) ≥ 1

4
∣⟨[X̂1, X̂2]⟩∣2 (33)
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定理 1より、どのような測定を行っても測定誤差が Heisenbergの不確定性関係を破ること

は出来ない。これは前節で用いた SLD Fisher情報行列ではなく RLD Fisher情報行列を用い

ることで初めて導出された。しかし、文献 [22]でも指摘されているように、この不等式の等号

は一般には達成されない。したがって、より厳しい不等式が測定誤差の積について課されるこ

とが予想される。

以下で述べる定理のために、次の記号を導入しておく。POVM測定の全体をMall, 射影測

定の全体を P とする。また、2 つの物理量を確率的に射影測定する測定の全体をMrandom、

それにノイズがのったものをMnoisy とする。

Mrandom := {q1P1 + q2P2 ∣ P1,P2 ∈ P, 0 ≤ q1, q2 ≤ 1, q1 + q2 = 1} (34)

Mnoisy := {FM ∣M ∈Mrandom, Fij ≥ 0,
∑
j

Fij = 1} (35)

ただし、

q1P1 + q2P2 = {q1P̂ (1)
1 , . . . , q1P̂

(1)
d , q2P̂

(2)
1 , . . . , q2P̂

(2)
d } (36)

FM =

∑
j

FijM̂j

 (37)

を意味する。行列 F は情報処理行列と呼ばれ、測定過程におけるノイズを表す。これら測定

の集合の間に

P ⊂Mrandom ⊂Mnoisy ⊂Mall (38)

が成り立つ。

次に、物理量の「本質的な」量子揺らぎおよび量子相関を次のように導入する。まず、X̂1

および X̂2 の既約な同時不変部分空間をH1,H2, . . . とする (⊕aHa = H)。そして、量子状態

ρ̂のそれぞれの部分空間への射影を

ρ̂a := p−1
a P̂aρ̂P̂a (39)

とする。ただし、P̂a は Ha への射影、pa = Tr[ρ̂P̂a]とした。このとき、本質的量子揺らぎお

よび量子相関を以下のように定義する。

(∆QX̂µ) :=
∑
a

{
Tr[ρ̂aX̂

2
µ]− Tr[ρ̂aX̂µ]

2
}

(µ = 1, 2) (40)

CQ(X̂1, X̂2) :=
∑
a

{
1

2
Tr[ρ̂a{X̂1, X̂2}]− Tr[ρ̂aX̂1]Tr[ρ̂aX̂2]

}
(41)

仮に、1つの物理量のみ、もしくは互いに可換な物理量のみに興味があるとき、それらを対角

化する基底で量子状態を記述した際の非可換成分は物理に影響せず、その系は確率的に振る舞
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う古典的な系と区別をつける必要はない。上で導入した「本質的な」量子揺らぎおよび物理量

は、興味の対象となっている 2つの物理量を同時ブロック対角化し、量子状態の非ブロック対

角成分を無視したときの量子揺らぎおよび量子相関となっており、古典的な系では表れない、

真に量子的な効果による量となっている。なお、X̂1, X̂2 が同時ブロック対角化できない場合

には、

∆QX̂µ = ∆X̂µ, CQ(X̂1, X̂2) = Cs(X̂1, X̂2) (42)

となり、また、X̂2, X̂2 が可換な場合には

∆QX̂µ = 0, CQ(X̂1, X̂2) = 0 (43)

を満たす。

次の定理は、任意の測定M ∈Mnoisy について測定誤差の積が達成する限界を与える。

定理 2. 任意の量子状態 ρ̂, 物理量 X̂1, X̂2, POVM測定M ∈ Mnoisy について以下の不等式

が成り立つ [22]。

ε(X̂1;M)ε(X̂2;M) ≥ (∆QX1)2(∆QX1)2 − CQ(X̂1, X̂2)2 (44)

また、この不等式の等号を達成する測定が存在する。

Proof. 任意の POVM 測定M および情報処理行列 F について、Fisher 情報行列の単調性

[21]より、

J(FM) ≤ J(M) ⇒ ε(X̂;FM) ≥ ε(X̂;M) (45)

が成り立つため、任意のM ∈Mrandom について (44)を示せばよい。

いま、M ∈ Mrandom を、2 つの物理量 Ŷ1, Ŷ2 のスペクトル分解に対応した射影測定 P1,

P2 をそれぞれ確率 q1, q2 で行う POVM 測定とする。このとき、(19) より、J(M) の逆行

列は

yν ⋅ J(M)−1yν = (∆Yν)2 +
1− qν
qν

(∆QYν)2 (46)

y1 ⋅ J(M)−1y2 = Cs(Ŷ1, Ŷ2)− CQ(Ŷ1, Ŷ2) (47)

と求められる。したがって、(d2 − 1)× 2行列 R :=
(
y1 y2

)
を用いて

ε̃(M) := RT(J(M)−1 − J−1
Q )R (48)

とすれば、

ε̃(M) =

(
q2
q1

(∆QY1)2 −CQ(Ŷ1, Ŷ2)

−CQ(Ŷ1, Ŷ2) q1
q2

(∆QY2)2

)
(49)
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と表される。いま、測定したい物理量 X̂1, X̂2 を

X̂µ = xµ,0Î + xµ ⋅ λ̂ (50)

とし、それらが

X̂µ =
∑
ν=1,2

aµν Ŷν ⇒ xµ =
∑
ν=1,2

aµνyν (51)

と表されたとすると、測定誤差は、

ε(X̂µ;M) = [Aε̃(M)AT]µµ (52)

と求められる。ただし、A = (aµν)とした。したがって、

ε(X̂1;M)ε(X̂2;M) ≥ det[Aε̃(M)AT]

= det

[
A

(
(∆QY1)2 CQ(Ŷ1, Ŷ2)

CQ(Ŷ1, Ŷ2) (∆QY2)2

)
AT

]
= det

(
(∆QX1)2 CQ(X̂1, X̂2)

CQ(X̂1, X̂2) (∆QX2)2

)
= (∆QX1)2(∆QX1)2 − CQ(X̂1, X̂2)2 (53)

となり、(44)が示された。また、等号成立条件は、aµ = (aµ1, aµ2)T として、

a1 ⋅ ε̃(M)a2 = 0 (54)

と表され、これを満たす物理量 Ŷ1, Ŷ2 および確率 q1, q2 は任意の X̂1, X̂2 および ρ̂について

存在する。 ■

不等式 (44)はM ∈ Mnoisy に対してしか証明されておらず、一般のMall について成り立

つかどうかは明らかになっていない。しかし、任意の測定が (44)を満たすことが数値的に示

されている [22]。以下の予想に対して証明を与えることは今後の課題である。

Conjecture 3. 任意の POVM測定M ∈Mall に対して (44)が成り立つ。

この予想が正しければ、定理 2において等号が達成可能であることが示されているので、条

件式 (54)を満たす測定が 2つの物理量 X̂1, X̂2 の測定誤差の積を最小にする測定である。文

献 [22]では、2つの異なる方向のスピンについて、最適な測定の冷却原子を用いた実装が提案

されている。
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4 量子情報幾何との関連性

情報幾何はパラメタ θにしたがう確率分布の集合に対して、座標を導入し、その幾何学的な

性質から情報理論や確率分布のダイナミクスを議論する。確率分布空間の計量は Fisher情報

行列で与えられ、これを Fisher計量と呼ぶ。Fisher計量は任意のマルコフ写像によって単調

減少する [21]。

一方、量子情報幾何はパラメタ θにしたがう量子状態の集合についての幾何学的な性質を議

論する。量子状態空間の計量は量子 Fisher情報行列によって与えられ、これを量子 Fisher計

量と呼ぶ。量子 Fisher計量は任意の量子操作によって単調減少する [25]。

量子情報理論を量子情報幾何的にとらえるためには、量子測定による状態空間から確率分布

空間への写像の性質を調べることが重要である。量子測定による写像

M : ρ̂ 7→ {pi = Tr[ρ̂M̂i]} (55)

も量子操作であるので、マップされた確率分布空間の Fisher計量は元の量子状態空間の量子

Fisher計量と比べて減少する。これが量子 Cramér-Rao不等式 (22)の幾何的な表現である。

しかし、不確定性関係により量子 Cramér-Rao不等式は一般に等号を達成できず、より強い制

限がかかるはずである。我々の定義した測定誤差は

ε(X̂;M) = x ⋅ [J(M)−1 − J−1
Q ]x (56)

であり、量子状態空間と確率分布空間の Fisher計量のある種の差になっている。したがって、

不確定性関係 (33)や (44)は、量子 Cramér-Rao不等式よりも強い、量子状態空間と確率分布

空間の Fisher計量が満たさなければならない条件式になっていることがわかる。

量子推定理論を用いて不確定性関係を議論したことにより、各空間の計量についての関係が

導かれた。今後、量子検定理論など他の問題設定における不確定性関係を議論することで、各

空間のローカルではない大局的な性質についての関係も導けるのではないかと予想される。
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