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熱場の量子論とその応用 
Thermal Quantum Field Theory and Their Applications 

 

２０１２年８月２２日（水）－２４日（金） 

京都大学 基礎物理学研究所 パナソニック国際交流ホール 

 

（２０１２年１１月３０日受理） 

 

本研究会「熱場の量子論とその応用」は、熱場の理論を道具とする、さまざまな分

野の研究者が集まる分野横断型研究会である。前身のモレキュール型研究会から数

えて１８回目の開催となり、今回も素粒子・原子核・宇宙物理から統計物理・物性物

理・量子光学まで、幅広い分野の方々に参加していただいた。 

 BNL、CERNで行われている重イオン衝突実験をはじめ、格子ＱＣＤ，トポロジカル

量子現象、情報熱力学、冷却フェルミ原子など、最近話題の多種多様な講演を盛り

込み、熱場の理論に関する活発な議論が行われた。活発な議論で研究会を盛り上げ

てくださった参加者の皆さんに感謝するとともに、基研からのサポートに対しても深く

感謝したい。 

 

 

世話人 

浅川正之（大阪大）、阿部純義（三重大）、飯田圭（高知大）、稲垣知宏（広島大）、 

江尻信司（新潟大、連絡責任者）、大西明（京大）、奥村雅彦（原子力機構）、 

北澤正清（大阪大）、阪上雅昭（京大）、橘基（佐賀大）、野中千穂（名古屋大）、 

峰真如（早大本庄学院）、室谷心（松本大、代表）（50 音順） 
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基研研究会「熱場の量子論とその応用」 

日程：２０１２年８月２２-２４日 

場所：京都大学 基礎物理学研究所 湯川記念館 Panasonic 国際交流ホール 
 

8 月 22 日（水） 

9:30- 9:50  受付 

9:50-10:00  開会のあいさつ、連絡事項など 

座長：浅川 

10:00-11:00  野中千穂 (名大 KMI) 

  高エネルギー原子核衝突実験の最新結果-国際会議 QM2012から 

11:00-11:20  飯田英明 (京大理) ＊ 

  古典 Yang-Mills系におけるカラーグラス凝縮状態からの熱化過程 

11:20-11:40  森田健司 (京大基研) 

             Baryon number probability distribution in the presence of the chiral 

phase transition 

11:40-12:00  西山陽大 (京産大益川塾) 

  Equilibration of Scalar Fields in an Expanding System 

12:00-13:00  昼食 

座長：北澤 

13:00-14:00  日高義将 (理研) 

  有限温度摂動論 

14:00-14:20  根本幸雄 (聖マリアンナ医大) 

  有限密度系での plasminoと plasmaronの比較 

14:20-14:40  休憩 

14:40-15:00  中村真 (京大理) 

  非平衡相転移・非平衡臨界点の AdS/CFT対応による解析 

15:00-15:20  堀田健司 (北海道大理) 

             Creation of D9-brane--anti-D9-brane Pairs from Hagedorn Transition of 

Closed Strings -- Cylinder Amplitude and Sphere Amplitude 

15:20-15:40  田港朝貴 (九大理) 

  A holographic multi-baryon system by dilute gas approximation 

学生講演 

15:40-16:30  若手ポスターの 3分講演（発表者リストは最後に）             座長：大西 

16:30-18:30  若手ポスターセッション 

19:00-21:00  懇親会 （ほくとにて） 
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8 月 23 日（木） 

座長：飯田 

9:00-10:00  丸山耕司 (大阪市立大) 

  情報、熱力学、そして統計力学 

10:00-10:20  青木健一郎 (慶應大) 

  Shot noise レベルより小さい有限温度の表面揺らぎスペクトルの直接測定 

10:20-10:40  溝口卓哉 (鳥羽高専) 

  非加法的式による 3K黒体放射スペクトルの解析 

10:40-11:00  休憩  

11:00-11:20  古城徹 (Bielefeld大) 

   Interweaving Chiral Spirals 

11:20-11:40  服部恒一 (延世大) 

             強磁場中における真空複屈折の詳細解析とその応用に向けて 

11:40-12:00  佐藤大輔 (金沢大) 

Beyond the ladder analysis of chiral and color symmetry breaking using 

the non-perturbative renormalization group 

12:00-13:00  昼食 

座長：稲垣 

13:00-13:20  上門和彦 (京大基研) 

The effects of fluctuations for QCD phase diagram with isospin chemical 

potential 

13:20-13:40  李東奎   (高知大) 

Quark-Hadron Phase Transition in an Extended NJL Model with 

Scalar-Vector Eight-Point Interaction 

13:40-14:00  中村祐介 (早大基幹理工) 

    超演算子形式から見た非平衡 Thermo Field Dynamicsの熱的真空の構造 

14:00-14:20  水谷友一 (広島大情報メディア教育) 

     非平衡 Thermo Field Dynamics における正準量子化に基づいた Dirac 場の構築 

14:20-14:40  一ノ瀬祥一 (静岡県立大) 

 カシミア効果の繰り込み群アプローチと物質中の電磁場の幾何学的取り扱い 

14:40-15:00  休憩  

15:00-16:00  新田宗土 (慶應大) 

場の理論と物性論におけるトポロジカル量子現象 

16:00-16:20  星野裕一 (釧路高専) 

Schwinger-Dyson 方程式の頂点補正効果 

16:20-18:30  ポスターセッション 
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8 月 24 日（金） 

座長：野中 

9:00-10:00  金谷和至 (筑波大物理) 

             有限温度・有限密度格子ＱＣＤ 

10:00-10:20  中川義之 (新潟大) 

ヒストグラム法で探る有限密度格子 QCDの相構造 

10:20-10:40  休憩 

10:40-11:00  藤井宏次 (東大総文) 

Complex Langevin simulation applied to a chiral model 

11:00-11:20  佐野崇 (理研) 

有限密度ランダム行列模型に対する複素ランジュバン方程式 

11:20-11:40  柴田章博 (KEK) ＊ 

非自明なホロノミーを持つカロロン解により生成される磁気的モノポール 

10:40-12:00  荒木康史 (東大理) 

グラフェン状の系における秩序現象と相構造 

12:00-13:00  昼食 

座長：橘 

13:00-14:00  堀越宗一 (東大工) 

冷却フェルミ原子の実験を通じて中性子物質を探る 

14:00-14:20  休憩 

14:20-14:40  小林恵太 (原研) 

  多軌道を持つ引力フェルミ原子気体における相分離 

14:40-15:00  峰真如 (早大本庄学院) 

             Bose 凝縮体ソリトン束縛状態と輻射成分との運動量空間における干渉につ

いて 

15:00-15:20  藤嶋浩史 (キヤノン光技研) 

  再訪:ピタエフスキー＝ストリンガリの定理 

15:20-15:30  ポスター賞表彰、閉会のあいさつなど 

 

 

 

飛び入りポスター発表 

永田桂太郎 (広島大) 

             Early onset problem in low temperature finite density QCD 
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学生のポスター発表     22日に 3分間のスピーチ 

1. 久野義人 (名工大工) 

   光学格子上 2成分 Bose粒子系の有効場の理論とその応用 

2. 小澤秀敏 (名工大工) 

   強磁性超伝導現象を記述する格子 GL の数値シミレーションによる研究 

3. 桑原幸朗 (早大基幹理工) 

   一次元光学格子中の冷却 Bose気体系に対する量子輸送方程式による緩和過程の解析 

4. 高橋淳一 (早大基幹理工) 

   捕捉された Bose-Einstein凝縮系における Bogoliubov de-Gennesの方法とゼロモード 

5. 堀田龍一 (広島大理) 

   非平衡の場の理論を用いた粒子数期待値に対する相互作用からの寄与の研究 

6. 福田恭平 (名大理) ＊ 

   1+1次元における相対論的粘性流体の摂動計算 

7. 広野雄士 (東大理) 

   量子渦の非可換統計 - SO(N) 対称性を持つ Majorana フェルミオン - 

8. 村瀬功一 (東大理) 

   重イオン衝突における相対論的揺動流体 ～因果律と記憶効果と有色雑音～ 

9. 山崎加奈子 (東大駒場) 

   PNJL模型によるメソンガスの状態方程式 

10. 谷崎佑弥 (東大理) 

   テンソル力のあるフェルミ液体の繰り込み群による解析 

11. 益田晃太 (東大理) 

   強く相互作用するクォーク相を含む中性子星の状態方程式と最大質量 

12. 鈴木渓 (東工大院理) 

   QCD和則による有限温度クォーコニウムの MEM解析 

13. 市原輝一 (京大理) 

   揺らぎを取り入れた強結合格子 QCDに基づく QCD相図 

14. 酒井俊太郎 (京大理) 

   カイラル有効模型に基づく媒質中でのη'中間子の質量変化とη'-N相互作 用について 

 

 

・ポスター賞は桑原さん(早稲田大)と益田さん(東大)が受賞しました。 

 

＊原稿が未着のため、飯田英明氏 (京大理)、柴田章博氏 (KEK)、福田恭平氏 (名大理)

の報告書は掲載されていません。 
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高エネルギー原子核衝突実験の最新結果
国際会議QM2012から

野中千穂1

名古屋大学素粒子宇宙起源研究機構、名古屋大学大学院理学研究科

２０１２年米国ワシントン D.C.で行われた国際会議 QM２０１２で報告された物理成果を実験結果を中心に
紹介する。

1 はじめに
国際会議クォークマター２０１２ (Quark Matter 2012 (QM2012)) [1]は高エネルギー重イオン衝

突実験物理で最も大きな会議の一つであり、今回で２３回目を迎えた。約１年から１年半ごとに開催
され、年々参加人数が増加傾向にある。今回は実験、理論研究者で７５０人もの参加者があり、基調
講演が３２、パラレル講演が１６７、ポスタープレゼンテーションにいたっては３００以上という、
ここ数年で最も大きな規模であった。
さて、２００５年に米国ブルックヘブン国立研究所の Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) で
の強結合 QGP生成が確立してから現在の主たる目的は QGPの詳細な研究となってきている。具体
的には QGPの状態方程式、輸送係数が対象である。それを目的に RHIC、CERNの Large Hadron

Collider (LHC)で大規模な高エネルギー重イオン衝突実験が遂行されている。様々な実験結果が報告
されているが、そこからQGPの性質を知ることはそれほど簡単なことではない。困難の一つはクォー
クやグルーオンは直接観測できないことがあげられる。そのため、QGPをどのように観測して行く
のかが大事である。様々な実験結果の包括的な理解がQGP解明につながると考えられている。
まず現在の高エネルギー重イオン衝突実験の理解を概観する。高エネルギーで重イオン同士が衝
突後、短時間で熱平衡状態に達し、流体膨張が起こる。ここでQGPからハドロン相への量子色力学
(QCD) 相転移が起こり、フリーズアウト過程を経て多くの粒子が検出器に飛び込んでくる。この重
イオン衝突実験の時間と今回のQM２０１２のトピックを図 1 に示した。
今回の会議では RHICからは PHENIX、STARからの実験報告があった。それらは Au+Au 衝突

のエネルギースキャン実験 (
√

sNN =7.7、19.6、27、39、62、200 GeV )、衝突系依存性としてU+U

193GeV、Cu+Au200 GeV実験の結果も報告された。LHCからは、重イオン衝突実験に特化した検
出器を持つ ALICEだけでなく、ATLAS、CMSと３つの実験グループからの Pb+Pb

√
sNN = 2.76

GeV の結果が報告された。このRHICと LHCで期待されているQGP物理はどいうものであろうか？
RHIC の大きな特徴はエネルギースキャンや系依存性など様々な衝突実験を行っていることである。
これはQCD相図上で有限密度方向の解析を可能にするものであり、この結果QCD相転移現象の詳細
な理解が可能になる。一方、LHCはエネルギーフロンティアである。このエネルギー領域でのポイン
トは強結合QGPがRHICと同様に見出されるかどうかということになるであろう。例えばRHICと
LHCの生成粒子数の違いを見てみよう。文献 [2]によると pp(pp̄)衝突では粒子生成量は s0.11

NN で増大
し、重イオン衝突では s0.15

NN で増大している。ここで sNN は核子核子衝突あたりの全エネルギーであ
る。その結果、LHC (

√
sNN = 2.76 TeV) での重イオン衝突実験では RHIC (

√
sNN = 200 GeV)と

1e-mail address: nonaka@hken.phys.nagoya-u.ac.jp
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図 1: 高エネルギー重イオン衝突後の時間発展とQM２０１２で取り上げられたトピック。以上に加
えて理論と実験の新しい発展に関するセッションもあった。

比べ２倍強の粒子生成量となっている。このような粒子生成量の圧倒的な違いからも LHCではRHIC

と異なる新たな物理現象が見出されることが期待できる。

2 重イオン衝突実験の時間発展から
QGPの特徴を多角的に捉えるために様々な実験結果が数多く報告されている。これらのデータを

重イオン衝突実験の時間発展の視点から整理して見ていく。

2.1 初期条件

高エネルギー重イオン衝突直後については理論的には確立していないことが数多く存在し、今まさ
に新たな研究成果が次々と報告されているところである。特に短時間で熱平衡に達する機構について
の議論が活発である。ここで実験で確証すべき大事なことの一つは衝突後にQGP生成に十分なエネ
ルギー密度、温度に達したかどうかを検証することである。そのヒントになるのが光子の横運動量分
布である。ここではPHENIX [3]、ALICE [4]の結果を見てみる。両者の結果で共通であるのは低横運
動量領域ではボルツマン分布に従い、高横運動量領域では横運動量のべきで記述できることが見てと
れることである。そのためどちらのエネルギー領域でも低横運動量では熱平衡状態に達していると解
釈することが可能である。実験で達した温度は光子の横運動量分布のボルツマン分布でのフィットに
よる概算することができる。それによると、PHENIX (RHIC)では T = 221± 19± 19 MeV (Au+Au
√

sNN = 200 GeV)、ALICE (LHC) では T = 304 ± 51MeV (Pb+Pb
√

sNN = 2.76 TeV ) という値
が得られている。最近の格子QCDによると相転移温度は Tc = 150 ∼ 160 MeV [5, 6, 7] と報告され
ているので、このことからもRHIC、LHCで相転移が起こりQGPが生成していると考えられる。し
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かしここで注意しなければいけないことは、光子は強い相互作用をしないため、この実験で見えてい
るものは、衝突直後の初期条件からフリーズアウトまでの全時間発展の平均温度であるということで
ある。そのため実際の初期条件ではもっと大きな温度が実現されていると考えられる。

2.2 流体膨張ーハドロン化ーフリーズアウト過程

ここでは様々な興味深い物理現象が起こると考えられ、それを議論するのに必要な実験結果も豊富
に存在している。粒子の集団運動（フロー）、ジェットが高温・高密度の媒質中でエネルギーを失う
ジェットエネルギー損失機構、熱的光子の生成といった物理現象が考えられている。系が膨張し、全体
の温度が冷えてくるとQGP相からハドロン相への相転移（ハドロン化）が起こる。その過程は横運
動量領域によって状態方程式（流体模型）、リコンビネーション模型、フラグメンテーション模型でそ
れぞれ記述できると考えられている。さらに生成したハドロンの平均自由行程が大きくなりそれ以上
相互作用しなくなると、ハドロンの情報が凍結し（フリーズアウト）それらが、検出器へと飛び込ん
でくることになる。これら一連の過程において大きな役割を果たすのが相対論的流体模型である。相
対論的流体模型のRHICで発見された強い楕円フローの説明成功、さらに Romatschke らによる相対
論的粘性流体模型での楕円フローの実験解析成功 [8]以来、相対論的流体模型は現象論的模型の中心に
なってきた。このQM２０１２でも講演、ポスター発表を含めて１８もの研究成果の発表があった。
ここ数年の高精度の実験結果の理解から現在高エネルギー重イオン衝突実験を記述するのに求められ
ている模型は次のようなものである。イベントごとのゆらぎを取り入れた初期状態、（３＋１）次元の
相対論的粘性流体模型、そしてハドロン間の相互作用を含む現実的なフリーズアウト過程のいずれも
必要とされている。流体模型の基調講演を行ったOllitrault の講演 [9] の中に相対論的流体模型の初期
条件、数値計算の次元、粘性の存在、フリーズアウト過程に注目しそれぞれの過程が模型にどのよう
に取り扱われているかの議論があった。それを見ると最近の相対論的粘性相対論的流体模型の発展は
著しいが、重イオン衝突実験のそれぞれの時間発展の記述と言う観点からすると、まだまだこれから
であるという印象を受ける。特にハドロン間の相互作用を取り入れることが可能になるハドロンベー
スのイベントジェネレーターを取り入れた模型はやっと出てきたばかりである。McGill グループ [10]

がその結果を示したが、計算時間がかかるためか、統計が不十分でまだ最終結果とは言えなかった。
フローに関する実験結果の中で最近の大きな成果は方位角分布の高次調和成分の実験結果であろう。
粒子生成は方位角に対して式 (1)のようにフーリエ展開することができる。

dN

dydφ
∝ 1 + 2v1 cos(φ − Θ1) + 2v2 cos 2(φ − Θ2) + 2v3 cos 3(φ − Θ3) + 2v4 cos 4(φ − Θ4) + · · · , (1)

ここで、v1、v2 は以前から良く測定されていた直接フローと楕円フローである。新しいのはそれらに
加えてさらに高次成分が測定され始めたことである。例えば v3 は初期に存在するイベントごとのゆ
らぎに起因するということがわかってきた。従来のようなスムーズなアーモンド型をした初期条件か
ら流体計算を行っても有限な v3 の値は得られない。さらに、以前はマッハコーン生成の痕跡であると
考えられていた粒子相関の away side に存在した２つの山が実は高次成分の重ね合わせで説明できる
ことが見出された （例えば [11])。実験解釈がこのように精度の良い実験結果と、理論からの定量的
解析ともに変化していくことも重イオン衝突実験物理の面白さの一つであると思われる。同時に一つ
の実験結果に対しともすれば様々な定性的な解釈が提示されることが良くあるが、精度の良い定量的
な解析がいかに重要であるかが、この実験解析解釈の変遷から伺える。この物理量の詳細な解析から
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例えば初期の粒子分布に起因するエネルギー分布が終状態でそのように変化するのかを調べることに
よって状態方程式、輸送係数といったQGPの詳細な特徴を知ることができると期待されている。
このようににわかに注目を集めたフローの方位角分布の高次調和成分の実験結果であるが、この実
験結果の定量的な解析はとても難しい。相対論的流体模型の計算においてイベントごとの初期条件の
使用の必要性、実際の実験なみの計算統計量と行った精度の良い数値計算が要求される。特に初期条件
のゆらぎの存在は相対論的流体模型における正しい衝撃波の取り扱いを要請している。高エネルギー
重イオン衝突実験理解に適用されている相対論的模型中のアルゴリズムは、SHASTA、KT、PPM、
などである。未だに単純な差分法を使用したものも見られ、相対論的流体模型の数値解析という観点
からみると残念ながら十分に吟味されているとは言えない。特に広く使用されているのは SHASTA

であるが、これは約４０年前に最初に提案された Flux-Corrected Transport (FTC)法である。衝撃
管のテスト計算をみると解析解と比較して SHASTA の結果もそれほど悪くはないが、高エネルギー
重イオン衝突実験の数値計算では小さな誤差が大きな誤差へ集積すると考えられる。さらに実験結果
の粘性を議論するためには数値計算の中に存在する人口粘性の影響の小さなアルゴリズムを選択する
ことが重要である [12]。
この高次調和成分について、RHIC、LHCの双方から豊富な実験結果が報告された。ALICE では

ほとんどの中心衝突度で v2が最も大きな値を持つが、中心衝突 (0-5 %)では v3 が支配的であること
が見出された [4]。これも v3の起源はイベントごとのゆらぎであることの証拠の一つであると考えら
れる。CMS は中心衝突 (0-2 %) では εnが n = 2 ∼ 5ではほとんど一致することを示した [13]。
楕円フローの振舞は横運動量域ごとに理解することができる。それは横運動量ごとに支配的な物理
が異なるためである。図２に横運動量ごとに支配的な物理とその特徴を示した。低横運動量領域は相
対論的流体模型で記述される。それぞれの粒子が流体の流れに乗って運動するために、質量が重い粒
子ほど楕円フローの値が小さくなる。この振舞は「mass ordering」と呼ばれる。中横運動量領域では
リコンビネーション模型が支配的となる。ここでは個々の粒子と言うよりも、メソンかバリオンであ
るかでフローの振舞が決まる。すなわちクォーク数スケーリングを実験結果の中に見出すことができ
る。これは最近 v3 や v4 にも拡大されて実験解釈が行われつつある。これはまさに高エネルギー重イ
オン衝突後にクォークのスープできた証拠と考えられ、RHICでの強結合QGP生成への根拠の一つ
と考えられた 。高横運動量領域になると今度はジェットのエネルギー損失機構が支配的な物理となる。
そこでは楕円フローの振舞はパートンの媒質中との相互作用によって決まってくるので、ジェットが
媒質中を通る距離によって決まってくると考えられている [14, 15]。
さて実際の実験結果はどうであろうか。特にリコンビネーションを主に実験結果を眺めてみる。LHCエ

ネルギー領域のALICE実験では楕円フローのクォーク数スケーリングの様子をPb+Pb
√

sNN = 2.76

TeV に対し衝突度 10-20 %、40-50 % について示した [4]。これによると、RHIC と比較すると LHC

における楕円フローはクォーク数スケーリングが悪くなっていることを示唆する結果が得られた。ま
だ理論の詳細な解析はなされていないが、これから共鳴粒子からの寄与などを取り入れたより詳細な
解析が必要と思われる。またRHIC においてもエネルギースキャン実験（Au+Au

√
sNN = 7.7、11.5

、19.6、27、39、62.4 GeV）の結果が報告された [16]。いずれの衝突エネルギーでも中心度が 0-8 % と
なっている。これをみると衝突エネルギーが 11.5 GeV よりも小さくなるとリコンビネーション模型
からのずれが見出されている。特に φ 中間子のずれが大きい。これは φ中間子のハドロン相中での散
乱断面積が小さいことを反映しているのかもしれない。エネルギースキャン実験では直接フロー、 v1

のラピディティに対する振る舞いも報告された [16]。これによると、π中間子の v1 はいずれの衝突エ
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図 2: 楕円フローと各横運動量で支配的な物理。

ネルギーでも負の傾きを持っているのに対し、陽子の v1は 11.5 GeV と 7.7 GeV の間で傾きが負か
ら正に変化している。このように π と陽子の v1の傾きの違いはAGS のような低い衝突エネルギー実
験でもすでに観察されており、相対論的流体模型の適用限界を示しているものと理解できる可能性が
ある。

LHC では v2 が非常に高い横運動量領域まで測定された。CMS では PT = 40 GeV までの楕円フ
ロー v2を衝突度 0-10 %、10-20 %、20-30 %、30-40 %、40-50 %、50-60 % について報告している
[17]。それによると PT = 40 GeV 付近であっても v2 は有限であることがわかった。このような高横
運動量領域における楕円フローの実験結果はジェットエネルギー抑制機構の理論確立への大きな手が
かりになると期待されている。さらに楕円フローだけでなく、v3、v4 についても測定がなされた [13]。
以上、様々な実験結果が報告されたが、理論からの定量的な解析はこれからであることは言うまで
もない。

3 物理量から
さて以上は高エネルギー重イオン衝突実験の時間発展の観点から実験結果のいくつかについて述べ
た。ここでは物理量、ジェット、重いフレーバー、電弱プローブから実験結果を取り上げたい。

3.1 ジェット

ジェットと媒質の相互作用、ジェットの媒質中のエネルギー損失から QGPの性質の情報を得るこ
とが可能であると期待されている。現在ジェットエネルギー損失の機構を記述するために４つの模型
が提案されている。いずれも摂動QCDを元に発展した模型であり、媒質の取り扱いがそれぞれの模
型の特徴となっている (表１)。難しいのは媒質との相互作用が強い相互作用によって支配されるため
に簡単な摂動論では取り扱いができないことである。まだ決定的な理論に達したとは言いがたく同じ
媒質を用いたそれぞれのジェットエネルギー損失機構の比較 [18]、あるいは第一原理計算である格子
QCDを用いたジェットエネルギー損失の評価方法が提案されてきている [19]。そのため実験結果理解
が特に大事であると考えられる。
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表 1: 摂動QCD-をベースにしたジェットエネルギー損失モデル [12]。: (E

：パートンのエネルギー、 kT：生成したグルーオンの横運動量、μ = 媒
質から受け取る運動量、T：温度、 Λ = 媒質の運動量スケール、x = 生
成グルーオンの運動量割合)

Model Assumption about the medium and kinematics Scales Resummation

GLV

static scattering centers (Yukawa),

opacity expansion E � kT ∼ μ, x � 1 Poisson

ASW

static scattering centers, multiple

soft scattering (harmonic oscillator

approximation) E � kT ∼ μ, x � 1 Poisson

HT

observable matrix elements at scale

Λ (thermalized or non-thermalized

medium) E � kT � Λ ∼ μ DGLAP

AMY

perturbative, thermal, g << 1

(asymptotically large T ) E > T � gT ∼ μ rate equation

RHIC と LHCの双方で原子核増大因子RAA(= 1/Ncoll · (dNA+A/dPT )/(dNp+p/dPT ))の実験結果
が報告された。この原子核増大因子はその定義からわかるようにもし RAA = 1であれば、その重イ
オン衝突実験結果は陽子陽子衝突の重ね合わせで説明できると考えられる。PHENIXからはAu+Au
√

sNN = 200 GeV の π0 の RAAの値 [20]が、ALICE からは Pb+Pb
√

sNN = 2.76 TeVの 荷電ハ
ドロンのRAAの両者とも正面衝突 (0-5 %)の実験結果が報告された。両者とも PT = 6 GeV 付近で
RAA = 0.1 程度と１からの大きなずれ（抑制）が見られ、PT = 20 GeV (RAA ∼ 0.2)までわずかな上
昇が見られる。興味深いのはRAAの定性的な振る舞いだけでなく、RHICと LHCでRAAの値が定量
的にもほとんど同じであることであった。この実験結果をみると、ジェットエネルギー損失の機構は
RHICと LHCでは差異がないように考えられる。そこで PHENIX は fractional momentm loss δPT

と呼ばれる量を用いて、両者の比較を行った [20]。δPT は陽子陽子衝突の横運動量分布を TAA倍した
ものとと重イオン衝突の横運動量分布を比較し、両者の粒子生成量が同じになるときの横運動量の差
を評価したものである。それによると、ALICE の δPT /PT の値は全横運動量領域において RHICよ
りも大きいことが示された。この物理量であれば衝突エネルギー差をより明快に知ることができると
考えられる。さらに PHENIX はエネルギースキャン実験 (Au+Au

√
sNN = 200、62.4、39 GeV) で

も δPT /PT の振る舞いを調べている。それによると正面衝突 (0-10 %) では 衝突エネルギーが高いほ
ど δPT /PT の値は大きくなるが、衝突エネルギーが 39 GeV と 62.4 GeV ではほとんど差がないこと
が報告された [20]。
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ジェットについてはCMS、ATLASからより詳細な結果が報告された。例えば、ATLASからはRCP (=

1/Nperipheral
coll /N cetnral

coll · (dN central
A+A /dPT )/(dNperipheral

A+A /dPT ))のジェット半径 (R =
√

Δη2 + Δφ2) 依存
性が報告された [21]。R0.3

CP、R0.4
CP、R0.5

CP をそれぞれR0.2
CP で割ったものの PT 依存性を見ると、Rが小

さいほど RR
CP /R0.2

CP の値が小さいことがわかる。これによると小さなジェット半径を持つジェットほ
どエネルギー抑制が起きていることがわかる。またジェットの実験結果を利用してATLAS はジェット
フラグメンテーションを各中心度に対して評価している [21]。これは直接的なジェットエネルギー損
失機構を知る手がかりになると考えられる。さらに γ-jet 相関の実験結果も PHENIX[20]、CMS[22]

から報告された。光子は媒質と相互作用をしないと考えられるため、γ-jet相関の実験結果はジェット
エネルギー抑制のよりクリアな指標を与えると期待できる。PHENIX はジェットの周辺の角度依存性
について調べ、大きなエネルギー損失を受けた粒子はジェットのまわりにより広い角度で分布してい
ることを見出した。これはCMS が 2011年のクォークマターで発表したダイジェットの運動量バラン
スの実験結果と一致している [22]。

3.2 重いフレーバー、クォーコニア

重いフレーバーは重イオン衝突実験では主としてグルーオン融合過程によって生成され、そのため
初期のグルーオン密度や分布の手がかりになると考えられている。さらに RHICや LHCのような高
エネルギー重イオン衝突実験では生成した重いフレーバー（の一部）が熱平衡状態に達すると考え
られ、重いフレーバーと媒質との相互作用から、媒質の輸送係数などの情報が得られると考えられ
る。ただし、重いフレーバーの媒質中におけるエネルギー損失機構はいくつか提案されている (gluon

bremsstrahlung radiation、collisional energy loss、collision dissociation など) が、まだ議論の渦中
にある。さらに重いフレーバーでは冷たい原子核効果 (cold nuclear effect: gluon shadowing、カラー
グラス凝縮など)が無視できない。またRHICでは重いフレーバーの再結合 (regeneration) の重要性
も指摘された。QGP生成のわかりやすいシグナルとして提案され広く受け入れらた J/Ψ抑制である
が、実際の実験結果理解はそれほど単純には行かないことがわかってきた。
まず RHIC と LHC で原子核増大因子 (RAA) の Npart 依存性を比較してみる [23]。すると LHC

(Pb+Pb
√

sNN = 2.76 TeV)のRAAがRHICよりも大きな値を持つことがわかった。これは LHCの
方が衝突エネルギーが高いので重いフレーバーが多く生成しその結果再結合がより多く起こっている
ことを示唆していると考えられている。RHICにおける J/Ψの楕円フローの振る舞いは理解するこ
とが難しい実験結果の一つである。STAR (RHIC)は J/Ψ の楕円フローの横運動量依存性を示した。
それによると J/Ψの楕円フローは PT ∼ 7 GeV までほとんど０であることがわかった [24]。これは
オープンチャームDの v2 は有限でありリコンビネーション模型の解析から部分的な熱平衡状態が実
現していること、J/Ψ のRAAの振る舞いから再結合を取り入れる必要があること、などを考えると
v2 ∼ 0 であることを理解するのは難しい。一方 LHCにおける J/Ψ の楕円フローはALICE によって
有限であることが示された [4]。これらを統一的に理解していくことは理論におけるチャレンジの一
つであると考えられる。
さらにボトムに関する実験結果も報告された。今回のQM２０１２での大きな驚きの一つが、ボト

ムのRAAがチャームよりもより多く抑制されることが PHENIX により報告された [25] ことである。
PHENIXは新しく導入されたVTX 検出器によってボトムとチャームの寄与を分離することに成功し
た 。しかしこの衝撃的な実験結果は従来多くの理論による重いフレーバーのエネルギー損失機構から
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の予想とはまったく異なるものであった。さらなる実験精度の向上や理論の発展が必要である。

3.3 電弱プローブ

　強い相互作用をせず媒質をそのまま透過すると考えられる光子やレプトン対は重イオン衝突実験
の全過程を写し出す物理量として多くの情報を含んでいることが期待される。PHENIXによって報告
された直接光子の楕円フロー v2 の横運動量依存性も現在まだ理論からの説明がなされていない物理量
の一つである。PHENIX で測定された光子の v2は PT < 4 GeV で 0.05 ∼ 0.1程度の値をもつ [26]。
これは例えば相対論的流体模型による単純な計算はうまくいないことがわかってきた。PT が４ GeV

よりも大きなところではほとんど０となっている。
さらにレプトン対の実験結果も充実してきている。レプトン対の不変質量分布は、有限温度・密度
中のハドロンの性質を知る格好の手段であると考えられている。たとえば、PHENIX からは ρ中間
子の質量付近でバックグラウンドからの増大が観測されている [26]。この増大が ρ 中間子の質量変化
からくるのか、あるいは崩壊幅の媒質中の変化によるものなのか、まだ結論には到達していないと考
えられている。すでに様々な理論計算は存在するが、SPS、RHIC、LHC を統一的に記述する現実的
な理論計算はまだこれからであると考える。このようにジェット、重いフレーバー、電弱プローブの
現実的な評価は重イオン衝突実験を記述するダイナミカルな模型の存在があって初めて可能になるも
のであり、これからの大きな発展が見込まれる。

4 まとめ
今年行われた１週間にもわたった大規模な国際会議、QM２０１２のごく一部について実験結果を

中心にまとめた。このようにQGP状態の解明をめざし、大規模で精密な実験が世界的規模で遂行さ
れている。そしてそこから報告された数多くの実験結果を多角的に研究することでQGPの統一的な
知見が得られつつある。ここでは主として実験結果について述べたが、QGP状態の定量的な解明に
は理論からの理解が不可欠であり、それに必要な模型の開発、実験解析が続々と行われている。次回
のクォークマターは２０１４年、ドイツGSIで行われる。（さらに２０１５年は日本での開催が予定
されている！）それまでには今回の実験結果理解によって、QGP状態の詳細が明らかになっているで
あろう。私自身はQM２０１４での新しい実験結果を楽しみに、それまでには現実的な現象論的模型
を完成させ新たな実験理解に対し準備万端で望むことを目標にしている。
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Baryon number probability distribution in the presence of the chiral phase
transition

森田健司 1, V. Skokov2, B. Friman3, K. Redlich4,

京大基研 1, BNL2, GSI3, University of Wroc law4

概 要

保存チャージのゆらぎを確率分布の観点から議論する。特に、カイラル相転移がある場合の分布の形に着
目し、確率分布関数が熱力学ポテンシャルの特異性と結びついていることを示す。

1 カイラル相転移とバリオン数ゆらぎ

RHICや LHCにおける高エネルギー重イオン衝突において、バリオン数や荷電粒子数のゆらぎから相転移

の兆候を探る試みがなされている。とくに、RHICの衝突エネルギー走査実験では、有限バリオン数化学ポテ

ンシャルにおける QCD臨界点の発見が期待されているが、その測定量として高次のキュムラントが提案され

ており、高次に行けば行くほど、系の臨界性に敏感であることが期待されている [1, 2]。このような保存量の揺

らぎは、格子 QCDや、NJL模型などのカイラル有効模型では、

cn(T, µ) ≡ ∂n[p(T, µ)/T 4]

∂(µ/T )n
, (1)

のように、圧力を化学ポテンシャルで複数回微分することで求められ、具体的な振る舞いが調べられている。

とりわけ興味深いのは、物理的クォーク質量におけるクロスオーバー転移であっても、2フレーバーのカイラ

ル極限における 2次相転移の振る舞いの名残がみられることであり、O(4)対称性に基づく議論が可能になる。

もし粒子数揺らぎが、フリーズアウト時点での温度と化学ポテンシャルにおける熱力学で決定されるとすれば、

フリーズアウト温度と (擬)相転移温度が非常に近いことから、揺らぎからQCD相転移を検証できる可能性が

ある [3, 4] 。

実験で測定されるのは、その母関数となる確率分布関数 P (N)であり、上記のキュムラントは、そのモーメ

ントから求めることができる。2010年に STARグループによって正味の陽子数のゆらぎデータが報告されて

いるが [5]、ハドロンガスの結果 (Skellam分布)から有意なずれがみられている [6]。本研究の目的は、この確

率分布関数に対する相転移の影響を調べることである。

2 確率分布関数と相構造

大分配関数を Z、正準分配関数を Z で表すと、大正準集団における粒子数の確率分布は、

P (N ;T, µ, V ) =
Z(T, V,N)λN

Z(T, V, µ)
, (2)

で与えられる。右辺で粒子数について和をとると 1になることからわかるとおり、Z は規格化の役割を果たし
ており、確率分布の振る舞いを決めるのは正準分配関数 Z である。相対論的な系の場合、対称性から Z(N)は

N の偶関数であるが、化学ポテンシャルが有限の値をもつときの振る舞いは、フガシティー因子 λN = eβµN

で支配され、粒子数が大きい部分の分布を増幅し、分布関数 P (N)に N 非対称性を与える。大分配関数が与

えられている場合、正準分配関数はそのローラン展開の展開係数で与えられ、

Z(T, V,N) =
1

2πi

∮
C

dλ
Z(T, V, λ)

λN+1
, (3)
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図 1: 左：µ = 20MeVでの確率分布の比較。右：非特異 (NS)な場合との比

となるが、Z が特異性を持つ場合は、積分路 C のとり方に気をつける必要がある。しかし、複素 λ平面の単

位円上 |λ| = 1に特異点がない場合は、

Z(T, V,N) =
1

2π

∫ 2π

0

dθe−iθNZ(T, V, θ). (4)

と虚数化学ポテンシャル θ = µI/T に関する 1周期の積分に帰着し、この表式は格子計算で用いられている。こ

こでは、揺らぎの相転移での特異性との関連をみるために、大分配関数を Z = e−βΩとし、熱力学ポテンシャ

ル Ωが特異性を持つ模型で正準分配関数を計算する。

熱力学ポテンシャルを与えるモデルとして、以下のような秩序変数の 4次までとったランダウ有効ポテンシャ

ルを考える。

U(T, µ;σ) = Ubg +
1

2
a(T, µ)σ2 +

1

4
σ4. (5)

Ubg は非特異的な部分であり、虚数化学ポテンシャルについて周期的になるように Ubg = 2d cosh(µ/T )と取

る。この有効ポテンシャルの極小値は σ2 = 0と σ2 = −a(T, µ)であり、a(T, µ) = 0が臨界線を与える。この

結果を (5)に代入すれば、熱力学ポテンシャルは Ω = −V T 4(Ubg − 1
4a

2)となる。この表式は平均場近似に対

応し、適当なスケーリング関数 a(T, µ)をとると、3次以上の高次揺らぎは転移点では不連続となる。しかし、

臨界揺らぎによって、熱力学ポテンシャルは |a| → 0では Ω ∼ |a|2−αという振る舞いを持つことが知られてお
り、比熱の臨界指数 αは 3次元O(4)モデルでは−0.21程度である。そこで、ここでは臨界指数を手で導入し、

Ω0 ≡ Ω(T > Tc(µ), µ) = −V T 4Ubg, (6)

Ω1 ≡ Ω(T ≤ Tc(µ), µ) = −V T 4

[
Ubg −

1

4
|a(T, µ)|2−α

]
. (7)

と取ることにする。このようにとると、3次以上のキュムラントは有限化学ポテンシャル臨界線上で負の発散

を持つ1。最後にスケーリング関数は、同様に周期性を満たすように a(T, µ) = −
[
3 − T

Tc
− 2 cosh(µ/T )

]
とと

るが, µ � T ではよく用いられる形 a(T, µ) = A(T − Tc) + Bµ2 (A,B > 0)に帰着し, キュムラントの振る舞

いも変わらない。

詳細は論文 [7]に譲るが、この熱力学ポテンシャルを式 (4)に代入し、得られた確率分布関数の結果を図 2に

示す。温度は µ = 0での相転移温度 Tc = 150MeV (フリーパラメータ)よりわずかに低めの T/Tc = 0.98とし

た。“NS”は Ω0 を代入した場合、“MF” は α = 0とした場合、“Critical”は α = −0.21とした場合に対応す

る。“NS”と “MF”は解析的に求めることができ、“Critical”は数値積分によって求めた。図 2の左では、N が

大きい部分での違いが明確になるように µ = 20 MeVとしているが、確率が急激に減少していることが見て取
1ゼロ化学ポテンシャルでは 6 次以降に発散が現れる
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図 2: 複素 µ 平面における熱力学ポテンシャルの分岐点 (青丸) と鞍点 µs(× 印)。左：NS および MF。右：

Criticalでかつ N > Nc の場合。黒の実線は元の積分路 [式 (4)]を示し、赤で書かれた矢印は鞍点法における

最速降下曲線を示す。

れる。さらに、図 2右では非特異な場合のとの比を取っているが、分布のピークN = 0付近での定性的傾向は

平均場近似と臨界揺らぎがある場合であまり差がないのに対して、N = 30付近から傾向の違いが明白になる。

このような分布関数の変化を引き起こしているものを同定するために、解析的なアプローチを考えよう。体

積 V が大きい極限で式 (3)に鞍点法を適用する。ここで注意が必要なのは、αが−0.21という値を持つことに

寄って、複素 λ平面に分岐点とそこからのびる分枝が存在する。このような構造はカイラル模型一般に見られ

る [8]。鞍点は

f(µ) = 2d cosh(µ/T ) +
1

4
|a(T, µ)|2−α − Nµ

V T 4
. (8)

とした場合、f ′(µs) = 0で定義される。λ平面から µ平面に書きなおした場合、分枝の位置と鞍点の位置の関

係は図 2に示したとおりになる。まず、“NS”の場合と”MF”では分岐点が存在せず2、鞍点は実軸上に存在す

る。しかし、分岐点が存在する場合、鞍点は分枝のすぐ上と、その複素共役の 2つになり、積分はその和で与

えられるので、

Z(T, V,N) ∼ 2√
2πV T 5|f ′′(µs)|

eV T
3Re[f(µs)] cos(V T 3Im[f(µs)]). (9)

と cos項が現れる。この項は図 2で見られるような振る舞いを与えるが、最速降下曲線は分枝に向かっている

ため、積分の寄与は鞍点だけでは書けない可能性があり、実際 (9)の結果は数値積分の結果とは定量的に一致

しない。しかし、定性的傾向は、この鞍点の存在から説明できる。実際、数値計算の結果、確率分布が負にな

る領域が現れ、これは熱力学極限を取った熱力学ポテンシャルを出発点にしていることによる artifactである

が、この振る舞いも上記漸近形で説明できる。

3 確率分布関数から求めたキュムラント

確率分布関数が与えられれば、モーメント 〈Nn〉 =
∑
N N

nP (N)と中心モーメント δN = N − 〈N〉を用い
て、4次までのキュムラントを以下のように表すことができる。

c2(T, µ) =
1

V T 3
〈(δN)2〉 (10)

c3(T, µ) =
1

V T 3
〈(δN)3〉 (11)

c4(T, µ) =
1

V T 3

[
〈(δN)4〉 − 3〈(δN)2〉2

]
(12)

特に、3次・4次のキュムラントは α < 0の場合 2次相転移点では発散する。前節で求めた確率分布関数から

キュムラントを計算し、式 (1)から計算したキュムラントと比較したものが図 3である。ここで、式 (4)の振
2一般には平均場近似のもとでも分岐点と分枝は存在しうる
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図 3: 2次のキュムラント (左)と 4次と 2次の比 (右)。赤（実線）は式 (1) から計算した熱力学極限、青（点

線）は確率分布関数から構成したもの

動積分は V = 30fm3では |N | > 60で収束が得られなかったので、キュムラントの計算には数値的に確定した

部分だけを用いている。図に見られるように、2次のキュムラントはほぼ両者の一致が見られるが、4次と 2次

の比では、臨界線上での発散する振る舞いは再現できておらず、より大きな体積の極限と、同時により大きな

N での確率分布関数が必要であることを示唆している。

本研究では、ランダウ理論をベースに熱力学ポテンシャルから得られる保存チャージの確率分布関数を議論

し、正準分配関数と解析性の関係に焦点を当てた。より現実に即した解析を行うには、臨界指数 αを与えられ

るような枠組みでの計算が必須であり、また体積の変化に対する系統的な解析を通じて、確率分布関数から得

られるキュムラントの振る舞いを調べてなくてはいけない。現在クォークメソン模型と汎関数繰り込み群によ

る解析を進めている。

本研究は京都大学クォーク・ハドロン科学国際共同研究プログラム (YIPQS)の補助を受けています．
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Equilibration of S
aler Fields in an Expanding SystemAkihiro Nishiyama1 and Yoshitaka Hatta21Maskawa Institute for S
ien
e and Culture, Kyoto Sangyo University, Kyoto 603-8555, Japan,2 Graduate S
hool of Pure and Applied S
ien
es, University of Tsukuba, Ibaraki 305-8571, JapanSeptember 28, 2012Abstra
tWe present numeri
al analyses of nonequilibrium �eld theoreti
al approa
h of O(N) s
aler modelwith longitudinal expansion in 2+1 dimensions. We in
lude Next-to-Leading Order of 1=N expan-sion as self energy in the presen
e of ba
kground 
lassi
al �eld. We 
ompare quantum dynami
sand 
lassi
al statisti
al approximation. Then we see the di�eren
e of two approa
hes in �nal dis-tribution fun
tions in strongly 
oupled regimes, where Boltzmann tail of distribution fun
tion isgiven only in quantum dynami
s.1 Introdu
tionRe
ently experiments have been done to 
reate and study Quark-Gluon Plasma (QGP) by 
ollidingtwo nu
lei at 
enter-of-energy 200GeV at RHIC and 2.76TeV at LHC. For produ
ed QGP nearlyideal hydrodynami
s su

eeds in des
ribing dynami
s after thermalization of Glasma, for whi
hinitial 
ondition is given by 
lassi
al longitudinal 
olor ele
tri
 and magneti
 �elds with va
uumquantum 
u
tuations. Its su

ess is based on early thermalization of Glasma teq = 0:6-1:0fm=
[1℄. This time s
ale is 
omparable with the formation time of partons [2℄. Then normal partonpi
ture might fail to des
ribe thermalization of Glasma, where parton pi
ture estimates 2-3 fm=
[3℄.Hen
e it is ne
essary to adopt dynami
s beyond parton pi
ture. Furthermore other instability or
lassi
al statisti
al approa
hes do not des
ribe late-time Bose-Einstein distribution. Thus we shouldadopt approa
hes whi
h des
ribe late time true thermalization. As a 
andidate of approa
hesthat are beyond the parton pi
ture and des
ribe late time Bose-Einstein distribution, we adoptnonequilibrium quantum �eld theoreti
al approa
h, whi
h is represented by Kadano�-Baym(KB)equation [4℄ with equation of motion of 
lassi
al �elds.One of the merits of solving these equation is that �eld-parti
le 
onversion o

urs. If parti
les areprodu
ed from 
lassi
al �elds, they 
ollide ea
h other, so that late time Bose-Einstein distributionis realized. The other merit is presen
e of the spe
tral fun
tion with �nite de
ay width, whi
hindu
es rapid 
hange of distribution fun
tion due to 2-to-2 
ollisions 
ompared with semi-
lassi
alBoltzmann equation. They might play a signi�
ant role in des
ribing early thermalization of gluons[5℄. Se
tion 2 is devoted to introdu
tion of time evolution equation for 
lassi
al �elds and quantum
u
tuations. In Se
. 3 we give numeri
al results. We summarize our work in Se
. 4.2 Time evolution equationIn this se
tion we write down KB equation and time evolution equation of 
lassi
al �elds. First westart with a
tion of s
alar O(N) model,S = Z dd+1x �12��a��a � 12m2�a�a � �24N (�a�a)2� ; (1)
1
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where parti
le 
omponents a runs over 1, � � �; N and d represents the spatial dimension. Themerit of adopting this model is to 
over all time evolution of instability by use of 1=N expansion.Then the equations of motion of 
lassi
al �elds ��a � h�ai = ��Æa1 and quantum 
u
tuationsFab(x; y) � 12 hf~�a(x); ~�b(y)gi �ab(x; y) � h[ ~�a(x); ~�b(y)℄i (that are Fourier transformed), where~�a = �a � ��a, are given by24�2� + 1� �� +m2 + �6N 0���(�)2 + F11(�; �) +Xb6=1 Fbb(�; �)1A35 ��(�) = � Z ��0 � 0d� 0��11(�; � 0)��(� 0); (2)G�10 F (�; � 0; p) = � Z ��0 � 00d� 00��(�; � 00; p)F (�; � 0; p) + Z � 0�0 � 00d� 00�F (�; � 00; p)�(� 00; � 0; p); (3)G�10 �(�; � 0; p) = � Z �� 0 � 00d� 00��(�; � 00)�(�; � 0; p); (4)G�10 � " �2��2 + 1� ��� + p2��2 + p2T# Æab +M2ab(��)Here we adopt proper time � = pt2 � z2, rapidity � = tanh�1 zt and its Fourier transformed p�to treat longitudinal expansion (we adopt spatial homogeneity) and set initial time �0, lo
al massshift Mab(��) and Next-to-Leading Order self-energy �F;� of 1=N expansion whi
h 
ontains 2-to-2
ollisions non-perturbatively.As an initial 
ondition, we set ��a(�0) = q 6N� �Æa1 with va
uum quantum 
u
tuations for Fand �. Numeri
al simulations are done in 2+1 dimensions for strongly 
oupled � = 10 regimes inan expanding system. Then we 
ompare quantum dynami
s and 
lassi
al statisti
al approximationwhi
h omit �� terms in self-energy [5, 6, 7℄.3 Numeri
al analyses in 2+1 dimension
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Figure 1: Time evolution of the
lassi
al �eld �� for quantum (bla
k solid line)and 
lassi
al statisti
al approximation(red dashed line).
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k solid line)and 
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al approximation(red dashed line).In this se
tion we show time evolution of 
lassi
al �eld ��(�) (Fig. 1) and statisti
al fun
tionsF11(�; �; p) (Fig. 2). In Fig.1 
lassi
al �elds damps (due to ��� �� term in Eq. (2)) with os
illation.2
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Then �eld parti
le 
onversion o

urs, whi
h means that parti
le produ
tion o

urs due to de
ay of
lassi
al �elds. Time evolution of F in Fig.2 shows this parti
le produ
tion, where F 
hanges fromO(1) to O(1=�). Finally we present the distribution fun
tion np (Fig. 3) by use of fun
tional �t F =C�pm2eff+p2T �np + 12� where C and me� are �tting parameter. In quantum dynami
s the distributionfun
tion is Bose-Einstein type and shows Boltzmann tail (np = 1epT =T�1 with temperature T ) , whileit gives power law np = TpT � 12 in 
lassi
al statisti
al approximation. In 
lassi
al approa
h truethermalization is not realized.
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Figure 3: Number distribution fun
tion np at late time �=�0 = 150.4 SummaryIn this work we have solved the Kadano�-Baym equation and time evolution equation of 
lassi
al�elds for O(N) s
alar model in a spatially homogeneous expanding system in 2+1 dimensions. Wehave in
luded NLO nonlo
al self-energy representing 2-to-2 by use of 1=N expansion whi
h 
oversall time evolution of instability of F from O(1) to O(1=�). In strongly 
oupled regimes � = 10, whilequantum dynami
s shows Bose-Einstein distribution, 
lassi
al statisti
al approximation gives powerlaw behavior in distribution fun
tion, whi
h is not true thermalization. Thus we need quantumdynami
s in order to realize the Bose-Einstein distribution.Referen
es[1℄ U. W. Heinz and P. F. Kolb, Nu
l. Phys. A702 (2002), 269; U. W. Heinz, AIP Conf. Pro
.739 (2005), 163.[2℄ B. Muller and A. S
hafer, Phys. Rev. C 73 (2006) 054905 [arXiv:hep-ph/0512100℄.[3℄ R. Baier, A. H. Mueller, D. S
hi� and D. T. Son, Phys. Lett. B 502 (2001) 51 [arXiv:hep-ph/0009237℄.[4℄ L.P. Kadano� and G. Baym, Quantum Statisti
al Me
hani
s (Benjamin, New York, 1962);G. Baym, Phys. Rev. 127 (1962) 1391.[5℄ Y. Hatta and A. Nishiyama, Phys. Rev. D in press.[6℄ J. Berges, S. S
he�er and D. Sexty, Phys. Rev. D 77, 034504 (2008) [arXiv:0712.3514 [hep-ph℄℄.[7℄ T. Epelbaum and F. Gelis, Nu
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有限温度摂動論
日高 義将 (理研)

概 要

本講演の中から特に非相対論的な系での南部-Goldstoneの定理について議論する．
非相対論的な系で自発的対称性の破れが起きた時，南部-Goldstoneボソンがいくつ現
れるかという問題は 2012年まで未解決の問題だった．本稿では森の射影演算子法を
用いて非相対論的な系での南部-Goldstoneの数え方のルールを導出する．

1 導入
対称性とその自発的破れは，多体系の物理の重要で基本的な概念である．連続対

称性が自発的に破れた場合には，南部-Goldstone (NG)モードと呼ばれるゼロモード
が現れることが知られている [1, 2, 3]．例えば，ハドロン物理におけるπ中間子，強
磁性体におけるスピン波，格子結晶中のフォノンがそれにあたる．しかしながら自発
的対称性が破れた場合にいくつNGモードが現れるかという問いは Lorentz対称性が
ない場合には最近まで未解決問題だった [4]．Lorentz対称性が存在する場合は 60年
代に破れた対称性の数がNGモードの数に一致し，その分散関係は線形となることが
示された [1, 2, 3]．一方，Lorentz対称性がない場合は，NGモードの数は必ずしも破
れた対称性の数に一致せず，分散関係は非線形になっても良い．70年代にNielsenと
Chadha (NC)[5]はエネルギーが運動量の奇数べきのものを type-I NGモード，偶数
べきのものを type-II NGモードと分類した．また，彼らは type-I NGモードの数の
2倍と type-II NGモードの数を足したものは，破れた対称性の数以上になるという
不等式を導いた．強磁性体やKon凝縮相のように type-II NGモードが現れる知られ
ている例ではすべて等号が成り立っている [6, 7]．90年代に入ると電荷密度Qaが期
待値を持つ場合に type-II の分散関係を持つNGモードが現れることが有効理論を用
いて Leutwylerによって明らかになり [8]，さらに 2000年代に入り Schafer等によっ
て電荷密度の期待値そのものより [Qa, Qb]の期待値が重要な役割を担い，[Qa, Qb]の
期待値が消える場合にはNG modeの数は破れた対称性の数に等しいことが示された
[7]．2011年にこの定理は，渡辺-Braunerによって以下の不等式に拡張された [9, 10]:

NBS −NNG ≤ 1

2
rank⟨[Qa, Qb]⟩. (1)

また，彼らはこの不等式は常に等式が成り立つことを予想した．
本稿では，(1) 式の等号が成り立つ事を示す．また Nielsen-Chadha とは異なる

type-Iと type-II NGの定義を ⟨[Qa, Qb]⟩を用いて与える．Type-II NG モードの数は
rank⟨[Qa, Qb]⟩/2に等しく NC不等式の等式が成り立つことも示す [11]．ゼロ温度の
場合には低エネルギーの有効理論を用いた方法でも同じ結果が得られている [12]．
この目的のために，我々は森の射影演算子法 [13]を非相対論的な系に適用する．こ

の方法で NGモードについての Hamilton(有限温度の場合は Lagevin)方程式が導出
される．ハミルトニアン形式のNGモードについては模型を用いて [14]で議論されて
いる．我々は同様の議論を模型によらず非摂動的な方法で行なう．
以下では，並進対称性が自発的に破れていない場合を考える．また自発的に破れ

た対称性の保存電荷密度が

na(t,x) = e−iP ·xna(0,0)eiP ·x (2)

と書ける場合に問題を限る．ここで Pµは時空間の並進の演算子を表す．
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2 森の射影演算子法
ここで森の射影演算子法を簡単に紹介する [13]．この方法は低エネルギー励起を

議論する上で強力でかつ，非相対論的な場合の南部-Goldstoneの定理を証明するのに
重要な役割を担う．詳細な導出は [15, 16, 17, 18]を参照せよ．
まず，遅いモードに対応した演算子の組み {An(t,x)}を考えよう．これは後でNG

場と破れた保存電荷密度に取る．ある演算子 Oの熱平均を ⟨O⟩ ≡ tr ρeqO と定義す
る．ここで ρeqはカノニカルアンサンブルの密度演算子で

ρeq ≡ e−βH

tr e−βH
(3)

である．H はハミルトニアン，β = 1/T は逆温度である．グランドカノニカルアン
サンブルを考えたい場合は，化学ポテンシャル µ及び保存電荷 N を導入し，H を
H − µN に置き換えればよい．
次に内積を導入しよう．ある演算子O1とO2に対し，

(O1,O2) ≡
1

β

∫ β

0
dτ⟨eτHO1e

−τHO†
2⟩ (4)

と定義する．これは内積の性質，正定値性 (O1,O1) ≥ 0と Hermite対称性 (O1,O2) =
(O2,O1)

∗を満たす．この内積を使って以下の計量を定義しよう:

gnm(x− y) ≡ (An(0,x), Am(0,y)). (5)

また gnm(x− y)の逆 gml(y − z)を∫
d3ygnm(x− y)gml(y − z) = δlnδ

(3)(x− y) (6)

を満たすように定義する．ここで同じ添字が上付きと下付きに現れた場合に和を取る
規則を用いた．上付きの演算子を

An(t,x) ≡
∫
d3ygnm(x− y)Am(t,y) (7)

と定義する．gnm(x− y)は Anの 2点関数の形で表されており，また gml(x− y)は
有効作用 βΓ (An)のAnに関する 2階汎関数微分になる:

gml(x− y) =
δ2βΓ (An)

δAl(y)δA†
m(x)

. (8)

ここで有効作用は生成母関数W (Jn)の Legendre変換で与えられる:

Γ (An) = W (Jn) −
∫
d3xJm(x)

δW (Jn)

δJm(x)
, (9)

及び，

e−βW (Jn) = tr exp

[
−βH +

∫
d3xAn(0,x)Jn(x)

]
. (10)

ここで自由度を遅い変数とその他に分解するために，射影演算子 P を導入する．
これは演算子Bに作用すると

PB(t,x) ≡
∫
d3yAn(0,x)(B(t,y), An(0,x)) (11)
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となるように定義する．便利のためQ ≡ 1−P も定義しておく．これらは射影演算子
の性質 P 2 = P，Q2 = Q，及び QP = PQ = 0を満たす．
紙面の都合上導出は参考文献 [13, 15, 16, 17, 18]にゆずり，森の射影演算子法に

よる遅い変数に対する拡張された Langevin方程式を以下に与える [13]:

∂tAn(t,x) =

∫
d3yiΩn

m(x− y)Am(t,y)

−
∫ ∞

0
ds

∫
d3yKn

m(t− s,x− y)Am(s,y) +Rn(t,x).

(12)

ここで iΩn
m(x− y)は可逆な項，Kn

m(t− s,x− y)は記憶関数，Rn(t,x)はノイズ
項を表し，以下のように定義される:

iΩn
m(x− y) ≡ (iLAn(0,x), Am(0,y)) = − i

β
⟨[An(0,x), Am†(0,y)]⟩, (13)

Kn
m(t− s,x− y) ≡ −θ(t− s)(iLRn(t,x), Am(s,y)), (14)

Rn(t,x) ≡ eitQLQiLAn(0,x). (15)

ここで Lは Liouville演算子 LO ≡ [H,O]，θ(t)は階段関数である．この方程式は
演算子に関する恒等式である．つまり (12)式は Liouville方程式 ∂tAn = iLAn に等
価である．また，ノイズ項は Am(0,x)に (Am(0,x), Rn(t,y)) = 0となるように構
成されている．この性質は (An(t,x), Am(0,y))のような２点関数を考える場合には，
ノイズの項を落として良いことを意味する．従って An の分散関係を求める際には，
iΩn

m(x− y) と Kn
m(t,x− y)の性質が分かれば良い．運動量空間でこの方程式は，

行列の記法を用いて

∂tA(t,k) = iΩ(k)A(t,k) −
∫
dsK(t− s,k)A(s,k) +R(t,k) (16)

と書くことができる．この方程式が我々の解析の出発点となる．

3 南部-Goldstoneの定理
有効作用に対する南部-Goldstoneの定理から始めよう [3]．まず保存電荷

Qa =

∫
d3xna(t,x) (17)

の組みを考える．これらはハミルトニアンと可換である: [Qa,H] = 0．対称性が自発
的に破れた時，

−i⟨[Qa, ϕi(t,x)]⟩ ≡ [Mnϕ]ai (18)

でかつ detMnϕ ̸= 0を満たすある行列Mnϕが存在する．ここで iと aは 1から破れ
た対称性の数NBSまで走るものとする．また，この節では ϕi(x)は保存電荷密度では
ないと仮定する．また一般性を失うことなく ϕiを実に取るものとする．
ここで，An = (Φi, Na)として有効ポテンシャル V(Φi, Na) ≡ Γ (An)/V を考よう．

ここで V は空間の次元，ΦiはNG場を含む場の組み，Naは破れた保存電荷を含む組
みとする．NG場を ϕi，その他を φj として Φ = (ϕi, φj)と書く．同様に，自発的に
破れた保存電荷密度を na，その他を n′bとしてN = (na, n

′
b)と書く．
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有効作用は，以下の無限小変換に対して不変である:

δΦi = −iϵa⟨[Qa, Φi]⟩ ≡ ϵa[MNΦ]ai, (19)

δNb = −iϵa⟨[Qa, Nb]⟩ ≡ ϵa[MNN ]ab. (20)

つまり，

[MNΦ]ai
δV
δΦi

+ [MNN ]ac
δV
δNc

= 0 (21)

が成り立つ．これは有効作用の恒等式である．もし ΦiとNaが Lie群の線形表現に属
しているならこれらは [MNΦ]ai = −i[TaΦ]i及び [MNN ]ac = fab

cNcとなる．ここで，
Taと fab

cはそれぞれ生成子と構造定数である．(21)式を ΦiまたはNaに関して汎関
数微分すると

δ[MNΦ]ai
δΦj

δV
δΦi

+ [MNΦ]ai
δ2V

δΦiδΦj
+ [MNN ]ac

δ2V
δNcδΦj

= 0, (22)

δ[MNN ]ac
δNb

δV
δNc

+ [MNΦ]ai
δ2V

δΦiδNb
+ [MNN ]ac

δ2V
δNcδNb

= 0 (23)

が得られる．停留点で (22)と (23)式の第一項は落ちてNG場と破れた保存電荷に関
する項のみが残る．この時 (22) と (23) 式は行列表記を用いて

MnϕVϕϕ +MnnVnϕ = 0, (24)

MnϕVϕn +MnnVnn = 0 (25)

となる．ここで α, β = (ϕi, na)として Vαβ ≡ δ2V/(δαδβ)という表記を用いた．従っ
て (ϕ

(b)
i , n

(b)
a ) = ([Mϕn]ib, [Mnn]ab)は Vαβ のゼロ固有値を持つ固有ベクトルと見るこ

とができる．この独立な固有ベクトルの数は破れた対称性の数に等しい．Lorentz対
称性がある場合は，LorentzスカラーでないMnnは消え，kµ = 0での伝播関数の逆
Vϕϕは (24)式より消える．これは k2 = 0に極を持つことを意味する．このNGモー
ドの数は独立な固有ベクトルの数，つまり破れた対称性の数に等しい．また分散関係
は Lorentz対称性から線形 ω = |k|となる．これが Lorentz不変性がある場合の NG
モードの定理である．しかしながらLorentz不変でない場合は，NGモードの数と破れ
た対称性の数は必ずしも一致しない．NGモードの数え方の一般的なルールを導出す
るために，一般化された Lagevin方程式 [(12)式]の演算子をAn(x) =

(
ϕ̃i(x), ña(x)

)
に選ぼう．ここで ϕ̃i(x) ≡ ϕi(x)−⟨ϕi(x)⟩および ña(x) ≡ na(x)−⟨na(x)⟩である．こ
こで系に他のゼロモードは存在しないものとする．もしそうでない場合は，そのモー
ドに対応した演算子を遅い変数としてAnに加える必要がある．
さて，ここで記憶関数のラプラス変換K(z,k)を考えよう．今低エネルギー励起に興

味があるので，z → 0とk → 0の極限を考える．保存則からLña(z,k) = −k ·ja(z,k)
なのでKnn(z,k) ∼ k2, Knϕ(z,k) ∼ kとなり k = 0で消える．ここで，ja(z,k)は
流れの演算子である．唯一，Kϕϕ(z,k)が k = 0で生き残る可能性がある．Kϕϕ(z,0)
はテーラー展開可能であると仮定して

βKϕϕ(z,0) = δMϕϕ + Lϕϕ + zδZϕϕ + O(z2) (26)

と展開できる1．右辺の第一項 δMϕϕ はMϕϕ の補正を与える項である．第 2項 Lϕϕ

は散逸を記述する項で Onsager係数または輸送係数と呼ばれる量である．これらは

1臨界点，An 以外にゼロモードが存在する場合や低次元系ではテーラー展開できない事がある．
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実で，δMT
ϕϕ = −δMϕϕ 及び LT

ϕϕ = LT
ϕϕ を満たす．Lϕϕ はスペクトル関数のゼロ

運動量での値に関係しゼロ温度では通常消える量である．Mϕϕ(k) と Kϕϕ(z,k) は
Mϕϕ(k)−Kϕϕ(z,k)の形で方程式に現れるので，δMϕϕはMϕϕ →Mϕϕ − δMϕϕとし
て繰り込むことによってKϕϕ(z,k)から消去することができる．第三項目 δZϕϕは波
動関数の補正を表す．以下では，δZϕϕを落として計算する．これは後で正当化する．
また，Lϕϕ = 0となるゼロ温度の場合を考える．この時，運動方程式は

∂0

(
ϕ̃(t,k)
ñ(t,k)

)
=

(
iΩϕ

ϕ(k) iΩϕ
n(k)

iΩn
ϕ(k) iΩn

n(k)

)(
ϕ̃(t,k)
ñ(t,k)

)
(27)

となる．ここで，

iΩϕ
ϕ(k) ≡Mϕϕ(k)Γ ϕϕ(k) +Mϕn(k)Γnϕ(k), (28)

iΩϕ
n(k) ≡Mϕϕ(k)Γ ϕn(k) +Mϕn(k)Γnn(k), (29)

iΩn
ϕ(k) ≡Mnϕ(k)Γϕϕ(k) +Mnn(k)Γnϕ(k), (30)

iΩn
n(k) ≡Mnϕ(k)Γϕn(k) +Mnn(k)Γnn(k) (31)

とした．Mαβ(k)と Γαβ(k) は −i⟨[α(0,x), β(0,0)]⟩ と δ2Γ/(δα(x)δβ(0))の Fourier
変換したもので，k = 0でそれぞれMαβ と Vαβ に一致する．(27)式はHamilton方
程式の形をしており， Mαβ は αと βの Poisson括弧，Γ の場の 2次の項はハミルト
ニアンとみなすことができる．k = 0で，iΩn

ϕ(0) と iΩn
n(0)は (24) と (25)式から

消える．これは電荷保存則 dQa/dt = 0と等価である．また，(24) と (25)式より

iΩϕ
n(0) = F−1 ≡ (Mϕn −Mϕϕ(Mnϕ)−1Mnn)Vnn, (32)

iΩϕ
ϕ(0) = −F−1G (33)

を得る．ここでG = MnnMϕn
−1，F は場のくりこみ定数を除いてNGモードの崩壊

定数 (行列)とみなせる．最終的に運動方程式は k = 0で，

∂0ϕ̃(t,0) = −F−1Gϕ̃(t,0) + F−1ñ(t,0), (34)

∂0ñ(t,0) = 0 (35)

となる．(34) 式に ∂0を作用させることで

∂20 ϕ̃(t,0) = −F−1G∂0ϕ̃(t,0) (36)

を得る．もし detF−1 = 0なら，保存電荷 (34)式と結合しない NG場が存在するこ
とになる．そのようなモードは偶発的でNGモードとみなすことはできない．従って
detF−1 = 0の場合は以下では考えない事とする．F−1Gの固有値はMnnの反対称性か
ら純虚数のペア±iλn (λnは実)を持つ．このペアの数 rank(F−1G)/2 = rank(Mnn)/2
は，質量が有限のモードの数に等しく，他のモードは質量ゼロモードとなる．従って，

NBS −NNG =
1

2
rank(Mnn) (37)

を満たす．(37)式は渡辺-Brauner予想に他ならない．
次に，NGモードを分類しよう．Gϕ̃I = 0を満たすものを type-I NG 場と定義し，

ϕ̃I に独立な場を type-II NG 場 ϕ̃II とする．明らかに type-I NG 場の数 Ntype-I は，
NBS − rank(Mnn)に等しい．これは，∂20 ϕ̃I = 0に従うのでゼロモードである．一方
type-II NGモードは rank(Mnn)/2 ≡ Ntype-II に等しい．NNG = Ntype-I +Ntype-II と
(37)式より，

NBS = Ntype-I + 2Ntype-II (38)
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が従う．これはNC不等式の等号に対応する [5]．
ここで波動関数の補正項 δZϕϕの効果について考察しNGモードの数え方のルール

には影響が無いことを確認しておこう．δZϕϕによる補正は ∂20 に (1+δZϕϕG
TVnnG)∂20

として与えられる．type-I NGについては，この補正はGϕ̃I = 0のため効かない．一
方 type-II NGモードについては，2階微分は高次の寄与になる．従って波動関数の補
正項はNGモードの数え方のルールを変更しないことがわかる．

4 陽な対称性の破れと質量公式
ここで陽な対称性の破れがあるときのNGモードの質量について考察しておこう．

ここでは陽な対称性の破れの項が δV = Φih
iの形を持つ特別な場合に問題を限る．こ

の場合陽な破れの効果は，(22)式から以下のように与えられる:

[iΩn
ϕ(0)]ai =

δ[MnΦ]aj
δΦi

hj . (39)

ここで δV/δΦi = −hiを用いた．従って運動方程式は

∂20 ϕ̃(t,0) = −F−1G∂0ϕ̃(t,0) + F−1iΩn
ϕ(0)ϕ̃(t,0) (40)

となる．一般の陽な破れの項に対してはこの方程式の解は複雑である．ここでは簡単
な場合を考えてみよう．陽な対称性の破れの項は， type-I と type-II 場を混ぜないよ
うな場合を考える．つまり， F−1iΩn

ϕ(0) = [F−1iΩn
ϕ]type-I ⊕ [F−1iΩn

ϕ]type-II とな
る場合を考える．この時 ϕ̃Iの運動方程式は，

∂20 ϕ̃I(t,0) = [F−1iΩn
ϕ]type-Iϕ̃I(t,0) (41)

となる．従って，type-I NG modesについての質量行列は

m2
type-I = −[F−1iΩn

ϕ]type-I = O(h) (42)

となる．これは一般化されたGell-mann–Oakes–Renner関係式 [19, 20]に他ならない．
一方，ϕ̃II についての運動方程式は，

F−1G∂0ϕ̃II (t,0) = i[F−1iΩn
ϕ]type-IIϕ̃II (t,0) (43)

となる．ここで hの高次項になる ∂20 ϕ̃II (t,0)の項を落とした．(43)式の中で ∂0 ∼ h
なので，質量行列は

m2
type-II = O(h2) (44)

となる．従って type-I と type-II のNGモードは異なる hのオーダーを持つことがわ
かる．Type-I及び type-II NGモードの質量の 2乗がそれぞれ h 及び h2となる．ま
た type-I及び type-II NGモードの質量行列のオーダーはモード間の相互作用がある
場合にも変わらない．有限運動量依存性は h ∼ k2に対応し，これは type-I NGモー
ドの分散関係が ω ∼ |k|，type-II NG モードの分散関係が ω ∼ k2となることに対応
する．この場合 type-I と type-II の分類は Nielsen-Chadhaのものと同じとなる．

6
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5 まとめ
ここでは非相対論的な場合のNGモードの数え方のルール [ (37) , (38)式]を導い

た．この方法は模型によらず一般的に成り立つ．模型の詳細は期待値や場の交換関係
及び有効作用の 2階汎関数微分に反映する．ここでは det⟨[Qa, ϕi]⟩ ̸= 0 と ϕiは保存
電荷密度ではないと仮定した．もし，保存電荷で ⟨[Q′

a, Q
′
b]⟩ ̸= 0を満たし，すべての

ϕiとQb ( ̸= Q′
a)に対して ⟨[Q′

a, ϕi]⟩ = ⟨[Q′
a, Qb]⟩ = 0となるQ′

aが存在する時，Q
′
aも

type-II NG場になる2．これは本稿の議論をそのまま拡張する事で導くことができる．
これらのモードの数は，rank[Q′

a, Q
′
b]/2に等しく，(37) と (38)式は変更を受けない．

本稿ではゼロ温度の場合について議論したが，有限温度の場合にはMϕϕをMϕϕ +
Lϕϕに置き換える事によって同様にNGモードの数え方のルールを構成される．
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有限密度におけるplasmaronとplasminoの比較

根本幸雄（聖マリアンナ医大）

plasmaronと plasminoはともに有限温度や有限密度の媒質中で出現するフェルミオン
型励起モードである。理論的には plasmaronは零温度における電子気体において、電子と
プラズモンとの相互作用の結果、電子の空孔スペクトル中に初めて見いだされた [1]。一方
plasminoは有限温度の相対論的場の量子論に基づき、フェルミオンとゲージボソンとの相
互作用によって生ずることが最初に指摘されたが [2]、その後有限密度においてもplasmino
が現れることが明らかになった。ゲージ理論における plasminoは (QEDでもQCDでも)
高温極限ないし高密度極限ではゲージ不変にその存在が証明できるが、それ以外の温度密
度では未解明である。しかし、ゲージ理論以外のシステムにおいても、一般的に媒質中で
フェルミオンがボソンと結合すれば、ある条件のもとで plasminoが出現することが知ら
れている。plasmaronと plasminoはともにボソンとの相互作用の結果現れる励起モード
であることから、その類似性が指摘されていたが [3]、具体的に両者の共通点、相違点を
追究したものはこれまでになかった。
一方、最近 n-ドープしたグラフェンの電子スペクトルに plasmaronと同定できるよう

なモードが角度分解光電子分光の実験により発見され、史上初めて plasmaronが直接観
測された可能性があり注目を集めている [4]。ドープしていないグラフェン中の π軌道の
電子スペクトルは低エネルギー部で零質量ディラック粒子型の分散関係を持つ。それが有
限化学ポテンシャル中で plasmaronといえる励起が現れたということは、理論的にはむ
しろ相対論的場の量子論で議論されている plasminoと同定できるものではないだろうか
と考えられる。そこで、本研究ではこれまで別々の分野で議論されてきた plasmaronと
plasminoに注目し、両者の出現機構を調べて共通点と相違点を明らかにし、グラフェン
で発見された励起モードが果たしてどちらと考えるのがより適切なのかを議論したい。以
下ではすべて温度ゼロの場合の評価をおこなっている。

plasmaronはもともと電子とRPA誘電関数との 1ループ型相互作用の解析から発見さ
れたが [1]、plasmaron出現の本質は電子とプラズモンとの相互作用である。RPAにおい
て 1粒子-1空孔励起を無視したプラズモン極近似を用いて電子のスペクトル関数を求める
と図 1左のようになる。図から明らかなように、フェルミ運動量以下で明瞭な 2ピーク構
造が見られる。ひとつのピークはフェルミ運動量以上でも続く準粒子としての電子スペク
トルであり、他方のピークはフェルミ運動量以上で急速に減少する plasmaronのスペクト
ルである。このような 2ピーク構造は電子の自己エネルギー虚部に注目すると理解しやす
い。今の場合、自己エネルギー虚部は電子とプラズモンとの結合状態密度に対応する量で
ある。図 1右より、虚部は ω/EF = −3付近で大きな絶対値 (正確には発散)をもつことが
わかる。運動学的な考察から、これは空孔状態とプラズモンが強く結合して実空孔状態が
形成される過程をあらわしている。すなわち空孔とプラズモンとが共鳴状態のような状況
になっており、それによって特徴的な 2ピークのスペクトル構造になっている。結合状態
密度の発散は van Hove特異点と呼ばれ、結合する 2状態の分散関係の傾きが等しいとき
に起こることが知られている。今の場合は運動量ゼロで電子もプラズモンも分散関係の傾
きが 0になっており、第一種 van Hove特異点の形成の原因になっているが、さらに相互
作用頂点がクーロン型であることも重要である。3次元では運動量積分の測度から運動量
の 2次の因子が出るため、エネルギー分母が 0になっても状態密度自体の発散は抑えられ
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る可能性があるのだが、この模型ではクーロン相互作用の赤外特異性によって積分測度の
因子が相殺され、結果として状態密度の発散を引き起こしている。
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Figure 1: プラズモン極近似における電子気体の電子スペクトル関数 (左図)と、ゼロ運動
量における電子自己エネルギー (右図上段)および対応するスペクトル関数 (右図下段)。い
ずれも密度パラメータ rs = 6の場合。
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Figure 2: 湯川模型におけるフェルミオンスペクトル関数 (左図)と対応する運動量ゼロに
おける自己エネルギー虚部 (右図)。湯川結合定数 g = 1および µ/mboson = 10の場合。

次に plasminoの出現機構をみる。ゼロ質量フェルミオンと有限質量ボソンとが湯川型
相互作用する模型を用いて、1ループレベルでフェルミオン自己エネルギーを評価し、ス
ペクトル関数を求めたものが図 2左である。plasminoのピークは plasmaronのピークと
同様に、フェルミ運動量以下で現れる。このスペクトル関数に対応するフェルミオン自己
エネルギーの虚部 (図 2右)から、plasmaronの場合と同様に自己エネルギー虚部が大きい
値をもつところがあるが、ゼロ質量フェルミオンと有限質量ボソンとでは分散関係の傾
きが同じなる点は（運動量無限大を除いて）存在しないため、発散はしていない。虚部の
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ピークは運動量が大きくなって徐々に傾きが一致していく途上にあるなかで形成されたも
のである。取り得る運動量の上限は化学ポテンシャルの値によって決まっている。この模
型と上記電子気体との違いは相対論的であるか否かであることと、相互作用頂点がクーロ
ン型か湯川型かである。前者は反粒子の自由度とフェルミオンの分散関係が大きな違いと
なってくるが、粒子側のスペクトルを比較する限り反粒子の影響は無視できる。その一方
でフェルミオン分散関係の違いは重要で、上記の通りゼロ運動量ではボソンと傾きが一致
しなくなる。相互作用頂点の違いは赤外領域では大きいが、今の場合ゼロ運動量でエネル
ギー分母は 0ではなく、むしろ紫外領域でエネルギー分母が小さくなるため、plasminoの
形成には重要ではない。すなわち、空孔とボソンとの結合によって plasminoが形成され
るという点では plasmaronと同じであるが、plasmaronにみられるような van Hove特異
点の形成はなされていない、ということになる。化学ポテンシャルを大きくしていくと、
フェルミオンの取り得る運動量が大きくなり、次第に分散関係の傾きが等しくなってゆく
ため、虚部のピークが大きくなってゆく。高密度極限では運動量が無限大まで取り得るた
め傾きが完全に一致し、結合状態密度の発散 (第二種 van Hove特異点)が起こる。これが
hard dense loop近似で得られるふるまいである。
以上より、plasmaronと plasminoはどちらも媒質中で空孔とボソン型励起との結合状

態密度が大きくなることで生ずる励起モードであるという点では一致した性質をもつ。そ
して恐らくこれが plasmaronと plasminoの性質の本質であり、その意味で両者は同じタ
イプの励起を表していると考えてよさそうである。3次元電子気体と湯川模型との比較で
は、状態密度が大きくなる領域が赤外か紫外かの違いがあるが、これはフェルミオンの分
散関係の違いに起因している。もし湯川模型においても有限質量フェルミオンを採用すれ
ば、湯川模型でもゼロ運動量でフェルミオンとボソンの分散関係の傾きが一致すること
になるが、電子気体模型と異なり、運動量積分の測度から生ずる因子が残るためにゼロ運
動量で結合状態密度の発散は起こらない。こうした違いは plasmaronと plasminoの違い
というよりは、採用した模型の性質の違いとみるべきであろう。実際、同じ模型でもグラ
フェンの有効模型のような空間 2次元の場合には、プラズモンの分散関係が 3次元の場合
と大きく異なるため、結合状態密度の大きくなる運動量領域が 3次元の場合と変わってく
る。それでもやはり plasmaronと呼ばれる [4]。
従って、グラフェンにおける plasmaronと思われるスペクトル [4]は、もしそれが本当

に plasmaronであるならば、同時に plasminoの観測と捉えることができ、高エネルギー
物理学の分野にもインパクトを与える発見であるといえる。
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非平衡相転移・非平衡臨界点のAdS/CFT対応による解析 1

京都大学大学院理学研究科 中村　真
E-mail: nakamura@ruby.scphys.kyoto-u.ac.jp

Introduction

非平衡統計物理学は現代物理学のフロンティアの一つである。特に、平衡から離れた線形応答
領域を超えた系の記述に関しては、まだ未知の部分が多い。本研究では、保存電荷の非線形伝導
という非平衡物理学の問題に AdS/CFT対応を応用し、非平衡系のみで観測される非平衡相転移
および非平衡臨界点で、新しいタイプのものを発見した [1]。本稿では結果の概要を報告する。

AdS/CFT対応とは、あるクラスの強結合量子ゲージ理論を古典重力理論にマップする枠組み
である。この対応を用いると、ゲージ理論側の非摂動的解析を重力理論を用いて行うことが可能
となり、QCDや物性系への応用に向けた研究がなされている。特に、物性物理学への応用上注目
すべき点は、多自由度系の扱いが簡略化され得る点であろう。AdS/CFT対応を用いてゲージ粒子
の多自由度系を重力理論にマップすると、巨視的物理量の従う関係式が、重力理論の古典力学の
結果として容易に得られる場合がある。また重力理論という異なる描像に移ることで、統計系に
対する新たな視点が得られる場合もある。本研究では、このような AdS/CFT対応の特徴を、平
衡から離れたゲージ粒子系の解析に応用する。
非平衡系は大きく二つに分類することが出来る。一つは時間に依存する系であり、もう一つは

非平衡だが時間には依存しない非平衡定常系である。扱いやすさの観点から、ここでは非平衡定
常系の物理学について考える。非平衡定常系の代表的な例としては、電場と平行な方向に定常電
流の流れる系（例えばヒーターなど）がある。ここではこの系を「着目系」と呼ぶ。着目系では
定常電流により絶えず熱が生成されており、非平衡にドライブされている。このままでは着目系
を定常に保つことはできないが、熱生成と同じ割合で熱を外部環境（熱浴）に逃がすことで熱の
収支をバランスさせると、マクロ変数が時間変化しない非平衡定常状態を実現することができる。
熱浴の自由度、つまり熱浴の比熱は十分大きくとり、着目系からの熱流入に関わらず熱浴の温度
は一定値を保つものとする。
このようにして実現される電流駆動型の非平衡定常系において、着目系にかかる電場 (E)の値

を電流密度 (J)の関数として調べた場合、どのような振る舞いが見られるだろうか。J や Eが十
分微小な領域では、電気伝導度（σ = J/E)は Eや J によらない定数であり、線形応答理論によ
り記述される。しかし、線形応答領域を超えると σは定数ではなくなり、系によっては非常に豊
かな振る舞いをする。本研究では、下記で述べるゲージ理論系について、保存電荷の非線形電気
伝導度の振る舞いを解析し、着目系が示す非平衡相転移についてAdS/CFT対応を用いて調べた。

微視的理論

ここでは、AdS/CFT対応の成立が詳細に調べられている「3+1次元強結合 large-Nc SU(Nc)
N = 4超対称ゲージ理論にN = 2ハイパー多重項を加えた理論の強結合極限」（この系は非閉じ
込め相にある）を扱うことにする。大雑把には、「N = 4超対称ゲージ理論」の部分はQCDのグ
ルーオン自由度に、「N = 2ハイパー多重項」はクォーク・反クォークの自由度に対応する。さら
に物性系とのアナロジーを用いれば、この「グルーオン」は物性系のフォノンに、「クォーク・反

1本研究は科学研究費・挑戦的萌芽研究「AdS/CFT 対応による非平衡定常物理学への新アプローチ」（課題番号
23654132、研究代表者：中村真）および科学研究費・新学術領域研究「多彩なフレーバーで探る新しいハドロン存在形
態の包括的研究」（領域番号 2104、研究代表者：飯嶋 徹）の補助を受けて行われた。
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クォーク」は物性系における電子と正孔に例えることができる。ここで考える「電流」は、系の
保存電荷であるクォーク電荷の電流であり、「電場」とはクォーク電荷に作用する外力である。
この系での着目系はクォーク系（N = 2ハイパー多重項のなす部分系）であり、グルーオン系

（N = 4超対称ゲージ理論のなす部分系）は熱浴の役割を果たす。なぜならば、非閉じ込め相では
グルーオン系の自由度がクォーク系の自由度のO(Nc)倍となるため、large-Ncの極限で、グルー
オン系の自由度はクォーク系のそれを凌駕し、グルーオン系の比熱は無限大であるとして良い。こ
のためグルーオン系はクォーク系に対する良い熱浴として振る舞い、電流が生成する熱を吸収す
る。この理論は AdS/CFT対応を用いて保存電荷（ここではクォーク電荷）の非線形伝導度が計
算可能な、最も単純な理論の一つである。
このような超対称ゲージ理論のクォーク電荷の伝導を調べることは、現実的ではないと感じる

読者もおられるかも知れない。しかし、必ずしもそうではないと筆者は考えている。本研究で問題
としているのは、「熱浴と相互作用した、強相関する荷電粒子の多体系」が示す巨視的な非線形・
非平衡現象であり、伝導度の値などの具体的な物性値の計算が目的ではない。むしろ、系の微視的
な詳細によらず成立する統計的な振る舞いを、非平衡定常系において見出すのが目的である。系
の微視的な詳細によらず、広い範囲の系において共通に成立することが期待できる現象の一つに
相転移現象がある。そのためここでは非平衡系の相転移に主眼をおく。
このような考えのもと、本研究では、この理論のクォーク電荷に作用する外部電場をE、クォー

ク電荷の電流密度を J として、この系が示す電気伝導度 σの振る舞いを非線形領域において調べ
た。なお、単位系としては自然単位系を用い、計算に現れる係数を単純化するために、理論の’t
Hooft結合は、(2π)2/2、Nc = 40、また current quark質量は 1とした。これらの具体的な値は便
宜上の選択であり、結果として着目するのは以下で見られる相転移の振る舞いと臨界現象である。

結果と展望

図 1は得られた J-E曲線と、その熱浴の温度 T への依存性の例を示す。ここで、非平衡系であ
るため着目系に温度の概念があるかどうかは問わず、「温度」とは熱浴の温度を指すことにする。
T < Tcでは、微分伝導度 ∂J/∂Eが負の領域から正の領域へとスムーズに変化するクロスオーバー
（A）となっているが、T > Tcでは J の増大により微分伝導度の値（および符合）がC、Dにおい
て不連続な飛びを示す。ここでは電気伝導度 σ = J/E も不連続に変化する。また T = Tcでは σ

は連続的に変化するが、微分伝導度は Bにおいて低電流密度側で発散し、不連続な振る舞いを示
す。いずれも J · E > 0の非平衡状態で見られる現象であり、T = Tcの Bでの振る舞いを非平衡
二次相転移（転移が見られる点を非平衡臨界点）、T > Tcでの C、Dでの振る舞いを非平衡一次
相転移と呼ぶことにする。転移点は、重力側の古典Hamiltonianの大小により決定した [1]。
図 2はこれらの非平衡相転移に関連する相図である。NDCは負の微分伝導度、PDCは正の微

分伝導度の領域を表す。実線は非平衡一次相転移を表し、実線の端点に非平衡臨界点 (CP)が位置
している。横軸は密度等の平衡系の物理量ではなく、非平衡系で本質的な電流密度となっている
ことに注意されたい。
また、非平衡臨界点で見られる臨界現象の例を図 3および図 4で示す。図 2の相図は、非平衡系

のものである点を除けば、相構造は平衡系の気体・液体相転移や金属・絶縁体間のMott転移に類
似している。そこでこれらの平衡相転移の場合を参考に、我々の非平衡相転移における臨界指数
を以下のように定義する：

σPDC − σNDC ∝ |T − Tc|β , (σ − σc)|T=Tc ∝ |J − Jc|1/δ̃ (for J > Jc). (1)

ここで βの定義式の左辺は一次相転移線上に沿った伝導度の飛びを表し、δ̃の定義式は T = Tcの
線上で、臨界点を与える電流密度 J = Jcに向かって J > Jc側から近づいた際の伝導度の振る舞
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い（ただし、臨界点での電気伝導度を σcとする）を表現している。これらは平衡相転移の場合の
臨界指数 β、δに類似しているが、特にここでの δ̃は電流密度という本質的に非平衡系の物理量を
用いて定義されている。図 3および図 4ではいずれも数値誤差の範囲でスケーリングが確認でき、
臨界現象の存在を示している。
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図 1: J-E特性。三角：T = 0.34337 < Tc、四角：
T = 0.34365 ≡ Tc、丸：T = 0.34379 > Tc 。
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図 4: 臨界指数 δ̃。

非平衡相転移・非平衡臨界点そのものは以前から知られていたが、ここで見られたような電流
密度をコントロールパラメータとする電流駆動型での非平衡相転移・非平衡臨界点は筆者が調べ
た範囲では理論的にも実験的にも知られていない。このように AdS/CFT対応は、平衡から離れ
た多自由度系の巨視的な振る舞いについて、少なくとも計算可能な枠組みの例を提供し、未知の
領域における新奇現象の理論的探索を可能にする。この枠組みを利用することで、従来の手法と
は異なる新しい視点からの非平衡物理学の研究が可能となることが期待される。なお、紙数の都
合で計算手法やフォーマリズムの詳細を述べることが出来なかった。詳細は文献 [1]や、そこで引
用されている文献を参考にして頂きたいが、この記事を読まれて興味を持たれた方々は遠慮なく
コンタクト頂ければ幸いである。

参考文献：
[1] S. Nakamura, “Nonequilibrium Phase Transitions and a Nonequilibrium Critical Point from
Anti-de Sitter Space and Conformal Field Theory Correspondence,” Phys. Rev. Lett. 109 (2012)
120602, arXiv:1204.1971 [hep-th].
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Creation of D9-brane–D9-brane Pairs from Hagedorn Transition
of Closed Strings ∼ Cylinder Amplitude and Sphere Amplitude

Department of Physics, Hokkaido University Kenji Hotta

E-mail: khotta@particle.sci.hokudai.ac.jp

The Hagedorn transition of closed strings has been proposed as a phase transition via con-
densation of this winding tachyon. On the other hand, we have previously shown that a phase
transition occurs near the Hagedorn temperature and D9-brane–D9-brane pairs become sta-
ble. We present a conjecture that D9-brane–anti-D9-brane pairs are created by the Hagedorn
transition of closed strings. We show some circumstantial evidences for this conjecture.

1 Hagedorn Transition of Closed Strings

It is well known that perturbative string gas has a characteristic temperature called the Hagedorn

temperature. We can compute the one-loop free energy of strings by using path integral in

Matsubara method. The one-loop free energy of strings diverges above this temperature. With

respect to closed strings, it has been said that the Hagedorn temperature is associated with a

phase transition, in analogy to the deconfining transition in QCD. This is because we can reach

the Hagedorn temperature by supplying finite energy in the closed string case.

One explanation for this divergence is that a ‘winding mode’ in the Euclidean time direction

becomes tachyonic above the Hagedorn temperature. Atick and Witten have proposed the

Hagedorn transition of closed strings via condensation of this winding tachyon [1]. They advocate

that the Hagedorn temperature is not really a limiting temperature but rather is associated with

a phase transition. Atick and Witten argued further from the worldsheet point of view. At low

temperature, sphere worldsheet does not contribute to the free energy, since it cannot wrap the

compactified Euclidean time. But if we consider the condensation of winding tachyon above the

Hagedorn temperature, the sphere worldsheet is no longer simply connected and it contributes

to the free energy above the Hagedorn temperature. This is because the insertion of the winding

tachyon vertex operator means the creation of a tiny hole in the worldsheet which wraps around

the compactified Euclidean time, and the condensation of winding tachyon induces an infinite

number of tiny holes in the worldsheet. It should be noted that this mode appears only in

Matsubara formalism. We cannot identify which modes condensate to what extent in Lorentzian

time when this winding tachyon condensate in the Euclidean time.

Significant effort has been devoted to find out the stable minimum of the potential of this

winding tachyon. But we have not succeeded in finding it out so far. It is difficult to compute

the potential of closed string tachyon because this potential has to be calculated by closed string

field theory and this theory has not been well-established.

1
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2 Brane–anti-brane Pairs at Finite Temperature

We have previously discussed the behavior of brane-antibrane pairs at finite temperature in the

constant tachyon background [2]. At zero temperature, the spectrum of open strings on these

unstable branes contains a tachyon field T . In the brane–antibrane configuration, we have T = 0,

and the potential of this tachyon field has a local maximum at T = 0. The tachyon potential

has a non-trivial minimum, which is called closed string vacuum, and the tachyon falls into it

at zero temperature. Sen conjectured that the potential height of the tachyon potential exactly

cancels the tension of the original brane-antibrane pairs [3]. This implies that these unstable

brane systems disappear at the end of the tachyon condensation.

Although brane-antibrane pairs are unstable at zero temperature, there are the cases that

they become stable at finite temperature. We have calculated the finite temperature effective

potential of open strings on these branes based on boundary string field theory. For the D9-

brane–D9-brane pairs, a phase transition occurs at slightly below the Hagedorn temperature

and the D9-brane–D9-brane pairs become stable above this temperature. On the other hand,

for the Dp-brane–Dp-brane pairs with p ≤ 8, such a phase transition does not occur. We thus

concluded that not a lower dimensional brane-antibrane pairs but D9-brane–D9-brane pairs are

created near the Hagedorn temperature. Let us call this phase transition brane-antibrane pair

creation transition.

3 Creation of D9-brane–D9-brane Pairs from Hagedorn Transi-
tion of Closed Strings

Let us consider the relationship between above two phase transitions. Atick and Witten argued

about the meaning of the condensation of the winding tachyon [1]. The insertion of the winding

tachyon vertex operator corresponds to the creation of a tiny hole in the worldsheet which wraps

around the compactified Euclidean time. But what is the hole of closed string worldsheet? Let us

try to think about it from a different point of view. Since the boundaries of holes wind around

the Euclidean time direction, taking a time slice of a sphere worldsheet with some winding

tachyon insertion, we obtain open strings. Therefore, this worldsheet represents open strings

propagating in the Euclidean time direction. Then we can identify the boundary of a hole created

by winding tachyon vertex operator with a boundary of an open string on a D9-brane–D9-brane

pair, and the insertion of winding tachyon vertex operator means the insertion of the boundary

of open strings in the tiny hole limit, which wraps the compactified Euclidean time once. If we

enlarge the size of this hole, we can describe open strings with arbitrary boundary. Therefore,

we present a following conjecture :

D9-brane–D9-brane pairs are created by the Hagedorn transition of closed strings.

2
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That is, above two phase transitions are two aspects of one phase transition. In the sense

that T = 0 is the perturbative vacuum of open strings, this is a phase transition from closed

string vacuum to open string vacuum. In other words, the stable minimum of the Hagedorn

transition is the open string vacuum.

Here we describe some circumstantial evidences for this conjecture. First, if we consider

the thermodynamic balance on D9-brane–D9-brane pairs, we can show that energy flows from

closed strings to open strings and open strings dominate the total energy. This is because we

can reach the Hagedorn temperature for closed strings by supplying finite energy, while we need

infinite energy to reach the Hagedorn temperature for open strings on these branes.

Secondly, we show that, in the Matsubara formalism, some types of amplitude of open

strings approaches to closed string ones if we take an appropriate limit. The cylinder amplitude

of open strings close to the closed string vacuum has the form of the propagator of winding

tachyon. The sphere amplitude for two winding tachyons vanishes, and the cylinder amplitude

also vanishes if we take the closed string vacuum limit together with the Hagedorn temperature

limit under appropriate condition. In these limits, the cylinder amplitude with a single massless

boson insertion approaches to the sphere amplitude with two winding tachyons and a single

massless boson insertion. We also show that the cylinder amplitude with two winding tachyons

insertion approaches to the sphere amplitude with four winding tachyons insertion. We are now

investigating whether the cylinder amplitude with 2n winding tachyons insertion approaches to

the sphere amplitude with (2n + 2) winding tachyons insertion. These are examples that we

can identify the open string amplitude in the closed string vacuum limit with the closed string

sphere amplitude with some winding tachyons insertion. It seems reasonable to conclude that

we can identify the winding tachyon as the closed string vacuum limit of the boundary of an

open string, which winds once around the compactified Euclidean time.

Thirdly, we show that the potential energy at the open string vacuum decreases limitlessly

as the temperature approaches to the Hagedorn temperature. From this we may say that the

open string vacuum becomes the global minimum in entire space of the open string tachyon field

near the Hagedorn temperature. This is the property that the stable minimum of the Hagedorn

transition is expected to have.
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A holographic multi-baryon system by dilute gas
approximation

九州大学 理学府 素粒子理論研究室 田港 朝貴
E-mail: taminato@higgs.phys.kyushu-u.ac.jp

1 はじめに

有限密度系でのQCDの振る舞いは、閉じ込め/非閉じ込め相転移やカイラル対称性の回復と
いった高温領域で示唆される相転移のみならず、バリオンの気/液相転移やカラー超伝導相と
いった多彩な相構造を持つ事が期待されている。しかしその一方で、有限密度系を格子 QCD

を用いて第一原理的に解析しようとした場合、いわゆる符号問題のためその実行が非常に困難
であり、有限密度におけるQCD相構造の詳細は未だ謎に包まれている。
近年、超弦理論で予想されている AdS/CFT対応あるいはゲージ/重力対応により、ある種

の強結合ゲージ理論の微視的な振る舞いを重力理論や超弦理論の解析力学に置き換えて解析す
る事が可能となり、ハドロン物理や物性物理などへの応用が数多くなされている。
酒井-杉本模型 [1]は、ある空間 1方向が S1コンパクト化しているNc枚重なったD4ブレー

ン∗によって与えられる曲がった背景時空上に、Nf 枚重なったD8/反D8ブレーンを埋め込む
事で構成される、ゲージ/重力対応の一つの模型である。酒井-杉本模型はQCDの低エネルギー
領域におけるカラーの閉じ込めとカイラル対称性の自発的破れを実現しており、さらに、メソ
ンの質量を 2個のパラメタを与える事で準定量的に導く事が出来る。このように酒井-杉本模型
を用いる事により、カラーの数がラージNcと実際のQCDとは異なるにも関わらず、数多くの
ハドロンの非摂動的振る舞いがDブレーンの有効作用の運動方程式を解く事で与えられる。
さらに、酒井-杉本模型は有限温度系や有限密度系への拡張も可能である。特に、有限温度系

への拡張による解析では、QGPの物理やクォークの閉じ込め/非閉じ込め相転移、カイラル対
称性、meson meltingなどが議論されている。ところがその一方で、有限密度系への十分満足
のいく拡張は未だ成されていないようである。
本稿では、ゲージ/重力対応の観点から、有限密度QCDに対する一つの模型を提案する。我々

は、インスタントンの dilute gas 近似という一種の平均場近似を行う事でバリオン数密度を導
入する。以下では、この dilute gas近似模型を紹介し、模型が定性的に有効である事をハドロ
ン相内で示唆されるバリオンの気/液相転移を見る事で確かめたいと思う。

2 Dilute gas近似を用いた有限密度ホログラフィックQCD

酒井杉本模型では主に、Nc枚重なったD4ブレーン解が作る背景時空上に埋め込んだNf 枚
D8/D8ブレーンのダイナミクスを解析する。D8/D8ブレーンの induced metricは次のように
与えられる†。

ds28 =
λl2s
3

(
4

9
k1/2ηµνdx

µdxν +
4

9
k−5/6

(
1 + k1/3z2τ ′(z)2

)
dz2 + k1/6dΩ2

4

)
(1)

∗Dpブレーンとは、超弦理論の枠組みにおける p次元空間に広がったオブジェクトであり、N 枚重なった Dpブ
レーン上では U(N)の p+ 1次元時空のゲージ理論が成り立つ事が知られている。

†係数の notationについては文献 [2]を参照。
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ここで、k = 1+z2。τ(z)はD8ブレーンが余剰次元 zに沿ってどのような埋め込み方をするかを
表す profile functionであり、一般にはD8ブレーンの有効作用であるDirac-Born-Infeld(DBI)

作用に induced metricを代入し、その運動方程式を解く必要がある。また、τ は S1コンパク
ト化された空間方向であり、今の notationでは周期 2πを持つ。
さて、バリオン数密度を導入するにはソースである化学ポテンシャルを理論に取り入れる必

要がある。Nf = 2の場合、D8ブレーンは U(2)=U(1)×SU(2)のゲージ場を含む。ゲージ/重
力対応の辞書によると、U(1)ゲージ場A0は化学ポテンシャル µとバリオン数密度の期待値 n̄

を次のような形で与える [3];

A0(z) = µ+
n̄

z
+ · · · , z → ∞. (2)

一方、SU(2)ゲージ場の定常なインスタントン解はバリオンに対応する。このインスタントン
解の場の強さ Fmnを

Fij = Q(ξm, ρ)εijaτ
a, (3)

Fzi = Q(ξm, ρ)τ i (4)

とおく [4]。ここで i, j = 1, 2, 3であり、ξm(m,n = 1, 2, 3, z)はインスタントンの位置、ρはイ
ンスタントンサイズ、τaはパウリ行列である。酒井-杉本模型では、Chern-Simons項がバリオ
ン数密度のソース項に対応する [5];

SCS ∝
∫
d4xdzA0Tr(FmnFpq) (5)

あとは、D8ブレーンの有効作用である DBI作用と CS項から τ(z)、A0(z)、Fmn に関する運
動方程式を解けばいい。しかし、曲がった時空におけるインスタントン解を求めるのは非常に
難しい。そこで、我々は [2]で議論されている平坦な時空に近似したときに得られるインスタ
ントン解を試行関数として用いる事にする;

Q(ξm, ρ) =
2ρ2

((ξm − xm)2 + ρ2)2
. (6)

この関数は元の運動方程式の解ではないが、ここでは作用を最小にさせる ρを与える事で近似
的な解であるとみなす。また、バリオン数密度を導入するため、次のようにNI 個のインスタ
ントンを平均場近似で与える;

Q2 =

NI∑
i

4ρ4

((ξmi − xm)2 + ρ2)4
(7)

ここで、このインスタントンが z = 0かつ 3次元空間上で無数に薄くかつお互いに独立して存
在している (dilute gas近似と呼ぶ)と仮定する事で、インスタントンの位置依存性が近似的に
無視できる事が期待される。すると、次のような作用が与えられる。

S = SDBI + SCS = −2κV3

∫
dtdzL, (8)

L = k5/6
√
k−1/3 − 9

4
(2πα′)2A′

0(z)
2

(
1 +

27

8
nq2

(
k−1 + k1/3

))
− 3Nc

4π2(2πα′)2κ
A0(z)nq

2 (9)

ここで、V3は 3次元空間の体積であり、nは V3あたりのインスタントンの密度を表す;

n =
NI

V3
, q2 =

π2

2

ρ4

(z2 + ρ2)5/2
. (10)
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3 結果: 化学ポテンシャルとバリオン数密度の関係

次に、各 µに対する τ(z)とA0(z)についての運動方程式を解き、(2) からバリオン数密度の
期待値を読み取る。その詳細は省くが、運動方程式の解から Fig. 1が得られる。これは真空か
らバリオン生成相への 1次相転移を示しており、ハドロン相内で示唆されるバリオンの気/液相
転移に対応するものであると考えられる。この振る舞いは [5]の模型では得られていない。

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Μ

1

2

3

4

5
n

Fig. 1: 化学ポテンシャル µとバリオン数密度 n̄の関係

4 まとめと今後の課題 ·展望
本稿では、酒井-杉本模型にインスタントンの dilute gas近似を用いることで有限密度系への

拡張を行なった。すると、バリオンの気/液相転移に対応する 1次相転移が示された。しかし、
dilute gas近似の妥当性や、何故 1次相転移が起こったのか、という点についての答えは明確
にはわかっておらず、今後明らかにしていきたいと考えている。
この模型を用いた展望としては、インスタントンのサイズをバリオンの大きさと見なした時

に、その化学ポテンシャル依存性を調べることで、有限密度における閉じ込め/非閉じ込め相転
移やQuarkyonic相への相転移などを議論できれば面白いと考えている。また、この模型を有
限温度系へ拡張し、カイラル相転移などを調べるのも興味深い。
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情報, 熱力学, そして統計力学 ∗
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I. 悪魔のパラドックス

物理と情報の結びつきに関する議論の歴史は長い. 20世
紀半ばに Shannonにより情報理論が数学的厳密さを伴っ
て生まれる以前にも, 陰に陽に情報は物理の中に顔を出し
てきた. 本稿でレビューするMaxwellの悪魔のパラドック
スをめぐる論争でも, 早い段階から観測 (という情報取得)
行為の物理的効果についての認識があったし, 量子力学の
基礎に関連した Einstein-Podolsky-Rosen(EPR) パラドッ
クスのように, 情報が超光速で伝達されて物理的状態に影
響を与えることの是非が議論されることもあった. しかし,
「情報」という言葉のもつ漠としたイメージや,「悪魔」の
ような比喩が先行した印象もあり, 物理と情報の関わりと
いう話題については様々な誤解も多い. それどころか, 専
門を同じくする研究者間でもニュアンスの食い違いにより
不毛な議論に陥ることさえある. 本稿では, そういった誤
解のタネをできるだけつぶしながら, Maxwellの悪魔のパ
ラドックスとその解決への道筋を中心として情報と物理,
特に熱力学, そして統計力学との関わりあいを紹介したい.
まず，情報の基本的な定量化法を復習しておこう．ごく

単純に言って, 情報とはそれを知ることに意味や価値のあ
ること，驚きのあること，である．そして，その価値や驚
きが大きい (出現確率が低い)ほど，情報の量も大きいと考
える．すると，情報量は，その情報が現れる確率の単調減
少 (連続)関数と見てよさそうだ．さらに，情報量は加法的，
つまり，A，Bというふたつの独立な (相関のない)情報が
もたらされたときの全情報量は，それぞれの情報量の和で
あるはずだ．情報量を Iで表せば，I(A,B) = I(A)+I(B)
となる．一方，独立な事象の確率は，p(A,B) = p(A)p(B)
であるので，I の関数形としてふさわしいものとして log
があることがすぐに分かる (実際，これが上の要請下の唯
一の関数形である)．そこで，確率 pで現れる情報のもつ
情報量は，I = − log2 pと定義する．対数の底の 2は，定
数係数分の不定性をなくしつつ，もっとも基本的な二値情
報を基準とするためである．
さて，ある確率変数Xをひとつずつ独立に生成する情報

源X を考える．確率変数Xが有限個のxi(i ∈ {1, 2, ..., N})
からなり，各々の xiが現れる確率が常に piで表されると
き，各 xi がもつ情報量 − log pi の平均

H(X) := −
N∑
i=1

pi log2 pi (1)

を，この情報源のもつ (Shannon)エントロピーとよぶこと
にする．単位はビットである. これをH(pi)とかH({pi})
などと表記することもある．ここで，ある jについて pj = 0
となる場合は，0 log 0が現れるが，これは極限の値を採用

∗「数理科学」Vol.50-3, pp.28-34, サイエンス社，2012. に掲載の記事
に大幅に加筆・修正したもの.

してゼロと定義する．二値情報の場合，どちらかの確率が
1でもう片方が 0の場合はH = 0，どちらの現れる確率も
1/2の場合はH = 1となって最大値をとる．エントロピー
H が大きいほど，次に現れる情報についての不確定さが
大きく，その情報を得たときの価値が高いことになる．そ
して, Shannonエントロピーは, 確率 {pi}だけで特徴づけ
られる量である.
さて, 話を物理に戻し, Maxwewllの悪魔のパラドックス

[1]を吟味していこう. 情報が論じられる物理の話題の中
でも, このパラドックスはその解決に定量的な意味での情
報の概念が必要だったという意味で，情報の果たす役割の
明確さが際立つものである．19世紀半ば，J. C. Maxwell
は，もし個々の気体分子の状態を観測できる存在 (悪魔)が
いれば，温度一定の気体を高温部と低温部に分離すること
ができ，熱力学第 2法則が破られる可能性を示した．何ら
かの（人為的）操作が許されるなら，第 2法則は破られて
もよいのだろうか．
この有名なパラドックスを，初めて情報 (量)と関連づけ

てとらえて解決を試みたのは，20世紀初めの Szilard(“シ
ラード”が近い発音らしい)である．彼は，図 1のような，
分子がひとつだけからなる “気体”の入った体積 V の箱を
考えた．初め，図で (a)の状態では分子が箱の中のどこを
どう運動しているかは分からない．ここで，薄い壁をさっ
と挿入し，箱の体積を二等分する．観測者 (=悪魔)は，分
子の運動状態を変えることなく，分子が壁の右側にあるか
左側にあるかだけを測定する (図 1(b))．ここでは右側に
あったとしよう．観測者は挿入した壁の右側におもりを結
びつけ，箱を温度 T の熱浴に接触させ，この一分子気体を
体積 V まで等温膨張させる．この膨張過程 (図 1(b)→ (c)
→ (d))で，気体は熱浴から熱量 Qを受け取り，おもりに
対し，

W = kT

∫ V

V
2

V −1dV = kT ln 2 (2)

だけの仕事を行う (k は Boltzmann定数)．等温過程であ
るから，W = Qである．気体は再び体積 V を占める状態
になるわけだから，もとの状態 (図 1(a))に戻った，つま
り熱機関としてサイクルが閉じたことになる．ところが，
この熱機関は熱浴からの熱量Qを力学的仕事W に 100%
の効率で変換しており，明らかに熱力学第 2法則を破って
いる．（熱力学的な）エントロピー収支で見れば，エンジ
ンは完全に元の状態に戻るから変化なし，熱浴は熱 Qを
エンジンに与えているので Q/T = k ln 2だけ下がってい
る．これが SzilardエンジンによるMaxwellの悪魔の表現
である．
第 2法則が破られないために必要であろう仕事W の消

費理由 (エントロピー k ln 2の増加理由)について，Szilard
は図 1(b) での情報取得 (観測)にあると考えた．そして，
k ln 2というエントロピー変化量をこの情報取得に関連し
た基本的量であるとした [2]．定数係数は別として，これ
はまさに先に導入した 1ビットの情報量に対応する量であ

Soryushiron Kenkyu



2

FIG. 1: Szilardが考案した一分子気体エンジンによる思考実験．
分子の位置情報を得ることにより，熱力学第 2法則を破る (よう
にみえる)．

る．その意味づけの正確さはともかく，Shannonによる情
報理論確立の 20余年も前の，物理の中での情報の役割が
はっきりと認識された最初の例だろう．意味付けの点で注
意すべきは, Shannonエントロピーが確率のみで定義され
たのに対し, 熱力学で現れるエントロピーには確率の概念
が直接関わらないことである. (統計力学では当然事情は
異なる. )
悪魔のパラドックスの解決に関しては，この後もしばら

くは観測がエントロピーを増やす主犯だと信じられたよう
だ．その大きな拠り所となったのは，Brillouinが Szilard
のアイデアをベースに試みた，観測によって生じるエント
ロピー変化量の計算である．具体的には，分子運動の観測
に光を用いた場合を考え，分子による光の散乱によって生
じる系のエントロピー変化を計算し，これがパラドックス
中のエントロピー減少を補うのに十分な量であることを示
したのだ [3]．ところが，これでもまだ悪魔はしたたかに
生きていた．観測に伴うエントロピー増加は原理的にいく
らでも小さくできることが，後に示されることになる．

II. LANDAUERの原理

IBMの Landauerは，「計算」を実行する上での究極の
エネルギー効率を研究する中で，情報処理の物理的側面を
真っ向からとらえた．キーとなる事実は，すべての情報は
何らかの物理的実体を媒体として保持・伝達され，すべて
の情報処理はそれらに直接 (物理的に) 働きかけることで
実行される，ということである．であれば，すべての情報
処理は媒体に物理的に働きかけて状態を変化させる，物理
的な過程に対応しているはずである．
ある情報処理を，入力 xに対して y = f(x)を出力する

写像 f として表そう．この写像 f が単射である場合，つま
り入力 xと出力 yが 1対 1に対応する場合 (例えば，NOT
ゲート=ビット反転処理)は，逆写像 f−1 によって出力 y
から元の入力 x = f−1(y)を一意に得ることができる．言
い換えれば，ある情報処理が単射写像であるときは，その
処理は “可逆”である．上で述べた対応関係を考えると，可
逆な情報処理は可逆な物理的過程で実行可能であることに
なり，原理的にはエントロピー増加，散逸のない過程で遂

行可能となる．

では，入力と出力が 1対 1に対応しない情報処理を考え
よう．2ビットの入力から 1ビットの出力を得る処理 (AND
や ORなど)はすべてこれに相当するが，1ビット処理で
も，0 か 1 かにかかわらず出力を 0 にしてしまうような
処理は 2 対 1 の対応であり，単射ではない．これを情報
の消去とよぶ．情報処理を担う物理系 (レジスター，ある
いはメモリー)について考えると，消去によって許される
自由度が減り，エントロピーが減少，その結果，自由エネ
ルギーが増大する．これは，正のエネルギーの消費が必要
であること，その分は環境に散逸してしまうことを意味
する．1ビットの情報消去の場合は，エネルギー散逸量は
kT ln 2(エントロピー k ln 2)となる．Landauerはこれを
一般化し，不可逆な情報処理はすべて物理的には散逸を伴
うと主張した (Landauerの消去原理 [4])．逆に，可逆な処
理だけで全体の情報処理を構成することができれば，(理
想的には)散逸ゼロで計算が実行できる．図 2に一分子気
体でメモリーをモデル化したときの具体的な消去プロセス
の例を示す．“ 0”と“ 1”を分ける壁を引き抜いたときに
気体のエントロピーが増大し (非可逆過程)，これが標準状
態“ 0”への等温圧縮の際に熱浴へと散逸する．

Landauerの原理に対しては反論も根強くある．たとえ
ば，情報を消去するのに，メモリーがすでに標準状態 (例
えば図 2の“ 0”)にあることが分かっていればそのまま何
もせず，“ 1”の状態にあれば該当する体積 V/2をゆっく
り左側 (“ 0”側)へスライドさせればいいではないか，と
いうものなどだ [5]．体積一定の領域をスライドさせるの
に仕事は必要ない．しかし，この方法だとメモリー状態の
観測結果に依存した操作の履歴が外部に残ってしまう．正
味の結果として，情報が消去されたことにならないのだ．
したがって，メモリー状態によらず，図 2のように，常に
同じ手順で標準状態“ 0”へ戻さなければならない．また，
図 2のような消去過程は，逆にたどることで元のエントロ
ピーをもつ状態に戻すことができる，したがって非可逆な
情報処理が可逆な物理過程で実現されたことになる，とい
う批判もある [6]．だが，物理系が保持していた元の情報

FIG. 2: 情報消去の熱力学的過程．一分子気体でメモリーをモデ
ル化し，分子の位置（左“ 0”か右“ 1”か）で記録された二値情
報を消去するには，まず中央の壁を取り払い，右側から気体を等
温圧縮して体積を半分にし，標準状態“ 0”にする．
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FIG. 3: 温度の異なるふたつの熱浴を用いた場合の Szilardエン
ジンとメモリー (悪魔). (a)はエネルギーの出入りを示した概念
図. SzilardエンジンはWSZE = kTH ln 2の仕事を外界に対して
行い, 情報消去にはWer = kTL ln 2の仕事が外界からなされる
必要がある. Szilard エンジンとメモリーを合成した系 (灰色の
線で囲んだ部分)は、実質的に Carnotエンジンとして機能する.
(b)はメモリーの p-V ダイアグラム. ‘*’印で示した点は中央の
壁を取り払った状態 (図 2(c)に対応), ‘0’が標準状態. 黒の実線
がエンジンと同じ温度の熱浴を用いたときの消去過程, 赤 (断熱
過程)と青 (等温過程)の曲線からなる過程が温度 TL(< TH)の
熱浴を用いた情報消去のうちもっとエントロピー上昇の小さい
(＝ゼロ)もの.

は復元できないので，情報処理という文脈でこれを可逆な
物理過程とよぶのは無理がある．

ところで, ときどき受ける質問に, 上記のシナリオでは
SzilardエンジンもMaxwell悪魔のメモリーも同じ温度の
熱浴を使っているが, これを異なるものにしたらどうなる
か, というものがある. この質問の背後には, メモリーの情
報消去を低い温度で行えば, その分必要な仕事も減るので
は？というもっともな動機がある (と思う). Szilardエンジ
ン用の熱浴とメモリー用の熱浴の温度をそれぞれ TH , TL
とすると, Szilardエンジンから得られる仕事は kTH ln 2,
メモリーの情報消去に費やす仕事は kTL ln 2となって, 正
味の (外への) 仕事量は k ln 2(TH − TL) > 0 となる (図
3). 観測結果を利用して正の仕事を取り出すという悪魔の
目的は達せられるかに見えるが, ふたつの熱浴でのエント
ロピー変化量は打ち消し合って, (最小で)ゼロになり, 実
際何もおかしいことは起こっていない. 図 3 で明らかな
ように, Szilard エンジンとメモリーの間には観測以外の
直接の相互作用はないが, 両者を合わせた系の機能は効率

η = 1 − TL/TH のカルノーエンジンと等価になる.
さて，同じく IBMの Bennettは Landauerの考察から

もう一歩踏み込んで，観測による情報取得は原理的には可
逆な物理過程で実現可能であることを示した [7]．これに
より，Szilardエンジンで記述したMaxwellの悪魔のパラ
ドックスにおいて，本質的に散逸を伴うのは悪魔による観
測行為ではなく，悪魔の頭の中の記憶を消去する過程であ
ることが確定することになる．サイクルを閉じて初期状態
に戻さなければならないものの中には，物理的実体である
悪魔の頭 (メモリー)も含まれるからだ．そして，消去に
必要なエネルギー消費がエンジンから得られるエネルギー
を相殺するので，パラドックスは解決する．

ところで，ここに述べた論理展開だけだと，単射でない
情報処理に物理的散逸が伴う理由は熱力学第 2法則そのも
のであり，その帰結として第 2法則が破られないのは当然
である．しかし，1ビットの情報消去には少なくとも k ln 2
のエントロピー増加が必要なこと自体は，第 2法則を用い
なくても導くことができる．興味ある読者は文献 [8]やレ
ビュー論文 [9]等を参照されたい．

III. 一般の確率分布の場合

ここまで, ‘0’ と ‘1’ の確率が共に 1/2 の場合の情報消
去についてみてきた. より一般に, それぞれの確率が pと
1 − p の場合のエントロピー散逸量はどうなるだろうか.
p = 1/2の場合が k ln 2で, p = 0(or 1)の場合が 0になる
わけだし, 情報量と熱力学的エントロピーの生成量が等し
くなる (だろう)というのが Landauerの原理のココロで
あったから, ナイーブに考えてこれは k ln 2 ·H(p)になる
であろうと予想がつく. 実際, これは正しいのだが, 悪魔
のパラドックス解決のときと同様, 第２法則を使ってこれ
を示すのは (情報と熱力学のエントロピーの等価性を示す
という動機のもとでは)よろしくない. そもそも,「第２法
則が破られるのでは?」「破られないためにはどこで余計な
エントロピーが発生するのか?」というパラドックスであ
るから, その解決に第２法則を用いてしまっては本末転倒
である. したがって, k ln 2 ·H(p)が下限だと主張するには
若干の注意を要する.
図 4のように, メモリー用シリンダーの左側 (‘0’側)に

pN 個,右側 (‘1’側)に (1−p)N 個の分子が入った状態から
スタートし,すべての粒子が左側に押し込まれた状態へ到達
するとき, 外部からなすべき仕事の最小値は kT ln 2 ·H(p)
となる. この値は, 図 4(a)の状態の自由エネルギーと最後
の (c)から (d)への圧縮に要する仕事量の差し引きで得ら
れる. ところで,系が外部に対してなすことのできる仕事が
(準静的)等温変化のとき最大値をとり, これを (Helmholtz
の)自由エネルギーと定義するのであった [10]. そして, 等
温変化のときに最大値をとる理由は, 実質的に第２法則に
あった. つまり, 図 4の過程や自由エネルギーの計算をもっ
て, H(p)ビットの情報を消去するのに必要なエネルギー
は kT ln 2 ·H(p)以上であると言うには第２法則が必要で
ある.
ここでは, ふたつのエントロピーの等価性をもとの悪魔

のパラドックス解決の精神から主張したい. そこで熱力学
第２法則を陽に使わずに, Szilarエンジンで得られる仕事
とメモリーの情報消去に必要な仕事が (最適な場合に)打ち
消しあうことを示したい. そのためには,問題を 1ビットの
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FIG. 4: p ̸= 1/2のときの準静的等温操作による情報消去．(a)
から (a’)への等温膨張により外部に対して気体に仕事をさせ, 消
去に必要な全仕事量を最小化する.

Szilard's engine

Demon's memory

bits in 0 or 1

0 1 1 0 initial memory state
0's

1's

1 0 1 00 0

bits in 0 or 1 all in 0 

data compression

0 0 0 0 information erasure

FIG. 5: データ圧縮を用いた情報消去. N ビット長のデータ列
(p ̸= 1/2)を NH(p)ビット長の 0と 1の数が等しいデータ列に
変換, それを消去する.

情報消去に情報論的に帰着させればよい. p = 1/2の確率
分布 (H(p) = 1)の情報消去に必要な仕事についてはこれ
までの議論の結果を認め, kT ln 2であるとする. 1ビット
のシナリオに情報論的に帰着するには, Shannonによるエ
ラーのない場合の符号化定理の結果であるデータ圧縮を用
いる. こうすることで, 情報論的 (Shannon)エントロピー
を熱力学を通して操作論的に定義することが可能になり,
より物理的な見通しがよくなるメリットもある [11].

図 5に消去作業の概観を示した. {p, 1 − p}の確率分布
は, Szilardエンジンで壁を入れる位置を中央ではなく, 体
積を p対 1−pに分けるところに挿入すれば得られる. 壁を
入れたあとに分子位置を観測して (熱浴から)取り出せる仕

事は, −kT ln 2(p ln p+ (1 − p) ln(1 − p)) = kT ln 2 ·H(p)
である. メモリーに記録されたデータの消去は以下のよ
うに行う. 十分に大きい N を考え, N 個の二値データか
らなるデータ列をとる. ここに含まれる情報量は NH(p)
ビットであるから, これは 0 と 1 がそれぞれ p = 1/2 で
現れるNH(p)個からなるデータ列がもつ情報量と同じだ.
Shannonの符号化定理は, そのようなデータ列の圧縮が可
能であり, (N → ∞で)最適な圧縮率が H(p)で与えられ
ることを保証するものである [12].

NH(p)個のビット列へ圧縮したあと情報消去を行えば,
トータルで NkT ln 2 ·H(p)の仕事が少なくとも必要とな
る (残りのN(1−H(p))個のビットには圧縮後は情報を持
たせないので, その部分には消去は必要ない). データ圧縮
自体は与えられたビット列から別のビット列への一意の変
換であるので, メモリー内の各ビットの状態空間体積に変
化はなく, 熱力学的な散逸もない. したがって, もとのデー
タ列の 1ビット (1レジスター)あたりの必要仕事量は, (期
待通り)kT ln 2 ·H(p)となって, Szilardエンジンから得ら
れる仕事と釣り合う. 第 2法則に依拠した自由エネルギー
の最適性を用いる代わりに, Shannonの符号化定理によっ
て数学的にその最適性が保証されたデータ圧縮を通ること
で, ふたつのエントロピーの等価性をより一般的に裏付け
ることができる.

IV. 実験的検証について

Landauerの原理は, kT ln 2の値の小ささ (T = 300Kで
約 2.87 × 10−21[J])もあって, 長らく実験的な検証は困難
であった. ある値以下のエネルギー消費での処理は実行で
きないという命題は, 逆の命題よりも実証しづらいことも
あっただろう. しかし, 実験技術の進歩により, ようやく 1
ビットの物理が検証できるようになってきた. まず, 全体
に傾斜のついた正弦波型のポテンシャルに束縛された微粒
子を観測して, 得られた位置情報を自由エネルギーに変換
する操作 (Szilardエンジンに対応する)が日本のグループ
によって達成された [13]. そして, 今年 (2012年), ついに 1
ビット情報を消去する際に散逸する熱量を測定, Landauer
の原理を直接確認したという論文が発表された [14] ので,
ここに簡単に内容を紹介したい.

二値情報を記録するメモリーとしては, 光ピンセット
(optical tweezer)を用いて実効的に二重井戸構造の束縛ポ
テンシャル U(x)を作り, そこにシリカの微小ビーズをト
ラップすることで実現させた. 光ピンセットとは, レンズ
で極小領域に強く集光したレーザーの強度分布により微小
物体を捕捉する技術である [23].

当初, ふたつのポテンシャル井戸間の障壁の高さは十分
高く, ビーズの位置により, バイナリー情報 (‘0’か ‘1’か)
を記録する. この情報を消去するには, レーザー光による
束縛ポテンシャルを変化させて障壁の高さを低くし, 全体
に傾斜をつけて片方 (例えば ‘0’側)だけがビーズを束縛で
きるようにする. 再び元の二重井戸ポテンシャルに戻せば,
ビーズの初期位置によらず ‘0’にリセットされた状態とな
り, 情報消去が完了する.

Bérutらは, ポテンシャル全体に傾斜をつける時間 τ を
変化させて, 上記プロセス終了時の消去の成功確率と, 散
逸される熱量との関連を調べた. 熱量は, 高速カメラで観
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測したビーズの位置 x(t)を用いて,

Q = −
∫ τcycle

0

dtẋ(t)
∂U(x, t)

∂x

で求めた. ここで τcycle は一連の消去プロセスに要する時
間である. その結果, τ を長くするほど Q の平均 ⟨Q⟩ は
Landauer限界である kT ln 2に漸近していくことが確認さ
れた. τ が長いほど最終的なビーズの位置が ‘0’側に落ち
着く確率が高くなることも観測しており, 情報消去作業が
成功するときの熱の散逸量の下限が kT ln 2であることの
有力な (状況)証拠となる.

V. 量子系に記録された情報

今度は量子系を (古典) 情報の記録・処理媒体として
考えよう．量子系に情報を記録する (エンコードする)
とは，情報 (アルファベット){i1, i2, ..., iN}を，量子状態
{ρ1, ρ2, ..., ρN}にそれぞれ対応させることである．各 ρn
は量子状態を記述する密度演算子である．各々の情報 in
が現れる確率を pnとし，量子状態 ρnが確率 pnで現れる
系を，{pn, ρn}と表記しよう．情報の受け手にとっては，
観測する前には受け取った量子状態がどの情報に対応する
か分からないから，どれも ρn を “平均”した量子状態

ρ =
N∑
i=1

piρi (3)

にあると考えることができる．
状態 {pn, ρn}に載せられた情報を消去するのには，ど

れだけのエントロピー増加が必要であろうか．分子の位
置で情報を記録した場合と異なり，この場合は壁を抜いて
自然に非可逆な過程を起こさせるようなことができない
上，等温圧縮のような熱力学的過程をそのまま考えること
も無理がある．そこで，ρi を，ある温度 T の熱浴との接
触により，(温度 T での)熱平衡状態 ω = e−βH/Z にして
しまうときの全系のエントロピー変化を計算する．H は
熱浴とメモリーの各構成粒子を記述するハミルトニアン，
β = (kT )−1，Z は分配関数である．まず結果だけを示す
と，エントロピー変化は，次式

S(ρ) := −Tr(ρ log2 ρ) (4)

で定義された von Neumannエントロピーを用いて

k ln 2

(
S(ρ) −

∑
i

piS(ρi)

)
(5)

と表される．式 (5)を k ln 2の後のカッコ内の量はしばし
ば χ(ρ)と表記される．各 ρi が互いに直交，つまり i ̸= j
に対して Tr[ρiρj ] = 0となるときは，χ(ρ) = H(pi)とな
る [24]．互いに直交する ρiはすべて確率 1で区別可能であ
るから，これは上述の古典的な状況に対応し，消去による
エントロピー増加は ShannonエントロピーH(pi)に k ln 2
をかけたものになる．
量子状態 {pi, ρi}にエンコードされた情報を消去する方

が，同じ確率分布を持つ古典的状態にエンコードされた情

FIG. 6: 熱浴との相互作用による情報の消去．

報を消去するよりも，エントロピー増加が小さい．つまり，
ρにはH(pi)ビットよりも小さい情報量しか持たせられな
い．これは，異なる iと j に対して ρiと ρj が直交しない
場合，それらを観測によって完全には区別できないという
重要な事実に由来する．区別できない → 観測しても得ら
れる情報が少ない → エントロピーが小さい，となるわけ
である．
では，Lubkinの流儀 [15]にしたがって式 (5)を導いて

みよう．上述したように，量子 ‘気体’を操る代わりに，温
度 T の十分に大きい熱浴と情報を保持したメモリー系を
相互作用させ，メモリーの状態を熱浴の状態と同じにし
てしまうことで情報を消去する (図 6)．このままでは最終
的なメモリー状態が混合状態 ωとなり，Landauer流に消
去を定義したときのような，きれいにリセットされた (純
粋)状態にならない．しかし，温度 T を十分に低くすれば，
ω = e−E0/kT |0⟩⟨0|+ e−E1/kT |1⟩⟨1|+ ...のうちのもっとも
エネルギーの低い基底状態 |0⟩⟨0|の項が他と比べて圧倒的
に大きくなり，純粋状態とみなせる．
全系のエントロピー変化は，メモリーと熱浴のエントロ

ピー変化の和 ∆Stotal = ∆Smemory + ∆Sbath である．メ
モリーのエントロピーは，初めの状態が ρi とすれば，

∆S(i)
memory = k ln 2(S(ω) − S(ρi)) (6)

だけ変化する．熱浴のエントロピー変化は，熱浴とメモリー
との間でやりとりするエネルギーを温度で割ればよい:

∆Sbath =
∆Qbath

T
= −∆Qmemory

T

= −Tr(ωH) − Tr(ρH)

T
= kTr[(ω − ρ) ln(Zω)]

= −k ln 2[S(ω) + Tr(ρ log2 ω)]. (7)

2行目から 3行目への変形では，H = −kT ln(Zω)を使っ
た．式 (6)と式 (7)より，(von Neumannエントロピーと
熱力学的エントロピーの間の変換係数 k ln 2は 1として)

∆Stotal =
∑
i

pi∆S
(i)
memory + ∆Sbath

= −
∑
i

piS(ρi) − Tr[ρ log2 ω]

≥ S(ρ) −
∑
i

piS(ρi) (8)

最後の不等号は (量子) 相対エントロピーの非負性
S(ρ||ω) = −S(ρ) − Tr[ρ log2 ω] ≥ 0 による．
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ところで，von Neumann エントロピーの表式 (4) は，
Shannon による情報理論的エントロピーの式 (1) によく
似ているが，(4)の定義の動機は熱力学であって，情報理
論ではない．Von Neumannは，直交する量子状態をもつ
気体分子を異なる種類の分子とみなしたときの，混合気体
のもつエントロピーが熱力学的エントロピーと等しくな
るように量子系のエントロピー (4)を定義した．Shannon
に式 (1)を「エントロピー」とよぶよう提案したのは von
Neumannだったそうである．

VI. 最後に

Maxwellの悪魔のパラドックスは，情報と物理が密接に
関係していることを示してくれた．Landauerの原理，情
報消去過程を通して，情報論的エントロピーと熱力学エン
トロピーの同一視が正当化される．その結果，様々な物理
現象を情報の視点から眺めたり，また逆のこともできるよ
うになる．量子状態を情報キャリアとしたときの, (量子)
データ圧縮の圧縮率や, 系にエンコードできる (古典)情報
量の限界 (accessible information, あるいは Holevo限界)
なども, 情報の消去の視点でとらえると定量的な正当化が
簡潔に得られる [9].
ここでは Shannonの符号化定理に基づいたデータ圧縮

を用いて, ふたつのエントロピーの同一性をより強固にす
る議論も紹介した. こうして, 確率分布のみで抽象的に定
義された Shannonエントロピーも, 熱力学を通して操作論
的に理解することができる. また, さらに一歩進んで, 統

計力学の中での情報（情報論的な意味での）位置づけにも
踏み込む試みもある．最大エントロピー原理 [16]によれ
ば，情報エントロピーから Boltzmann分布を求めること
は可能なものの，情報理論的および物理的エントロピーの
間の普遍的な関連ははっきりしていなかった. そこで, 情
報消去の物理を顕に含むモデルを考えることで, たとえば
Boltzmann分布の表式を操作的に得られるようになるこ
となどが分かってきている [17].
さらに, 本稿では触れなかったが, 熱力学の幅広い適用

可能性も非常に興味深い. 一見, 熱力学とは関係のない領
域においても, 背後には熱力学 (第２法則)の見えざる手が
及んでいるのが見えることがある. たとえば, 孤立系のエ
ントロピーが自然に減少することはないという要請から,
量子力学における時間発展のユニタリー性を「導く」こと
ができる [18] [25]. また, ブラックホールの表面積とその
エントロピーとの同一視 [19, 20]などから, ブラックホー
ル熱力学が構成される. 熱力学ではエントロピーを体積や
エネルギーの関数として表すことで状態方程式が得られ
る. そこで, causal horizonの面積とエントロピーの等価
性を前提とし, そこから重力場に関する Einstein方程式を
(状態方程式として)導出する研究もある [21]. 関連して,
Bekensteinのもとのアイデアのように情報欠損と時空の
エントロピーの関係を直接調べ, 時空の熱力学の定式化を
目指す試みも最近報告されている [22].
量子情報理論や量子力学基礎論での情報の根源的役割

も，その研究は緒についたばかりだ．今後，情報と物理の
織り成す鮮やかな世界がますます明らかになっていくこと
だろう．
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We explain a general method for obtaining measurements below shot noise levels.
We apply this to surface thermal fluctuations to obtain their spectra to previous
unseen precision. The physics behind the spectra and the broad applicability of the
noise reduction method is discussed.

Thermal fluctuation phenomena are truly ubiquitous — for instance, all surfaces we ob-

serve, solid, liquid or otherwise fluctuate thermally. In this note, we describe some direct

quantitative measurements of these fluctuations occurring in common place materials at

room temperatures, to precision unachieved up to now. In doing so, we can test our theo-

retical understanding of the basic physics principles and properties of materials observed

through thermal fluctuations to hitherto untested precision. More importantly, by explor-

ing new territory, we can search for new physics phenomena. These thermal fluctuations

are at atomic scale and one obstacle that needs to be overcome to achieve such precision

is the prevalence of noise from various sources. We describe a new method for achieving

measurements at previously unseen low noise levels below. For such measurements, light

scattering methods are most commonly used, in which shot noise arising in photocon-

version is unavoidable. Shot noise is a fluctuation in the photocurrent spectrum of the

form 〈(∆I)2〉 = 2eI ∆f , where e, I, f are the electron charge, current and the frequency.

Shot noise can be a limiting factor for measurements that require high precision, such as

the attempts to measure gravitational waves. Previous efforts to reduce shot noise using

squeezed states of light have achieved reductions by around a factor of two[1, 2].

Let us briefly outline the principle underlying the noise reduction we employ[3, 4]:

In any measurement, D1 = S + N1, signal S is accompanied by some noise N1. The

spectrum obtained from this measurement is 〈|D̃1|2〉 = 〈|S̃|2〉 + 〈|Ñ1|2〉, where tildes

denote the Fourier transform. If S has no known periodicity, there is no way to separate

out the signal from the noise, even in principle. However, if we make another measurement

D2 of the same signal, uncorrelated noise can be statistically reduced in the correlation

〈D̃1D̃2〉 → 〈|S̃|2〉. The relative error here is ∼ 1/N , N being the number of averagings.

This simple principle is not limited to optical measurements, surface fluctuations nor

to shot noise. Any uncorrelated noise including shot noise, amplitude modulation noise,

amplification noise and so on, are reduced in this approach. In practice, we obtain a

factor of 10−3 reduction from the shot noise level. The limitations are that we need to

arrange the measurements so that the unwanted noise is uncorrelated in them and that

the signal needs to be stable enough for the averagings to be effective.

1
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We first discuss liquid surface thermal fluctuations, sometimes called ’ripplons’. Liquid

surface fluctuations have been predicted [5] and have been experimentally observed some

time ago[6, 7]. The fluctuation spectrum of simple liquid surfaces have been derived from

hydrodynamical considerations[8, 9]. The spectrum has qualitatively different behavior

for liquids with weak and strong dissipation. Any simple liquid has strong dissipation and

is highly viscous at high frequencies, which is intuitively natural. For liquids with low

dissipation, there is a peak in the dispersion relation, leading to a well defined wave. For

liquids with high dissipation, no such peak nor simple wave behavior exists, precluding

the application of traditional observation methods, which use the waves effectively as

gratings. We study these phenomena mainly for the following reasons: First, these basic

physics phenomena are of interest on their own. Second, since the fluctuation spectrum

has been derived previously, we can confirm that our measurement method is effective at

sub-shot noise levels and furthermore, we can explore the limitations of the traditional

hydrodynamical approach.
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Figure 1: Experimentally observed surface height fluctuation spectra for water (red) and
ethanol (blue). Respective theoretical spectra are also shown (black dashed), which agree
well with the experimental results so as to be almost invisible. For comparison, observed
data for a single differential detection, 〈|D̃1|2〉 is shown for water (green). This is clearly
dominated at higher frequencies by the shot noise, whose theoretical value is indicated
(black, dotted).

In Fig. 1, direct measurements of the fluctuation spectra of water and ethanol are

shown. We obtained these measurements by applying the noise reduction method ex-

plained above to the classic Michelson interferometry[10]. In the measurements, we use

the coherent state of light and not squeezed states. A single light source is used and

the noise in the multiple measurements are uncorrelated due to the quantum property of

light. The observed shot noise level agrees with theory and our measurement can be seen

to go down three orders of magnitude below it. The theoretical spectra are seen to agree
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with the measured spectra to a high degree, for these liquids.
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Figure 2: (Left) Observed surface fluctuation spectra for oil at various temperatures, T=
294 (red), 303 (green), 332 (blue), 347 (magenta) [K] with their theoretical predictions
(black dashed). Fluctuations are larger at higher temperatures. (Right)Temperature
dependence of the deviation from theory of the high frequency fall off f−α (f & 1MHz).

In Fig. 2, the surface fluctuation spectra of oil are shown for various temperatures. Oil

is highly viscous and its spectrum differs from that of water and ethanol qualitatively. In

particular, the fall off at high frequencies seen here are ∼ f−2 for oil, in contrast to ∼ f−4

for water and ethanol. Unlike the case of water, experimental spectra of oil surface fluc-

tuations visibly differ from the theoretical spectra obtained solely from hydrodynamical

considerations. These deviations are larger at lower temperatures and are likely caused

by the more ‘complex’ nature of the fluid.
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Figure 3: (Left) Epoxy adhesive surface fluctuations 2(red), 9(green), 24(blue) minutes
and 2 days(magenta) after application, together with fits to them to functions of the form
const.×f−α (thin lines, cyan), which work quite well. As a guide, f−2 (grey) and (black)
are also shown. (Right) Time dependence of α, f dependence of the spectrum ∼ f−α.
Gradual decrease from α = 2 to α = 1 is seen.

3

Soryushiron Kenkyu



The measurement requires only a short time so that it can be applied to obtaining the

time dependence of fluctuation spectra. In Fig. 3, we plot the surface fluctuation spectra

of epoxy adhesive at various times after its application[3]. As the adhesive ‘hardens’,

the fluctuations become smaller and its frequency dependence is seen to change. Since a

viscous simple liquid surface behaves as f−2 and an elastic solid surface behaves as f−1

in this frequency region, the spectrum changes roughly from liquid to solid behavior with

time. In this measurement, the noise reduction is crucial for obtaining spectra below the

shot noise level which is ∼ 4×10−15 [rad2/Hz] here. This result is obtained with an optical

lever with noise reduction, which reflects the versatility of the noise reduction method.

In this note, we explained the principle of noise reduction that allows us to measure at

levels orders of magnitude below the shot noise level. This allows us to directly measure

fluctuation spectra of surfaces to previously unseen precision and some of the results were

presented here. The results required only a small power (∼ 0.5mW), small sample size

(∼ µm) and short measurement times (few s). The method has a wide area of applicability

including measurements that require non-invasiveness. Our method can be applied to

various materials and situations to observe hitherto unseen phenomena, which we intend

to report on, in the near future.
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非加法的式による 3K黒体放射スペクトルの解析

溝口卓哉（鳥羽高専） 美谷島實（信大理 (非)）

NASAが 1996年以降に発表した 3 K黒体放射のスペクトルの full dataを non-extensive (Tsallisともいう)

parameter (q − 1) を含むいくつかのな Planck分布で解析した。また，黒体放射のスペクトルに含まれる

無次元化学ポテンシャル µの効果を考慮して，Tsallis parameterの効果を見積もる解析方法を検討した。

Introduction: Non-extensive 統計力学はTsallisにより提唱され，Tsallis達は，次のように表さ
れる non-extensiveな Planck公式を計算した [1]。

U (NETD I)(T, ν, q) = UPlanck(T, ν)[1− e−x](q−1)

{
1 + (1− q)x

[
1 + e−x

1− e−x
− x

2
1 + 3e−x

(1− e−x)2

]}

≈ UPlanck(T, ν) +
8πhν3

c3

q − 1
ex − 1

[
ln(1− e−x)− x

1 + e−x

1− e−x
+

x2

2
1 + 3e−x

(1− e−x)2

]
(1)

ここで，UPlanck(T, ν) = 8πhν3/c3(ex − 1); (x = hν/kT ) はプランク分布で, |q − 1|(¿ 1)は
non-extensive parameterと呼ばれる。また，彼らは (1)式の検証のため，1994年に発表された
NASA COBEのCMB黒体放射のmonopole spectrum から Planck分布 (理論，及び dust等の効
果)を引いた residual spectrum [2] に適用した。また，この解析に，

UPlanck(T + δT, ν) ≈ UPlanck(T, ν) +
∂UPlanck

∂T
δT = UPlanck(T, ν) +

8πhν3

c3

exx

(ex − 1)2
δT

T
(2)

で定義される温度揺らぎと呼ばれる量 δT も用いた。表 1 には，彼らの結果とminimum-χ2 で求
めた parameterとその 95 % CL (平均±2σ)での上限値を示す。

表 1: 式 (1) と (2) を用いた COBE CMB の residual spectrum (1994年)の解析

analyses (q − 1) δT (K) χ2/NDF
C. Tsallis 3.6× 10−5 −1.0× 10−4 39.3/32

et al., (1995) (fixed) (fixed)
minimum-χ2 (0.3± 1.4)× 10−5 (−0.9± 5.1)× 10−5 32.2/32

|q − 1| < 3.0× 10−5 |δT | < 1.1× 10−4 (95 % CL)

また，式 (1)とは別に，dilute gas近似で求められた別の non-extensive な Planck分布が提唱
された [3]1。

U (NETD II)(T, ν, q) =
8πhν3

c3

1
[1 + (q − 1)x]1/(q−1) − 1

≈ UPlanck(T, ν) +
8πhν3

c3

exx2

(ex − 1)2
q − 1

2
(3)

本研究では，“Non-extensive”な効果の検証を，NASAが 1996年以降に発表した CMBの full
data [4, 5]用いて行う。また，宇宙論の研究では，CMBスペクトルには無次元化学ポテンシャル
µ の効果が含まれていると見做されている [6]。そのため，Bose-Einstein (BE) 分布を用いる。

UPlanck → UBE(T, ν, µ) =
8πhν3

c3

1
ex+µ − 1

≈ UPlanck(T, ν) +
8πhν3

c3

−µex

(ex − 1)2
, (4)

1Planck分布で ehν/kT を T の逆数で Γ 変換すると同じ式が得られる。
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この「化学ポテンシャルの効果とどう折り合いを付けて，non-extensive parameter (q− 1)の効果
を見積もるか」を目的にして様々な計算を実行した。

Residual spectrumの解析: 1996年に発表された COBE CMB の full data の residual spec-
trum [4]は 1994年に発表された dataと大きく異なっていた。式 (1), (2) および (3) を用いて解
析し直した結果を表 1と図 1に示す。1994年の data解析と比べて，|q − 1| の上限値は 1/3程度，
|δT |の上限値は 1/2程度である。また，monopole spectrum (2005年) [5]を parameters T , (q−1)
で解析した結果 (図 1の右側)は，|q − 1| < 1.23× 10−5 (95 % CL)で，residual spectrumの結果
とほぼ等しい値である。

表 2: 式 (1), (2) および (3) を用いた COBE CMB residual spectrum (1996 年) [4] の解析。
T = 2.7250 K とした。

analyses q − 1 δT (K) χ2/NDF
(1) + (2) (−0.2± 5.9)× 10−6 (0.1± 2.1)× 10−5 45.0/41

|q − 1| < 1.2× 10−5 |δT | < 4.3× 10−5 (95 % CL)
(3) + (2) (−0.3± 5.0)× 10−6 (0.2± 3.0)× 10−5 45.0/41

|q − 1| < 1.0× 10−5 |δT | < 6.2× 10−5 (95 % CL)
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図 1: 式 (1), (2)を用いた COBE CMB residual spectrum (1996年) [4]の解析 (左図)とmonopole
spectrumの解析 (右図)。

化学ポテンシャル µ の効果と (q −1): 2005年にNASAのWeb Siteに公開されたCOBE/FILAS
monopole spectrum [5]を式 (1) および (4) を用いて解析した (表 3)。(q − 1)と µの項を含んだ
式を用いた解析では，|q − 1| の上限値は，(q − 1)のみの式を用いた解析より大きくなる。
ここで，CMBスペクトルの空間成分の歪みを調べるために，歪み効果 εを含んだ Planck分布

の式

UPlanck(T, ν, ε) =
πd/2(d− 1)dhνd

Γ(d/2 + 1)cd(ex − 1)
, d = 3 + ε (5)

で monopole spectrum を解析した：|ε| < 5.1× 10−5 (95 % CL)。
さらに，化学ポテンシャルの効果を次のように引いた dataを用いて歪み ε を調べた。

[subtracted monopole spectrum] = [monopole spectrum]− 8πhν3

c3

−µ ex

(ex − 1)2
(µ = −1.1× 10−5)
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表 3: 式 (1) と (4)を用いた monopole spectrum (2005年)の解析。

analyses T (K) (q − 1) µ χ2/NDF
(4) 2.7250± 2× 10−5 — (−1.1± 3.2)× 10−5 45.097/41

|µ| < 7.5× 10−5 (95 % CL)
(1) + (4) 2.7250± 1× 10−4 (0.3± 1.0)× 10−5 (−2.5± 5.6)× 10−5 44.89/40

|q − 1| < 2.3× 10−5 |µ| < 1.4× 10−4 (95 % CL)

差し引きしない元の dataでは，|ε| < 5.1× 10−5 (95 % CL)に対し，化学ポテンシャルの効果を
差し引いたmonopole dataでは |ε| < 7.6× 10−6 (95 % CL)と１桁値が小さくなった。
式 (5)を用いた解析を踏まえて，化学ポテンシャルの効果を差し引いたmonopole dataを式 (1)
を用いて解析した結果を表 4に示す。Dataから化学ポテンシャルの効果を引くと，|q− 1|の上限
値は元の dataの解析で得た値の 1/2程度になった。

表 4: 式 (1)を用いた化学ポテンシャルの効果を差し引いたmonopole spectrum の解析。

T (K) (q − 1) χ2/NDF
2.7250 K (fixed) (2.2± 2.1)× 10−6 45.4/42

|q − 1| < 6.4× 10−6 (95 % CL)

Concluding Remarks: Residual spectrumの解析は，|q − 1| < (1 ∼ 1.2) × 10−5 (95% CL)，
|δT | < (4.2 ∼ 6.2) × 10−5 (95% CL) で，1994 年の data 解析の上限値 (95% CL) と比べて
1/3及び 1/2程度となった。Raw dataから化学ポテンシャルの効果を差し引いた data解析では，
|q − 1| < 6.4× 10−6 (95% CL) で，元の |q − 1|の上限値 (95% CL)の 1/2程度となった。µ の項
を含んだ式では，(|q − 1| < 2.3× 10−5）< (|µ| < 1.4× 10−4 ) (95% CL) となった。
|q − 1|の値は，dataに含まれる化学ポテンシャルの効果によって，大きく変化するので，この

効果を差し引いた dataから |q − 1|を求めるべきである。
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Interweaving Chiral Spirals

Toru Kojo (Bielefeld University)

Abstract

The interweaving chiral spirals (ICS), defined as superposition of differently ori-
ented chiral spirals, break the chiral, translational, and rotational symmetry in
quark matter at finite density. We further postulate that the quark mass gap pro-
duced by the ICS enlarges the region of the confined phase, by tempering the growth
of quark fluctuations near the Fermi surface. The EOS becomes stiffer by increasing
of the pressure by ∼ NcΛQCD × (ΛQCD × 4πµ2q).

1 Impacts of the inhomogeneous chiral condensates

Recently, it has been argued that there is a new state of QCD matter at high baryon
density and low to intermediate temperatures [1].

This novel state is called Quarkyonic matter, with the Fermi sea mainly composed
of quarks, but with the confined excitations near the Fermi surface. The domain of the
applicability of this picture is given by MN/Nc ≤ µq ≤ N1/2

c ΛQCD; the former charac-
terizes the scale of the quark matter formation where the hadronic-nuclear-quark matter
formation occurs rapidly within a small change in µq, while the latter gives the scale of
deconfinement where the strength of quantum quark fluctuations becomes comparable to
those of gluons due to the enlarged phase space near the Fermi surface.

In this talk, we ask what happens to the chiral symmetry at density mentioned above.
So far most of theoretical calculations have suggested that the chiral restoration occurs
shortly after the formation of the quark Fermi sea, provided that the chiral condensate is
homogeneous [2]. For this reason, the chiral restoration line is usually placed very close to
the chemical freezeout line, which should be closely related to the quark matter formation.

However, recently it was recognized that the chemical freezeout line may be sepa-
rated from the chiral restoration line, according to the lattice QCD estimates for the
µq-dependence of chiral and quark number susceptibilities [3]. One of the possibilities to
fill this gap might be the inhomogeneous chiral condensates [4, 5, 6]. In fact several calcu-
lations based on the chiral models as well as confining models suggest that inhomogeneous
chiral condensates can break the chiral symmetry even after the quark matter formation,
if the gluon exchange force remains strong enough. Furthermore, such condensates can
create the mass gap for quarks near the Fermi surface, suppressing the screening effects
for the gluons. Thus the inhomogeneous chiral condensates have a big impact on the

1
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deconfinement phenomena. All excitations except the Nambu-Goldstone bosons acquire
the mass gaps.

2 A single Chiral Spiral

At zero density, the chiral condensate is formed by condensations of particles and anti-
particles. At finite density, however, the Pauli-blocking requires large energy for the
creation of an anti-particle, thus the particle-antiparticle condensation is not favored.
Instead, more proper ingredients of condensates are particle-holes near the Fermi surface.
The excitations near the Fermi surface do not cost energy much, despite they have large
momenta, |p⃗| ∼ µq. Any condensates made of pairings must contain particles (holes) with
hard momenta, so hard momenta appear either relative or total momenta of the pairs.

Below we focus on the possibility of the chiral density wave (CDW) pairing which
evolves in a particular direction. It contains a co-moving particle-hole pair with a large
total momentum of ∼ 2µq, while the relative momentum between them is small and
∼ ΛQCD. Actually the chiral density wave solution can be always interpreted as the chiral
spirals (CSs). A key observation is that once we have a condensation of a pair moving
to, say, +z-direction, there is also a pair moving to −z direction. Mathmatically, one
can project out fermion components moving to ±z directions by operating the projection
matrices [5],

ψ± ≡ 1± γ0γz
2

ψ . (1)

Then we have two types of the chiral condensates, ⟨ψ̄−ψ+⟩ ∼ ∆e2iµqz, ⟨ψ̄+ψ−⟩ ∼ ∆e−2iµqz,
whose sum and difference give

⟨ψ̄ψ⟩ ∼ ∆ cos(2µqz) , ⟨ψ̄iγ0γzψ⟩ ∼ ∆ sin(2µqz) , (2)

with a fixed radius of ∆ of the order Λ3
QCD, which is given by solving the gap equa-

tion. These condensates obviously break the chiral symmetry, translational invariance,
rotational invariance, and the second condensate further breaks parity locally.

3 Interweaving Chiral Spirals

We have seen that the CS must have a particular orientation. Let us ask: Can chiral pairs
be formed in such a way to cover the entire Fermi surface, and can differently oriented
CSs be interweaved in a consistent way?

The answer to these questions depends on the models, mainly due to the interactions
among differently oriented CSs. The attempts to construct the ICS for the NJL-model
can be found in [7], but the authors have concluded that the single CDW is energeti-
cally favored compared to the ICS. In fact, the interactions among CDWs appear to be
repulsive, so the inclusion of many CDWs destroy condensates one another.

2
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However, the conclusion may be altered if we take the asymptotic free nature of
microscopic interactions into account. The gluon exchange should be strong for small
momentum transfer, while should be weak for hard momentum transfer. If one uses models
with this feature, such a momentum dependence is converted into the form factor effects
for the interactions among quarks and condensates (or mean fields), which drastically
reduces the energetic cost due to interactions among differently oriented CSs [8].

As a consequence, we can find an optimized number of CSs, which depends upon quark
density. It means that as quark density increases, there generate more CSs, leading to
the sequential phase transitions. Such transitions are likely to be first order, and might
be related to the star quake.

Since the entire Fermi surface is covered by the condensates, the reduction of the free
energy is very large, ∼ −NcΛQCD × (ΛQCD × 4πµ2

q), where the former factor comes from
the size of the quark mass gap, while the latter comes from the number of pairs. In other
words, the quark matter with ICSs give much higher pressure than the quark matter
with free quarks, leading to stiffer EOS. This feature is welcomed for the explanation of
recently found neutron star with the mass about twice of the solar mass.
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　強磁場中における真空複屈折の詳細解析とその応用に向けて

服部　恒一a,b1, 板倉　数記 a2

a高エネルギー加速器研究機構, b延世大學校3

本講演は最近の論文 [1]に基づいている。本研究の詳細な背景と解析的、数値的計算結果
については、そちらを参照して頂きたい。

1 高強度外部電磁場中の量子電磁気学
量子電磁気学においては、理論に現れる結合定数が小さいために摂動展開が良く機能し、
実験との詳細な比較が成されてきた事が良く知られている。そのため、理論と実験の両面
で最も良く理解が進んでいるゲージ理論であると言える。しかし一方で、高強度外部電磁
場中でおこり得る量子電磁気学的な現象は、良く知られている通常の真空中での現象とは
質的に異なる可能性が古くから指摘されている。その歴史は 1936年のW. Heisenbergと
H. Eulerによる論文から始まり、以後 1951年の J. Schwingerの論文などでその基礎がつく
られた。それらの計算の動機は、高強度外部電磁場中で量子電磁気学の通常の摂動展開が
破綻する、という推察に基づくものである。
図 1は外場中での電子の伝搬関数を示している。外場を表す外線を一本付け足すごとに、
ダイアグラムはO(|eB|/m2)のオーダーのファクターを得るため4、n本の外線を持つダイ
アグラムはO((|eB|/m2)n)のオーダーであることがわかる。従って、もし外部電場Eある
いは外部磁場Bが臨界強度Ec, Bc ≡ m2/|e| に達すると、無限個のダイアグラムが同等に
寄与するために摂動展開が破綻するのである。ここで、eとmはそれぞれ素電荷と電子質量
である。一本の線の両端を繋げて「輪」にしたものは有効ラグランジンを表すダイアグラ
ムになるが、無限次までの寄与をすべて取り入れたものは、現在Euler-Heisenbergラグラ
ンジアンとして知られており、臨界電場中では実粒子の対生成により真空が不安定になる
ことが上述の論文で示された。無限次まで再足し上げをする事によって、この現象は非摂
動的、かつ外場に対して非線形な振舞いを示す。このような高強度外部電磁場中での物理
は、通常の量子電磁気学と区別して「非線形量子電磁気学」と呼ばれている。J. Schwinger

はより系統的な計算手法の基礎として、無限次まで再足し上げされたフェルミオン伝搬関
数 (図 1)をコンパクトな形に書き下す方法を “proper-time method”によって確立した。

2 相対論的重イオン衝突における高強度磁場
上述のように非線形量子電磁気学の理論研究は古くから知られているが、未だかつて実
験、及び観測においてその効果が実際に確かめられた事はない。それは臨界電磁場の強度

1khattori@yonsei.ac.kr
2kazunori.itakura@kek.jp
3現所属
4これは磁場 B の場合であるが、電場 E についても同様のカウンティングが議論できる。
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図 1: 高強度外部電磁場中でのフェルミオン伝搬
関数: 強度が臨界電磁場に近づくと、無限次まで
の再足し上げが必要となる。

図 2: 高強度外部電磁場中での
真空偏極テンソルと光子分裂ダ
イアグラム

が非常に大きいために、極限的な状況を必要とするからである。上述の臨界磁場 Bcの強
度は 1013 Gauss程度であり、これまでに実験室で実現された定常磁場に比べて 8桁も大き
く、非線形量子電磁気学の効果が顕著になる極限的状況とはかけ離れている。
しかし近年、相対論的重イオン衝突イベントで非常に高強度の磁場が生成されている可
能性が指摘され [2]、その強度を評価すると臨界磁場を最大で 4桁も上回る事が知られてい
る [3]。この高強度磁場は、「カイラル磁気効果」と名付けられた量子色力学的効果を実験
で検出するための補佐的な存在として知られているが、非線形量子電磁気学的効果の側面
にも注目し、高強度磁場を主役として生じる現象を検証してみるべきである。相対論的重
イオン衝突では、非線形量子電磁気学的効果が歴史上初めて検証される可能性があるだけ
でなく、その効果が衝突時に生成されるクォーク・グルーオンプラズマの性質を解き明か
す上で重要になる可能性がある。直接光子やレプトン対などの電磁気学的プローブはこの
量子色力学的プラズマからいち早く抜け出すため、その直接的情報を豊富に含んでいる事
が期待されているが、これ程に高強度の磁場が存在すれば、プローブ粒子と高強度磁場と
の相互作用を取り入れる事が、理論と実験の比較の上で必要になるはずである。これまで
にも、いくつかの現象論的研究がある [4, 5]。
他にも、通常の中性子星よりもさらに高強度の磁場を持つ天体「マグネター」の存在や

[6]、臨界電磁場への到達を目指す高強度レーザー施設の建設が注目されている [7]。高強度
場中の物理に関する総合的な会議が高エネルギー加速器研究機構で開かれ、その会議録が
まとめられている [8]。また、相対論的重イオン衝突で現れるカラー電磁場の物理も含む最
近の解説記事が、次の文献で得られる [9]。
臨界電磁場への到達が現実のものと成りつつある今、従来の理論研究よりもさらに一歩
踏み込んだ詳細な理論解析が必要である。

3 高強度磁場中での真空複屈折
再足し上げしたフェルミオンの伝搬関数が proper-time methodによって得られれば、通
常のファイマンルール中の自由伝搬関数をこれで置き換える事によって、非線形量子力学
における素過程のダイアグラムを形式的に書き下す事ができる。特に光子の伝搬に限れば、
図 2に示す真空偏極テンソルと、さらにもう一本光子の外線を加えた三点関数が最も基本
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図 3: 方解石中での複屈折: 入射光
に対する電子の応答が異方的で、屈
折率が偏光方向に依存する。二つの
偏光成分に対する屈折角の違いによ
り、光路が分裂することで像が二重
に見える。

図 4: 外部磁場中での光子崩壊の閾値: フェルミ
オン粒子・反粒子ペアのランダウレベル上に光子
崩壊の閾値が現れる。半透明に色づけされた領域
は、これまでに得られている真空偏極テンソルの
理論解析と、相対論的重イオン衝突実験における
典型的なスケールの領域を表している。

的なものである。フェルミオン伝搬関数で構成される内線は、図 1の再足し上げした伝搬
関数を表している。後者の三点関数に注目すれば、非線形量子力学で起こる現象が、通常
の真空中と質的に異なる事が直ちにわかる。このダイアグラムは１光子から２光子への分
裂 (あるいは、その逆過程として 2光子から１光子への結合)を表しているが、このような
奇数本の外線を持つ過程は通常の真空中では Furryの定理によって禁止されている。しか
し、外場中では偶数本の外線を持つダイアグラムが寄与するため、通常の真空中とは異な
り光子の分裂・結合が起こる。
真空偏極の効果はダイアグラムからだけではわかりにくいが、外部磁場によってローレ
ンツ対称性が破れる事に注目すれば、その効果を推察できる。ローレンツ対称性が陽に破
れれば、光速は通常の真空とは異なり、さらに磁場の存在が系の特別な方向を与えるため、
光子の屈折率は異方的、かつ偏光方向にも依存するようになる。この現象は物質中での「複
屈折」に似ているため、「真空複屈折」と呼ばれている。図 3は方解石の名で知られている
鉱石中での複屈折を写したものである。結晶中のイオンに極性があれば、入射光に対する
電子の応答が偏光方向に依存し、従って屈折率も偏光方向に対する依存性を持つ。二つの
偏光成分が屈折角の違いによって異なる光路を通るために、図 3のような二重の像が見ら
れる。また、外場中では実光子に対しても真空偏極テンソルが虚部を持つ事が可能で、こ
れは実光子からフェルミオン粒子・反粒子ペアへの崩壊を示している。相対論的重イオン
衝突時に高強度磁場の存在の元でプラズマから放出される光子に対しても、これら外部磁
場中で特有の光子の性質を考慮する必要があるだろう。
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4 解析的手法による真空偏極テンソルの計算
これら図 2に示されたダイアグラムを、proper-time methodによって一見してコンパク
トな形に形式的に書き下せたとしても、実際には非常に複雑な積分形の表式でしかない (詳
細な表式は論文 [1]とその引用文献を参照のこと)。それ故、これまでの理論研究は、限られ
た条件の元での近似計算に終わっていた。図 4では、これまでに真空偏極テンソルの理論解
析が得られているパラメータ領域まとめた。ここで重要な無次元量は、入射光子の縦運動量
r2∥ = (ω2 − p2z)/(4m

2) (磁場の向きを z方向に取っている)と、外部磁場の強度Br = B/Bc

である。相対論的重イオン衝突実験における典型的なスケールとの比較から、従来の理論
解析のみでは不十分で、それを越えるものが必要であることがわかる。
解析の主な困難は、真空偏極テンソルが二重積分で書かれており、その被積分関数が非
常に複雑なかたちをしていることによる。また、激しい振動的振舞いをするため、数値積
分による解析も限られた領域でしか実行できていなかった。今回我々は、被積分関数を二
重の無限和のかたちに展開することで、この二重積分を解析的に実行した。さらに、光子
からフェルオン粒子・反粒子ペアへの崩壊が起こる運動学的条件 (真空偏極テンソルが虚部
を持つ条件)を調べると、二重和の二つの指数がフェルミオンペアのランダウ準位を表し
ている事がわかった。つまり、光子の縦運動量 r2∥がランダウ準位より大きくなる事が崩壊
の条件で、縦運動量が大きくなるにつれて、指数が小さい項から順に複素数になることが
わかった。始め、二重積分を行うための数学的手法として無限二重和への展開を導入した
が、後に「ランダウ準位に対する足し上げ」という物理的解釈を与える事ができた。また、
和の第一項目は、以前から知られていた最低ランダウ準位 (図 4中の “strong field limit”)

での表式と完全に一致する事も確認できた。

5 展望
図 4中の曲線は、ランダウ準位上に存在する閾値の位置を表している5。本研究における
真空偏極テンソルの解析的な計算により、多くのランダウ準位が関与する相対論的重イオ
ン衝突への応用の可能性が開けた。今後の現象論的な研究により、非線形量子電磁気学と
相対論的重イオン衝突の物理において、相補的に理解が進むことが期待できる。
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Beyond the ladder analysis of chiral and color symmetry breaking using the
non-perturbative renormalization group

Ken-Ichi Aokia, Kazuhiro Miyashitab and Daisuke Satoa

Kanazawa Univ.a and Aichi Shukutoku Univ.b

The dynamical chiral symmetry breaking and the color superconductivity in finite density QCD
are analyzed using the non-perturbative renormalization group (NPRG) approach. We show that
an approximation almost respecting the gauge independence can be realized in the framework of
NPRG, and also report the result of analyzing the “ladder approximated” color superconductivity.
The non-ladder extended approximation at finite density encounters a singularity of the β function
for the 4-fermi coupling constant as long as the normal regulator functions are used.

Introduction.—The dynamical chiral symmetry break-
ing (DχSB) has been analyzed by non-perturbative ap-
proaches such as the lattice simulation, the Schwinger-
Dyson (SD) equation and so on. The lattice simulation
is a most powerful tool to analyze QCD, but the sim-
ulation in the dense QCD is essentially difficult due to
its sign problem. On the other hand, the SD approach
does not suffer from the sign problem. Unfortunately,
however, it is difficult to solve the SD equation beyond
the ladder approximation, which has the strong gauge
dependence of the physical quantities. Including the cor-
rections of the non-ladder diagrams, which are crucial to
recover the gauge independence, is difficult in the SD ap-
proach. In contrast to them, the non-perturbative renor-
malization group (NPRG) approach does not have the
sign problem and may include the non-ladder corrections
using the systematic approximation.

In this article, we show that in the NPRG approach we
can define an approximation almost respecting the gauge
independence. (The detailed discussion can been found
in [1].) Also we report the result of analyzing the color
superconductivity (CS), which is theoretically expected
in dense QCD.
Effective action.—In order to evaluate the DχSB and

the CS in QCD, we use the Wetterich-type flow equa-
tion [2] as a formulation of NPRG. The flow equation is
a functional differential equation of the effective action
ΓΛ[Φ], which is defined by suppressing the corrections of
the quantum fluctuation with the momentum lower than
the scale Λ, that is the infrared cutoff. Therefore, solving
the flow equation toward the infrared limit, we obtain the
full effective action, which is corrected by the full quan-
tum fluctuations without the infrared cutoff, from a bare
action of theories such as QCD. Here we skip the details
of the flow equation (see reviews [3]).

The Wetterich-type flow equation is an exact equation
giving the full effective action, however we cannot ex-
actly solve it. For an approximation, we project the full
operator space of the effective action of QCD onto the
subspace of the following effective action:

ΓΛ[Φ] =

∫
x

{
ZA
4
F aµνF

µν
a +

1

2ξ
(∂µAµ)

2

+ ψ̄ (Zψ/∂ + iZ1ḡs /A)ψ − V (ψ, ψ̄; Λ)

}
,

(1)

where the ghost sector is not displayed for simplicity. The
operator subspace consists of the operators of the bare
QCD action and the multi-Fermi operators V (ψ, ψ̄; Λ),
which we call the fermion potential. The β function

for the gauge coupling constant agrees with the result of
the one-loop perturbation theory because we ignore the
higher dimensional operators including the gluon fields.
Here we concentrate on evaluating the β function for the
fermion potential, which plays the most important role
for the DχSB. Note that we work with the only fermion
operators without relying on the bosonization as adopted
in [4–6].

Lowering the cutoff scale, the gauge interaction induces
the infinite number of multi-Fermi operators. Especially
the 4-Fermi operator, whose β function is diagrammat-
ically represented in Fig. 1, brings about the DχSB at
an intermediate scale as the Nambu–Jona-Lasinio model
does. All the possible multi-Fermi operators cannot be
evaluated, and we extract a class of the multi-Fermi op-
erators relevant to the DχSB. They are the scalar multi-
Fermi operators represented by powers of σ(≡ ψ̄ψ), and
hence we evaluate the fermion potential as a function of
σ, V (σ; t).

Furthermore we need to limit the infinite number of in-
teractions to constitute the β function. At first, we select
the infinite number of the ladder type diagrams. The lad-
der diagrams of the the 4-Fermi β function correspond to
the ones surrounded by the dashed line in Fig. 1. Then,
the ladder-approximated flow equation [4] is given by the
following partial differential equation (PDE),

∂tV (σ; t) = −ηψσ∂σV

+
Λ4

4π2
log

[
1 +

1

Λ2

(
∂σV +

(3 + ξ)C2παs
Λ2

σ

)2
]
,

(2)

where the ξ is the gauge-fixing parameter of the covariant
gauge, C2 is the second Casimir invariant of the quark
representation in SU(3) and αs(≡ Z2

1 ḡ
2
s/4πZ

2
ψZA) is the

running gauge coupling constant which obeys the one-
loop perturbation theory. We introduce the infrared cut-
off which stops running of the gauge coupling constant
in order to take into account of the confinement [7]. The
anomalous dimension of the quark field, ηψ, is evaluated
at σ = 0 using the momentum scale expansion as the
sharp cutoff regulator function [8] is used here. We note
that the ladder flow equation (2) gives the result equiv-
alent to the improved ladder SD equation in the Landau
gauge [4].

Solving the flow equation as PDE— Usually, in order to
solve the flow equation, we expand the equation with re-
spect to polynomials in the field operators, and define the
coupled ordinary differential equations for the coupling
constants of operators. The coupled equations, namely
the RG equations, are numerically solvable, but the RG
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FIG. 1: β function for the 4-Fermi operator.

flow cannot go below a critical infrared scale Λc because
the flow of the 4-Fermi coupling constant diverges at Λc.
Actually, the infrared singularity is related to the DχSB
by the correspondence between the 4-Fermi coupling con-
stant and the susceptibility of the system, that is, the
inverse mass of the composite channel meson.

Here we go beyond the critical scale Λc by solving the
flow equation as a partial differential equation (PDE)
without the bosonization and the field operator expan-
sion. In the practical analysis, using the grid method,
we numerically solve the PDE of the mass function
M(σ; t) ≡ ∂σV (σ; t), which is obtained by differentiat-
ing the flow equation (2). As realized by the name of the
mass function, its value at σ = 0 is the effective quark
mass.

The mass function is an odd function of σ because
the operator subspace has the discrete chiral symmetry
where the fermion potential is invariant under the γ5
transformation: σ → −σ (ψ → γ5ψ, ψ̄ → ψ̄γ5). There-
fore the mass function at σ = 0 vanishes due to the chiral
symmetry as long as it maintains the continuity. The nu-
merical solution of the PDE of the mass function is shown
in Fig. 2. The mass function at the ultraviolet scale,

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-0.01 -0.005  0  0.005  0.01

M
(σ

;t)
 [G
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]

σ [GeV3]

FIG. 2: Revolution of the mass function

namely its initial condition, vanishes since the bare QCD
action has no multi-Fermi operators. Lowering the cut-
off scale Λ(t), the mass function grows up, but its value
at the origin keeps vanishing above the critical scale Λc

due to the chiral symmetry as noted above. At the scale
Λc the slope of the mass function at the origin diverges.
This divergence corresponds to the infrared singularity of
the 4-Fermi coupling constant, which is the signal of the
DχSB in the fermionic system. Below the critical scale,
the function loses the analyticity at the origin , and it
has the finite jump around the origin. Actually it is im-
possible to solve the PDE with such singular point. In
the practical numerical computation, we drop the singu-
lar point by transforming σ to the logarithmic variable
x = log σ. A solution allowing singular points can be
mathematically authorized as a global solution, which is
called the weak solution [9].

Beyond “the ladder”—The ladder approximation suf-
fers from strong gauge dependence of the physical quan-
tities. As for the β function for the 4-Fermi coupling
constant, the contributions of the pair of the box and
the crossed box diagrams surrounded by a red dashed
line in Fig. 1 are crucial for the gauge independence.
So we attempt to include such paired contributions of
non-ladder diagrams at all orders. For this purpose, we
introduce the corrected vertex, which consists of the lad-
der element and the crossed ladder element as shown in
Fig. 3 [5]. Here the ingoing (outgoing) external line de-
notes a quark (antiquark) field, and the internal quark
line denotes the dressed propagator, which consists of
the infinite number of the ladder (large-N leading) inter-
actions of the multi-Fermi operators as shown in Fig. 4.

µ ν

µ ν
νµ

FIG. 3: Corrected vertex.

( )-)
-1

(=)
-1

( + +...

FIG. 4: Dressed inverse propagator of the fermion.

Now the non-ladder extended flow equation for the
fermion potential are represented by the infinite number
of the ladder form diagrams using the corrected vertex,
and can be summed up by the logarithmic functions as
follows,

∂tV (σ; t) =
Λ4

4π2
log

[
1 +

B2

Λ2

]
+

Λ4

4π2
log

[
1 + ξ

MG

Λ2 +M2

]
+

Λ4

8π2
log

[
Λ2 +B2

Λ2 +M2
+

3Λ2G2

(Λ2 +M2)2

]
, (3)

where B = M + 2Λ−2C2αsσ and G = 2Λ−2C2αsσ. Here
the commutator contributions of the generator of the
SU(3)c is ignored, that is, the interactions are evaluated
by Abelian factors only.

FIG. 5: Non-ladder extended flow equation

Numerical results—Evaluating the PDEs (2) or (3),
we obtain the dynamical mass, defined by mdyn. =
limσ→+0 limt→∞M(σ; t), the chiral order parameter.
Moreover, we also obtain the chiral condensates
〈ψ̄ψ〉1GeV (renormalized at 1 GeV) by introducing the
bare mass term as its source term.

Figs. 6 and 7 show the gauge dependence of the chi-
ral condensates and the dynamical mass, respectively.
These results show that the chiral condensates obtained
by the non-ladder flow equation (3) are much more sta-
ble against the gauge-fixing parameter than the ones ob-
tained by the ladder approximated flow equation (2).
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However the dynamical mass looks different. Indeed
the dynamical mass is an off-shell quantity that is non-
observable, although the chiral condensates are the ob-
servable. Therefore we claim that the non-ladder ex-
tended flow equation respects the gauge invariance for
the physically observable quantities. Here it should be
noted that, in the Landau gauge (ξ = 0), the almost
gauge independent non-ladder result of the chiral con-
densates coincides with the gauge dependent ladder one.
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Color superconductivity—In extremely dense matters
such as the interior of compact stars, the color supercon-
ductivity (CS) is theoretically predicted, where the color
antisymmetric diquark pair behaves like the Cooper pair
in the BCS theory due to its attractive channel of ex-
changing gluons. In the rest of this article, we show the
result of analyzing the two flavor color superconductiv-
ity (2SC) with the massless quarks. So as to evaluate the
2SC in our framework, we extract the diquark-type scalar
operator, ∆ ≡ ψ̄Ciσ2λ2γ5ψ+ ψ̄iσ2λ2γ5ψ

C , where σ2 and
λ2 are the antisymmetric elements of the Pauli matrices
in the flavor space and the Gell-Mann matrices in the
color space, respectively. Using the ladder approxima-
tion, we can write down the flow equation (PDE) of the

fermion potential which is a function of two variables,
σ and ∆. Fig. 8 shows the dependence on the density
µ of the chiral condensates 〈ψ̄ψ〉1GeV and diquark con-
densates

∣∣〈ψ̄Ciγ5σ2λ2ψ〉1GeV

∣∣ calculated by the PDE. In-
creasing the density, the chiral condensates vanishes at
the critical density, µc = 0.43 GeV, and the diquark con-
densates has a finite value at this density µc.

The ladder approximated result has strong gauge de-
pendence, and therefore we extend the approximation
to the non-ladder one. However the non-ladder β func-
tion for the 4-Fermi coupling constant has a singularity
around µ ∼ 0.3 MeV. This singularity is induced by the
non-ladder type diagrams in Fig. 1. The loop integrals of
these diagrams has a singular factor, 1/(Λ2−µ2+m2), as
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FIG. 8: Phase transition of the chiral symmetry and color
superconductivity at finite density. 〈σ〉 and 〈∆〉 denote the
chiral condensates and the diquark condensates, respectively.

long as the diquark condensates vanishes. This singular-
ity should be distinguished from the infrared divergence
of the 4-Fermi coupling constant induced by its quadratic
term in the β function.

We guess the β function singularity of the non-ladder
diagrams comes from the fact that the regulator function
does not properly evaluate the fluctuations of the modes
around the Fermi surface. Therefore, by adopting an ap-
propriate regulator function respecting the Fermi surface
structure, we may resolve the singularity problem.

Conclusion—We developed a non-ladder extended flow
equation of the fermion potential in QCD, and it gives
gauge independent results for the chiral condensates. We
also analyzed the finite density QCD and showed the
phase transition between the dynamical chiral symmetry
breaking and the color superconductivity. Non-ladder ex-
tension of the finite density system has a new singularity
which requires improvement of the regulator function.
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Effects of fluctuations for QCD phase diagram with isospin

chemical potential

上門和彦 京都大学基礎物理学研究所

1 序
　本講演では共同研究 [1]に基づき、汎関数くりこみ群方程式を用いて 2-flovor,3-color QCDの有
限アイソスピン化学ポテンシャルの相構造について解析した結果について報告を行う。
強い力を記述する量子色力学 (QCD)は有限温度、有限バリオン密度で様々な相構造を持つこと

が予見されており、QCD相図の研究は理論的実験的両面から進められている。格子QCDは第一
原理からQCD相図を研究可能な強力な手法である。しかしながら有限バリオン密度においては、
フェルミオンの行列式が複素数になる符号問題があり未だに低温、高化学ポテンシャル (µ � T )
は到達不可能な領域である。このために有限バリオン密度の相構造を研究するためには、Nambu-
Jona-Lasinion(NJL)模型やクオークメソン (QM)模型などのような、QCDの低エネルギーの励
起モードで構成された有効模型が用いられる。
有限の化学ポテンシャルに対しても符号問題が生じない状況も存在する。そのような系に対し

て有効模型を構成し相構造を調べ格子QCDの結果と比較することで、有効模型の信頼性を議論す
ることが可能となる。本研究ではいくつか提案されている符号問題がない系のうち、アイソスピ
ン化学ポテンシャルが有限の 3-color、2-flavorのQCD[2]についてQM模型を一般化した有効模
型を構成し相構造を議論する。アイソスピン化学ポテンシャル (µI)は u クオークと dクオークの
化学ポテンシャルの差として定義される。

µu = µ+ µI

µd = µ− µI (1)

この系の面白い特徴として Silver Blazeと呼ばれるゼロ温度での特別な振る舞いが知られている
[3]。ゼロ温度、ゼロクオーク化学ポテンシャルにおいて µI を増加させていった場合、通常のハド
ロン相から、パイオン凝縮相への二次相転移が起こる。Silver Blazeとは転移が起こる µI が真空
のパイオンの質量の半分と一致するという特徴である。これらはQCDが厳密に持つ性質のため、
有効模型を構成した場合にその模型は Silver Blaze関係を満たさなければならない。
一般に相構造を調べるためには、有効ポテンシャルを系のラグランジアンから計算することが

必要になる。有効ポテンシャルを計算するためにしばしば場の期待値の周りのゆらぎを無視する
平均場近似が用いられる。この近似は二次相転移点近傍や強いクロスオーバー相転移点の近傍で
は、ゆらぎの効果が大きくなることから、破綻することが知られておりこれらを超えた計算手法
が必要である。本研究では平均場近似を超えて、ゆらぎの効果を取り込むために汎関数くりこみ
群 (FRG)方程式 [4]を用いる。FRG方程式は有効ポテンシャルの計算方法の一つであり、スケー
ル依存した有効作用に対する汎関数微分方程式として構成されている。FRG方程式を以下で説明
する近似のもとで解くことで、ゆらぎの効果を取り入れた有効ポテンシャルの計算を行う。

2 定式化
本研究の出発点となるのは有限温度、有限バリオン密度中でのカイラル対称性を記述するのに用
いられるクオークメソン (QM)模型である。QM模型はクオーク、シグマメソン、パイメソンで
構成されており、有限アイソスピン化学ポテンシャルに拡張されたQM模型のラグランジアンは

1

Soryushiron Kenkyu



以下のように与えられる

LQM+µI
= ψS−1

0 ψ̄ +
1
2
(∂µσ)2 +

1
2
(∂µπ0)2 + U(ρ2, d2)− cσ +

1
2

(
(∂µ + 2µIδ

0
µ)π+(∂µ − 2µIδ

0
µ)π−

)
.

(2)

有限のアイソスピン化学ポテンシャルの場合にはメソン場 σ, ~πのうち σと π+の期待値がゼロで
ない可能性がありこれらを変数として有効ポテンシャル U(σ, π+)を計算しなければならない。
与えられた有効模型に対して有効ポテンシャルとメソンの 2点関数を計算するために汎関数く

りこみ群 (FRG)方程式を用いる。FRG方程式はスケールに依存した有効作用 Γkのスケール依存
性を記述し、汎関数微分方程式で与えられる。Fig. 1(a)と Fig.1(b)は有効作用とメソンの二点関

+
1

2−∂kΓk =

(a) 有効作用の FRG方程式のダイアグラムによる表現。
白丸はカットオフ関数の挿入を表す。

∂kΓ
(0,2)

k = −2×

−

1

2
×

Γ
(2,1)

k

Γ
(2,2)

k

Γ
(2,1)

k

Γ
(0,4)

k

Γ
(0,3)

k Γ
(0,3)

k

+

+

(b) メソン二点関数の FRG方程式のダイアグラムによ
る表現。白丸はカットオフ関数の挿入を表し、黒丸、白
四角はそれぞれスケール依存する三点と四点関数を表す。

Figure 1: FRG方程式のダイアグラムによる表現

数の汎関数くりこみ群方程式のダイアグラムによる表現である。これらの方程式の特徴は有効作
用の方程式には二点関数（の逆）が、二点関数の方程式には三点と四点関数が現れていることで
ある。一般に FRG方程式を解くためには無限個の連立汎関数微分方程式を解かなければならず、
不可能である。そのため本研究では有効ポテンシャルとメソン二点関数を解くためにローカルポ
テンシャル近似 (LPA)と呼ばれる近似を用いる。LPAでは有効作用の形をスケール依存する有効
ポテンシャルと運動項で書けると仮定して以下のよう近似する、

ΓLPA
k [ρ2, d2] = T

∑
n

∫
d3x LQM+µI

|U→Uk(ρ2,d2) . (3)

この LPA有効作用を FRG方程式に代入することで、有効ポテンシャルとメソン二点関数までで
閉じた方程式を得ることができる。得られた有効ポテンシャルとメソン二点間数の方程式をオー
ダーパラメータ (σ, π+)のグリッドに分割して解くことで有効ポテンシャルとメソン二点関数を
得る。

3 結果
　ここではゼロ温度の場合について数値計算を行なって得られた結果について説明する。まず
Fig. 2(a)は真空 (µ = µI = 0)でのパイオン二点関数 Γ(0,2)

π (ω)の FRG方程式による解である。赤
線は二点関数の FRG方程式をモーメンタム依存まで含めて解いた解を示し、青線は有効ポテン
シャルの曲率を用いて定義した Γπscr ≡ −ω2 + 2 ∂U

∂σ2 を表す。赤線のパイオン二点関数がゼロとな
る 133[MeV]がパイオンのポール質量に対応しており、青線のパイオン二点関数がゼロとなる訳
188[MeV]が有効ポテンシャルの曲率による質量に対応している。これまでの多くの先行研究では、
後者の有効ポテンシャルの曲率によりパイオンの質量が定義されており、我々が計算した二点関
数のポールによる質量とは 30%ほどの違いがあることがわかる。
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(b) µ-µI 平面での相図。赤い実線はカイラルの一次相
転移を示す。緑の点線はパイオン凝縮相への 2次相転移
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Figure 2: T = 0での計算結果

一方で有効ポテンシャルの計算からパイオン凝縮相への相転移の起こる µc
I を見積もることが

可能である。Silver Blaze関係は µc
I とパイオン質量の関係を示すものであり、ポテンシャルの情

報からどちらの質量を用いるべきか決めることができる。その値は 2µc
I = 136.6[MeV]であり、こ

の結果は二点関数のポールを用いた質量の定義と 3%しか違わず、パイオンの質量の定義に曲率質
量ではなくポール質量を用いなければならないことを示している。

Fig. 2(b)は T = 0での相構造を µ-µI 平面に図示したものである。赤の実線は一次のカイラル
相転移を表しており、この線上で低い µ側のハドロン相から高い µのQGP相へ相転移が起こる。
緑の実線はパイオン凝縮相と通常相との二次相転移を表しており、µI が高い側にパイオン凝縮相
(π+ 6= 0)が現れる。パイオン凝縮相が起こる µI は Silver Blazeの議論と一致しており、低い µの
領域では、ポール質量から決めたパイオン質量と µI = 2Mπ の関係を満足している。
青の点線は与えられた µI でのクオーク質量Mq(µI)を表している。µI を固定して µを増加さ

せていった場合、この青い線の内側では真空は安定であり二次相転移は起こり得ない。そのため
一次相転移が起こりクオークの質量が変わらない限り、クオークを励起させることができず、青
の線を超えるまでは µ = 0と同じ状態（圧力一定、ゼロバリオン密度）が続く。青の線を超えた
ところでクオークが励起され始め、バリオン密度が有限となる。高い µI 側にある黒い実線はパイ
オン凝縮相中での一次相転移を示しており、一次相転移によってクオークの質量が減少し黒線よ
りも高い µではバリオン密度が有限となる。
以上のように我々は汎関数くりこみ群方程式を有効模型に適用し、アイソスピン化学ポテン

シャルが有限の場合のQCDの相構造を調べた。二点関数のポールを用いてパイオンの質量を定義
することで、QCDの持つ Silver Blaze と呼ばれる関係を満足できることを示した。
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1 Introduction

高温・高密度等の極限状況下における強い相互作用する多体系を理解することは、ハドロン物理の重要な課題の

一つである。特に、有限温度・密度におけるクォーク・ハドロン多体系が環境変化に応じてどのような相転移を起

こすのか、またどのような相図を描くのかを解明することは宇宙初期の状態および中性子星内部構造の理解に繋が

るものとして非常に興味深い問題である。本稿では、有限密度側に注目し、有限温度・密度におけるクォーク・ハ

ドロン相転移について考察する。

2 Extended NJL model for nuclear and quark matters

有限温度・バリオン化学ポテンシャルにおけるクォーク・ハドロン相転移を記述するために、本研究では核物質

およびクォーク物質の有効モデルとして、saclar-vector型８点相互作用を含んだ拡張された NJLモデルを用いる。

NJLモデル [1]は当初核子のモデルとして始まり、現代ではクォーク物質のモデルとして扱われているものの、核

物質のモデルとしても広く用いられてきた [2]。そこで、ここでは核物質を扱うモデルとして、オリジナルの NJL

モデルに vector-vector型４点相互作用と saclar-vector型８点相互作用を導入した拡張された NJLモデルを適用

する[3]。これはWaleckaモデル[4]に対応するようなもので、核物質の飽和性を再現するモデルとなっている。一

方、クォーク物質についても saclar-vector型８点相互作用を導入した拡張された NJLモデルを適用しており、こ

の８点の導入により scalar couplingが密度依存性を持ち、結果 vector型相互作用と似たカイラル対称性の回復を

遅くする効果を持つ。核物質・クォーク物質に対する Lagrangian密度 (2-flavor)は、次のようになる。

Li = ψiiγ
µ∂µψi +Gis

[
(ψiψi)

2 + (ψiiγ5τψi)
2
]
−Giv(ψiγ

µψi)(ψiγµψi)

−Gisv
[
(ψiψi)

2 + (ψiiγ5τψi)
2
]

(ψiγ
µψi)(ψiγµψi) (1)

核物質 (i = N)に対して、核子場 ψN を color数 1の基本場として扱う。パラメータ (GNs , G
N
v , G

N
sv,ΛN )につい

ては真空と通常核密度での nucleon mass、および核物質の飽和性の条件から決定する。ここで、このモデルは非

繰り込みなので 3次元運動量カットオフ Λi を導入している。一方、クォーク物質 (i = N)に対しては color数 3

をとり、dynamical quark mass と pion decay constant からパラメータ (Gqs,Λq) を決定する。パラメータ Gqsv

(scalar-vector coupling)はフリーパラメータであり、ここでは典型的な場合として GqsvΛ
8
q = −68.4に取った結果

について述べる。また、scalar-vector相互作用は vector相互作用と似たカイラル相転移を弱める効果を担ってい

るので、パラメータ Gqv (vector coupling)については今回 Gqv = 0とし、ここでは Gqsv に注目して調べる。

クォーク・ハドロン相転移を記述する際、いずれの相が実現しているのかについては両相の圧力を比較すること

により決定する。もちろん、NJLからの拡張なのでカイラル相転移についても記述することが可能であり、ここで

もクォーク物質の圧力を比較することにより物理的に実現する解を決定する方法を取っている。
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3 Numerical results
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図 1 温度 0, 20, 40 MeVでのクォーク物質の圧力 (左)とクォーク数密度 (右)。

図 1 の左側は、温度 0, 20, 40 MeV でのクォーク物質の圧力を表している。実線は Gap-solution を拾って計

算した結果で、破線は masslessの値を拾った結果である。ここで、物理的に実現する解は圧力が最大の値を持つ

解である。すると、温度 0, 20, 40 MeV においてクォーク化学ポテンシャル µq がそれぞれ 326, 323, 318 MeV

あたりで massless branchに乗り移っていることから、そこでカイラル対称性の回復 (カイラル相転移)が起こっ

ていることがわかる。これと対応する密度表示のグラフ (図 1 の右側) では、温度 0, 20 MeV において一次相

転移が実現し、温度 40 MeV では二次相転移が実現していることがわかる。以上と同じような方法で、有限温
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図 2 温度 20 MeVでのクォーク・ハドロン相転移。左は圧力表示、右は密度表示。

度・密度でのクォーク・ハドロン相転移について調べる。ここで、ハドロン相とクォーク相の熱平衡条件として

pN (µN , T ) = pq(3µq, T )を課す。紙面の都合上、ここでは温度 20 MeVの場合を例に取って説明する。図 2の左

側は、温度 20 MeVでの核物質とクォーク物質の両圧力を表している。低密度側では核物質が実現し、高密度側で

はクォーク物質が実現している。このとき、バリオン化学ポテンシャル µB が 1190 MeVあたりでクォーク・ハド

ロン相転移が起こり、対応する密度表示のグラフ (図 1の右側)から核物質相とクォーク相が共存する状態が起こ

ることから、このクォーク・ハドロン相転移は一次相転移であることがわかる。
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図 3 拡張された NJLモデルでの相図 (with Gq
svΛ

8
q = −68.4)。

結果として、Gqsv を含む拡張された NJLモデルでの相図は図 3のように描かれる [5]。実線と点線はそれぞれ一

次と二次のカイラル相転移線を表し、二点鎖線は一次のクォーク・ハドロン相転移線を表す。ここで、クォーク・

ハドロンの相境界の内側の領域において、核物質相であるにもかかわらずクォーク物質的にカイラル対称性が回復

している領域が現れる。これは Quarkyonic相 [6]に対応するものであると考えられる。

また、フリーパラメータ Gqsv の強さを変えることにより相図はどのような影響を受けるのかについて、一次のカ

イラル相転移線が Gqsv の couplingの強さを大きくするにつれて shrinkし、さらに大きくすると消えてしまう結果

となった。一次のクォーク・ハドロンの相境界については変化はなく、Gqsv に依存しないことがわかった。

4 Summary and Future Work

本稿では、有限温度・バリオン化学ポテンシャルにおけるクォーク・ハドロン相転移について論議した。核物質

とクォーク物質に対して Gqsv を含んだ拡張された NJLモデルによる解析の結果、一次のクォーク・ハドロン相転

移を記述することができ、その相図を得ることができた。このとき、カイラル対称性は回復しているが励起はハド

ロン的な核物質相がこのモデルにおいて現れることがわかった。今回対称核物質とフリーなクォーク相を扱った

が、カラー超伝導相の考慮や中性子物質とクォーク物質の間での相転移を考察することも面白く、中性子星物理に

関連するものとして興味深い。
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超演算子形式から見た非平衡Thermo Field Dynamicsの
熱的真空の構造

中村祐介, 山中由也
早大基幹理工電子光システム

1 はじめに

実時間正準場の理論形式であるThermo Field Dynamics(TFD)は、空間の自由度を倍加するこ
とによって熱的な混合状態期待値を、倍加された空間における純粋状態（熱的真空）の期待値と
して表現する形式である [1, 2]。TFDでは密度演算子の情報は全て熱的真空にとって代わられる
が、その際密度演算子がある特別な構造を持っていることを仮定していた。本研究では超演算子
形式 [3]における準粒子描像という概念から、我々が用いている非平衡 TFD形式を導き、非平衡
TFDでは仮定であった密度演算子の特別な構造が、より基本的な要請から自然に得られることを
示す。なお本研究では自発的対称性が破れていない場合のみを扱う。
本稿では表記簡単化の為、1モードの Bose粒子系のみを記す。Fermi粒子系、多モードの系へ

の拡張は容易である。

2 超演算子形式

本章では Schmutzによる超演算子形式 [3]を簡単にレビューする。
生成消滅演算子 a, a†の粒子数状態

{∣∣m⟩} :∣∣m⟩ =
1√
m!

a†,m
∣∣0⟩ ⟨m|m′⟩ = δmm′ ,

∑
m

∣∣m⟩⟨m∣∣ = 1 (1)

で張られる Fock空間 Hを考える。Hに作用する線形演算子の集合は Liouville空間と呼ばれる
線形空間 H̄ をなす。H̄ の要素を

∣∣A⟩⟩ の様に二重ブラケットで表記することにし、その内積を⟨⟨
A
∣∣B⟩⟩ = Tr[A†B] と定義する。H̄の完全正規直交系は

{∣∣m,n⟩⟩ =
∣∣∣∣m⟩⟨n∣∣⟩⟩} :⟨⟨

m,n
∣∣m′, n′

⟩⟩
= δmm′δnn′ ,

∑
m,n

∣∣m,n⟩⟩⟨⟨m,n∣∣ = 1 (2)

である。H上の演算子 Aを別の演算子 B に変換する超演算 Ô : A 7→ B は、超演算子形式では
Ô
∣∣A⟩⟩ =

∣∣B⟩⟩ と表記される。超演算 ǎ, ǎ†, ã, ã†をそれぞれ

ǎ : A 7→ aA , ǎ† : A 7→ a†A , ã : A 7→ Aa† , ã† : A 7→ Aa (3)

と定義すると

ǎ
∣∣m,n⟩⟩ =

√
m
∣∣m− 1, n

⟩⟩
, ǎ†

∣∣m,n⟩⟩ =
√
m+ 1

∣∣m+ 1, n
⟩⟩
, (4)

ã
∣∣m,n⟩⟩ =

√
n
∣∣m,n− 1

⟩⟩
, ã†

∣∣m,n⟩⟩ =
√
n+ 1

∣∣m,n+ 1
⟩⟩

(5)

及び交換関係
[ǎ, ǎ†] = 1 , [ã, ã†] = 1 , otherwise = 0 (6)

が成立する。従って
∣∣m,n⟩⟩は ǎ, ãに対する Fock空間とみなすことも出来る：∣∣m,n⟩⟩ =

1√
m!n!

(
ǎ†
)m (

ã†
)n∣∣0, 0⟩⟩ (7)
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3 Liouville空間における非摂動表現と準粒子描像

Schödinger描像における Liouville-von Neumann方程式

i
d

dt
ρS(t) = [HS , ρS(t)] (8)

で記述される熱的な系を考える。超演算子形式では Liouville-von Neumann方程式を

i
d

dt

∣∣ρS(t)
⟩⟩

= ĤS

∣∣ρS(t)
⟩⟩

(9)

と表すことが出来る。ただし ĤS = ȞS − H̃S である。また熱的な期待値は

Tr[ASρS(t)] =
⟨⟨
I
∣∣AS(t)

∣∣ρS(t)
⟩⟩

(10)

と書かれる。ここで
⟨⟨
I
∣∣ =

∑
m

⟨⟨
m,m

∣∣である。
続いてある非摂動ハミルトニアン Ĥu(t)を選び、相互作用描像を定義する：

i
d

dt
Û(t) = Û(t)Ĥu(t) , ǎ(t) = Û−1(t)ǎS(t)Û(t) , ã(t) = Û−1(t)ãS(t)Û(t) , (11)

Liouville空間や密度演算子は相互作用描像の {ǎ, ã}-演算子を通して構築されるため、Ĥu(t)の選
び、準粒子描像を明確に定義することが重要である。しかし熱的状況（特に非平衡系）において
その選択は自明ではない。我々は以下の 3つ基本的な要請を課すことによって、それらを決定し
ていく。

(a) 各時刻において準粒子描像が存在すること

(b) 未来のマクロな量が現在に影響を及ぼさない、という熱的な因果律

(c) t = ∞で熱平衡になること

基本要請 (a)により、自発的対称性が破れていない場合の非摂動ハミルトニアンは ǎã, ǎ†ã†, ǎ†ǎ,

ã†ãとc数の線形結合で書けなければならない。また密度演算子は一般的に
∣∣ρ0(t)⟩⟩=

∑
pm(t)

∣∣m,m⟩⟩
と書けると仮定する。ここで密度演算子が (i)エルミート性 ρ†0(t) = ρ0、(ii)規格化 Tr[ρ0(t)] = 1、
(iii)正値性

⟨
φ
∣∣ρ0(t)∣∣φ⟩ ≥ 0 for any

∣∣φ⟩ を満たしていることを要請すると
pm(t) = p∗m(t) ,

∑
m

pm(t) = 1 , pm(t) ≥ 0 , (12)(
Ĥu(t)

)∼
= −Ĥu(t) ,

⟨⟨
I
∣∣Ĥu(t) = 0 (13)

という制約が付く。これにより相互作用描像における Ĥu(t)は 3つの実パラメータ n(t), ω(t), γ(t)

を用いて一般的に

Ĥu(t) = ω(t)
(
ǎ†ǎ− ã†ã

)
+ iṅ(t)

(
ǎã+ ǎ†ã† − ǎ†ǎ− ã†ã− 1

)
+ iγ(t)

(
ǎã+

n(t)

1 + n(t)
ǎ†ã† − 1 + 2n(t)

2(1 + n(t))

{
ǎ†ǎ+ ã†ã

}
− 1

)
(14)

と書くことが出来る。これらのパラメータのうち ω(t)はミクロな量である励起エネルギーと解釈
できるが、残りの 2つはマクロな量である。特に n(t)は粒子分布

⟨⟨
I
∣∣a†a∣∣ρ0⟩⟩そのものである。

Soryushiron Kenkyu



Ai = ǎ, ǎ†, ã, ã†と置き、非摂動伝搬関数

∆(t1, t2) = −i
⟨⟨
I
∣∣T[A1(t1)A2(t2)]

∣∣ρ0⟩⟩
= −iθ(t1 − t2)

⟨⟨
I
∣∣A1(t1)A2(t2)

∣∣ρ0⟩⟩− iθ(t2 − t1)
⟨⟨
I
∣∣A2(t2)A1(t1)

∣∣ρ0⟩⟩ (15)

を考える。基本要請 (b)が満たされてる為には、式 (15)の右辺第 1項からは n(t1), γ(t1)、第 2項
からは n(t2), γ(t2)の寄与が消えなくてはならない。そのことより γ(t) = 0でなくてはならないこ
とが導かれる。
以上により非摂動ハミルトニアン Ĥu(t)の構造が得られた。Ĥu(t)は励起エネルギー ω(t)と粒

子分布 n(t)をパラメータに持つ。さらにこの構造とHeisenberg方程式により pm(t)の従う方程式
として

ṗm(t) = ṅ(t)
{

(m+ 1)pm+1(t) − (2m+ 1)pm(t) +mpm−1(t)
}

(16)

を得る。ここで qm(t) =
√
m+ 1 {(1 + n(t))pm+1(t) − n(t)pm(t)}として書き換えると

q̇m(t) = ṅ(t)
√
m+ 1

{√
m+ 2 qm+1(t) − 2

√
m+ 1 qm(t) +

√
m qm−1(t)

}
(17)

を得る。ところで熱平衡系では peqm = (1 − e−βω)e−βωmであるので、qeqm = 0である。従って基本
要請 (c)を満たすためには、全てのmに対して qm(∞) = 0であることが必要である。そのために
は有限の時間 tにおいても qm(t) = 0でなくてはいけないことが式 (17)より示される。qm(t) = 0

よりすぐさま pm+1(t)/pm(t) = n(t)/(1 + n(t)) ≡ f(t)、つまり pm(t)は pm(t) = (1 − f(t))fm(t)

という等比分布であることが分かる。

4 結論

3つの基本要請を置くことにより非摂動ハミルトニアンと密度演算子が

Ĥu(t) = ω(t)
(
ǎ†ǎ− ã†ã

)
+ iṅ(t)

(
ǎã+ ǎ†ã† − ǎ†ǎ− ã†ã− 1

)
(18)∣∣ρ0(t)⟩⟩ =

(
1 − f(t)

)∑
m

fm(t)
∣∣m,m⟩⟩ (19)

となることが導かれた。非平衡 TFDの言葉でいうと、式 (18)の第１項は自由ハットハミルトニ
アン、第２項は熱的カウンター項、また式 (19)は α = 1表現における熱的真空そのものである。
特に密度演算子の等比分布性 (pm(t) ∝ fm(t))は非平衡TFDでは仮定であったが、本研究ではそ
れをより基本的で自然な仮定である 3つの基本要請から導くことに成功した。非摂動ハミルトニ
アンの残った２つのパラメータは、非平衡TFDにおいて自己エネルギーに対する自己無動着な繰
り込み条件などによって決定されるパラメータである [2, 4]。この手続きも本研究で用いた超演算
子形式からの視点を用いれば、より自然に導けるかもしれない。また、本研究の方法を自発的対
称性のある場合へ拡張していくことも今後の課題である。

参考文献
[1] H. Umezawa, Advanced Field Theory — Micro, Macro, and Thermal Physics (AIP, New York, 1993).

[2] H. Chu and H. Umezawa, Int. J. Mod. Phys. A10, 1693 (1995).

[3] M. Schmutz, Z. Physik B 30, 97 (1978).

[4] Y. Nakamura, T. Sunaga, M. Mine, M. Okumura, and Y. Yamanaka, Ann. Phys. (N.Y.) 325, 426
(2010); Y. Nakamura and Y. Yamanaka, ibid. 326, 2070 (2011).

Soryushiron Kenkyu



非平衡Thermo Field Dynamicsにおける
正準量子化に基づいたDirac場の構築

水谷友一, 稲垣知宏

広島大学情報メディア教育研究センター

1 はじめに

現在，さまざまな分野において非平衡現象の解明に向けた取り組みが行われている．このような非平衡現

象を量子論の枠組みで扱うには，熱的な状態と実時間の自由度を共に扱う事の出来る，実時間形式の熱場

の量子論が必要となる．その中でも特に，粒子の生成や消滅を伴うような高エネルギー物理現象が関わる

非平衡現象の解明には，相対論的な場によって記述された理論が必要となる．

我々の研究グループは，実時間形式の熱場の量子論のひとつである Thermo Field Dynamics（TFD）を

相対論的場を用いて記述することにより緩和過程などの熱非平衡系の性質を明らかにするための研究に取

り組んできた。

TFDを非平衡系へ適応するには，熱平衡系での理論を拡張した非平衡 TFDと呼ばれる理論が用いられ

る．これまでに相対論的な場に対する非平衡 TFDの方法は，相対論的中性スカラー場に対して正準量子化

に基づいた扱い方が提唱されていた [1]．しかし，相対論的な複素スカラー場や Dirac場，Gauge場に関し

てはまだ扱い方が十分に理解されていなかった．特に文献 [2]では，非平衡 TFDにおける相対論的 Dirac

場は，相対論的場を構成する正振動項と負振動項がそれぞれ異なるエネルギー固有値を持つため，場の時

間発展と無矛盾なラグランジアンの構築は困難であると指摘されていた。

そこで我々は，このような問題を解決することにより非平衡 TFDの方法を相対論的複素スカラー場や

Dirac場に対して拡張する事を目的とした研究を行った．本稿は，文献 [3]のレビューである．また，本研

究で扱っている非平衡系は一様等方な系を仮定している。非平衡 TFDにおいて，相対論的複素スカラー場

や Dirac場などの電荷を持つ場は，結果的に同様の方法で拡張を行う事ができるため，以下では相対論的

Dirac場に対して議論を行う．

2 Thermo Field Dynamics

先ず始めに，TFDの枠組みについてごく簡単に説明する [4]．TFDは，通常の場の量子論で扱われる a

演算子に加えて，この a 演算子と独立な交換関係を満たすチルダ演算子，ã によって理論が記述される．

[ap, a
†
k] = [ãp, ã

†
k] = (2π)3δ(3)(p−k), [ap, ã

†
k] = [ap, ãk] = 0.また，場の時間発展は，a演算子のみで構成され

たハミルトニアン，H，と ã演算子のみで構成されたハミルトニアン，H̃，を用いて定義されたハットハミルト

ニアン，Ĥ = H−H̃，により定義される．ここで，H̃は，ハミルトニアン，Hとチルダ共役則と呼ばれる関係に
より互いに結びついている．さらに熱的Bogoliubov変換，ξαp (t) = B(np)

αβaβp (t), ξ̄αp (t) = āβp (t)B−1(np)
βα,

と呼ばれる変換の下で新たな演算子，ξ, ξ̃ を導入し，この演算子に対する真空状態，ξ|θ⟩ = 0を熱的真空

状態として定義する．さらに TFDでは，力学的演算子，Aの熱的な期待値は，熱的真空状態による期待

値，⟨θ|A|θ⟩ により与えられる．ここで，変換に現れた演算子の表記，aα, āαは，演算子とチルダ演算子を
２成分のベクトル表示で表した熱的二重項表現，aαp (t) = (ap(t) ã

†
p(t)), ā

α
p (t) = (a†p(t) − ãp(t))T を意味し，

また，B(n(p))及びB−1(n(p))は熱的 Bogoliubov行列と呼ばれる熱的二重項表現にかかる行列を表す．こ

のとき，熱的 Bogoliubov変換に現れた変換パラメータ，n(p) も熱的な粒子数分布として与えられるため，

TFDでは力学的観測量の熱的な期待値のみではなく，熱的 Bogoliubov変換自身も熱的な状態と関係して

いる．

次にTFDを非平衡系へ拡張した理論である非平衡TFDは，熱平衡系では時間に依存しない熱的Bogoliubov

変換のパラメータ，n(p)を実時間に依存するパラメータ，n(t; p)へ拡張する事により与えられる [5]．この

Soryushiron Kenkyu



とき，正準量子化に基づいて定義された演算子，aαp (t), āαp (t)のエネルギー固有値には，時間に依存する熱

的 Bogoliubov変換の影響により熱的 Bogoliubov変換パラメータ，n(t; p)からの寄与が現れ，さらに生成・

消滅演算子は，共に等しいエネルギー固有値を持つ事が知られている [6]．

ここで，生成・消滅演算子が互いに等しいエネルギー固有値に従う事に着目すると，これらの演算子を組

み合わせて記述された場，ϕ(x)の時間微分方程式は，ϕ̇(x) = C(∇x)π(x)のような形で，エネルギー固有

値に依る係数，C(∇x)を共役場，π(x)の外側へくくりだせるため，場の時間発展方程式とハイゼンベルグ

方程式との関係より非平衡系のハミルトニアンを簡単に導出することが出来る．演算子のこのような性質

を利用して，相対論的中性スカラー場は，以下のように熱平衡系の表式に含まれる演算子，aαp (t), āαp (t)を

非平衡系の演算子へ置き換えた形で導入される [3]．

ϕα(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ωp

{
aαp (tx)eip·x + (τ3āp(tx)T )αe−ip·x} . (1)

このとき，相対論的中性スカラー場が従う自由ハミルトニアン，

ĤQ = Ĥ0 − Q̂, (2)

は，熱平衡系で現れる自由ハミルトニアン，Ĥ0に加えて，演算子，aαp (t), āαp (t)のエネルギー固有値に熱的

Bogoiubov変換のパラメータ，n(t; p) からの寄与を含むため，新たに熱的カウンター項と呼ばれる変換パ

ラメータの時間微分項を含む項，Q̂ ∝ ṅ(t; p)が現れる．

3 非平衡Thermo Field Dynamicsにおける相対論的Dirac場

次に本研究で対象とする相対論的Dirac場について述べる．Dirac場は，粒子に対する演算子，aαp (t), āαp (t)

と反粒子に対する演算子，bαp (t), b̄αp (t)の 2種類の演算子によって記述される．非平衡 TFDでは，これら粒

子，及び反粒子の演算子は，それぞれ異なる時間に依存した熱的 Bogoliubo変換パラメータによる変換を

受ける．ここでは，粒子演算子に対する変換パラメータを n+(t; p)，反粒子演算子に対する変換パラメータ

を n−(t; p)と記述する．すると，これらの演算子のエネルギー固有値には，中性スカラー場のときと同様に

時間に依存する変換パラメータからの寄与が現れるようになるが，Dirac場の場合は，粒子，反粒子演算子

が，それぞれ異なる変換パラメータ，n±(t; p)による寄与を受けるため，互いに異なるエネルギー固有値を

持つようになる．

これらの演算子を用いて，非平衡系における相対論的 Dirac場，

ψα(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2ωp

∑
s

{
as,αp (tx)us(p)eip·x + (τ3b̄

s
p(tx)T )αvs(p)e−ip·x} , (3)

を導入すると，この場に含まれる正振動項，ψ+ と負振動項，ψ−のエネルギー固有値が互いに異なるため，

時間発展方程式は，ψ̇(x) = C+(∇x)ψ+(x) +C−(∇x)ψ−(x), のように，場の正振動項と負振動項が異なる

係数，C±(∇x)により分かれた形となる．そのため，時間発展方程式とハイゼンベルグ方程式との関係が自

明ではなくなり，Dirac場が従うハミルトニアンを簡単に導出することができなくなる．このような相対論

的 Dirac場の正振動項と負振動項が異なるエネルギー固有値を持つ事による問題点は，文献 [2]でも指摘さ

れており，このことから非平衡 TFDで，Dirac場を扱うことは困難であるとされてきた．しかし，この正

振動項と負振動項にみられるエネルギー固有値の不一致は，熱的 Bogoliubov変換パラメータ，n±(t; p)の

違いが原因であるため，理論の中にこの変換パラメータの違いを記述する項をうまく導入することにより，

場の時間発展と無矛盾なハミルトニアンを構築できるのではないかと考える事が出来る．

ここで，もう一度非平衡 TFDのハミルトニアンを見てみると，先に述べたように，自由ハミルトニアン

(2)は，熱平衡系に現れる自由ハミルトニアン，Ĥ0 に加えて，時間に依存する変換パラメータ，n(t; p)に
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よる寄与を受けて熱的カウンター項，Q̂を含んでいる．ここで，中性スカラー場に対する熱的カウンター

項を熱的 Bogoliubov変換を受けた演算子，ξp, ξ̃p で展開すると以下のように表される．

Q̂ ∝ ṅ(t; p)ξ†pξ̃
†
p, (4)

中性スカラー場の場合は１種類の熱的 Bogoliubov変換パラメータのみで理論が記述されるため，上記の熱

的カウンター項によりハミルトニアンを構築することが出来ていた．

しかし，Dirac場の場合には，n±(t; p)の２種類の変換パラメータが現れるため，変換パラメータの時間

依存性を記述する熱的カウンター項も２つ必要となる．このような Dirac場に対する熱的カウンター項は

熱的 Bogoliubov変換を受けた粒子・反粒子演算子，ξp, ηp の独立性を利用して以下のように導入される．

Q̂n ∝
(
n+(t; p) + n−(t; p)

)(
ξ†pξ̃

†
p + η†pη̃p

)
, (5)

Q̂c ∝
(
n+(t; p) − n−(t; p)

)(
ξ†pξ̃

†
p − η†pη̃p

)
. (6)

このように導入された熱的カウンター項，Q̂ = Q̂n + Q̂c, によって，Dirac場の時間発展に現れる変換パラ

メータの時間依存性を記述する事が出来き，Dirac場のハミルトニアンは，熱平衡系に現れるハミルトニア

ン，Ĥ0 を用いて (2)式のように表される．

非平衡 TFDでは，相互作用を含んだ系の時間発展を記述するハミルトニアンは，熱平衡系で与えられる

ハミルトニアンにより定義される．熱平衡系における自由ハミルトニアン, Ĥ0, と相互作用ハミルトニアン,

Ĥint, から成るハミルトニアンを非平衡 TFDで得られる自由ハミルトニアン，ĤQ によって展開すると，

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint = ĤQ + Ĥint + Q̂, (7)

となるため，非平衡 TFD における相互作用ハミルトニアンにも熱的カウンター項による寄与を受けて，

ĤI = Ĥint + Q̂，となる．

紙面の都合で詳しい説明は省くが，非平衡TFDではChu-Umezawaのくりこみ条件，⟨θ|ξfull(t)ξ̃full(t)|θ⟩ =

0, ⟨θ|ηfull(t)η̃full(t)|θ⟩ = 0，と呼ばれる条件の下で，時間に依存するパラメータ，n±(t; p) がそれぞれ観測

される粒子・反粒子数分布に一致する事が知られている [7]．ここで，添え字の”full”は，摂動の寄与を含ん

だ演算子を表している．さらに，これらのくりこみ条件を摂動伝播関数に課した結果として，粒子・反粒子

数分布の時間発展方程式をそれぞれ得られる．また，文献 [3]では具体的な例として，湯川型相互作用模型か

ら得られる最低次の摂動として 1-loop量子補正の寄与を考慮した議論を行った．その結果，Chu-Umezawa

のくりこみ条件により得られた粒子・反粒子数分布の時間発展方程式は，１体のボーズ粒子と２体のフェル

ミ粒子の散乱による量子ボルツマン方程式と一致することが確かめられた．

今後は，この正準量子化に基づいた非平衡 TFDの手法をゲージ場に対して応用すると共に，より高次の

摂動の寄与から期待されるボルツマン方程式との違いについて調べてゆく予定である．
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カシミア効果の繰り込み群アプローチと

物質中の電磁場の幾何学的取り扱い

静岡県立大学食品栄養科学部、一ノ瀬　祥一

1997年頃から String理論、D-brane理論で始まったホログラフィー
(AdS/CFT)のアイデアは今では円熟し、さまざまな物質科学に応用さ
れている。物質科学に”高次元”の時空幾何学 (一般相対論)が浸透し始め
ている。ここでは物質中の電磁場を考えてみる。
　物質中の電磁場E,Bは誘電率 ε (D = εE)と透磁率 µ (B = µH)を用
いたMaxwell方程式で記述される。εと µの二つのパラメータを使い物
質を特徴付けている。物質中のミクロな相互作用を仮定すれば、εおよ
び µの具体的関数形は求められている。例えばDrude formula。ここで
はその特徴付けを時間・空間の幾何に基づいて行う。いくつかのモデル
が提案されている。　
　詳しくは文献 [1]にあるので、アイデアのみ述べる。物質中の電磁場の
全エネルギーを∫
d3x

∫
dω E =

∫
d3x

∫
dω

1

2
(εijEiEj + µ−1

ijB
iBj) (i, j = 1, 2, 3) . (1)

と表す。ここで、3次元空間の計量 εij(∝ gij), µij(∝ gij)は誘電率と透磁
率の幾何学的拡張である。以下 (4)で定義する。

モデル化　 STEP 1 　　　時間 t、空間Xiの 4次元空間はエネルギー
ω、運動量Kiで表せる。4次元運動量空間 (ω,Ki)の計量として、
例えばMinkowski metric

ds2 = −dω2 +
3∑

i=1

dKi2 . (2)

を取る。（文献 [1]では dS4およびAdS4の場合も記されている。）

モデル化　 STEP 2 　　　この 4次元運動量空間に 3次元超曲面

Dispersion relation : (ki)2 = p(ω)2 , (3)

を考える。ここで 3次元運動量空間の等方性 (isotropy)を使った。
p(ω)は超曲面を指定する。この曲面上での計量 (induced metric)は

gij(ω) = δij −
kikj

(pṗ)2
, ṗ =

dp

dω
. (4)

で与えられる。

1
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モデル化　 STEP 3 　　　物質はミクロ構造での相互作用による「ゆ
らぎ」がある。その効果を統計分布としてとらえ、以下のように
幾何学的に定義する。物質の全エネルギーは

E(T ) =
1

N

∫ ∞

0
dρ
∫
p(0) = ρ

p(T ) = ρ

∏
ω,i

Dki(ω) ×

Ē [Ā(ω,k)] exp

[
− 1

2α′

∫ T

0

√
ṗ2 + 1 p2dω

]
,

where Ē [Ā(ω,k)] =
1

2

{
εij(ω,k)Ēi(ω,k)Ēj(ω,k)

+µ−1(ω,k)ijB̄
i(ω,k)B̄j(ω,k)

}
. (5)

で与えられる。α′は string tensionで、[長さ]−3の次元をもつ新た
なモデルパラメータである。境界条件 (p(0)=p(T)=ρ)を満たす、
すべての超曲面にわたり面積A

A[p(ω)] =
∫ √

det gijd
3k =

∫ T

0

√
ṗ2 + 1 p2dω . (6)

をハミルトニアンとして経路積分している。T−1 = 0の場合がカシ
ミアエネルギーである。上記のE(T )は logΛの発散のみ現れる。
それは温度パラメータ T−1に繰り込まれる。
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物性物理におけるスカーミオン
慶應義塾大学日吉物理学教室・自然科学研究教育センター

新田宗土

E-mail: nitta (at) phys-h.keio.ac.jp

アブストラクト

Skyrmeが核子の模型としてスカーミオンを提唱してから半世紀ほどが過ぎた [1]。物性物理
においては、2次元の「おもちゃの」スカーミオンが様々な系で現れる。古くは量子ホール効
果で知られていたが、最近では磁性体におけるスカーミオン格子が話題になった。しかしな

がら、本来の 3次元のスカーミオンを安定的に作ることは難しかった。一方、最近、レーザー
で冷却された原子気体を用いて、ある種の非可換ゲージ場を人工的に作ることが理論と実験

で盛んに研究されている。SU(2)の非可換ゲージ場を作ることで、3次元のスカーミオンを
安定的につくることが出来る。

1 場の理論におけるスカーミオン

ここでは，場の理論においてスカーミオンがどのように記述されているかを１，２，３次元の

スカーミオンの順番に紹介する。教科書 [3]を合わせて参考にするとよい。

1.1 O(2)シグマ模型におけるSine-Gordonキンク

最も簡単なスカーミオンの典型例として，sine-Gordon模型を考える [2]。sine-Gordon模型の

Lagrangianは次のように与えられる。

L =
1

2
(∂tθ)

2 − 1

2
(∂xθ)

2 − m2

2
(1− cos θ) (1.1)

静的な配位を考えることにして、時間微分を落とす。エネルギー密度は

2ε = (∂xθ)
2 +m2(1− cos θ) (1.2)

となる。ここで、Bogomol’nyiのトリックを用いて次のように平方完成の形に書き換える。

2ε = (∂xθ)
2 +m2 sin2 θ

2

=

(
∂xθ ±m sin

θ

2

)2

∓ 2m∂xθ sin
θ

2

≥ 2|tSG| (1.3)

ここで、トポロジカル電荷密度を以下のように定義した。

tSG ≡ m∂xθ sin
θ

2
= −2m∂x

(
cos

θ

2

)
. (1.4)

1
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これを空間積分すると

TSG =

∫ +∞

−∞
dxtSG = −2m

[
cos

θ

2

]+∞

−∞
(1.5)

となり、確かに空間の無限遠点での境界条件によってのみ決まるのでトポロジカル電荷と呼べる

ものである。上式 (1.3)の不等号が成立するのは，次のBogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS)

方程式が成立するときである。

∂xθ ±m sin
θ

2
= 0. (1.6)

エネルギーが式 (1.3)のように不等号で表されるために，与えられた境界条件のうち最もエネル

ギーが低い安定解がBPS方程式 (1.6)を満たすことがわかる。このとき，エネルギーはトポロジ

カル電荷そのものになっている。

例えば，１キンク解は

θ(x) = 4 arctan exp
m

4
(x−X) +

π

2
(1.7)

のように解ける。ここで，X はキンクの位置を表す定数で，集団座標とかモジュライパラメー

ターと呼ばれている。これのトポロジカル電荷は

TSG =

∫
dx tSG = 2m− (−2m) = 4m (1.8)

と計算される。

一般には，n回巻くことができ，1次のホモトピー群で特徴づけられる。

n ∈ π1(S
1) = Z. (1.9)

式 (1.1)で与えられるラグランジアンは、実は次のようにO(2)非線形シグマ模型に書き換えら

れる。

L =
1

2
∂µn · ∂µn− m2

2
(1− n2), n = (n1, n2), n · n = 1. (1.10)

これを，(n1, n2) = (cos θ, sin θ) とパラメトライズすれば，式 (1.1)に戻る。ただし，O(2)対称性

は勾配項のみが持っており，ポテンシャルによって陽に破られている。

物性物理においては，例えば，超伝導の Josephson接合に sine-Gordonキンクが現れることが

よく知られている。

1.2 O(3)シグマ模型における2次元スカーミオン

次に，2次元のスカーミオンを考える。O(3)非線形シグマ模型を考える。

L =
1

2
∂µn · ∂µn, n = (n1, n2, n3), n · n = 1 (1.11)

2
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これは，物性では通常Heisenberg模型と呼ばれている。O(3)対称性を用いると，基底状態は次

のように取れる。

⟨n⟩ = (0, 0, 1). (1.12)

これより，O(3)対称性は，

G = O(3) → H = O(2) (1.13)

と自発的に破れていることがわかる。よって，オーダーパラメーター空間は，

OPS = G/H = O(3)/O(2) ≃ S2 (1.14)

のように 2次元球面であることがわかる。

このオーダーパラメーター空間（ターゲット空間）は，２次のホモトピー群が非自明である。

π2(OPS) = π2(S
2) = Z. (1.15)

BelavinとPolyakovによって，このトポロジカル電荷をもった位相励起が発見された [4]。場の理

論においては，今日，ランプと呼ばれているが，物性系ではただ単にスカーミオンを呼ばれてい

ることが多い。ここでは，２次元スカーミオンと呼ぶことにしよう。

また，時間１次元空間１次元の系で，この配位を考えることもできて，その場合は２次元イン

スタントンとかシグマ模型インスタントンと呼ばれている。（弦理論のコンテクストでは，世界

面インスタントンと呼ばれているものである。）

解を構成するために，次のようなステレオグラフィック座標

u ≡ n1 + in2

1 + n3

=
1− n3

n1 − in2

(1.16)

を用いるのが便利である。ここで，uは複素場である。u = 0と u = ∞が，それぞれ球面の北極
Nと南極 Sに対応する。この uを用いると，ラグランジアンは次のように書き換えられる。

L =
∂µu

∗∂µu

(1 + |u|2)2
(1.17)

これは，CP 1模型と呼ばれているものである。（特に，CP 1のFubini-Study計量を用いた表式で

ある。）

球面を完全に覆うには，別の座標が必要で v ≡ 1/u を用いると，ラグランジアンは

L =
∂µv

∗∂µv

(1 + |v|2)2
(1.18)

のように同じ形でかける。ここで，v = ∞と v = 0が，それぞれ球面の北極Nと南極 Sに対応

する。

3
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さて，前節と同じように，Bogomol’nyiのトリックを用いて，BPSバウンドを求めよう。

E =

∫
d2x

∂xu
∗∂xu+ ∂yu

∗∂yu

(1 + |u|2)2

=

∫
d2x

[
|∂xu∓ i∂yu|2

(1 + |u|2)2
± i(∂xu

∗∂yu− ∂yu
∗∂xu)

(1 + |u|2)2

]
≥

∣∣∣∣∫ d2x
i(∂xu

∗∂yu− ∂yu
∗∂xu)

(1 + |u|2)2

∣∣∣∣ ≡ |Tv|. (1.19)

トポロジカル電荷を以下のように定義した。

Tv =

∫
d2x

i(∂xu
∗∂yu− ∂yu

∗∂xu)

(1 + |u|2)2

=

∮
dxi

−i(u∗∂iu− ∂iu
∗ · u)

2(1 + |u|2)
. (1.20)

ここで，２行目は無限遠の境界での積分に書き換えた。このことからも，境界条件で決まるトポ

ロジカル電荷であることがわかる。このトポロジカル電荷は，微分形式を用いれば，次のように

書くことができる。

Tv =

∫
dxi ∧ dxj i∂iu

∗∂ju

(1 + |u|2)2
=

∫
S2

idu∗ ∧ du
(1 + |u|2)2

=

∫
S2

ω　 (1.21)

ここで，ωはケーラー形式という２形式である。

ω =
idu∗ ∧ du
(1 + |u|2)2

. (1.22)

ケーラー形式の存在は，CP 1がケーラー多様体であることを意味している。式 (1.21)の表式は，

トポロジカル電荷が実は，ケーラー形式の引き戻しで書けることを意味している。

また，もともとの nの場を用いると，トポロジカル電荷は次のように書ける。

Tv =

∫
d2x

1

2
n · (∂xn× ∂yn− ∂yn× ∂xn) =

∫
S2

dxi ∧ dxjn · (∂in× ∂jn) (1.23)

エネルギーの下限E = |Tv|(BPSバウンド)は，BPS方程式

∂xu∓ i∂yu = 0 (1.24)

が満たされるときにのみ成立する。実空間の座標から，z ≡ x+ iyのように複素座標を定義する

と，このＢＰＳ方程式は

∂zu = 0 anti-BPS

または ∂̄z̄u = 0 BPS (1.25)

と書き換えることが出来る。よって，uはそれぞれ，

u = u(z̄) anti-BPS

または u = u(z) BPS (1.26)
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のように反正則または正則関数であることがわかる。

ここでは，BPS解のみ考えよう。１ソリトン解は，次のように与えられる。

u(z) = κ+
λ

z − z1
(1.27)

ここで，z1はソリトンの位置を表す複素定数，λは絶対値がソリトンのサイズ，位相がソリトン

の持っている U(1)位相を表す定数であり，これらはソリトンの集団座標（モジュライパラメー

ター）である。一方，κは境界条件であり，ソリトンのモジュライではない。より一般に，kソ

リトン解は次のように書ける。

u(z) = κ+
k∑

i=1

λi
z − zi

(1.28)

ziは i番目のソリトンの位置，λiはソリトンのサイズと U(1)位相である。この解のトポロジカ

ル電荷は，

Tv = 2πk, k ∈ π2(S
2) ≃ Z (1.29)

となっている。このことからも，k個ソリトンは，好き勝手な位置においても，全エネルギーは

同じであることがわかる。これは，ソリトン間に相互作用が存在しないことを意味している。

次節の Skrme項に類似の４階微分項とポテンシャル項を同時に導入することで，スカーミオン

のサイズを固定することが出来る。これは，ベービー・スカーミオンと呼ばれている [5]。この場

合は，スカーミオン間に複雑な相互作用が存在している。

1.3 O(4)シグマ模型における３次元スカーミオン

詳しくは述べないが，ＱＣＤの持っているカイラル対称性という対称性が，基底状態で自発的

に破れ，SU(2)の南部Goldstone(NG)粒子が現れる。SU(2)カイラル・ラグランジアンは，その

NG粒子を記述する低エネルギー有効理論である。SU(2)群の要素に値を持つ場 U(x) ∈ SU(2)

を用いて，

L = −f
2
π

16
tr (∂µU

†∂µU) =
f 2
π

16
tr (U †∂µU)2 (1.30)

と書かれる。Skyrmeは，次のように SU(2)カイラル・ラグランジアンに変更を加えることでス

カーミオンを考えた [1]。

L = −f
2
π

16
tr (∂µU

†∂µU)2 + L(4) − V (U) (1.31)

ここで，L(4)は Skyrme項と呼ばれる４階微分を含んだ項で次のように与えられる。

L(4)(U) =
1

32e2
tr ([U †∂µU,U

†∂νU ]
2). (1.32)
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（この項を考えた理由は後で述べる。）ポテンシャル項は特になくてもよいが，クォークの質量に

より

V = m2[(U + U † − 12) (1.33)

という項が生じるので，よく考えられる。

スカーミオンのトポロジカル電荷は，

k ∈ π3(SU(2)) ≃ π3(S
3) ≃ Z (1.34)

である。スカーミオンの解は，次のように与えられる。

U = exp

(
if(r)σ · r

r

)
(1.35)

rは実空間における３次元の位置ベクトルで，r = |r|である。f は運動方程式で決められる関数
で，kソリトン解の場合は，境界条件として，

f → 0 (U → +12), r → ∞
f → kπ (U → −12), r = 0 (1.36)

を課す。k = 1は安定な解を与えるが，kが２以上は kソリトンが同じ位置に重なっており不安

定であることが知られている。

O(4)非線形シグマ模型との関係を知るために，

U(x) = n4(x)12 +
3∑

i=1

ni(x)σi (1.37)

と場の再定義をしてやると，次のように書き換えられる。

L =
1

2
∂µn · ∂µn+ L(4)(n)− V (n), n2 = 1. (1.38)

ここで，ポテンシャル項と Skyrme項はそれぞれ

V (n) = m2(1− n4), (1.39)

L(4)(n) =
1

2
(∂µn · ∂νn)(∂µn · ∂νn)− 1

2
(∂µn · ∂µn)2

=
1

2

∑
µ ̸=ν

(∂µn · ∂νn)(∂µn · ∂νn), (1.40)

と書き換えられる。

また，２成分のＢＥＣとの関係を知るためには，次の表式が便利である。

Ψ =

(
Ψ1

Ψ2

)
(1.41)
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という複素２成分のスカラー場を用意して，

U =

(
Ψ1 −Ψ∗

2

Ψ2 Ψ∗
1

)
∈ SU(2) ≃ S3, (1.42)

detU = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 = 1. (1.43)

２成分のＢＥＣでは，この２つのスカラー場を２成分の波動関数とみなす。

場の理論において，Skyrmeが Skyrme項 L(4)を入れた理由は，スカーミオンの安定性のため

である。Derickの定理によると，Skyrme項がない場合は，３次元のスカーミオンはスケール変

換で小さくするとエネルギーが下がる。よって，どんどん小さくなる不安定性がある。Skyrme

項があるとこれを支えることが出来て安定なサイズが存在する。

2 物性物理におけるスカーミオン

トークではここまでを場の理論からの準備として，物性物理でどのようなスカーミオンが現れ

るかを紹介した。

1. １次元のスカーミオン (sine-Gordonソリトン)は，超伝導の Josephson接合において現れ

ることがよく知られている。これは，実は２つの超伝導体の間に挟まれた，Abrikosov渦で

あり，Josephson渦と呼ばれている。銅酸化物高温超電導体では，多層構造を持っており，

このような Josephson渦が現れる。

2. ２次元のスカーミオンは，様々な物性系に現れる。そのためか，物性で，単にスカーミオン

と言うと，この２次元のスカーミオンを指す場合が多い。古くから知られているのは，量

子ホール効果，磁性体，超流動ヘリウム 3などである。最初に理論的に予言されたのが，磁

性体においてであったことからもわかるように，様々な磁性体でスカーミオンが実験的に

も発見されている。特に，最近，スカーミオンの格子構造が見つかって話題になった。ま

た，最近スピンが１のスピノールＢＥＣにおいて，実験的に作られた [6]。

3. ３次元のスカーミオンは，２成分のＢＥＣにおいて考えられていた [7]–[14]。しかし，Skyrme

項がないために，一般には不安定である。安定化させる様々な方法が考案されてきたが，非

常に難しかった。せいぜい準安定になるくらいであった。

• 最近，我々のグループは非可換ゲージ場を用いることで，３次元のスカーミオンが安
定に存在することを見出した [15]。しかも，これは基底状態として完全に安定に存在

する。詳しくは論文を見ていただきたい。

• それとは別に，２成分ＢＥＣにおいて，ドメイン壁と反ドメイン壁の衝突を用いて，
３次元スカーミオンを実験的に構成する方法を最近提唱した [16]。

詳しい説明は，ページの都合上割愛させていただき別の機会に譲るが，研究会で話した内容に

ついては，研究会のスライドを見ていただきたい。
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E§ects of Vertex correction in the
Schwinger-Dyson equation in QED3

Yuichi Hoshino
Kushiro National College of technology

September 30, 2012

1 Introduction

Chiral order parametr

  

is gauge invariant in QED,QCD.However if we

evaluate this quantity by the Schwinger-Dyson equation for example,we must
take into account the vertex correction to satisfy Ward-Takahashi-identy which
is the consequence of gauge invariance.Ward-Takahashi identity is written as

(p q)(p; q) = S1(q) S1(p); (1)

where  is a three-point vertex,and S is a fermion propagator

S(p) =
i

A(p)p   B(p)
: (2)

Reliable Ansatz for three point vertex in QED shoud satisfy Ward-Takahashi
identity.Following Ball-Chiu Ansatz[3] we have

(p; q) = 
T
 (p; q)+

A(p) +A(q)

2
+

A(p)A(q)
2(p2  q2)

(p+q)(p+q)
B(p)B(q)
p2  q2

(p+q);

(3)
where T (p; q) is an arbitrary transverse part that can be added to the ver-
tex,without dsiturbing the Ward-Takahashi identity.

2 Schwinger-Dyson equation

In QED3 and Chern-Simon QED[2],Schwinger-Dyson equation for the fermon
propagator with vertex correction is given

S1(p) = S10 (p) ie2
Z

d3k

(2)3
S(k)(p; k)D(p k); (4)

where D is the photon propagator

D(p) =
i(g  pp=p2  ip=p2)

p2  2
 id

pp
p4

;
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,  is a gauge invariant mass,and d is a gauge Öxing parameter.Following

iS(p)1 = A(p)  pB(p) =   p (p)

for 2-spinor

2B(p) = tr((p)); 2p2(A(p) 1) = tr(  p(p)) (5)

we obtain coupled integral equation for A(p); B(p):

3 Numerical analysis

If we solve the Dyson-Schwinger equation with longitudinal vertex in QED3,we
Önd that the gauge dependence of chiral order parameter


  

is very small.At

least for weak coupling it is estimated

  

= (3:2 3:4) 103e4 (6)

for d = 0::2;here d is a gauge Öxing parameter.The above value agrees quite
well with the results in [1].In three dimension QED is superrenormalizable and
ultraviolet Önite but infrared singular.We Önd that correction enhance the in-
frared singularity of the wave function A(p) and mass B(p).The following term
in the vertex enhances the mass and vacuum expectation value


B(p)B(q)
p2  q2

(p+ q): (7)

Gauge dependent term has infrared singular too.In Chern-Simon QED gauge
Öeld has mass.So that in the Landau gauge infrared divergence does not ap-
pear.However in other gauge we Önd the infrared divergence as in QED3.For
2-spinor case vacuum expectation value


  

is a spin density. In QED dynam-

ical mass B(p) _ 1=p2: This is modiÖed by Chern-Simon term of the photon
propagator as B(p) _ 1=p at high-energy.This yields logarithmic divergence of
the spin density


  

_ ln,where vacuum expectation value is written as


  

= 

Z
d3p

(2)3
2B(p)

A2(p)p2 +B(p)2
: (8)

For  = 103;  = 1:0;we get

  

= :08e4,d = 0::3:In the Figures we see the

Landau gage solution of wave function renormalization Z = 1=A(p) and e§ective
mass M(p) = B(p)=A(p) with  = 1 and the scale p = exp(=2 sinh(n=155):In
the near future detailed analysis will appear[6].
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Fig.1 Z = 1=A(p) in d = 0 gauge. Fig.2 M(p) = B(p)=A(p) in d = 0 gauge.
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Lattice QCD at finite T and µ
— Updates from Lattice 2012 —

筑波大・数理物質系・物理　金谷 和至
Email: kanaya (at) ccs.tsukuba.ac.jp

2012年の格子場の理論国際会議 Lattice 2012 は、オーストラリアのケアンズで、６月 24日～
29日の６日間にわたって開催された [1]。有限温度・有限密度関係では約４０件の発表があり、発
表全体の約１５％であった。有限温度の総合報告はMaria P. Lombardoが行い、相構造の研究か
ら多数フレーバーまで包括的にレビューした。有限密度関係は Gert Aatsが、複素ランジバン法
による有限密度シミュレーションの最近の進展を解説した。
この報告では、Lattice 2012での発表を中心にして、有限温度・有限密度ＱＣＤ関係の最近の進
展をレビューする。模型を使った研究や、テクニカラーの模型を目指したフレーバー数やカラー
の数、クォークの表現などを変えた理論の研究も多くの進展が報告されたが、ここでは扱わない。
この原稿を書いている９月現在、プロシーディングスはまだほとんど arXivに投稿されていない
ようである。よって、残念ながら図はほとんど引用できないし、また、私の理解で正しいかも確
認できない。さいわい、Lattice 2012における発表スライドのほとんどは、プレナリもパラレル
も Lattice 2012のホームページ [1]からダウンロード可能なので、正確な情報はそれを参照しても
らいたい。

1 有限温度相構造
図 1に、NF = 2 + 1の場合の有限温度 QCD相転移の相転移次数をクォーク質量の関数とし
てまとめた、いわゆる Columbia plotを示す。有効模型を用いたくりこみ群の研究や格子シミュ
レーションにより、u, d, sクォークが十分軽いときと十分重いときには QCD相転移は１次転移
だが、中間的なクォーク質量の時は連続的なクロスオーバーになると考えられている。スタガー
ド型クォークを用いたシミュレーションにより、クォーク質量が物理的な値をとる物理点は、ク
ロスオーバー領域にあると考えられている。
この図の左上の角はms = ∞, mud = 0で、NF = 2 QCDのカイラル極限である。Pisarskiと

Wilczekによる最初の研究でも指摘されているように [2]、ここでの相転移次数には、量子異常効
果の温度依存性による不定性が含まれている。相転移の性質を考える上で、系の対称性が重要だ
が、カイラル極限のフレーバー・カイラル対称性のうち、軸性U(1)対称性（U(1)A）は、量子異
常により、全ての温度で陽に壊されている。U(1)Aが対称性として存在しないとすると、NF = 2
の場合には、カイラル相転移はO(4)スピン模型と同じユニバーサリティー・クラスに属する２次
相転移ななると期待される。他方、希薄インスタントン気体近似によると、量子異常の効果は温
度とともに急速に小さくなる。もし、相転移点 TC 近傍で量子異常の効果が十分弱く、U(1)A が
「effectiveに」回復していると見なせるとすると、有効模型の対称性が変わり、NF = 2 QCDのカ
イラル相転移は、２次転移が排除されるわけではないが、１次転移となる可能性が大きくなる。
図 1の左図はNF = 2 QCDのカイラル相転移が２次の場合、右図は１次の場合を表している。
これからわかるように、そのどちらが実現しているかにより、物理点近傍のユニバーサリティー・
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図 1: 2 + 1フレーバー QCDの有限温度相転移次数：　横軸は縮退した udクォーク質量で、縦
軸は sクォーク質量。mud = ms の対角線は縮退した NF = 3QCD、 ms = ∞の上端は NF =
2QCD、mud =∞の右端はNF = 1QCDに相当する。右上の角が、クォークが全てデカップルし
た SU(3)Yang-Mills理論となる。（左図）NF = 2のカイラル極限が２次相転移である場合の標準
的シナリオ。NF = 2のカイラル極限は、O(4)のユニバーサリティー・クラス、１次相転移領域
の端はイジング（Z(2)）のユニバーサリティー・クラスとなる。左端の軸上で両者の境界は、三重
臨界点となる。三重臨界点近傍の１次相転移領域の端は、有効Ginsburg-Landau模型（φ6模型）
の解析から、mud ∝ (mtricrit.

s −ms)5/2のように、緩やかに立ち上がると考えられている。（右図）
NF = 2のカイラル極限が１次相転移である場合に想定されるシナリオ。msの中間的領域で特別
のメカニズムでもない限り、NF = 3カイラル極限の１次相転移領域とNF = 2カイラル極限の１
次相転移領域は繋がると思われる。その描像で正しいなら、三重臨界点は存在せず、１次相転移
領域の端は全てイジング・ユニバーサリティー・クラスとなる。

クラスが影響を受け、そこでのパラメータ依存性や体積依存性が変わる可能性がある。希薄イン
スタントン気体近似が TC 近傍まで有効である保証はないので、格子シミュレーションによる直接
検証が重要である1。

1.1 O(4)スケーリング

格子上で相転移次数を判断する上で、ユニバーサリティーから予言される臨界スケーリング現
象の確認が重要な役割を果たす。NF = 2のシミュレーションでO(4)スケーリングが見られれば、
図 1の左側のシナリオとなる。Wilson型クォークを使ったシミュレーションでは筑波グループが
90年代の後半に既にO(4)スケーリングを報告している [4]。（図 2左図参照。）その後、改良され
たWilsonクォーク（cloverクォーク）でもO(4)スケーリングが確認された [5]。ただし、どちら
も初期のシミュレーションなので、クォーク質量が重く（mπ >∼ 600 MeV）、カイラル極限でどう
なるかの確認が残されている。近年、Wilson型による研究が世界的に再開され、軽いクォークや
大きな格子による研究が進められているが、スケーリングに関して明確な結果を得るまでには至っ

1他方、フレーバー・カイラル対称性を格子上で実現することは自明ではなく、カイラル相転移に関する格子の結果
を見るときは、格子誤差の影響を慎重に見極める必要がある。最近の状況については [3]を参照。
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図 2: O(4)スケーリング テスト：（左図）Wilson型クォークによる 2フレーバー QCDの O(4)
スケーリング フィット [4]。〈ψ̄ψ〉sub = 2mqa

∑
x〈π(x)π(0)〉 は、軸性Ward-高橋恒等式に基づくく

りこみ条件で加算的くりこみを行ったカイラル凝縮。（右図）staggered型クォークによる 2 + 1
フレーバーQCDのO(2)スケーリング フィット [11]。M = m̂s

(
〈ψ̄ψ〉l − ml

ms
〈ψ̄ψ〉s

)
N4

t は、加算
的発散部分を差し引いたカイラル凝縮。

ていない [6, 7, 8, 9, 10]。
大規模シミュレーションが最も進んでいる staggered型クォークによる研究は、O(4)スケーリング
に関しては長年不明確な状況が続いていたが（この関連の歴史は [3]を参照）、2009年にNF = 2+1
p4クォークでmudを極めて軽くしたシミュレーション2により、初めてO(N)スケーリングが確
認された [11]。（図 2右図参照。）staggered型の格子化誤差のためにこれはO(4)ではなくO(2)の
スケーリングである。その後、より大きなNtや他の改良 staggered型クォークでも同様のスケー
リングが確認されている [12, 13]。O(2)のスケーリングが連続極限でO(4)に置き換わると仮定す
ると（自明な仮定ではないが）、この結果は物理点近傍でO(4)スケーリングが見られたことを意
味し、図 1の左側の２次転移シナリオを強く示唆する。

1.2 U(1)Aの回復

他方、高温相でU(1)A対称性がどうなっているかを直接見る試みも、初期のシミュレーション
以来続けられている。もしU(1)Aが「effectiveに」回復したなら、πと σ、δと ηの縮退に加えて、
πと δ、σと ηも縮退すると期待される。

NF = 2 case :

π = q̄ γ5
1
2~τ q ←→ σ = q̄ q

l U(1)A
SU(2)L × SU(2)R l

δ = q̄ 1
2~τ q ←→ η = q̄ γ5 q

πと δの縮退があれば感受率でも χπ = χδ が導かれるが（注意：逆は証明されていない）、χσ や
χηと違って、χπ, χδの計算には disconnected diagramが含まれないので、格子計算が少し楽にな
る。SU(NF )L×SU(NF )Rが回復すると、Banks-Casher関係式

−〈q̄ q〉 V →∞−→
∫ ∞

0
dλ

2mqρ(λ)
λ2 +m2

q

mq→0−→ π ρ(0) (1)

2π中間子質量で mPNG
π = 75–150 MeV。sクォーク質量は物理点近傍に固定。ただし、tasteの破れがあるので、

実効π中間子質量はもっと大きくなる。
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(V は体積) より、クォーク演算子の固有値分布が原点で ρ(0) = 0 と要求されるが、χπ − χδにも
類似の関係式

χπ − χδ
V →∞−→

∫ ∞

0
dλ

4m2
qρ(λ)

(λ2 +m2
q)2

mq→0−→ ?? (2)

が導かれ、ρの原点近傍の振る舞いと χπ − χδの値が関係する。カイラル極限はBanks-Casherほ
ど簡単ではないが、例えば、ρ ∼ ma

qλ
bで a + b ≤ 1なら3、カイラル極限で χπ − χδ 6= 0となる

[14]。
Lattice 2012では、大野が HISQクォークを用いた ρ(λ)の研究を報告した [15]：高温側で原点
近くの ρ(λ)が非常に小さいが、体積依存性が不明確。他方、ρ(0)のmq 依存性を見ると、TC 近
傍で１次の傾きを示し、これからは χπ − χδ 6= 0が示唆される。しかし、staggered型なので、連
続極限を取らないと明確な結論は導けない。Cossuは、フレーバー・カイラル対称性を保持した
overlapクォークを、トポロジー固定項を入れてシミュレーションした結果を紹介し、クォーク質
量を小さくすると T > 170MeVで ρ(λ)が原点付近に gapを持つと報告した [16]。TC 直上での振
る舞いや体積依存性の検証が望まれる。LinはDWクォークを用いて ρ(λ)の原点付近の分布や π,
δの相関関数をmπ ≈ 200MeVで調べ、TC 近傍で χπ −χδが有限になると報告した [14]。従って、
数値的にはまだ混沌としている。

これらの数値シミュレーションとは別に、青木らは、NF = 2格子カイラルフェルミオンを使って、
SU(2)L×SU(2)Rが回復した場合のWard-高橋恒等式を解析的に調べ、高温側（SU(2)L×SU(2)R
が回復した相）でクォーク質量依存性が解析的であると仮定するならば、χπ −χδを含むいくつか
の物理量の高温側での期待値が、体積 V のべきで抑制されることを示した [17]。従って、m→ 0
より先に V →∞の熱力学極限を取る限り、TC 直上を含む高温相で χπ − χδ = 0となる。
上に議論したように、TC直上でのχπ−χδ = 0は、（十分条件ではないにせよ）素直には、U(1)A
が TC 直上で effectiveに回復していることを示唆する。すると、特別のメカニズムでも効かない
限りは、NF = 2のカイラル相転移は１次であると思われる。すると、図 1の右側の１次転移シナ
リオが示唆される。もしそれで正しいなら、実際のシミュレーションでO(4)やO(N)に見えてい
るスケーリングはいったい何か？
格子フェルミオンがカイラルフェルミオンでなければ、格子間隔 aの正のべきに比例した補正
が入る。しかし、これは格子化誤差であり、正しい連続極限をもつ格子理論ならば、連続極限を取
れば消えるはずである。青木らの研究により、数値的な結果からU(1)Aの回復に関する結論を引
き出すためには、連続極限や体積依存性の確認が重要であることが再確認される。O(4)やO(N)
のスケーリングも、体積効果や格子化誤差の評価など、より詳細な検証が必要である。その結果
に応じて、必要条件と十分条件の違いや、有限質量における未知のメカニズムを考察する必要が
出てくるかもしれない。

2 状態方程式
2.1 staggered型クォークによる状態方程式

QCDの状態方程式では、改良された staggered型クォークを使った研究が大きく進んだ状態が
続いている。NF = 2 + 1の物理点近傍4でのシミュレーションが常識となり、stoutクォークでは
さらに連続極限をとった結果が報告されている。

3Banks-Casherが成立するためには a + b > 0の制限がある。
4ただしmPNG

π で見ているので、連続極限を取らなければ実効的に物理点よりは重くなる。
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Lattice 2012では、Petreczkyが、NF = 2+1のHISQクォークで物理点近くの結果を示した。懸
案となっているBudapest-Wuppertalグループの stoutクォークによる結果とのずれを検証し、fK

でスケールを決め、Nt ≥ 8まで格子を細かくすれば不一致が小さくなる傾向があるが、Nt = 10,
12 では統計誤差の範囲でほとんど不一致が改善されないことが報告された [18]。

2.2 Wilson型クォークによる状態方程式

他方、2008–2010年頃、staggered型クォークによる相転移温度の研究から、taste対称性の破れ
による格子化誤差が有限温度QCDにおいても大きな影響を持つことが、強く認識されはじめた。
staggered型クォークには、それに加えて、連続極限が保証されていないという問題もある5。こ
れらを契機として、近年、Wilson型や格子カイラルクォークを用いた有限温度・有限密度 QCD
研究が世界的に活発になって来ている。

Lattice 2012では、Burgerが、NF = 2のWilson型クォークとして twisted massクォークを
使った状態方程式の結果を報告した [8]。323 × 12格子で、mπ ≈320–480 MeV とまだ重い領域だ
が、〈ψ̄ψ〉（ナイーブな定義）の感受率から TC を決め、mπ ≈400, 700 MeVでの状態方程式に関
する中間報告を行った。

100 200 300 400 500 600 700
0

5

10

15

20

3p/T4

ε/T4

(ε−3p)/T4

T[MeV]

図 3: Wilson型クォークによる 2 + 1フレーバーQCDの有限温度状態方程式：　 cloverクォーク
と岩崎ゲージ作用を用いて、sクォーク質量は物理点近傍、udクォーク質量はmπ = 636 MeV に
相当する。太い誤差棒は、ベータ関数による系統誤差をあらわす。[19]

梅田は、Wilson型クォークとして初めてのNF = 2 + 1状態方程式の結果を報告した [10, 19]。
計算時間を削減するために開発された固定格子間隔法 [20]に基づいて、ひとつのシミュレーショ
ン・ポイントで、Ntを変えることで温度 T = 1/Ntaを 180-700 MeVの範囲で変化させ、T 積分
法で圧力を計算した。（図 3）固定格子間隔法では、既存のゼロ温度配位を利用できるという利点
がある。この研究では、ILDG/JLDG上に公開されている、CP-PACS+JLQCD Collaborationに
よるmπ = 636 MeVの配位がゼロ温度配位として採用された。まだ物理点よりかなり重いが、手
法の有効性が確認されたので、次のステップでは、PACS-CS Collaborationによる、物理点直上
の配位の採用が計画されている。

5これらについては、[3]などを参照。
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2.3 状態方程式における動的チャーム・クォーク効果

Kriegは、NF = 2 + 1 + 1の stoutクォークを使った状態方程式計算の状況を報告し、昨年度
より統計を上げた結果を示した。動的なチャーム・クォークがあると、(ε− 3p)/T 4は高温でより
ゆっくり落ちる様相を示すと期待されるが、NF = 2 + 1の結果と比較して、T > 300 MeVで
(ε− 3p)/T 4の上昇が見られることを報告した [21]。同様な効果は、HellerによるHISQクォーク
を使ったNF = 2 + 1 + 1状態方程式計算の中間結果でも指摘された [22]。

3 有限密度
有限密度QCDのシミュレーションは、「符号問題（複素位相問題）」のために計算可能な領域が
大きく制限されている。これは、クォークからの経路積分への寄与 detM が、化学ポテンシャル
µがゼロでないと一般に複素数になってしまうことにに由来する。

detM は経路積分をMonte Carlo法で評価する上で、確率分布の役割を持っており、それが実で
なくなると、importance samplingに基づいたMonte Carlo計算の根拠が崩れてしまう。µ = 0で
の系や detM を |detM |に置き換えた「phase-quenched」の系なら Monte Carloシミュレーショ
ン可能なので、それらのシミュレーションで物理量に detM や位相項を描けたものを評価するこ
とで元の理論での期待値を評価する reweighting法もよく用いられる。例えば、phase-quenched
シミュレーションを使う場合は、物理量Oの期待値は、detM = |detM | eiθとおいて、

〈O〉 = 〈Oeiθ〉||
/
〈eiθ〉|| (3)

とあらわされる（ここで 〈· · ·〉||は phase-quenchedシミュレーションによる期待値）。しかし、µが
大きくなると、θのゆらぎが大きくなり、eiθが符号をしばしば変え、(3)の分母も分子も、統計的
に信頼できる値を得るのが難しくなる（符号問題）。θは単純には体積に比例するので、符号問題
は系の体積と供に指数関数的に難しくなる。
符号問題をを解決、もしくは緩和するために、

• µ = 0からの Taylor展開

• µだけでなく、T など他のパラメータも含んだ空間でのmulti-parameter reweighting

• 符号問題の無い純虚数 µからの数値的解析接続

• µの代わりにクォーク数やバリオン数を固定した canonical ensembleのシミュレーション

• 物理量の確率分布（ヒストグラム）の利用

• 統計平均を熱的なランダムウォークの時間平均で評価する Langevin法の複素空間への拡張

など、これまで様々な計算法が提案されてきた。通常、複数の手法を組み合わせて、適用範囲をで
きるだけ拡大するよう試みる。その結果、µ/T が小さな領域では、様々な成果があげられてきた。

Lattice 2012で、武田、中村、Jinは、Wilson型クォークを用いたNF = 3, 4 QCDの有限密度
相転移研究に関する中間結果を報告した [23]。phase-quenched simulationからの reweighting計
算を行い、位相をDanzer-Gattringer の reduction法で評価した。NF = 4では、有限温度相転移
が１次になるクォーク質量でシミュレーションを実行し、有限密度の相転移点で１次の有限体積
スケーリングが見られることを、体積 63–83の範囲で示した。
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中川と江尻は、ヒストグラム法による有限密度QCD相構造の研究を報告した [24]。ヒストグラム
法は、物理量の確率分布の形状を調べることにより１次相転移の領域を判定しようとする方法であ
るが、物理量として（有効）作用に現れるプラケット（ゲージ作用を βで割ったもの）や、|detM |
そのものを採用すれば、相転移に敏感であると同時に、reweightingで βなどのパラメータを動か
すことも容易にする [25, 26]。多数点のヒストグラムの情報を繋ぐmulti-parameter reweightingに
より確率分布を広い範囲でサーベイし、パラメータ空間内の１次相転移領域やその端を割り出そ
うという方法である。NF = 2 cloverクォークで phase-quenched シミュレーションを実行し、符
号問題を複素位相のキュムラント展開法で緩和することにより、１次相転移の端の臨界点を示唆
する兆候が報告された。
永田は、µ 6= 0の場合のクォーク行列式を、µに依存した項と µに依存しない演算子Qの和の
行列式で表す reduction formula: detM ∝ det[e−µ/T +Q] を使って、Qの固有値分布が |λ| = `Nt

（“Nt-scaling”）を示すことを報告した。この性質を使えば、低温極限で、µが小さい領域だけで
なく、µがカットオフより大きな極限でも符号問題無く detM を評価できると議論した。これか
ら、低温・高密度極限をシミュレーションする可能性が示唆される [27]。
木村らは、ダブリングが最小の２である Karsten-WilczekフェルミオンをNF = 2の模型とし
て考えると、カイラル対称性の一部を保持しながら虚化学ポテンシャルを導入できることを指摘
し、第一段階として、強結合極限での相構造を、平均場近似で計算した。強結合極限の平均場計
算で µC(T = 0)/TC(µ = 0)が小さく出てしまう問題が、K-Wフェルミオンでは多少緩和される
ことを示した [28]。

4 その他の進展
Lattice 2012では、その他にも様々な進展が報告された：
Alltonらは、HAL-QCDグループが核力研究に採用した波動関数と Schrd̈inger方程式からポテ
ンシャルを計算する方法をNF = 2の有限温度QCDに用いて、重クォーク ポテンシャルの温度
依存性を計算しようと試みた [29]。

S.Y. Kimらは、NRQCDの格子シミュレーションにより、熱浴中で運動量を持つΥのスペクト
ル関数を、最大エントロピー法を用いて計算し、数 Tcの領域では、クォーク質量の効果より温度
効果の方が大きいことを示した [30]。

Negroらは、θ真空の効果を SU(3) Yang-Mills系で研究した。θ項 eiθQをそのまま経路積分に
導入したのでは、複素位相問題が発生してしまうので、純虚数の θを導入したシミュレーションを
行い、それを実の θに解析接続して、Tcが θとともに下がることを示した [31]。この結果は、佐々
木らの Entanglement PNJ模型による計算と、定性的に一致する [32]。
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ヒストグラム法で探る有限密度格子QCDの相構造

中川義之 for WHOT-QCD Collaboration ∗

新潟大学自然科学研究科

1 序
強い相互作用の基礎理論である QCDは、ハドロン相、クォーク・グルーオン・プラズマ相をはじ

めとして非常に豊富な相構造をもっていると考えられている。QCDの第一原理計算である格子QCDシ
ミュレーションは、これまでゼロ密度有限温度系の様々な性質を明らかにしてきた。しかし有限密度格
子 QCDでは符号問題やオーバーラップ問題があり、比較的低密度の領域では有効な方法が確立してい
るものの [1]、高密度QCDを探るシミュレーション法は未だに確立していない。本研究では高密度領域
でも適用可能な計算手法の確立を目的とし、ヒストグラム法と再重み付け法 (reweighting method) [2,3]、
さらに複素位相に関するキュムラント展開を用いて有限密度 QCDの数値シミュレーションを行い、有
限密度 QCDの相構造を探る。

2 ヒストグラム法
ヒストグラム法では、まずある演算子 Ôで配位をラベルし、その分布関数（ヒストグラム）w(O)を

求める。そこから有効ポテンシャル V(O) = − ln wを求め、シミュレーションパラメータを動かすことで、
有効ポテンシャルの形状の変化を調べる。もし転移がクロスオーバーであれば有効ポテンシャルは常に
正の曲率をもつが、1次相転移をもてば、V(O)は double well型になって負の曲率をもつことになる。
ここでは時空平均をとったゲージ作用 P、及びゼロ化学ポテンシャルを基準としたクォーク行列式の

絶対値 F(µ) = Nf ln |det M(µ)/ det M(0)|でゲージ配位をラベルすることを考える。すると (ゼロ化学ポテ
ンシャルを基準とした)分配関数は

Z(β, µ)
Z(β, 0)

=
1

Z(β, 0)

∫
DUeiθ(µ) |det M(µ)|Nf e6βNsiteP =

∫
dPdF

⟨
eiθ(µ)
⟩

(P,F)
w0(P, F; β, µ) (1)

と表すことができる。ここで

w0(P′, F′; β, µ) =
1

Z(β, 0)

∫
DUδ(P̂ − P′)δ(F̂ − F′) |det M(µ)|N f e6βNsiteP̂ (2)

はクォーク行列式の複素位相を無視したときの確率分布関数であり、

⟨
eiθ(µ)
⟩

(P′,F′)
=

∫
DUeiθ(µ)δ(P̂ − P′)δ(F̂ − F′) |det M(µ)|N f e6βNsiteP̂∫

DUδ(P̂ − P′)δ(F̂ − F′) |det M(µ)|N f e6βNsiteP̂
=

⟨⟨
eiθ(µ)δ(P̂ − P′)δ(F̂ − F′)

⟩⟩
(β,µ)

⟨⟨δ(P − P′)δ(F − F′)⟩⟩(β,µ)
(3)

は複素位相を除いたボルツマンの重みで計算した、クォーク行列式の複素位相の期待値である。⟨⟨· · · ⟩⟩
は複素位相を除いたボルツマンの重みで計算した期待値を表す。
分配関数を格子QCDシミュレーションで正しく評価するためには、式 (1)の Pと Fに関する積分を

正確に評価する必要がある。つまり位相を含んだ確率分布 w(P, F; β, µ) =
⟨
eiθ(µ)
⟩

(P,F)
w0(P, F; β, µ)が最大

となる (P, F)で多くの配位を用意する必要がある。しかし複素位相 (3)の P、F依存性が大きい場合は、
wと w0が最大になる点がズレてしまう。たくさんの配位を生成して w0を精密に求めたとしても、複素
位相によって wと w0のピークの位置がズレてしまえば、そうして得られた配位から式 (1)の積分を正し
く評価することはできない。

∗本研究は青木慎也氏 (筑波大)、江尻信司氏 (新潟大)、初田哲男氏 (理研)、金谷和至氏 (筑波大)、大野浩史氏 (Bielefeld大)、
斎藤華氏 (筑波大)、梅田貴史氏 (広島大)との共同研究である。
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このオーバーラップ問題を回避するために我々は複素位相を無視したボルツマンの重みで、様々な
シミュレーションパラメータで配位を生成する。そうして得られた配位から再重み付け法を用いて、求
めたい (T, µ)での分布関数及び複素位相を計算する。再重み付け法を用いると、複素位相は

⟨
eiθ(µ)
⟩

(P′,F′)
=

⟨⟨
eiθ(µ)δ(P − P′)δ(F − F′)

∣∣∣∣ det M(µ)
det M(µ0)

∣∣∣∣Nf
⟩⟩

(β0,µ0)⟨⟨
δ(P − P′)δ(F − F′)

∣∣∣∣ det M(µ)
det M(µ0)

∣∣∣∣Nf
⟩⟩

(β0,µ0)

(4)

で求めることができる。我々は F及びC =
∣∣∣∣ det M(µ)
det M(µ0)

∣∣∣∣を
F = Nf ln

∣∣∣∣∣det M(µ)
det M(0)

∣∣∣∣∣ = Nf

∫ µ/T
0
Re

[
∂(ln det M(µ))
∂(µ/T )

]
µ̄

d
(
µ̄

T

)
(5)

C = Nf ln
∣∣∣∣∣ det M(µ)
det M(µ0)

∣∣∣∣∣ = Nf

∫ µ/T
µ0/T
Re

[
∂(ln det M(µ))
∂(µ/T )

]
µ̄

d
(
µ̄

T

)
(6)

で求めるが、これらは積分の下限値が違うだけであり、非常に相関が強い。そこでCが Fの関数として
表わせると近似して式 (4)を評価する。

3 複素位相に関するキュムラント展開
化学ポテンシャルがゼロから大きくなるとクォーク行列式の位相が激しく揺らぎ、その期待値は統

計誤差の範囲内でゼロになってしまう。ここではこの符号問題を避けるために複素位相の期待値に対し
てキュムラント展開を行う：

⟨eiθ(µ)⟩(P,F,µ) = exp
[
i ⟨θ⟩c −

1
2

⟨
θ2
⟩

c
− i

3!

⟨
θ3
⟩

c
+

1
4!

⟨
θ4
⟩

c
+ · · ·

]
. (7)

時間反転に対応する µ ↔ −µの変換の下で、奇数次のキュムラントは符号を反転させる。そのため、対
称性から複素位相の期待値は

⟨eiθ(µ)⟩(P,F,µ) = exp
[
−1

2

⟨
θ2
⟩

c
+

1
4!

⟨
θ4
⟩

c
+ · · ·

]
(8)

となり、正の実数となる。こうすることで、符号問題はキュムラント展開の収束性の問題に置き換わる。
ここで問題になるのはキュムラント展開の収束性である。展開の収束性が理想的なのは位相がガウ

ス分布するときである。逆にガウス分布から離れると展開の収束性はひどく悪くなると考えられる。例
えば位相 θ(µ) = Nf Im[ln det M(µ)]の周期性を考えて −πから πに制限するように θを計算してしまうと、
その分布は化学ポテンシャルが大きくなるとガウス分布から大きく離れてしまう。我々に必要なのは位
相がガウス分布に近い分布をするように θを計算することである。そこでここでは θの周期性を無視し
て −∞から∞の領域で定義し、

θ(µ) = Nf Im
[
ln det M(µ)

]
= Nf

∫ µ/T
0
Im

[
∂(ln det M(µ))
∂(µ/T )

]
µ̄

d
(
µ̄

T

)
(9)

のように ln det M(µ)の µ微分を計算してそれを積分することで θを求める。こうすることで、我々はガ
ウス関数で良く近似される θの分布を得ることができる [4]。

4 数値シミュレーションの結果
本研究では 83 × 4の格子で、岩崎ゲージ作用及び Nf = 2のO(a)改良されたウィルソンクォーク作用

を用い、K = 0.141139、cSW = 1.603830で固定した。Fや θを求めるためにランダムノイズ法を用いて
ln det M(µ)の 1階微分、及び 2階微分を 10トラジェクトリー毎に計算した。統計数は 2900である。
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我々が知りたいのは、µを変えたときの有効ポテンシャルV(P, F; β, µ) = − ln w0(P, F; β, µ)−
⟨
eiθ(µ)
⟩

(P,F)
の曲率である。複素位相のキュムラント展開を 2次まで考えると、P、F方向の曲率は

∂2V
∂P2 =

∂2(− ln w)
∂P2 +

1
2
∂2 ⟨θ⟩c
∂P2 ,

∂2V
∂F2 =

∂2(− ln w)
∂F2 +

1
2
∂2 ⟨θ⟩c
∂F2 , (10)

となる。ここで P、Fが各シミュレーションポイントでの平均値のまわりにガウス分布すると仮定する
と、分布関数の曲率 ∂2(− ln w)/∂P2、∂2(− ln w)/∂F2はそれぞれ P、Fの感受率の逆数に等しくなる。
図 1は µ/T = 3.2, 3.6, 4.0での F方向の分布関数の曲率を示している。曲率は µ/T が大きくなるとと

もに急激に小さくなるのがわかる。一方、P方向の曲率は µ/T が変化してもほとんど変わらなかった。
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図 1: µ/T = 3.2, 3.6, 4.0での F方向の分布関数の曲率。
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図 2: µ/T = 3.2, 3.6, 4.0での複素位相の 2次のキュムラント 1
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⟨
θ2
⟩

c
。

図 3は µ/T = 3.2, 3.6, 4.0での複素位相の 2次のキュムラント 1
2

⟨
θ2
⟩

c
の等高線を図示している。

⟨
θ2
⟩

c
は (P, F)が大きな領域で小さな値をとり、(P, F)が小さな領域で大きな値をとることがわかる。(P, F)が
小さな領域をカバーするのは低温相でのシミュレーションで得られた配位であり、逆に (P, F)が大きな
領域をカバーするのは高温相の配位である。つまり低温相側でクォーク行列式の位相の揺らぎは大きく
なる。また、µ/T が大きくなるにつれ、等高線の間隔が狭くなっているのがわかる。つまり µ/T が大き
くなると低温相側での位相の揺らぎが急激に大きくなるのである。
位相を無視したシミュレーション (Nf = 2の場合は有限アイソスピンシミュレーション)で 1次相転

移をもたなければ、分布関数 − ln w0の曲率は常に正である。有限クォーク化学ポテンシャルで 1次相転
移をもつためには、位相の 2次のキュムラントから負の寄与があり、その大きさが − ln w0の正の曲率よ
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図 3: µ/T = 0.4, 2.4でのクォーク行列式の位相分布。

りも大きくなる必要がある。図 3は F方向の有効ポテンシャルの曲率 ∂2V/∂F2をプロットしたものであ
る。µ/T が大きくなるにつれて有効ポテンシャルは小さくなり、µ/T = 4.0では曲率が 0となる領域が現
れているのがわかる。これは µ/T = 4.0で 1次相転移が起こることを示唆している。

5 まとめ
T

µ

small χF-1
large χF-1

χP-1 
insensitive

large <θ2>c

small <θ2>c deconfinement 
phase

confinement 
phase

pion 
condensation phase 
in phase quenched

complex phase 
gives negative 

curvature

ここではヒストグラム法を用いた有限密度格子 QCDの
相構造の研究に関する進展を報告した。複素位相について
キュムラント展開を用いると、その最低次の次数で有効ポテ
ンシャルは分布関数 − ln w0と 2次のキュムラント

⟨
θ2
⟩

c
の和

となる。ここでは、µ/T が大きくなると分布関数の正の曲率
が急激に小さくなることを示した。さらに µ/T = 4.0で位相
の 2次のキュムラントからくる負の曲率が打ち勝って、有効
ポテンシャルの曲率が負となる領域が現れることを示した。
これは µ/T = 4.0で 1次相転移が起こることを示唆している。
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Complexification approaches to the sign problem

H. Fujii∗1

1Institute of Physics, University of Tokyo, Komaba 3-8-1, Tokyo 153-8902

The action functional of QCD becomes complex at finite baryon chemical poten-

tial, which prevents the direct application of the importance sampling techenique to

evaluation of the partition function — the sign problem in QCD. We briefly discuss

two old and new attempts to solve it, complex Langevin simulation and sampling on

the Lefschetz thimble.

I. INTRODUCTION

Direct evaluation of the QCD partition function Z(T ) at finite temperature has been

successful with importance sampling algorithms in the path integral representation, providing

information of the QCD equation of state. At finite baryon chemical potential µ, however, the

Dirac operator becomes non-Hermite to make the action functional complex and we encounter

the sign problem. One should remember that the partition function Z(T, µ) itself is still real

postive even at finite µ. In this workshop, we discussed two attempts towards the solution of

the sign problem, in both of which the configuration space is necessarily complexified.

II. COMPLEX LANGEVIN SIMULATION

The statistical sampling with the complex Langevin equation has a long history since 80’s

[1–3]. The algorithm is very simple. One just solves a stochastic evolution equation in a

fictitious time θ:

∂φ(x, θ)

∂θ
= − δS[φ]

δφ(x, θ)
+ η(x, θ), (1)

∗ e-mail: hfujii@phys.c.u-tokyo.ac.jp
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FIG. 1: Number density stays is independent of µ beign zero as far as µ < µc. The so-called Silver

Blaze phenomenon is observed.

where φ is the scalar field and η the Gaußian stochastic field with variance 〈η(x, θ)η(x′, θ′)〉 =

2δ(x − x′)δ(θ − θ′). The long-time average of an operator using this equation is known to

coincide with the state average in equilibrium.

There is no apparent difficulty in generalizing Eq. (1) to the case of a complex action S.

The price to pay is that, since the force δS/δφ is now complex, one needs to complexify as well

the fields φ, which was originally real. However, more delicate issue is about equilibration.

Is equilibration achieved with the complex action? Is the equilibrium state correct? Hot

discussions are revived recently regarding these points. [4, 5].

In the workshop we showed the numerical study of the U(1) λφ4 theory in Ref. [6], whose

action is

S =

∫
d4x

[
|∂νφ|2 + (m2 − µ2)|φ|2 + µ(φ∗∂4φ− ∂4φ

∗φ) + λ|φ|4
]
. (2)

The field is φ = (φ1+ iφ2)/
√
2 with φ1,2 ∈ R. The term proportional to the chemical potential

µ makes the action complex, and therefore one needs to complexify the fields as φ1,2 ∈ C.

We show the numerical results on the lattice with size N4 (N = 4, 6, 8, 10) in Fig. 1. The

constancy of the density (at zero) can be achieved only when the complex phase is properly

treated[6]. The complex Langevin simulation seems very successful here. See also Ref. [7].

An application of the complex Langevin simulation to the chiral random matrix model was

reported by T. Sano in this workshop.
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III. INTEGRATION ON THE LEFSCHETZ THIMBLE

Once one admits the necessity of complexification of the configuration space, one may

recognize the freedom to deform the integration “path” in the functional space to improve

the convergence of the integration in the spirit of the steepest descent. A simplest example,∫ ∞

−∞
dx eiκx

2

=

∫
C
dz eiκz

2

= eiπ/4
∫ ∞

−∞
dt e−κt2 = eiπ/4

√
π

κ
. (3)

The counterpart to the deformed “path” is the Lefschetz thimble in the functional integration

[8]. Denoting the complexified fields as z, we have the action S[z] holomorphic in z. If one

considers flows

dz

dt
=
∂S[z]

∂z
(4)

from a critical point σ where

∂S[z]

∂z

∣∣∣∣
σ

= 0 , (5)

one finds that along the flow

∂ReS[z]

∂t
> 0 ,

∂ImS[z]

∂t
= 0 . (6)

The union of these flows are called Lefschetz thimble Jσ associated to the point σ. The

Morse theory dictates that the functional integration can be represented the integration on the

Lefschetz thimbles. Note that the imaginary part of S[z] is constant on a thimble. Especially,

since S[0] = 0, ImS[z] = 0 on the Lefschetz thimble J0 associated with the origin z = 0. But

there is no criterion known so far on the question which thimbles should be chosen as the

integration path among several critical points. It seems natural to choose J0.

It is pointed out, however, that there still remains a residual sign problem steming from

the Jacobian factor [9]. If we denote the coordinates on the Lefschetz thimble as ξ, then∫
dφ e−S(φ) =

∫
J0

dz e−S(z) =

∫
dξ

∣∣∣∣dzdξ
∣∣∣∣ e−S(ξ) . (7)

Even if S[ξ] is kept real positive on the thimble J0, we have a complex phase of
∣∣∣dzdξ ∣∣∣ in general.

Note that in contrast to the complex Langevin where the dimension of the configuration space
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is effectively doubled by complexification, here the dimension of the thimble is kept the same

as the original although deformed.

We’ve just performed a pilot simulation with the hybrid Monte Calro algorithm for the λφ4

theory, which hints that the residual phase may be very small and which is very encouraging.

We are now developing the code to perform the simulation more efficiently. At the same time,

analytic study of the sign problem on the Lefschetz thimble is underway in our group.

Acknowledgments

The author is very grateful to D. Honda, M. Kato, Y. Kikukawa S. Komatsu and T. Sano

for valuable discussions and collaboration.

[1] G. Parisi and Y. s. Wu, Sci. Sin. 24, 483 (1981).

[2] G. Parisi, Phys. Lett. B 131 393 (1983); J.R. Klauder, Acta Physica Austriaca Suppl., XXV,

p251, (1983); J.R. Klauder, Phys. Rev. A 29 2036 (1984).

[3] P. H. Damgaard and H. Huffel, Phys. Rept. 152, 227 (1987).

[4] G. Aarts, F. A. James, E. Seiler and I. O. Stamatescu, Phys. Lett. B 687, 154 (2010)

[arXiv:0912.0617 [hep-lat]].

[5] G. Aarts, E. Seiler and I. O. Stamatescu, Phys. Rev. D 81, 054508 (2010) [arXiv:0912.3360

[hep-lat]].

[6] G. Aarts, JHEP 0905, 052 (2009) [arXiv:0902.4686 [hep-lat]].

[7] G. Aarts and F. A. James, JHEP 1008, 020 (2010) [arXiv:1005.3468 [hep-lat]].

[8] C. Pehlevan and G. Guralnik, Nucl. Phys. B 811, 519 (2009) [arXiv:0710.3756 [hep-th]].

[9] M. Cristoforetti, F. Di Renzo and L. Scorzato (AuroraScience Coll), arXiv:1205.3996 [hep-lat]

Soryushiron Kenkyu



有限密度ランダム行列模型に対する
複素ランジュバン方程式

佐野 崇∗ 、藤井 宏次† 、菊川芳夫†

平成 24年 8月 24日

概 要

有限密度格子QCDシミュレーションは、符号問題のために難しい。符号問題を回避するアルゴリズムとし
て、複素ランジュバン法がある。この方法には一見して符号問題が存在しないが、正しい定常解を得られるか
否かについて、満足のいく証明はない。我々は複素ランジュバン法を、カイラルランダム行列模型に適用し、
数値解と厳密解を比較することで、手法の妥当性を調べた。

1 イントロダクション

QCD相構造は、重イオン衝突実験や、中性子星の内部構造に関連して、実験的にも理論的にも興味深い。相

構造の解析は、系の基底状態を調べることに他ならず、本質的に非摂動的手法を用いる必要がある。

汎関数積分を計算機によって数値評価する格子 QCDシミュレーションの方法は、強力な非摂動的手法の一

つである。しかし、ひとたび有限のクォーク化学ポテンシャルが導入されると、作用が複素化するために、確

率解釈が破綻し、インポータンスサンプリング法に基づく通常の格子シミュレーションは困難になる。

インポータンスサンプリング法とは異なるアルゴリズムに、複素ランジュバン法がある。この方法は、複素

ランジュバン方程式を逐次的に解くのみであり、一見して符号問題は存在しない。しかし、この手法には数学

的基礎が乏しく、具体的な模型に適用した場合も、ランジュバン方程式の収束性が著しく悪かったり、収束結

果が正しい値を示さない場合も見つかっている。

我々は、カイラルランダム行列 (ChRM)模型に対して、複素ランジュバン法を適用した。ChRM模型は、有

限密度でカイラル相転移を示し、かつ符号問題を持つ。一方で解析的に厳密解を導くこともできる。したがっ

て、厳密解と数値解を比較して、複素ランジュバン法の可否を、直接検証することが可能である。

2 確率過程量子化法

確率過程量子化法に基づくアルゴリズムを説明するために、次のような一次元積分を考える。

Z =

∫ ∞

−∞
dx exp(−S(x)) (1)

∗発表者、理研 email:tsano@riken.jp
†東大総文
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ただし、S は実関数であるとする。このとき、xの関数 f(x)に対して、期待値 〈f(x)〉 = 1
Z

∫
dxf(x)e−S を計

算したいとする。

このとき、次のような方程式 (ランジュバン方程式)を考える。

d

dθ
x(θ) = −∂S(x)

∂x
+ η(θ) (2)

θは、ある時間パラメータ (ランジュバン時間)であり、ランジュバン方程式は、ランジュバン時間方向への発

展方程式である。右辺第一項は”力”の項であり、xが与えられると一意に求まる。第二項の ηはノイズの項で

あり、次ような規格化条件を満たす; 〈η(θ)η(θ′)〉 = 2δ(θ − θ′)。

ランジュバン方程式にはノイズ項があるために、ある時刻 θにおける xの値は一意には定まらず、分布して

いる。その分布関数を P (x, θ)と表す。このとき、充分大きな θに対して、P (x, θ)は初期値に依存せず、 1
Z e

−S

に収束することが知られている [1]。この事実を用いると、ランジュバン方程式 (2)を数値的に解き、熱化後の

変数 xをサンプルすることで、任意の f(x)の平均値を計算することができる。

次に、S が複素数の場合を考える [2, 3]。S が複素数でも、ランジュバン方程式 (2)は同様に書き下すことが

できる。このとき、力の項も複素数になるために、もともと実だった変数 xの虚部を考えないと、方程式は閉

じない。複素ランジュバン方程式を数値的に解くことについて、S の複素化は、表向きには新たな困難を生じ

ない。そして、複素ランジュバン方程式を用いて得られた変数列を用いて、複素重み e−S の元での期待値が得

られれば、複素ランジュバン法によって問題が解けたことになる。これは符号問題の解決に他ならない。

この方法について、数学的な証明はいくども試みられている [4, 5]。一方で、具体的な模型においては、シ

ミュレーションが不安定で、そもそも解が得られなかったり、収束しても、収束先が正しくない解を導くなど

の問題が発見されている。ただし、シミュレーションの不安定性の問題については、最近進展があり、一般的

にシミュレーションを安定化する工夫が提案されている [6]。

3 ランダム行列模型

有限密度 QCDに対するカイラルランダム行列 (ChRM)模型は、次のように定義できる。[7, 8]

Z =

∫
[dW ]e−NΣ2trW †W

Nf∏
f=1

det

(
m iW + µ

iW † + µ m

)
(3)

≡
∫

[dW ]e−NΣ2trW †W

Nf∏
f=1

(detD(µ) +m) , (4)

ただし、積分の測度は、
∫

[dW ] =
∏
ij

∫∞
−∞ d(Re{Wij})d(Im{Wij})である。Σはカイラル対称性の破れのス

ケールを決めるパラメータで、m はクォーク質量である。また、Nf はクォークフレーバ数である。行列のサ

イズN は疑ゼロモード数と呼ばれ、N は系の体積に比例する大きな数と捉える。

ChRM模型の一つの利点は、解析的な取り扱いが容易であることである。この模型は、疑ゼロモード数N が

無限に大きい場合に解析的に解かれ、有限の化学ポテンシャル µcにおいて、カイラル相転移が起きることが知

られている。特にカイラル極限では Σµc = 0.528である。有限の N についても、適当な変数変換を行うこと

で、分配関数中の積分変数を減らすことができ、分配関数を厳密に求めることが可能になる。

2
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解析的に容易に取り扱える一方で、有限密度においては、det(D+m)は複素数になる。すなわち、ChRM模

型は、QCDと同様に符号問題を持つ。このような特徴から、ChRM模型は、複素ランジュバン法を適用し、手

法を検証する場として適している。
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図 1: カイラル凝縮の化学ポテンシャル依存性。曲線が

厳密解、点が数値解である。m = 0.4。
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図 2: 図 1に同じ。ただしm = 1.0である。

4 数値結果

Nf = 1、Σ = 1、N = 8の場合に、複素ランジュバン方程式を数値的に解き、厳密解と数値解を比較した。

ランジュバン時間を離散化した際の刻み幅は、10−4とし、熱化の後、4× 103ステップごとに配位をサンプルす

ることで、自己相関によるエラーの過小評価を避けた。シミュレーションは、我々の試みたすべてのパラメー

タ領域において、特別な工夫をすることなく、収束した。

m = 0.4, 1.0の時に、µの関数としてカイラル凝縮 1
2N trD−1 をプロットしたものが、それぞれ図 1、図 2で

ある。µが 0に近いか、または相転移 (有限体積なのでクロスオーバ) よりも充分に大きな領域では、数値解は

厳密解を再現する。一方で、相転移の起こる近傍では、数値解は厳密解には一致しなかった。また、mが大き

いほど、より小さな µにおいて、両者の不一致が起きることがわかった。

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

mu = 0.2

図 3: det(D+m)の、シミュレーショ

ン中の分布。m = 0.4、µ = 0.2 で

ある。
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図 4: 図 3に同じ。ただし µ = 1.0で

ある。
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図 5: 図 3に同じ。ただし µ = 1.8で

ある。
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シミュレーションによる厳密解の再現の失敗をより詳しく見るために、m = 0.4におけるシミュレーション

中の det(D + m)の分布を、図 3(µ = 0.2)、図 4(µ = 1.0)、図 5(µ = 1.8) にそれぞれ示した。µが小さく、シ

ミュレーションが厳密解を再現するとき、det(D +m)は、主に実軸周りに分布する (図 3)。µを大きくし、シ

ミュレーションが破綻するとき、det(D +m)は小さくなり、4象限全体に分布する (図 4)。さらに µを大きく

し、シミュレーションが再び厳密解を再現するとき、det(D+m)の実部は大きくなり、全体として原点からは

離れる (図 5)。

5 まとめと議論

我々は、ChRM模型に対して複素ランジュバン方程式を解き、得られた解を厳密解と比較した。シミュレー

ションは安定に行うことができたが、主に相転移点の近傍でのみ、シミュレーションは厳密解を再現しない。

厳密解を再現しない領域では、Dirac演算子の行列式 det(D + m)は、複素 4象限にほぼ均等に分布してい

る。det(D +m)は、作用の中では対数関数の引数になっており、小さな det(D +m)に対して作用は大きくな

る。このことが、シミュレーションに不安定性を与え、正しい結果を与えない理由になっている可能性がある。

また、対数関数は本来、複素引数に対して多価関数である。文献 [9]では、簡単な模型を用いて、対数関数を一

価関数とした場合の特異性 (カット)の効果が重要であり、それを無視した場合にシミュレーションが上手くい

かず、その効果を取り込むことで、正しい解が得られることが示されている。ChRM模型においても、シミュ

レーションが不正確なのは、対数関数の引数が 4象限に渡って移動する場合であるため、そのようなカットの

効果を見落としていると言える。カット効果の導入は、ChRM模型に対しても応用できる可能性があり、複素

ランジュバン法による符号問題の克服についての手がかりとなり得る。
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グラフェン状の系における秩序現象と相構造

荒木 康史∗

(東京大学)1 はじめに
グラフェン (graphene)は炭素原子が六角格子状に結合することによって構成される層状物質であり、2004年に

実験的に単離が成功して以降 [1]、実験室で扱いやすい 2次元電子系として大きな注目を集めている。単層グラフェ
ンの特徴として、伝導電子・正孔のバンド構造が特定の波数の周囲で線形となる、「ディラック・コーン構造」を

示すことが挙げられる [2]。すなわち、グラフェンの電子の性質は 2次元における無質量ディラック粒子として記
述することが可能であり [3]、これは高エネルギー物理との類似性からも興味深い点である。
電子間のクーロン相互作用を考えると、この系は量子電磁気学 (QED)に類似した理論で記述できると期待され

る。グラフェンにおいて電子が伝播する速度（フェルミ速度：v
F
）は光速の約 300分の 1ときわめて遅いため、電

子が実効的に感じるクーロン相互作用の強さは、通常の QEDの場合に比べて v−1
F
倍だけ強くなる。クーロン相

互作用が十分強い場合、系の持つ何らかの対称性が自発的に破れ、バンドギャップを生じる（絶縁体となる）可能

性が指摘されている [4]。これは量子色力学 (QCD)におけるカイラル対称性の自発的破れに類似したメカニズム
であり、グラフェン系においても Schwinger–Dyson方程式 [5, 6]、large-N 展開 [7, 8]、厳密繰り込み群 [9]、ハー
トリー・フォック法 [10, 11]、格子モンテカルロ計算 [12, 13, 14, 15]、強結合展開 [16]などの手法によりこのメカ
ニズムが検証されている。

ただし、グラフェンは六角格子構造を持つため、それに起因する様々な対称性の破れのパターンが考えられる:
• 電荷密度波 (CDW): 一方の部分格子（六角格子を構成する 2つの三角格子のうちの 1つ）が多くの電子に
よって占められ、他方の部分格子が多くの正孔によって占められるものであり、部分格子対称性を破る。相

互作用の効果によって自発的に誘起されうるほか、炭化ケイ素 (SiC)や窒化ホウ素 (BN)といった六角格子
をもつ別の物質と接触させることで外部からも誘起されうる [17, 18]。
• スピン密度波 (SDW): 一方の部分格子が特定の向きのスピン、他方が逆向きのスピンによって占められる
ものであり、系は反強磁性を示す。部分格子対称性だけでなく、スピン対称性も破る。
• Kekulé歪み (KD): 隣接サイト間のホッピングの強さが一定のパターンで非一様となるものであり、並進
対称性を部分的に破る [19, 20]。相互作用の効果以外にも、特定の原子をグラフェンに吸着させることによ
り外部からも誘起されうる [21, 22]。
• 異常量子ホール状態 (QAH): 第二隣接サイト間のホッピングが誘起され、見かけ上六角格子を貫くような
磁束が現れた状態 [23]。トポロジカル絶縁体の有効模型の一つとしても知られている [24]。

このように自発的に、および外部から誘起されうる様々な秩序が存在し、それらの競合について様々な研究が行

われている [25, 26, 27, 28]が、未だ完全な理解には至っていない。筆者は、グラフェン（およびそれに関連した
系）における複数の秩序の間の競合に関して、いくつかの観点から、それぞれに有効な手法を用いて議論を行っ

た。本稿ではそれらの手法、および結果について解説する。

2 部分格子対称性の破れとKekulé歪み
筆者の論文 [29, 30]では、自発的な部分格子対称性の破れ（電化密度波およびスピン密度波）と Kekulé歪みの

間の競合について、格子QEDの強結合展開の手法を用いて考察した。出発点とする模型として、電磁場の効果を
U(1)ゲージ場として取り入れた、六角格子上の有効作用を用いる。分配関数に関して結合定数の逆数 β ≡ vF ϵ0/e

2

に関する摂動展開（強結合展開）を適用し、各次数においてリンク変数（ゲージ場の自由度）を積分することに

より、フェルミオンの 4点相互作用の形

O(β0) : − 1
4

 ∑
rA,τ ′

na(rA, τ
′)na(rA, τ

′ + a) +
∑
rB ,τ ′

nb(rB , τ
′)nb(rB , τ

′ + a)

 (1)

O(β1) : −
√

3β
8

∑
rA,τ ′

3∑
i=1

[
a†(rA, τ

′)b(rA + si, τ
′)b†(rA + si, τ

′ + a)a(rA, τ
′ + a) + H.c.

]
(2)
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が得られる（ここで a(†), b(†)は各部分格子の各サイトにおける生成/消滅演算子、s1,2,3は Aサイトから見た隣接
Bサイトの位置ベクトル、τ ′は虚時間）。このうち、0次の相互作用 [式 (1)]は各サイトの電荷密度に依存するため
部分格子対称性を破る秩序を誘起し、1次の相互作用 [式 (2)]は隣接サイト間の相関に依存するためホッピングの
強さの繰り込み、および Kekulé歪みを誘起する可能性がある。一方、Kekulé歪みは前節で述べた通り、吸着原
子などにより外部から誘起される可能性もある。ここでは、外的および自発的な Kekulé歪みそれぞれについて、
自発的な部分格子対称性の破れとの競合の効果を説明する。

2.1 外的なKekulé歪みを導入した場合
電子間相互作用の無い系において外部から Kekulé歪み

δH =
∆
3

∑
rA

3∑
i=1

[
ei(K+·si+G·rA) + ei(K−·si−G·rA)

]
a†(rA)b(rA + si) + H.c. (3)

を導入した場合（K± は運動量空間内での 2つのディラック点の位置、G ≡ K+ −K−）、各ディラック点におい

て |∆|の大きさのバンドギャップが開き、1部分格子分の平行移動に関して系は不変ではなくなる。

図 1: Kekulé歪みの大きさ∆に対する、カ
イラル対称性の破れの大きさ σ、およびそれ
らに伴うギャップの大きさ E(K±; ∆)の振舞
い。Efree(K±;∆) = |∆| は電子間に相互作
用が無い場合のギャップの大きさである。

強結合極限（β = 0; 0次の相互作用のみを考慮した場合）における
系の振舞いを考えるために、部分格子対称性を破るような平均場 σ ≡
⟨a†a− b†b⟩ を導入し、フェルミオンの自由度を積分して有効ポテンシャ
ル Feff(σ; ∆) を導出する。Kekulé歪みが無い場合 (∆ = 0)、有効ポテ
ンシャルは σ のみの関数となり、停留点をとることにより部分格子対

称性が自発的に破れている (σ ̸= 0)ことが分かる。これは Feff(σ)のう
ち、フェルミオンの 1ループ積分の σ = 0における対数発散によるも
のである。ここで∆を 0からずらすと、この対数発散が抑えられるた
め σは減少する。特に∆C/3t = 0.485に達すると σ = 0となり、部分
格子対称性が完全に回復される。各ディラック点におけるバンドギャッ

プの大きさは
√

(v
F
σ/2a)2 + ∆2 となるため、|∆| < ∆C の場合、バン

ドギャップの大きさは Kekulé歪みの強さ |∆|に比例しない形となる（図 1）[29]。

2.2 自発的なKekulé歪みを考慮した場合

図 2: 強結合展開の 0次および 1次に現れる相互作用の強
さ (z, ξ) を動かして得られる相図。部分格子対称性の破れ
(SLSB)および Kekulé歪み (KD)からなる。KD相は λ∆

の符号の違いにより、KD1とKD2の 2つの相に分かれる。

強結合展開の 1次の効果 [式 (2)]を考慮すると自発的な
Kekulé歪みが誘起される可能性があるため、0次の効果に
よって生じる部分格子対称性の破れとの競合を考える必要

がある。ここでは相互作用の間の競合をより詳しく扱うた

め、0次の相互作用 [式 (1)]に係数 z を補い、2つの係数
z, ξ(≡

√
3β/8)を独立に動かして考える。

0次の項については、強結合極限の場合と同様に平均場
σ ≡ ⟨a†a− b†b⟩を導入して考える。一方 1次の項に関して
は、以下のように 2成分に分解して記述されると仮定する:

⟨a†(rA)b(rA + si)⟩ ≡

λσ + λ∆e
2πi/3

[
ei(K+·sj+G·r) + ei(K−·sj−G·r)

]
(4)

ここで第 1項はフェルミ速度を空間一様にZσ ≡ 1−ξλσ/3
倍だけ繰り込む効果を与え、第 2項は∆ = 3ξλ∆の大きさの自発的なKekulé歪みに相当する。これらの平均場を
導入してフェルミオンの自由度を積分することにより、この系の性質は有効ポテンシャル Feff(σ, λσ, λ∆) によっ
て記述される。有効ポテンシャルの最小値を与えるような (σ, λσ, λ∆)を秩序変数の期待値とみなして、相互作用
の強さ z, ξを動かして相図を描くと図 2のようになる。すなわち、0次の相互作用が支配的な領域では部分格子対
称性の破れ (SLSB)が現れ、一方 1次の相互作用が支配的な領域ではKekulé歪み (KD1/KD2)が現れる。これら
2つの相の間の相境界上では、秩序変数の 2次の効果まで考えた場合 2つの秩序が共存することが可能である。一
方、Kekulé歪みが支配的な場合でも、ξ = 10.67と十分大きな値に達すると λ∆の符号を逆転させるような相転移
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が起こる。以上 3つの相の間の相転移は全て 1次相転移である。強結合展開は z = 1に固定して ξ を 0から徐々
に大きくしていくことに相当するため、この相図上では ξ = 0.20で SLSBから KD1への、ξ = 10.67で KD1か
ら KD2への相転移が起こる。

3 電荷密度波とスピン密度波
筆者はG. W. Semenoff氏との共同研究 [31]において、電荷密度波 (CDW)とスピン密度波 (SDW)秩序の間の

競合を六角格子構造を保った変分法を用いて考察した。CDWは前述のように外的なものと自発的なものの 2種類
があり、これらのどちらか一方と SDWの間の競合は既にいくつかの研究があるが [25, 26, 28]、両方を取り入れ
た競合現象を取り扱ったものは本研究が初めてである。本研究ではこれら全ての要素を扱うことができる模型と

して、拡張 Hubbard模型を用いる。これは電子間相互作用のうち支配的なものだけを明示的に局所相互作用の形
で書いたものであり、ここでは同一サイト上の反発（結合定数 U）、隣接 2サイト間の反発（結合定数 V）の 2種
類を導入する。U または V が十分大きくサイト間ホッピングの強さ tが無視できる場合、定性的議論により、こ

れらの相互作用はそれぞれ自発的な SDWおよび CDWを誘起する。また、外部から CDWを誘起する要因とし
て、一方の部分格子における化学ポテンシャルを上げ、他方を下げるような項 m

∑
r[a

†a − b†b] を導入する。電
子間相互作用を無視した場合、このポテンシャル項は |m|の大きさのバンドギャップを生成する。これら 3つの項
の競合によって起こりうる新奇な現象について、以下で解説する。

図 3: 局所相互作用の強さ U, V、および格子ポテン
シャル m を動かした場合の相図。太線は SDW と
CDW の相境界。細線は半金属と CDW の相境界。
半金属相はm = 0の場合のみ現れる。

相互作用の入ったハミルトニアン H の性質を考えるため、性

質が既知である（容易に対角化可能である）「仮の」ハミルトニ

アン H0 をとる。ここでは H0 を特徴付けるパラメータとして、

各スピン自由度 (σ =↑, ↓)に関するフェルミ速度の繰り込み定数
Zσ、およびバンドギャップの大きさ∆σをとる。その上で、H を

できる限り近似できるように最適なH0を探すことを目標とする。

H とH0 の間には Jensen–Peierls不等式

ln Tre−βH ≤ ln Tre−βH0 + ⟨H −H0⟩0(≡ F ′) (5)

が常に成り立つため（⟨·⟩0 は e−βH0 によるアンサンブル平均）、

H をできる限り近似するためには F ′ を最小とする、すなわち

δF ′/δH0 = 0となるようなH0を探せばよい。これは平均場近似

のギャップ方程式に相当するものであるが、様々な秩序を扱えるという点で平均場近似を拡張したものといえる。

図 4: U = 6.0t, V = 0.5tに固定し、
m を動かした場合の、各スピン状態
(σ =↑, ↓) におけるギャップの大きさ
∆σ（上）およびフェルミ速度の繰り
込み定数 Zσ（下）の振舞い。

このギャップ方程式を解き、∆σ の振舞いをもとに系の相図を描くと図 3の
ようになる。外部ポテンシャルmが存在せず、相互作用 U, V が十分小さい場

合は対称性は破れず、系は半金属 (∆↑ = ∆↓ = 0)のままとなる。同一サイト
上相互作用 U が支配的な領域では、SDW(∆↑ ̸= ∆↓)の秩序が生成され、系
は反強磁性を示す。一方、隣接サイト間相互作用 V が支配的な領域では、系

は CDW( ∆↑ = ∆↓ ̸= 0)を示す。外部ポテンシャルmは CDWを誘起するた
め、mを増加させると相境界は SDWの領域を抑制する方向に動く。これらの
間の相転移は、V = 0の場合のみ 2次相転移であるのを除くと全て 1次相転
移である。

次に、電子のバンド構造（すなわち Zσ と∆σ）の振舞いを具体的に見るた

めに、相互作用の強さを固定し外部ポテンシャルを動かすことを考える。ここ

では SDW-CDW相転移の周辺での振舞いを調べるため、U = 6.0t, V = 0.5t
に固定してmを動かす（図 4）。mが十分小さな領域では、∆↑,∆↓ともmと

ともに増加する。そのため、m ̸= 0の場合は |∆↑| ̸= |∆↓|となる。∆σ と Zσ

はギャップ方程式によって互いに依存しているため、フェルミ速度についても

Z↑ ̸= Z↓ が成り立つ。すなわち、SDW領域で外部ポテンシャルmを導入す

ると、2つのスピン状態間のバンドの縮退が解け、バンドギャップの大きさと
フェルミ速度は異なる値をとる。mを十分大きくすると系は CDW相に転移し、スピン対称性が回復されるため、
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これらのバンドギャップの縮退も回復される。このようなバンド構造の振舞いは角度分解型光電子分光 (ARPES)
によって直接観測したり、輸送現象への影響を調べることによって実験的に確かめられることが期待される。

4 結論
以上のように、グラフェン等六角格子を持つ系においては、格子構造に起因する様々な秩序間の競合現象が期待

される。本稿では取り上げなかったが、第二隣接サイト間相互作用を考えた場合は異常量子ホール状態が自発的

に生成される可能性も指摘されており [25, 26]、グラフェンでトポロジカル絶縁体が実現可能か否かについても注
目されている。クーロン相互作用を長距離まで取り入れた場合は秩序の空間一様性が破綻する可能性があり [32]、
平均場の仮定によらない解析が要求される。また、平均場からの揺らぎを取り入れた場合は半金属相と SDW相の
間にスピン液体相が現れる可能性も指摘されている [33]が、一方で六角格子の場合は現れないという主張もあり
[34]、注意深く解析を行う必要がある。最近は 2層グラフェン系においてバンドギャップが自発的に開いた相が実
験的に確認されており [35, 36]、このような系へ本研究の手法を適用することも期待される。
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冷却原子の実験を通じて中性子物質を探る 

堀越宗一 

東京大学工学系研究科附属光量子科学研究センター 

 

希薄な極低温二成分フェルミ粒子系の物性は、粒子密度 , 温度 と異なるスピン間の s波散乱長 のみ

で特徴付けられる“普遍的”性質を持っており、粒子の種類や相互作用ポテンシャルの詳細に依らない。

冷却フェルミ原子系はこのような普遍的性質を持っているだけでなく、s波散乱長を自由に制御できる他

の系にはないユニークな特徴を持っている。それ故、冷却原子系は理想的な多体シミュレータとして働き、

近似を一切含まない実験データは理論研究の試金石として重要な役割を果たす。我々はこの冷却原子系を

用い、未知の物質である中性子星の物性解明へ向け研究を進めている。本レビューでは、中性子星の状態

方程式を決定するプロジェクトの概要を紹介し、冷却原子系の普遍的多体物理に触れ、冷却原子の実験を

通じて如何にして中性子物質を探るのかを述べる。最後に我々の提案する冷却フェルミ原子を用いた状態

方程式の実験的決定方法を説明する。 

 

1. 中性子星と本新学術領域研究の概要 

中性子星は宇宙で観測可能な最大密度物質である。星の質量はこれまでの観測により 1～2M◎程度と判っ

ており、半径は 10km 程度と予想されている[1]。ここで M◎は太陽質量である。この質量と半径より星の中

心密度は      程度になると見積もられ、中性子星は巨大な原子核に相当する事が分かる。ここで

         
  は飽和核密度である。中性子星の興味深いところは、星の地殻から内核に渡る豊富な多体系

の存在にある。例えば密度の低い星の外側から内側にかけて順に見ていくと、低密度領域の地殻領域は原

子核から漏れ出た中性子が自由に動き回る中性子物質によって構成され、密度が大きくなるにつれ中性子

過剰原子核の存在が支配的になる。その内側ではさらに密度が大きくなり、原子核はパスタ構造やラザニ

ア構造といった秩序を構成し[2]、最終的に原子核は溶けて一様な原子核となる。さらに高密度側に進むと

ストレンジクオークを含んだハイペロンの存在が許されるようになると考えられ、ハイパー核の分野へ繋

がっていく。最も密度の高い星の中心においては、バリオンやハイペロン中のクオークがグルーオンの束

縛から逃れ自由に動き回るクオーク物質の存在が期待されている。このような希薄なフェルミ粒子系から

クオーク物質まで連続的につながっているような多体系は中性子星以外に存在しない。ただし今現在、中

性子星の内部構造、星を支える状態方程式や最大質量等は実験、理論のいずれの方面からも明らかになっ

ておらず、中性子星は宇宙に浮かぶ巨大な謎の物質のままである。 

本新学術領域研究「実験と観測で解き明かす中性子星の核物質」では、その名の通り実験、観測のデー

タの下、中性子星の内部構造と状態方程式を決定するのが目的である。具体的には、低密度領域に存在す

る中性子物質は冷却フェルミ原子を用い、低中密度領域に存在する中性子過剰原子核は理研の RIBF を用い、

高密度領域のハイパー核については KEK の J-PARC を用いて、それぞれバリオン密度に対する組成比とエネ

ルギーを決定する。それぞれの測定データより原子核の状態方程式：   (  (       Λ  ))を理論班に
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よって構築し、重力と圧力の釣り合いの関係式より中性子星の MR曲線（質量-半径曲線）を決定する。こ

こで はバリオン密度、       Λ  は中性子、陽子、Λ粒子などの組成比である。地上実験で得られた MR

曲線の妥当性は X線望遠鏡 ASTRO-H により直接中性子星の観測を行い、観測データ上を MR曲線が通るかど

うかで評価する。 

 

2. 冷却原子を用いた普遍的多体フェルミ系 

そこで我々は中性子星の状態方程式構築へ向け冷却原子を用いた中性子物質のシミュレーションを目指

しているのだが、果たして本当に温度 10-6K、圧力 10-10Pa の冷却原子を用いて、温度 1010K、圧力 1030Pa 程

度の中性子星の物理が解るのだろうか[3]？“普遍的”という意味を理解する上で先ずは冷却原子系の長さ

スケールについて考える。冷却原子系には 6つの長さスケールが存在する。短い方からファンデルワール

ス長、散乱の有効距離、s波散乱長、熱的波長、平均粒子間距離、粒子を閉じ込めているポテンシャルの

サイズである。フェルミ粒子である 6Li 原子の場合、ファンデルワールス長は          、有効距離は

        、s波散乱長は外部磁場の強度で制御可能なフェッシュバッハ共鳴により| |     まで可変、

熱的波長は 1μKで        、平均粒子間距離は典型的に          
        程度、ポテンシャルのサ

イズは    μ 程度である。s波散乱長が平均粒子間距離程度に大きい場合、長さの大小関係は

             | |   となり、粒子や実験系に特有な長さスケール         は意味を持たなくなる。粒

子固有のパラメータやシステム固有のパラメータが系の物性に変化を与えず、粒子密度 , 温度 と s波散

乱長 のみで系の物性が特徴付けられる性質を“普遍的”と呼ぶ。また普遍的な多体系から得られる物理量

を、普遍的な物理量と呼ぶ。 

このように相互作用している普遍的な二成分フェルミ粒子系が示す多体物理の一つとして BCS-BEC クロ

スオーバーがある[4]。異なるスピン間の s波散乱長が正(   )の場合、系は BEC 領域に属す。この場合

十分高温領域において系は斥力相互作用しているフェルミ粒子として振る舞う。フェルミ気体の熱運動に

よる運動エネルギーが二体の束縛エネルギーよりも小さくなるとフェルミ粒子は二原子分子を形成しボー

ス粒子となり、熱的分子として振る舞う。この時系を構成している粒子は分子となる。ここで注意したい

のは、分子を形成している二原子間には束縛エネルギーによる強い引力が働いているが、分子間の散乱長

は原子間の散乱長 と         の関係にあるため分子間は斥力相互作用をしている。よって、分子を形成

している低温領域において系は斥力相互作用している分子気体として振る舞う。さらに温度が下がると相

転移を起こし斥力相互作用をしている分子のボース・アインシュタイン凝縮(BEC)となる。一方、散乱長が

負(   )の場合、系は BCS 領域に属す。この場合分子状態が存在しないためフェルミ温度以上の領域まで

は、系は引力相互作用しているフェルミ粒子として振る舞う。フェルミ温度以下まで温度が下がってくる

とフェルミ面が現れ始め、多体効果によりフェルミ粒子は運動量空間でクーパー対を形成し BCS 超流動相

転移を起こす。固体の高温超電導では    で擬ギャップ相があると言われており、高温超電導メカニズ

ムと関係があるため大きな論点となっているが、s波相互作用しているフェルミ粒子系において擬ギャッ

プが存在するかは未だ定かではない[5]。高温超電導のメカニズム解明の視点からも擬ギャップの問題は重

要な課題である。   において量子多体系は、実空間で対を形成している分子 BEC 状態から運動量空間で

Soryushiron Kenkyu



対を形成している BCS 超流動状態に相転移を伴わず連続的に繋がっている言われており、この連続的変化

を BCS-BEC クロスオーバーと呼ぶ。 

それでは BCS-BEC クロスオーバー領域のフェルミ多体系はどのような状態方程式で記述できるのだろう

か？ その答えのヒントは多体中の二体の振る舞いに隠されている。Zhang と Leggett の理論[6]によると、

二成分フェルミ粒子系中のアップスピンとダウンスピンの二体密度行列は、スピン間の距離が    
     

|     |      を満たす近距離において、|     ( )|
 
 〈  

 (  )  
 (  )  (  )  (  )〉         (   )  

|
 ( )

  
|
 
という形で与えられる事が示されている。ここで (   )は、相互作用パラメータ   

 

   
と温度パラ

メータ      のみで決まる普遍的多体関数である。また ( )  
 

 
 
 

 
は散乱長のみで与えられる２体の波

動関数である。これより多体中の近距離二体相関も粒子密度 , 温度 と散乱長 のみで特徴付けられる普

遍的な形を持っている事が解る。今日この普遍的多体関数は Tan のコンタクト：         (   )として

用いられることが多く、このコンタクトを用いた Tan 理論は近年冷却原子の分野から誕生した新しい理論

である。コンタクトを用いた関係式の一つとして、断熱関係式(
  

    
)
     

  
  

   
    がある[7,8]。こ

の関係式は、フェッシュバッハ共鳴を用いて散乱長を変化させたときの多体系の内部エネルギーの変化を

示している。 

このコンタクトを用いた断熱関係式の表式は、まさに新しい熱力学変数の導入を期待させる。相互作用

のない気体の内部エネルギーの全微分は、               で与えられるが、上記の断熱関係式よ

り、   も内部エネルギーの熱力学変数である事が解る。よって s波散乱長も熱力学変数として考えると、

今考えているフェルミ粒子系の内部エネルギーの全微分は、                     で与えられ

ることが解る。グランドカノニカルポテンシャルは         であるため、グランドカノニカルポテ

ンシャルの全微分は、       (  )   (  )                    で与えられる事が解る。 の

みが示量変数であるため、結果として“普遍的”な性質を持つフェルミ粒子系の状態方程式は

 (         )    (       ) の形で与えられることが解る[9]。 

 

3. 中性子星の普遍的領域 

ここで中性子星の地殻領域が先に述べた普遍的な領域に属しているかどうか議論する。地殻領域の中性

子密度は              程度であるとされており、これより平均中性子間距離は              程

度と見積もられる。またフェルミ波数   (  
  )   を用いると相互作用パラメータは、           と

見積もられ、地殻領域の中性子物質はユニタリー極限(   )から BCS 領域に分布していることが解る。一

方中性子の有効距離は      である。中性子星温度は中性子のフェルミ温度に対して十分小さいため   

とし熱的波長は考慮に入れないとすると、長さスケールは     | |となる。残念ながら    の条件は満

たしておらず、密度の高い領域では有効距離の 2倍程度しか粒子は離れていないが、ほぼ普遍的な領域に

属していると言っても過言ではない。それを示す一つの例として数値計算による中性子物質と冷却フェル

ミ原子（普遍的多体系）のエネルギー比較がある[2]。計算結果によると多少有効距離の影響があるものの、

10%以内の範囲で中性子物質と冷却原子の内部エネルギーが一致していることが判る。また理論的に有効距
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離を取り入れ補正を加えることも可能であり、より精度の高い情報を中性子星に提供できる。詳細は他の

論文に譲る[10]。 

冷却原子から中性子星に情報提供できるのは状態方程式のみではない。中性子星の冷却曲線は、超流動

相転移温度、超流動密度、超流動ギャップ、中性子の比熱が大きく関わっている。また冷却フェルミ原子

系で実験可能なスピンインバランス系、格子系、粘性、抵抗、渦なども中性子星の磁場や回転、格子状に

並んだ原子核の影響等と関係があり、大きな可能性を秘めている。実験室のテーブル上で中性子星の実験

が可能なのはまさに普遍的性質の賜物である。 

 

4. 状態方程式を決める実験的手法 

本研究はフェルミ粒子である 6Li 原子を用いる。二成分フェルミ粒子系は基底状態の 2S軌道の超微細構

造 F=1/2 状態の 2つの磁気副準位、|  
 

 
     

 

 
 、|  

 

 
     

 

 
 に全粒子数の半分ずつを分布さ

せる事により実現される。この二つのスピン状態間には 834Gauss で s波散乱長が発散するフェッシュバッ

ハ共鳴が存在し、外部磁場を調整するだけでスピン間の s波散乱長を任意に制御する事ができる[11]。基

本的な実験の流れは次の通りである。真空チャンバー中でリチウム金属を 350℃程度に加熱し、蒸発した

リチウム原子をレーザー冷却により 1mK 程度まで冷却、その後原子の共鳴線より十分波長が長いレーザー

光で光双極子トラップを行い、冷却フェルミ原子を保存場に閉じ込める。続いて原子にラジオ波を照射し

目的のスピン状態に分布させ、エネルギーの高い粒子を選択的に逃がす蒸発冷却を経た後、極低温二成分

フェルミ粒子系はフェルミ縮退に到達する。この時与えている磁場強度によりスピン間の s波散乱長が決

定され、幅広い相互作用領域を研究できる。冷却原子の観測は吸収イメージング法により行う。これは共

鳴レーザー光を冷却原子に照射し、原子の存在するところで吸収され透過してきたレーザー光の影の分布

から原子の分布を測定する手法である。トラップ中で撮像する事により原子の密度分布を、またトラップ

から解放後に撮像する事により原子の運動量分布を得ることができる。 

さて、このように温度も相互作用も自由に制御できる冷却原子系だが、一つ大きな問題点がある。それ

は調和型の光トラップに閉じ込められている冷却原子は不均一な密度分布を持っていることである。これ

により、温度 と s波散乱長 以外の熱力学量、例えば圧力 や化学ポテンシャル 、またフェルミエネルギ

ー  は密度に依存する為、相互作用パラメータ や温度パラメータ も位置に依存してしまう。よって状態

方程式 (       )を冷却原子系で決定するには、局所的な圧力、局所的な温度、化学ポテンシャル、s波散

乱長の組み合わせを測定により決定する必要がある。また、温度計や圧力計は我々の生活の中に存在する

為どうにか測定できる気がするが、化学ポテンシャル計となると頭を悩ます問題である。 

これまで我々は s 波散乱長が発散しているユニタリー極限の熱力学に興味を持ち研究を行ってきた。ユ

ニタリー極限において熱力学関数は温度と密度のみで与えられるため、内部エネルギーの熱力学関数は

     ( )  (
𝑇

𝑇 (𝑛)
)によって与えられる。つまり実験的に内部エネルギー、粒子数密度、温度の組み合わ

せを、不均一に分布している冷却原子気体の各局所点で決定する必要があるのである。この時我々が見出

した解決方法は次の通りである[12]。まず気体の圧力とポテンシャル間に働くの力のバランス、

  ( )   ( )      ( )   を用いて、粒子密度分布とポテンシャル形状から圧力分布を求める。次にユニ

タリー極限の圧力関係式   
 

 
 を用いることにより内部エネルギー分布を得る。気体の温度は原子のサ
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イズより見積もることができるので、これにより局所的な内部エネルギー、粒子密度分布、温度の組み合

わせを得る事ができるのである。ユニタリー極限の状態方程式 (           )は熱力学関係式を用いると

内部エネルギーの関数から導出可能である。ただし残念ながらこの手法はユニタリー極限限定の関係式で

ある圧力関係式や熱力学関数を用いているため、任意の s 波散乱長で相互作用している粒子系に用いるこ

とができない。また気体のサイズから見積もる温度評価の精度も悪く改善が必要である。そこで我々は任

意の s 波散乱長で相互作用している二成分フェルミ粒子系の状態方程式を高精度で決定する方法を以下に

提案する。 

 

・局所的圧力 P(r)：バランスの関係式からも局所的な圧力が求まるが、近年もっと簡単な導出方法が判

っている[13]。ギブス-デューエムの関係式より局所的な圧力の関係式は           で与えられる。

気体は熱平衡状態にあり z方向に軸対称なポテンシャルにトラップされているとする。このとき絶対温度 

はトラップ全体に渡り一様であり、また局所密度近似(LDA)により局所的な化学ポテンシャルは任意の 平

面上で (   )   (   )  
 

 
  
   となる。故に       

  を代入し軸上(   )での圧力を求めると、

 (     )     
 ∫     

 

 
 
   

 

  
 ̅( )となる。ここで ̅( )  ∬  (     )    

  

  
は原子の密度分布を半径方

向に積分した線密度である。よって吸収像で観測される密度分布そのものが局所的な圧力の測定に相当す

る事が解る。また原子の密度分布を測定する撮像系の分解能が、実験で得られる状態方程式の精度に直結

していることが容易に解る。それ故我々は原子の密度分布を高分解能で撮像できるシステムを導入中であ

る。 

 

・絶対温度 T：理想気体の場合、気体の温度は既知の運動量分布により評価する。だが強く相互作用して

いるフェルミ粒子系の運動量分布と温度の関係は解析的に判っていないので、運動量分布は温度評価には

使えない。我々はこの問題を解決する為、ENS が用いた 7Li を温度計として 6Li に混ぜる方法を考えてい

る[14]。同位体であるボゾンの 7Li は 6Li と弱く相互作用する為、6Li の物性を大きく変化させない。ま

た弱く相互作用し、ほぼ理想ボース気体として扱える 7Li の運動量分布は既知なため、7Li をトラップか

ら解放し運動量分布を測定する事により絶対温度を評価する事ができる。 

 

・化学ポテンシャルμ：局所的な化学ポテンシャルは LDA より ( )   ( )       ( )で与えられる。よ

ってトラップ中心の化学ポテンシャルが判ればトラップポテンシャルの形状から局所的な化学ポテンシャ

ルが得られる。そこで我々は次のようなトラップ中心の化学ポテンシャルの決定方法を提案している。熱

平衡状態の下、局所的な内部状態は         の関係式で成り立っている。これを三次元調和ポテン

シャルと LDA を用いてトラップ全体で積分すると、         ( )  
 

 
    が得られる。ここで    はリ

リースエネルギーで運動エネルギーと相互作用エネルギーの和である。 はトラップ全体のエントロピー、

 は全粒子数、    はポテンシャルエネルギーである。実験的には、リリースエネルギーは相互作用が働い

ている状態でトラップから解放し、相互作用エネルギーが運動エネルギーに変換されてから運動量分布を

測定する事により求まる。トラップ全体のエントロピーは磁場を断熱的に BCS 極限まで掃引し、原子の密

度分布とエントロピーの関係が判っている相互作用領域で密度分布を評価する事により求まる。ポテンシ
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ャルエネルギーはトラップ中の密度分布とトラップポテンシャルの形状により求まる。よって分からない

のはトラップ中心の化学ポテンシャルのみとなり実験的に求める事ができるのである。 

 

・s波散乱長 a：散乱長の磁場依存が既知である[11]。 

 

以上により、不均一なトラップ系から実験的に局所的な熱力学量で与えられる状態方程式 (       )の決

定が可能であることが解る。状態方程式が得られれば、これは単位体積当たりのグランドカノニカルポテ

ンシャルであるため、全ての熱力学量を導出する事が可能である。つまり粒子密度は  (
  

  
)
𝑇  

、エント

ロピー密度は  (
  

 𝑇
)
   

、内部エネルギー密度は         より求まる。これにより粒子密度と内部

エネルギーの関係が得られ、中性子物質の状態方程式として与えることができる。 

このようにして近い将来得られる状態方程式の妥当性を評価する方法を述べておく。先に述べた普遍的

多体関数 (   )を用いると、圧力関係式：   
 

 
(       (   ))と断熱関係式：(

  

  
)
 
      (   )が

得られる[6]。よって、ある(   )の点での圧力と内部エネルギーを比較する事によって得られる (   )と、

その両端の内部エネルギーを同じ温度パラメータ で測定し、エネルギー勾配から得られる (   )が一致す

るかを評価すれば良い。この方法は理論的モデルに頼らない評価方法であり、この方法で実験データの妥

当性が評価されれば、実験データは一切の近似や仮定を含まない普遍的多体フェルミ粒子系を記述する理

論のベンチマークとなる。 

 

5. 現状 

現在我々は三次元磁気光学トラップに6Li原子と7Li原子を同時に約108個ずつ捕獲する事に成功してい

る。温度はそれぞれ約 200μKであり、光双極子トラップの深さが 1mK 程度なので十分捕獲可能である。典

型的に 1%程度の 106個の原子が光トラップにトラップされ、蒸発冷却後 105個程度のフェルミ縮退を見込ん

でいる。 

 

6. まとめ 

 本研究により希薄な二成分フェルミ粒子系の状態方程式、多体系に存在する普遍的多体関数を決定する。

状態方程式より粒子密度や内部エネルギーを導出し、中性子物質の状態方程式を与える。また中性子星の

冷却曲線を説明する上で重要な超流動相転移温度や比熱等も状態方程式から導出可能である。ただし、中

性子物質は冷却原子に比べ十分に希薄ではなく、有効距離の影響が無視できないため、冷却原子の情報を

中性子物質に適応するには理論的補正が必要になる。実験的に冷却原子の有効距離を変える提案もされて

おり、将来の挑戦課題の一つである[15]。本新学術プロジェクトは冷却原子と原子核の分野が融合する日

本で初めての機会である。これを機に新しい研究分野が開けることを期待する。 

 

 

Soryushiron Kenkyu



参考文献 

[1] P. B. Demorest, et al., Nature 467,1081–1083(28 October 2010). 

[2] Alexandros Gezerlis and J. Carlson, arXiv:1109.4946. 

[3] Allan Adams et al.,arXiv:1205.5180. 

[4] Wilhelm Zwerger, The BCS-BEC Crossover and the Unitary Fermi Gas (Lecture Notes in Physics). 

[5] J. T. Stewart, J. P. Gaebler, and D. S. Jin, Nature 454, 744 (2008). 

[6] Shizhong Zhang and Anthony J. Leggett, Phys. Rev. A 79, 023601 (2009). 

[7] S. Tan, Annals of Physics 323, 2952 (2008). S. Tan, Annals of Physics 323, 2971 (2008). S. Tan, 

Annals of Physics 323, 2987 (2008). 

[8] Eric Braaten, arXiv:1008.2922. 

[9] Víctor Romero-Rochín, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 44 095302 (2011). 

[10] Félix Werner and Yvan Castin, arXiv:1204.3204. 

[11] M. Bartenstein, Phys. Rev. Lett. 94, 103201 (2005). 

[12] M.Horikoshi, et al., Science 327, 442 (2010). 

[13] Tin-Lun Ho and Qi Zhou, Nature Phys. 6, 131–134 (2010). 

[14] S. Nascimbène, et al., Nature 463, 1057-1060 (25 February 2010). 

[15] Bout Marcelis, et al., Phys. Rev. Lett. 100, 153201 (2008). 

Soryushiron Kenkyu



多軌道を持つ引力フェルミ原子気体における相分離

小林恵太 A, 太田幸宏 B, 奥村雅彦 A, 山田進 A, 町田昌彦 A

原子力研究開発機構 A, 理化学研究所 B

光学格子中の中性原子気体実験は急速に進歩しており、様々なパラメーター（相互作用、温度、トラップポ

テンシャルの形状等）の制御性の高さから、量子多体系の、特に強相間電子系の量子シミュレーターとして

期待されている。また、近年では pバンド中の原子気体が実現しており [1]、より複雑かつ多彩な強相間多

体効果が観測されようとしている。特に多バンドの自由度を実現することにより、高温超伝導、軌道秩序、

磁性などの問題に対し新たな物理を与えてくれるものと思われる。本稿では多軌道を持つ一次元引力相互

作用中性原子気体フェルミオン気体に対し、密度行列繰り込み群 [2]を用いた数値計算を行なった。先ず、

ハルデーン絶縁体相 [3, 4]、Luther-Emery相 [5]が実現することを示す。更にスピンインバランスが存在す

る場合に、余剰スピンとフェルミオンペアの強い相分離が引き起こされることを示す。

t

t

fermion pair

unpaired

fermion

S

fully 

occupied

partially 

filled

1-D optical lattices

図 1: (左図) 強い異方性を持つ光学格子ポテンシャル:Vopt(x) =
∑
α=x,y,z Vα cos2(2πα/λα) , (Vx = Vy ≫

Vz ,λx = λy ̸= λz)から作られる擬一次元光学格子。(右図) 一次元光学格子中において px(y)軌道まで原子

が占有している状態の模式図。ここでエネルギーが低い軌道 s ,pz は原子が２重占有しているとする。

本稿では図.1にあるような多軌道を持つ一次元光学格子系を考える。s, pz 軌道は原子が２重占有してお

り、px, py 軌道に原子が部分占有しているとする。この時、s, pz 軌道の寄与は小さいとし、px, py 軌道に注

目した強結合ハミルトニアンは以下のように与えられる。

H = −
∑
p,σ

∑
<i,j>

tc†p,σ,icp,σ,j − µ
∑
p,σ,i

np,σ,i +
∑
i

[∑
p

Uppnp,↑,inp,↓,i

+
∑
p̸=p′

Upp′
{
np,↑,inp′,↓,i + c†p,↑,ic

†
p,↓,icp′,↓,icp′,↑,i + c†p,↑,ic

†
p′,↓,icp,↓,icp′,↑,i

}]
. (1)

ここで np,σ,i(≡ c†p,↓,icp,↑,i) は i-サイト、p軌道の粒子数演算子であり、和は px, py 軌道に対して取るものと

する。ホッピング項 t及び相互作用項Upp′ は t = −
∫
dzwp,i+1

[
−ℏ2∇2

2M + Vopt

]
wp,i、Upp′ = g

∫
dxw2

p,iw
2
p′,i

として与えられる。 ここで wp,i は px, py 軌道のWannier関数であり、いま引力相互作用 g < 0を考えて

いる。ここで系がスピンインバランス P (≡
∑
p,i(np,↑,i − np,↓,i)) ≥ 0 を持つ場合の有効ハミルトニアン

(|Upp′ |/t >> 1)は 2次摂動により以下のように与えられる。

Heff = −
∑
p,σ

∑
<i,j>

Ptc†p,σ,icp,σ,jP + Jex
∑
p,p′

∑
<i,j>

P
(
ρ
(z)
p,iρ

(z)
p′,j −

1

2
ρ
(+)
p,i ρ

(−)
p′,j −

Jex
4
np,↑,inp′,↑,j

)
P

−
∑
p

∑
i

2µ̄Pρ(z)p,iP . (2)

1
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ここで ρ
(l)
p,iは擬スピン 1/2演算子 ρ

(+)
p,i = c†p,↑,ic

†
p,↓,i , ρ

(−)
p,i = [ρ

(+)
i ]† , ρ

(z)
p,i = (

∑
σ np,σ,i − 1)/2であり、フェ

ルミオンペアの自由度を表している。また µ̄ = µ + (|Upp| + |Upxpy |)/2, Jex = 2t2/
(
|Upp| + |Upxpy |

)
であ

る。射影演算子 P は状態を擬スピン 1状態:
{
|0, 0⟩i , (| ↑↓, 0⟩i + |0, ↑↓⟩i) /

√
2 , | ↑↓, ↑↓⟩i

}
及び余剰スピンを

含む状態:
{
| ↑, ↑↓⟩i , | ↑↓, ↑⟩i , | ↑, 0⟩i , |0, ↑⟩i , | ↑, ↑⟩i

}
に射影するものである。この有効ハミルトニアンはス
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図 2: (a) 縦軸：チャージギャップ EC ≡ E(N+ ↑↓) + E(N− ↑↓) − 2E(N)、横軸:フィリング ñ =∑
p,σ,i np,σ,/2L . (b) 密度分布のフーリエ変換 n̄(k) =

∑
j(n(i) − 2ñ)eikj/

√
L . 数値パラメーター:

Upp = −10 , Upxpy = (4/9)Upp , L = 100 , P = 0 .

ピンインバランス P = 0において擬スピン 1XXZモデルHeff = Jex
∑
<i,j>

(
ρ
(z)
i ρ

(z)
j − 1

2ρ
(+)
i ρ

(−)
j

)
に帰着

する（擬スピン１演算子は ρ
(l)
i =

∑
p ρ

(l)
p,iである）。スピン 1XXZモデルではハルデーン相 [6]が実現し、ス

ピンギャップ、端 1/2スピンの存在が知られている [7, 8]。また有効磁場 µ̄が強い状態では系は朝永・ラッ

テンジャー流体として振る舞うことになる [9, 10, 11]。今の場合、ハーフフィリングではチャージギャップ、

端状態によるギャップレス励起の存在、ハーフフィリング以外では Luther-Emery相が予想される。図.2に

は式 (1)に対し DMRGを用いた数値計算結果を示している。まず図.2.(a)においてハーフフィリング付近

(ñ ≃ 1)においてギャップレス励起及びチャージギャップの存在が確認できる。このことからハーフフィリ

ングではハルデーン絶縁体相が実現していることが確認できる。図.2.(b)は密度分布のフーリエ変換を示し

ている。まず、(k, ñ) ≃ (1, π)付近に端状態に起因する強いピークの存在が確認できる。またハーフフィリ

ング以下に規則的になピークが確認できる。これは Luther-Emery相におけるCDWによるものであり、朝

永・ラッテンジャー流体から予測される周期 2kF = 2π(1− |
∑
i ρ

(z)
i /L|) = 2πñ[9]と一致している。以上の

解析から、この系ではハルデーン絶縁体相、Luther-Emery相が実現していることが解る。

次にスピンインバランスがある場合の解析を行っていこう。図.3.(a)-(d)はスピンインバランス (P = 12)が

存在する場合の密度・スピン密度分布を示している。フィリング ñ = 0.99, 0.6ではスピン密度分布に Friedel

振動が現れ、ñ = 0.6では密度分布にも逆位相の Friedel振動が現れる。フィリングが低い領域 ñ = 0.4, 0.2

ではフェルミオンペアと余剰スピンの相分離が引き起こされる。ここで余剰スピンの運動に注目しよう。有

効ハミルトニアンの中で余剰スピンの運動はHK = −
∑
p,σ

∑
<i,j> Ptc†p,σ,icp,σ,jP として与えられる。今、

2-siteで余剰スピンのホッピング過程HK |ψi⟩i|ψi+1⟩i+1 = C|ψ′
i⟩i|ψ′

i+1⟩i+1 を考えよう (図.3.(e))。まず、粒

子数がハーフフィリングに近い場合 N = 3 ∼ 4では余剰スピンの遷移振幅は −t/
√

2(−t/2)となることが

解る。一方、粒子数が少ない場合N = 1 ∼ 2余剰スピンの遷移振幅は−tとなり、ハーフフィリングに近い
場合より運動エネルギーを得することが解る。このことは余剰スピンは運動エネルギーを稼ぐために、密

度の低い領域を作りたがる傾向があることを意味している。実際に、図.3.(b)においてスピン密度が大きい

領域では密度分布が低くなっており、余剰スピンが密度分布に逆位相の Friedel振動を引き起こしていると

2
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図 3: (Color Online) (a)-(d) 密度分布 n(i) =
∑
σ,p nσ,p,i、スピン密度分布 m(i) =

∑
p(n↑,p,i − n↓,p,i)

(フィリング ñ = 0.99 , ñ = 0.6 , ñ = 0.4 , ñ = 0.2)。数値パラメーター: Upp = −10 , Upxpy = (4/9)Upp ,

L = 100 , P = 12 . (e) 余剰スピンのホッピング過程. (f) 相図

理解できる。ただし図.3.(a)ではハルデーン絶縁体相によるチャージギャップのため余剰スピンの影響はバ

ルク部分では小さく、ギャップレス状態である端状態に強く表れていることが解る。更にフィリングが小さ

い場合には余剰スピンとフェルミオンペアの相分離を引き起こすことにより、余剰スピンが運動エネルギー

を得していると理解できる。図.3.(f)は相分離に対する相図を DMRGから求めたものであるが、Upp が大

きく ñが小さい領域で相分離領域が拡大していることが解る。まず Uppが大きい場合には Jex → 0となり、

余剰スピンの運動が系にとって主要となる。また ñが小さい場合は、µ̄が大きくなるため擬スピン・スピ

ン相互作用の寄与が小さくなり、やはり余剰スピンの運動が系にとって主要となることから相図の振る舞い

が理解できる。

本稿では多軌道を持つ一次元引力相互作用中性原子気体フェルミオン気体に焦点をあて DMRGによる

解析を行った。ハルデーン絶縁体相、Luther-Emery相、余剰スピンとフェルミオンペアの強い相分離など

の結果を得た。余剰スピンとフェルミオンペアの相分離は単一軌道の一次元フェルミオン気体においても

トラップ中において見られる現象であるが [12, 13]、多軌道を持つの相分離は単一軌道の場合のものより強

く、トラップなしでも起こりうるものである。
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[1] Torben Müller, Simon Fölling, Artur Widera, and Immanuel Bloch, Phys. Rev. Lett. 99, 200405

(2007).

[2] S.R. White, Phys. Rev. Lett. 69, 2863 (1992); Phys. Rev. B 48, 10345 (1993).

[3] Emanuele G. Dalla Torre, Erez Berg, and Ehud Altman, Phys. Rev. Lett. 97, 260401 (2006).

[4] H. Nonne, P. Lecheminant, S. Capponi, G. Roux, and E. Boulat, Phys. Rev. B. 81, 020408(R)

(1995).

[5] A. Luther and V. J. Emery, Phys. Rev. Lett. 33, 589 (1974).

[6] F. D. M. Haldane, Phys. Lett. A 93, 464 (1983); Phys. Rev. Lett 50, 1153 (1983).

[7] I. Affleck, T. Kennedy, E. H. Lieb, and H. Tasaki, Phys. Rev. Lett. 59, 799 (1987); Commun. Math.

Phys. 115, 477 (1988).

[8] S. Miyashita and S. Yamamoto, Phys. Rev. B 48, 913, (1993).

[9] Gabor Fath, Phys. Rev. B 68, 134445, (2003).

[10] Ian Affleck, Phys. Rev. B 72, 132414, (2005).

[11] L. CAMPOS VENUTI, E. ERCOLESSI, G. MORANDI, P. PIERI and M. RONCAGLIA,

Int. J. Mod. Phys. B 16, 1363, (2002).

[12] A. E. Feiguin and F. Jeidrich-Meisner Phys. Rev. B. 76, 220508(R) (2007).

[13] Masaki Tezuka, and Masahiko Ueda, Phys. Rev. Lett. 100, 110403 (2008).

4

Soryushiron Kenkyu



Bose凝縮体ソリトン束縛状態と輻射成分との
運動量空間における干渉について

峰真如, 藤嶋浩史 A, 奥村雅彦 B,C, 矢嶋徹 D

早大本庄学院, A) キヤノン光技研,

B) 原子力機構システム計算科学センター,

C) 理研, D) 宇都宮大学

1 はじめに

中性原子気体の Bose–Einstein凝縮 (BEC)の系は, マクロなスケールで量子論的現象が観測
できるだけでなく, 相互作用が弱く制御可能性にも優れているため理論と実験の詳細な比較が
できるという点で魅力的な研究対象となっている. ここで制御可能とは, 外部ポテンシャルの
形, 温度, 原子間相互作用にまで及ぶ. たとえば原子の閉じ込めポテンシャルを変化させて擬 1

次元系を作ったり, 原子間の相互作用を斥力から引力まで変えたりすることができる. このこと
は, 後述するように本研究の出発点となっている.

一方でソリトン理論によると,非線形シュレーディンガー方程式 (Non-linear Shrödinger Equa-

tion, 以後NLSEと略記)は, 複素数値関数 ψ = ψ(x, t)に対して,

i
∂ψ

∂t
= −1

2

∂2ψ

∂x2
− |ψ|2ψ (1)

と表されるが, これには, N−ソリトン束縛状態解が存在する [1]. ここでNは自然数である. ま
た, N−ソリトン束縛状態とは異なる初期状態からの時間発展についても, そのふるまいが知ら
れており, 十分大きな振幅を持った初期状態に対して, その後の時間発展が “ソリトン束縛状態
+小振幅の輻射成分”と表現できる [1]. しかし輻射成分は小振幅なため, 実際の物理系で観測す
ることは困難である.

本研究では, まずこのソリトン束縛状態からずれた初期状態について, その時間発展の結果,

運動量空間で干渉パターンが現れることを示す. 一方で, 中性原子 BEC系は, その原子分布を
与える振幅関数がNLSEに従う (ただし非線形相互作用の強さのパラメータが入る)ことに注目
する. また, 先述したように擬 1次元系を作ったり, 原子間相互作用を引力型に調整することが
できる. そして, 中性原子 BEC系では Time of flight法と呼ばれる観測方法により運動量分布
が観測できることに着目し, ソリトン束縛状態と輻射成分との運動量空間での干渉を観測する
ことを提案する.

本稿の構成は以下の通りである. 第 2節では具体例として 2ソリトン束縛状態と, それからず
れた初期状態について運動量空間での時間発展の様子を数値的に求める. 第 3節ではまとめを
行う.

2 2ソリトン束縛状態に関する解析

本節では特に, 2ソリトン束縛状態に注目し, 解析を行う.

2ソリトン束縛状態の初期状態として,

ψ1(x, 0) = 2sech(x) (2)
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図 1: 初期状態 (2)と (3)をプロットしたもの. 点線が 2ソリトン束縛状態解 (2)で, 実線が非ソ
リトン解 (3)である.

を用意する. また, この関数に対して, パルス幅と振幅が似た関数

ψ2(x, 0) = 2 exp

(
−1

2
x2

)
(3)

も考える. (2)式に対する時間発展は解析的に求められており,

ψ1(x, t) = 4 exp

(
−it

2

)
cosh(3x) + 3 exp(−4it)cosh(x)

cosh(4x) + 4cosh(2x) + 3cosh(4t)
(4)

となることが知られている [1]. 一方で, (3)に対する時間発展は逆散乱法を用いて解の厳密な時
間発展を積分表示できるが, その表示は複雑であるため, 時間発展は数値的に求める.

図 1は, 初期状態 (2), (3)について, その絶対値二乗したものをグラフにしたものである. こ
のグラフからわかるとおり, 両者は非常によく似た波束であることがわかる. なお, この絶対値
二乗したものは, BEC系においては粒子の空間分布に対応している.

次に, それぞれの初期状態に対する時間発展について, 運動量空間での分布を見る.

図 2は, 2ソリトン束縛状態 (2)の t = 14での運動量分布を見たものである. グラフからわか
るように, 運動量空間での構造は見えない. 一方で, 図 3は, 初期状態 (2)からの時間発展につい
て, t = 14での運動量分布を見たものである. この場合は, 運動量空間での干渉パターンが見え
る. これは 2ソリトン束縛状態と輻射との干渉によるものと考えられる. これを以下に定性的
に示す.

2ソリトン束縛状態解を

ψsol(x, t) = e−
1
2
x2

(3− cos 4t) (5)

と置き, 輻射の成分を

ψrad(x, t) =

∫
f̃(k)e−

i
2
k2teikxdk (6)

と置く. 2ソリトン束縛状態解については原点付近に局在し周期 π
2
で振動している関数で近似

した. そして輻射成分については振幅が微小なので通常の線形シュレディンガー方程式の一般
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図 2: 2ソリトン束縛状態 (2)の t = 14での
運動量分布.
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図 3: 初期状態 (3)に対する t = 14での運
動量分布. 点線は初期状態を示す.

解で近似した. ここで群速度 0であることに対応して f̃(k)は実数値偶関数としている. このと
き, 運動量空間での時間発展は次のように書かれる.

|ψ̃sol + ψ̃rad|2 = (3 + cos 4t)2e−k2

+ f̃ 2(k) + 2(3 + cos 4t)f̃(k)e−
1
2
k2

cos

(
1

2
k2t

)
(7)

このことからわかるように, 干渉項に波数空間での振動が見られる. さらに, 図 3では波数 kが
大きいところで kに関する周期が減少する傾向が見られるが, このことも定性的に説明できて
いる.

3 まとめ

本研究では, NLSEに着目し, N−ソリトン束縛状態からずれた際にソリトン解と非ソリトン
解との運動量空間での時間発展に着目した. 特に非ソリトン解に対しては, ソリトン束縛状態と
輻射成分との干渉が現れる. BEC系では運動量分布を観測することができるため, BEC系でこ
の干渉が見られれば, 輻射成分を間接的に観測できたことになる. 具体的な実験パラメータにつ
いては, 文献 [2]で議論されている. ソリトンは流体, 光学, プラズマなど様々な物理系に現れる
現象であるため, 本研究の今後の応用が期待される.

参考文献
[1] J. Satsuma and N. Yajima, Prog. Theor. Phys. Suppl. 55 (1974) 284.

[2] H. Fujishima, M. Okumura, M. Mine and T. Yajima, arXiv:1203.5907 [cond-mat.quant-gas],

to appear in JPSJ.
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再訪:Pitaevskii-Stringariの定理

キヤノン株式会社光学技術研究所　藤嶋　浩史 (Hironobu Fujishima)∗

Optics R&D Center, CANON INC.

宇都宮大学工学研究科 情報システム科学専攻　矢嶋　徹 (Tetsu Yajima)†

Department of Information Systems Science, Graduate School of Engineering,

Utsunomiya University

ここ数十年膨大な研究成果が蓄積されてきている冷却中性原子気体による BEC系は、
相転移現象の本質について、いまだ議論の絶えない系である。3次元においては、BECは
原子間相互作用がなくてもボーズ統計性が持つバンチングの性質によって達成されると考
えることができる。実際当初ボーズとアインシュタインは相互作用のない光子気体の研究
からBEC現象を予言しており、純粋に低エネルギー極限において発散するボーズ分布関
数の性質からくる帰結を意図していた。この相互作用なしの描像に立って、二次元以下の
有限温度で相転移の発生を禁止する定理がホーヘンバーグの定理であり [1]、この定理は
状態密度が低次元で定数（二次元）、マイナス二分の一乗（一次元）に比例するために粒
子数積分が発散することによって証明される。
一方、BECの本質を短距離相互作用による大域的U(1)ゲージ対称性の破れによる通常
の相転移として記述するという見方もある。一般に、短距離相互作用する二次元以下の平
坦な系では、連続的対称性の自発的な破れの描像に基づく相転移はマーミン＝ワグナーの
定理によって禁止されることがよく知られている [2]。この場合にも定性的には、低次元
特有の強い量子揺らぎが非対角長距離秩序（ODLRO）の形成を阻害すると説明される。
この定理は磁性の分野をはじめとしてさまざまな物理系に対して一般的に適用することが
出来るが、BEC系に対してこの定理を適用すると、「2次元以下では有限温度で BEC転
移は起こらない」となる。この定理の証明はボゴリューボフの不等式と f–総和則を活用す
ることにより、

np ≥ MkBT

p2
|⟨â0⟩|2

N
− 1

2
(1)

を示して行われる。ここでM は原子質量、N は原子の個数である。左辺の npは運動量
pをもつ原子の個数密度を表す。有限温度で長波長極限をとり、左辺を積分して比零運動
量をもつ非凝縮相の原子個数を求めると (上限は適当でよい)、⟨â0⟩が 0にならない限り、
非凝縮相の原子数が発散してしまう。この定理が有効なのは温度 T が有限のときのみで
あって、二次元系の場合、絶対零度での相転移を禁止するものではない。

∗E-mail address:fujishima.hironobu@canon.co.jp
†E-mail address:yajimat@is.utsunomiya-u.ac.jp
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ところが斥力相互作用する一次元系ボーズ系ではより強いことがいえる。すなわち絶対
零度であっても、ボーズ凝縮が起こらない。すなわち熱的影響がない純粋な量子相転移の
存在を排除することが出来る。最も端的な証明は、リーブ・リニガーモデルによるもので
あろう。リーブ・リニガーの積分方程式により、相互作用を繰り込まれた運動量分布（ラ
ピディティ）が 0に局在しないことが示される [3]。また、一粒子密度行列が無限遠方で
0になることを示すことが出来る (lim|x|→∞⟨ψ†(x)ψ(0)⟩ → 0)[4]。これによりペンローズ・
オンサーガーの基準 [5]に従うBECが排除されたことになる。では、このような可積分模
型の方法によらず、マーミン＝ワグナーの定理と同様の方式でこの定理を証明できないも
のであろうか？この問題に対する答えは 1991年にピタエフスキーとストリンガリによっ
て与えられた [6]。彼らの方法で示される不等式は

np ≥ Mc

2

|⟨â0⟩|2

pN
− 1

2
(2)

である。上式中で cは音速である。これも ⟨â0⟩が 0にならない限り、非凝縮相の原子数が
発散することをいうものである。
しかし、もともとのマーミン＝ワグナーの定理もピタエフスキー＝ストリンガリの定
理も次のような深刻な問題をはらんでいる。まず、第一に場の演算子と粒子描像の関係が
はっきりしないことである。彼らは論文中で

[âq, ρq] = â0

なる表現を用いているので（âはボーズ粒子の消滅演算子）、â0を c数ではなく演算子と
して考えていることになる。また ρqは良くなされるように∑

â†kâk+q

と定義されていると考えられる。場の演算子の定義には粒子描像の取り方によっていろい
ろあるのでここで整理しておかなくてはならない。まず、凝縮相が存在していることを表
す c数場（オーダーパラメタ）を場の演算子の展開の中に含ませるかどうかという問題が
ある。かたや凝縮相をあらわす c数場をいれ、そこから量子揺らぎの展開を始める。もう
一方は凝縮体がないものとしていきなり演算子の展開を始める。

ρ̂k =
∫
ψ̂†(x)ψ̂(x)e−ikxdx

であるので、仮に場の演算子の展開に c数場が入っていたら、ρは c数と、生成消滅演算
子それぞれ一個のみを含む項を持つはずである。しかし、ピタエフスキー＝ストリンガリ
の論文中では ∑

â†kâk+q

となっている。これは、彼らが凝縮体がはじめから存在しないものとして、場の演算子の
展開を始めているということを意味する。彼らの論文によると、â0を演算子として扱って
おいたうえで、且つ、⟨â0⟩＝

√
N0を仮定する（ボゴリューボフ近似）と矛盾が発生する

(非凝縮相の原子数が長波長極限で発散する)のでやはり ⟨â0⟩＝
√
N0 = 0でなくてはなら

ないという論理を用いている。しかし、ボゴリューボフ近似は [â0, â
†
0] = 0のように場の

2
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理論の要である正準交換関係を破壊する。そればかりか、もし ⟨⟩が通常の生の原子に対
する真空だとすると、â0が演算子であることと ⟨â0⟩＝

√
N0であることとははそもそも両

立しないことが自明な仮定である。彼らは最初から â0をｃ数ではない演算子として扱っ
ているのだから、この期待値が０となるのは最初からトリビアルであるのである。さら
に、一般には ⟨â0⟩ ̸= ⟨â†0â0⟩＝N0である。そもそも、⟨⟩がどんな粒子描像について取られ
た平均値なのかということも明らかではない。
筆者は、この定理がU(1)ゲージ対称性の自発的破れを否定するものである以上、つぎ
のような手続きを踏むべきではないかと考える。つまり凝縮相の存在を仮定しておいて場
の演算子を c数から展開し、オーダーパラメタが現れる粒子描像を明確にしたうえで、そ
こから矛盾を導き、背理法的に凝縮体の存在を否定するべきである。講演では以上の視点
にかんがみ、論理的に破たんのないようにピタエフスキー＝ストリンガリの定理の再証明
を試みた。そして以下のような結論を得た。すなわち p = 0のコヒーレント状態を

|0(θ)⟩ ≡ exp(−1

2
Nc)exp(

√
Ncâ

†
0)|0⟩ (3)

のように定義してその真空 |0(θ)⟩による平均を ⟨⟩とした時、平坦な一次元Bose系では

np ≥
Mc

N

|⟨
√
Ncδp0⟩|2

p
− 1

2
(p→ 0) (4)

でなくてはならないことが示される。上の式でNcは存在を仮定された凝縮粒子数である。
また δp0は同じく存在を仮定された凝縮体が存在する一次元領域のスケールを Lcとした
ときに、幅 1/Lcの領域で大きさ Lc、をとるような関数である。上の不等式を長波極限
p < 1/Lcの領域で辺々を積分すると、非凝縮粒子数はまたも発散することが分かる。こ
れはとりもなおさず、仮定に反してNc = 0でなくてはならないことを意味しており、一
次元系に特有の強い量子揺らぎにより、最小不確定なコヒーレント状態を維持することが
出来ず、系は通常の粒子数状態にならざるを得ないことを意味しているのである。

参考文献
[1] P. C. Hohenberg: Phys.Rev. 158 (1967) 383.

[2] N. D. Mermin, H. Wagner: Phys. Rev. Lett. 17 (1966) 1133.

[3] E. H. Lieb and W. Liniger: Phys. Rev. 130 (1963) 1605.

[4] F. D. M. Haldane: Phys. Rev. Lett. 47 (1981) 1840.

[5] O. Penrose and L. Onsager: Phys. Rev. A 104 (1956) 576.

[6] L. Pitaevskii and S. Stringari: J. Low. Temp. Phys 85 (1991) 377.
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Earlyonset problem in low temperature finite density QCD

永田桂太郎
広島大学情報メディア教育研究センター

Abstract

ゼロ温度有限密度 QCDの解析にはクォーク数密度が µ = mπ/2程度から上昇する”early
onset”と呼ばれる問題が存在する.フェルミオン行列式の縮約公式を用いて零温度極限を取
るアイデアを導入し, T = 0でクォーク化学ポテンシャルが小さい場合のクォーク数密度を
考察する.

1 はじめに

温度が低くクォーク化学ポテンシャル µが小さいQCDの系を考える.経験的にこの系は希薄
なバリオンのガスとなると考えられる. T = 0では化学ポテンシャルがある閾値を越えるまで
フェルミ粒子は励起されないので,バリオン数密度は零に留まりその閾値は 3µ = µB ∼MN

となるはずである. 一方, 問題をクォークレベルから考えた場合, ナイーブに考えれば µが
クォーク質量 (mq)を超えるときにクォークの励起がおきてもよい. 0 ≤ µ ≤ MN/3におい
てクォーク化学ポテンシャルの効果を抑制し,希薄なバリオンのガスがどのように実現され
るかは非自明な問題である.
大正準集団に基づく格子QCD計算では,クォーク化学ポテンシャルがパイオン質量の半

分を超える (µ = mπ/2)ところでクォーク数密度の増加が起きることが報告されている. こ
れはバリオンガスの描像から期待される µB = MN と inconsistentであり, early onsetの問題
と呼ばれている [1, 2, 3, 4].
クォークの化学ポテンシャルを導入したにもかかわらず, µ = mqではなく µ = MN/3ま

で化学ポテンシャルの効果が生じない現象は [5]で”Silver Blaze”と呼ばれている. Cohenはア
イソスピン化学ポテンシャル (µu = −µd)の場合にパイオン凝縮相への相転移が µ = mπ/2
で起きることからクォークの最低励起エネルギー1がmπ/2であることを指摘し,それにより
T = 0, µ < mπ/2において化学ポテンシャル依存性が生じないことが説明した [5]. クォーク
化学ポテンシャル (µu = µd)の場合は [6]で研究されている.
格子 QCDの計算 [1, 2, 3, 4]で起きた early onsetの問題が格子上の系統誤差に起因して

いるのか,或いは物理的な問題なのかは符号問題のためはっきりしなかった. 一方, [5, 6]で
はクォークのエネルギースペクトルは実際には計算されていないためQCDに基づく定量的
な検証が必要である. しかし,数値計算と理論的な考察両面でコンシステントな結果が得ら
れているため, early onsetの問題は単に数値計算上の問題ではなく冒頭で述べた零温度QCD
の物理的な問題と捉えてよいと思う.
最近の研究 [7]で,我々はフェルミオン行列式の縮約公式を用いて early onsetの問題を考

察した.縮約公式に関する最近の知識 [8]を利用して,クォーク行列式の零温度極限を取るア
イデアを導入し, T = 0, µ < mπ/2でクォーク数密度が零であるという結論を得た. 得られ
た結果は [1, 2, 3, 4, 5, 6]と同じものであるが,縮約行列の性質を利用した新しい手法を用い
ている.

1γ0(D +m)の最小固有値

1
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本稿では [7]で用いた格子QCDの低温極限を取るアイデアを紹介し,それを用いて early
onsetの問題の発生原因を考察する.以下の議論では µ < mπ/2に注目する.

2 フェルミオン行列式の縮約公式

はじめにフェルミオン行列式の縮約公式を導入する.フェルミオン行列式は時空,カラー,ディ
ラックの添字を持つ多次元行列式であるが,その時間成分を解析的に実行する縮約公式がス
タッガードフェルミオンとWilsonフェルミオンに対して導出されている [8]. 以下ではWilson
フェルミオンを考える. Wilsonフェルミオン行列を∆とすると,縮約公式は

det ∆(µ) = C0ξ
−Nred/2 det(Q+ ξ), (1)

で与えられる. ここで, C0はあるスカラー量, ξ = exp(−µ/T )はフガシティ, Nred = 4NcN
3
s

である. Qは縮約行列と呼ばれ, Wilsonフェルミオンの場合は以下の式で定義される

Q = (α−1
1 β1) · · · (α−1

Nt
βNt), (2)

ここで

αi = B(ti) r− − 2κ r+, (3)

βi = (B(ti) r+ − 2κ r−)U4(ti). (4)

B(ti)は∆の時刻 tiにおける対角成分, r± = (1 ± γ4)/2, κはホッピングパラメータである.
時間方向のリンク変数U4(ti)に注目すると縮約行列はQ =

∏Nt
i=1(· · · )U4(ti)という形をもっ

ており, Polyakov loopP =
∏Nt

i=1 U4(ti)との類似があることがわかる.ただし,Qは空間方向
の伝搬も含む.
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太い点線および細い実線はそれぞれNt = 4
および Nt = 8の結果. 図から固有値の 3
つの性質を読み取ることができる. y 軸対
称性は固有値の対称性 λ ↔ 1/λ∗ を表す.
|λ| = 1近傍の固有値密度がゼロの領域は
ギャップを表す. Nt = 4と Nt = 8の結果
の一致は Nt についてのスケーリング則を

表す.格子計算の詳細は [8]を参照.

Qの固有値 λnの 3つの性質 (i)対称性, (ii) ギャップ, (iii) Ntスケーリング則を考える.

(i) Qの 2つの固有値 λn ↔ 1/λ∗nは対を組む.これは γ5-Hermite性に基づく厳密な対称性
である [9]. これに従い,固有値は 1より大きいものと,小さいものに分類される. 以下
それぞれを”大きい固有値”と”小さい固有値” と呼ぶ.

(ii) Qの固有値分布は複素 λ平面上の単位円近傍 |λ| ∼ 1に固有値の存在しないギャップ
を持つ. ギャップの大きさは単位円内の最大固有値max|λk|<1 λk によって与えられる.
Gibbsによれば [10],ギャップ近傍の固有値とパイオン質量の間に

amπ = − 1

Nt
max
|λk|<1

ln |λk|2, (5)
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の関係がある. (5)式は演算子レベルの対応で,後に Fodor, Szabo, T́othらは熱力学的枠
組みを用いて上の式が以下のように修正されることを指摘している [11]

amπ = lim
Nt→∞

(
− 1

Nt
ln

⟨∣∣∣∑λk

∣∣∣2⟩) . (6)

ここで ⟨·⟩は熱平均を表す. 十分低温 (大きいNt)においてmax|λk|<1 lnλk が主要とな
り, 2つの式が一致すると期待されている [11]. この点についてはまだ議論の余地があ
るが, T = 0においてギャップの大きさはパイオン質量と関係している.

(iii) 最近の研究で我々は λのNtに関するスケーリング則を見出した.このスケーリング則
はNt = 4, 8についての固有値分布の比較から得られたもので,より大きなNtでの検

証が必要である.しかしながら,Qの定義 (2)式や縮約行列とPolyakov loopの類似から
もこのスケーリング則が期待されている.

3つの性質は図 1に示されている.以下ではこれらの性質を利用して議論を進める.

3 T = 0でのクォーク数密度

縮約公式と固有値 λの性質を利用してクォーク数密度を考える. クォーク数密度演算子は
n̂ = [V −1

s T (∂/∂µ) det ∆(µ)]/ det ∆(µ)で与えられる.簡単な計算の後,

n̂ =

Nred/2∑
n=1

(
λnξ

−1

1 + λnξ−1
− λ∗nξ

1 + λ∗nξ

)
, (7)

を得る. ここで和は小さい固有値のみについて取る. 大きい固有値からの寄与は対称性 (i)
を利用して小さい固有値で表してある. Nt スケーリング則を用いて小さい固有値を λn =
exp(−ϵnaNt+iθn)とパラメトライズする.ここでT = 1/(aNt)より, λn = exp(−ϵn/T+iθn)
と書くことが出来る.このとき,数密度演算子は

n̂ =

Nred/2∑
n=1

(
1

1 + e(ϵn−µ)/T−iθn
− 1

1 + e(ϵn+µ)/T+iθn

)
, (8)

と表される.
零温度 T = 0(Nt → ∞)低密度の場合を考える. 本研究では空間体積を固定して考える.

体積を固定して零温度極限をとった場合, µが小さければ (8)式は零となる. n̂が零でない値
をとりうるのは µが最小の ϵnを超えたときであるので µ < ϵminの場合, n̂ = 0となる. (5)
を用いれば, ϵmina = mπa/2であり,したがって

n̂ = 0, µ < mπ/2, (9)

が得られる.これは T = 0, µ < mπ/2においてクォーク数密度は各配位毎に零であることを
意味しており,その期待値 ⟨n⟩も零となる. ここで, µ ̸= 0においては符号問題のため各配位
毎の n̂の値と期待値 ⟨n⟩の関係は非自明である. (9)から ⟨n⟩ = 0を得ることが出来るのは µ
がギャップより小さく各配位毎に n̂ = 0となるからである.
次にこの結果の物理的な解釈を考える. (8)式において固有値の和の記号を積分記号で表

す (
∑Nred/2

n=1 =
∫
|λ|<1 dλρ(λ))と,

n̂ =

∫
|λ|<1

dλρ(λ)

(
1

1 + e(ϵ−µ)/T−iθ
− 1

1 + e(ϵ+µ)/T+iθ

)
, (10)

3
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が得られる.ここで ρ(λ)は固有値密度である.括弧内の 1項目はクォークのフェルミ分布, 2
項目は反クォークのフェルミ分布と対応することが読み取れる.既に述べたように縮約行列
Qは Polyakov loopP と類似した形を持っている. Polyakov loopP はクォークの自由エネル
ギー F と ⟨P ⟩ ∼ e−F/T の関係にある. これらの対応関係から, ϵはクォークのエネルギー準
位を表していると考えられる 2. ϵをクォークのエネルギー準位と考えると, ϵminはその最低

励起エネルギーに対応している. 以上から,クォークの最低励起エネルギーはmπ/2であり,
T = 0で µ < mπ/2の領域ではクォークを励起することができず,クォーク数密度は零に留
まるという結論が得られた.

4 おわりに

零温度有限密度のQCDの性質,特にクォーク数の early onsetの問題を考察した.本研究で得
られた結果は既に知られているものであるが,フェルミオン行列式の縮約公式を利用するこ
とで,格子QCDの零温度極限をとるアイデアやその物理的な解釈を提示した.本研究の結果
は最近の研究で得られた縮約行列の性質に基づいている. 固有値のギャップとパイオン質量
の関係およびNtスケーリング則に関しては今後より現実的な格子計算での検証が必要であ

る.また,零温度極限を取る際に格子の空間体積を固定した.熱力学極限とゼロ温度極限の両
方を考慮することも物理的に重要である.
本研究では µ < mπ/2に注目した. 最後に µ > mπ/2の領域についての注意点を述べて

おく. µがmπ/2を超えると n̂は零でない値を取りうる.しかし, n̂は複素数であるため,各配
位毎に n̂ ̸= 0であってもそれは必ずしも ⟨n⟩ ̸= 0を意味しない. 様々な配位についての相殺
があれば n̂を零にすることは可能である. mπ/2 < µ < MN/3の領域にはそのような非自明
な機構が存在すると考えられる.それがどのように実現され, early onsetの問題が解決される
かは今後の課題である.
本研究は科研費 (20340055, 20105003, 23654092)に基づく研究であり,数値計算には大阪

大学の NEC-SX9を利用した.
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三角格子上2成分ボソン系の有効理論とその相構造

名古屋工業大学大学院工学研究科
久野義人

1 概要

近年、光学格子と呼ばれるレーザーの干渉によってつくられるハイパークリーンな人工
格子系を用いて極低温の原子系の実験が盛んに行われつつある [1].この実験技術により巨
視的量子多体現象 (特に Bose粒子系において)が観測、自在に制御可能となりつつある。
本研究は特に 2成分極低温 Bose粒子系 [2]に焦点を当て極低温の有効モデルである 2成
分 Bosonic t-Jモデル [3]を出発点する。このモデルは擬スピン表示を用いて表現されて
おり、極低温化では超流動状態とスピン秩序が競合するような興味深いモデルである。ま
た、高温超伝導体のモデルであると考えられているFermion t-Jモデルに重要な知見を与
える可能性がある。本研究ではこのモデルの有効モデルである拡張された量子XYモデル
(EQXYM)を導き、EQXYMをモンテカルロシミュレーション (MCS)によって計算し二
次元三角格子の相構造を求めた。また、EQXYMからさらにGL理論をリスペクトして
有効作用を導出した。この有効作用によって EQXYMの相構造における各状態相におい
て場の演算子の位相ゆらぎに起因するNambu-Goldstone Boson(NGB)の個数、つまりは
ギャップレスモードの数について調べた結果を報告する。

2 拡張されたXYモデルの説明とその相構造

2成分のBose-Hubbard モデルにおいて強い斥力により各サイトにおいての二重占有を
禁止したモデルが 2成分Bosonic t-Jモデルである。

HtJ = −
∑
<i,j>

t(a†iaj + b†ibj) +
∑
x,µ

(JXY S⃗x+µS⃗x + JZSx+µ,3Sx,3) + V0
∑
i

(δρ2a + δρ2b + δρ2c)

ここで、i, j は再隣接サイトの組、JXY ,JzはXY方向、z方向スピン相互作用の強さ、V0
は各粒子濃度を均一化するポテンシャルの強さ。他は通常の t-Jモデルと同じである。こ
こで特に、擬スピン表示として、Sx

1 = a†b+ b†a、Sx
2 = −i(a†b− b†a)、Sx

3 = a†a− b†b、
Sx

3 = a†a−b†bを採用している。EQXYMは、このモデルをSlave-particle表示に落とし込
みJz = 0を仮定する。さらに、a粒子、b粒子、holeの場の演算子をax = (

√
ρ0,x+δρ1,x)e

iϕ1,x

、bx = (
√
ρ0,x+ δρ2,x)e

iϕ2,x 、hx = (
√
ρ0,x+ δρ3,x)e

iϕ3,x 置き換え、経路積分形式に乗せる。
この経路積分表示に移行すると振幅のゆらぎ δρについては絶対零度を想定した場合、積
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分実行可能であり、以下にEQXYMが導かれる。

HEXY = − 1

V0

∑
x,τ,i

cos(ϕi,x+τ − ϕi,x) +
∑
x,µ,τ

[
C1cos(ϕ12,x − ϕ12,x+µ)

+C2cos(ϕ13,x − ϕ13,x+µ) + C3cos(ϕ23,x − ϕ23,x+µ)

]
(1)

ここで、ϕ12,x = ϕ1,x − ϕ2,x、ϕ13,x = ϕ1,x − ϕ3,x、ϕ23,x = ϕ2,x − ϕ3,xである。この変数の長
距離相関を見ることにより、XYスピン強磁性、a粒子 BEC、b粒子 BECの出現を判別
できる。また

C1 = −c1α
√
ρ1,x+µρ1,xρ2,x+µρ2,x(1− ρ3,x − ρ3,x+µ + ρ3,xρ3,x+µ) (2)

C2 =
c3
2

√
ρ1,x+µρ1,xρ3,x+µρ3,x (3)

C3 =
c3
2

√
ρ2,x+µρ2,xρ3,x+µρ3,x (4)

である。本研究では、EQXYMについてC1、C3をフリーパラメーターとして二次元三角
格子絶対零度下での相構造はMCSにより図 1を得た。ここで、各粒子濃度は a粒子 35

％,b粒子 35％,ホール濃度 30％として、JXY は反強磁性的に設定した。図 1において、注
目すべきことはA相とB相であり、スピン 120度構造と超流動相が共存することである。

3 EQXYMの有効作用

EQXYMをHubbard-Stratonovich変換によって以下の有効作用が導出される [4]。

Aeff =

∫
dτ

[∑
i,µ

(
−asΦ†

1,iΦ1,i+µ + ahΦ
†
2,iΦ2,i+µ + ahΦ

†
3,iΦ3,i+µ + c.c

)
−

∑
i

(
1

V0
∂τΦ

†
1,i∂τΦ1,i +

1

V0
∂τΦ

†
2,i∂τΦ2,i +

1

V0
∂τΦ

†
3,i∂τΦ3,i + 4V0|Φ1,i|2 + 4V0|Φ2,i|2 + 4V0|Φ3,i|2

)
− g

(
Φ†

1,iΦ2,iΦ
†
3,i + Φ1,iΦ

†
2,iΦ3,i

)
+ λ1|Φ1,i|4 + λ2|Φ2,i|4 + λ3|Φ3,i|4

]
(5)

ここで、Φ1,x ⇔ ϕ12,x, Φ2,x ⇔ ϕ13,x, Φ3,x ⇔ ϕ23,xの対応がある。また、as ∝ JXY , ah ∝ t

である。また、λi > 0(i = 1, 2, 3)である。この有効作用の各場の二次の係数をまとめ上げ
て、その符号の変化を見ることで図 1の相構造との対応が見て取れる。また、図 1での各
相構造においてMCSで得られた秩序変数 niからの位相ゆらぎをΦi,x =

√
ni + iϕi,xとし

導入する。そして、ϕi,xについての有効ポテンシャルを求め対角化する手法でギャップレス
モードの数、つまりNGBの数を調べたところ図 2のようになることが分かった。注目す
べきことは 120度構造＋ a粒子、b粒子超流動相 (B相)で三つのNGBが存在する、これ
はもとのBosonic t-Jモデルが U(1)× U(1)の対称性を持っていることを考えると、一つ
余分にNGBが存在しているようにみえる。この余分なNGBはQuasi-Nambu-Goldstone

modeと呼ばれるものであることが示唆される [5]。また、強磁性+a粒子、b粒子の超流
動相 (D相)においては 2つのNGB、有効作用の三次の相互作用の影響により、もう一つ
の位相場はギャップモード、つまりはHiggsモードを示唆する結果を得た。
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図 1: EQXYMの相構造

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2

C3

C
1

120

A

B

C
D

NGB=1
NGB=2

NGB=2+1

NGB=2 NGB=2

図 2: Nambu-Goldstone Bosonの数

4 まとめと展望

本研究ではNGBの数を二次元三角格子において各状態相ごとに求めた。今後は量子補
正項を考慮した形でギャップモードの詳しい解析、対称性の破れの個数とNGBの出現数
等詳しく調べていきたい [6]。また、2成分Bosonic t-JモデルにおいてChern-Simons term

を考慮した時の Fermion t-Jモデルとの対応を考えていきたい。
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強磁性超伝導現象を記述する格子GLの
数値シミュレーションによる研究

名古屋工業大学大学院工学研究科
小澤秀敏

1 概要

2000年以降発見が続く強磁性超伝導物質は、新奇超伝導物質の一つとして多くの実験
および理論物理学者の関心を集めている。これは従来強磁性と超伝導は相容れない物性で
あると信じられていた常識を覆すもので、競合する秩序の共存という普遍的な問題に深く
関連するためである。本研究においてはこの現象を記述するために町田・大見氏により提
唱されたGinzburg-Landau理論を空間格子上で再構築し、その格子GL理論を主に数値
計算法により調べた。特に超伝導物質中には磁化が存在するため、自発的に vortex励起
の出現が起こり、平均場近似等が適用できないためである。

2 強磁性超伝導を記述する格子GLモデル

強磁性超伝導における波動関数は、磁化下において２電子からなるクーパーペアが図１
のように支配的なペアと弱いペアに分かれるので、２成分で表すことができる。今回は内
部磁場を加えることで強磁性と見なし、その相構造の変化を調べた。

支配的

弱い

磁場（磁化）

図 1: 強磁性超伝導の波動関数
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続いて、実際のモデルについて触れる。まず、クーパーペアの波動関数をオーダーパラ
メーターとした超伝導自由エネルギーは

F =

∫ [
~2

4m

∣∣∣∣(∇− 2ie

~
A(r)

)
ψ(r)

∣∣∣∣2 + α|ψ(r)|2 + β

2
|ψ(r)|4

]
d3r (1)

のように与えられる。これを空間格子上に再構築すると、

F = （クーパーペアと磁化の相互作用）

+（ゼーマン効果）+（クーパーペアの密度ゆらぎ調整）

= −c1
(
Rx+µRxz̄x+µe

iAx,µzx + c.c
)
− c3Mx,µν・Sx +G

(
Rx

2 − 1
)2

(2)

となる。ここで、式 (1)の ψを

ψ =

(
ψ↑↑

ψ↓↓

)
= R

(
z↑↑
z↓↓

)
, |z↑↑|2 + |z↓↓|2 = 1 (3)

のうように書き直し、Rをクーパーペアの密度ゆらぎ、zを位相とした。
　磁場中の超伝導現象では vortexが発生しており、その内部では常伝導になりクーパー
ペアが存在していないため、クーパーペアの密度ゆらぎを取り入れている。
　さらに、今回の研究で重要な項であるゼーマン効果について触れておく。通常、磁化下
においてはその方向によって ψ↑↑と ψ↓↓ のどちらかが支配的になる。つまり、ψ↑↑ 6= ψ↓↓

となり、クーパーペアが作る磁気モーメントが発生する。これを

Sx = |zx↑↑|2 − |zx↓↓|2 (4)

として組み込むことで縮退している軌道エネルギーが磁気モーメントと磁化の相互作用
によって分裂する。これがゼーマン効果である。

今回は以上のようなモデルに対してモンテカルロシミュレーションを行った。

3 結果

クーパーペアの密度ゆらぎを調整するパラメーターGや、ゼーマン効果の大きさ c3を
変えたときの超伝導転移温度の変化の様子を図２に示す。
　図２はそれぞれ磁化が無い場合、磁化がある場合（ゼーマン効果なし）、磁化がある場
合（ゼーマン効果あり）のものであり、各線において左側が超伝導相、右側が常伝導相で
ある。これを見るとGが小さい、つまりクーパーペアの密度ゆらぎが大きい方が転移温
度が高くなっていることが分かる。また、ゼーマン効果を入れるとその転移温度がより高
くなっていることが分かる。
　これより、ゼーマン効果が強磁性超伝導の存在に大きく寄与しているということが言え
る。
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図 2: 転移温度の変化
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一次元光学格子中における中性冷却Bose原子気体系の非平衡緩和過程

桑原幸朗，中村祐介，山中由也

早大基幹理工電子光システム

1 はじめに

通常，熱的状況における物理量の期待値は混合状態期待値として表される．熱場の量子論に対する定式化

の 1つである Thermo Field Dynamics (TFD)では，ある生成消滅演算子 a, a† に対して新たに ã, ã† を導

入することで自由度を倍加する．これにより混合状態期待値を，熱的真空と呼ばれる純粋状態による期待値

として表すことができる [1]．特に，非平衡な状況を扱う非平衡 TFDでは時間依存する分布関数を未知関

数として導入し，自己無撞着な繰り込み条件を課すことで量子輸送方程式が導出される [1, 2]．これまでに

冷却中性原子気体系に非平衡 TFDを適用することで，non-Markov型の量子輸送方程式が導出されること

が知られている [3–6]．

しかし，非平衡 TFDから導出される量子輸送方程式を用いた非平衡緩和過程の解析において，時間依存

する外場が存在するときのモデルに対しての解析はまだ十分に行われていない．そこで本稿では，時間依存

する外場中の冷却 Bose気体系に対する非平衡緩和過程を量子輸送方程式によって解析する．モデルについ

ての詳細は次に述べる．

2 ハミルトニアン

弱い調和振動子ポテンシャルに閉じ込められた一次元光学格子中の冷却 Bose気体系を考える．ただし，

Bose-Einstein凝縮していない場合を考える．t < 0であらかじめ平衡状態を用意しておき，t = 0で調和

振動子ポテンシャルの中心を瞬間的にずらす．これにより t > 0で系は非平衡状態となる．図 1にモデル

の概略図を示す．

Bose gas

図 1 モデル概略図

上記モデルに対するハミルトニアンは，Bose-Hubbardモデルを用いて次のように記述できる [7]:

H(t) = H0(t) +Hint(t), (2.1)

H0(t) =

Is∑
i=1

[
−Jψ†

i (t)(ψi+1(t) + ψi−1(t)) + {(i− Ic + θ(−t)d)2V − µ}ψ†
i (t)ψi(t)

]
=

Is∑
i,j=1

ψ†
i (t)h0,ij(t)ψj(t), (2.2)

1
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Hint(t) =
U

2

Is∑
i=1

ψ†
i (t)ψ

†
i (t)ψi(t)ψi(t). (2.3)

ただし，iはサイト番号を表し，ψi(t), ψ
†
i (t)は同時刻交換関係

[ψi(t), ψ
†
j (t)] = δij , [ψi(t), ψj(t)] = 0, [ψ†

i (t), ψ
†
j (t)] = 0, (2.4)

を満たす場の演算子である．Is は全サイト数，Ic は中心サイト番号をそれぞれ表し，Ic = (Is − 1)/2 で

ある．J, µ, U, V はそれぞれホッピング項，化学ポテンシャル，オンサイトの接触相互作用定数，調和ト

ラップの強さである．また d はトラップのずらし幅を表す量であり，光学格子の格子間隔を aopt として

d = xd/aopt である．なお，ここでは粒子の移動は隣接サイトへの移動のみを考慮し，粒子間相互作用はサ

イトをまたがった相互作用の効果を考えないものとする．

ここで，式 (2.2)を自由ハミルトニアンにとり，場の演算子を次のように Schrödinger方程式に従う完全

系 {viℓ(t)}で展開する [5, 6]:

ψi(t) =
∑
ℓ

viℓ(t)aℓ(t), (2.5)

iv̇iℓ(t) =
∑
j

h0,ij(t)vjℓ(t). (2.6)

このとき，分布関数は nℓ(t) = ⟨0|a†ℓ(t)aℓ(t)|0⟩で定義される．ただし，⟨0| , |0⟩は TFDにおける熱的真空

である．{nℓ(t)}, {viℓ(t)}の初期条件にはトラップをずらす前の平衡状態 (t < 0)を用いる．すなわち∑
j

hd0,ijujℓ = ωℓuiℓ, hd0,ij = h0,ij(t) (t < 0), (2.7)

viℓ(0) = uiℓ, nℓ(0) =
1

eβωℓ − 1
, (2.8)

とする．ここで，β は逆温度である．

3 量子輸送方程式

前章の系に非平衡 TFDを適用し自己エネルギーに自己無撞着な繰り込み条件を課すことで non-Markov

型の量子輸送方程式

ṅℓ(t) = 4U2Re
∑

m1m2m3

∫ t

−∞
ds Iℓm3;m2m1(t)I∗ℓm3;m2m1

(s)

× [nm1nm2(1 + nm3)(1 + nℓ) − (1 + nm1)(1 + nm2)nm3nℓ]s, (3.1)

が導出される [2–6]．ただし，Iℓ1ℓ2;ℓ3ℓ4(t) ≡
∑
i

v∗iℓ1(t)v∗iℓ2(t)viℓ3(t)viℓ4(t) である．また，[ ]s は [ ]内の分

布関数が時刻 sのものであることを意味する．

ここで，式 (2.6)，(3.1) を数値的に解き，得られた {nℓ(t)}, {viℓ(t)} から気体の重心を計算した結果を
図 2に示す．ただし，気体の重心は N を全粒子数として，x̄(t) =

∑
i,ℓ

(i− Ic)|viℓ(t)|2nℓ(t)/N で計算した．

U = 0では分布関数は時間発展しないため，時間発展は完全系による式 (2.6)のみとなり緩和の様子は見ら

2
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図 2 気体の重心の時間変化 (a)．小窓はグラフの一部を拡大したものであり，見やすさのため U = 0

と U = 0.02のみを表示している (b)．

れない．重心の振動にうなりが見られるが，このうなりは光学格子による効果である．一方，U ̸= 0では

U = 0 の結果と比べると振幅が小さくなっており，相互作用が強いほど振幅は小さくなることがわかる．

また，t = 400を過ぎたところに注目すると U ̸= 0は U = 0と異なり重心の値が初期値に戻らないことが

わかり，式 (3.1)からの寄与による熱緩和過程の様子を確認できる (図 2(b))．

4 まとめと展望

弱い調和振動子ポテンシャルに閉じ込められた一次元光学格子中の冷却 Bose 気体系においてあらかじ

め平衡状態を用意しておき，t = 0 で調和振動子ポテンシャルの中心をずらすことで非平衡状態にした

時間依存する外場モデルを考えた．そのモデルに対する非平衡緩和過程を非平衡 TFD から導出された

non-Markov型量子輸送方程式を用いて解析した．気体の重心の時間変化を数値計算した結果，重心は振動

し光学格子の効果によるうなりが見られ，特に U ̸= 0のときは熱緩和過程を確認できた．今後の課題とし

ては，エネルギーの繰り込みによる結果への影響を調べたり，凝縮体がある場合への拡張などがある．
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捕捉されたBose-Einstein凝縮系における
Bogoliubov de-Gennesの方法とゼロモード

高橋淳一, 中村祐介, 山中由也
早大基幹理工電子光システム

1 初めに
本研究では, 場の量子論の立場からBose-Einstein凝縮 (BEC) を記述する. BEC を記述
する多くの場の量子論的取り扱いではでは, Bogoliubov近似が用いられている. しかし,ゼ
ロモードを c数と置くBogoliubov近似では, 特に非一様系においてはエネルギースペクト
ルが離散的になり、この近似は和の一項を無視することに相当するため, 場の量子論の正
準交換関係を明白に破ってしまう. すなわち, Bogoliubov 近似ではゼロモードを量子論的
に扱わないため, 理論的には不完全となる. 本研究ではこれらの問題よりBogoliubov 近似
を用いない定式化を行い, 問題を克服する. 非一様系においてハミルトニアンを対角化す
る方法はGeneralized Bogoliubov の方法 (GB の方法) [1, 2]とBogoliubov-de Gennes の
方法 (BdGの方法) [3, 4]がある. GBの方法では, 適切に対称性を微小に破る項 (breaking

term) をハミルトニアンに入れて, ゼロモードが微小エネルギーを持つモードとして取り
扱うことが可能で, そこからゼロモードを含めた Fock空間の真空を構成することができ
る. さらに breaking term のゼロ極限で対称性の回復が保証される. 一方, 通常のBdG の
方法ではゼロモードは量子座標で記述され, この量子座標に対する状態 (波動関数) を, す
なわち系の真空を一意的に決める処方は知られていない. また, GBの方法で行われてい
るような, 場の量子論レベルでの対称性の議論は行われていない. しかし, GB の方法は秩
序変数の位相が空間座標に依らない場合しか現時点では定式化されていないため, 凝縮体
中に渦やソリトンがあるような場合には対応できない. そこで本研究では秩序変数の位相
に空間座標依存性のある場合も扱えるの BdG の方法において, GBの方法の場合のよう
に, 真空の定義や対称性の保持が可能であるかを調べる.

2 モデル
冷却中性原子系のハミルトニアンは

Ĥ =

∫
d3x
[
ψ̂†(x)(K + V − µ)ψ̂(x) +

g

2
ψ̂†(x)ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂(x)

]
　

ここで, x = (x, t), K = − 1
2m

∇2, V は外場ポテンシャル, m は粒子の質量, µ は化学ポテ
ンシャル, g は相互作用定数である.

系の対称性が自発的に破れた状況, つまり凝縮体が存在する場合, 場の真空期待値は
⟨Ω|ψ̂(x)|Ω⟩ = ξ(x)となるので,

ψ̂(x) = ξ(x) + φ̂(x)

と分解できる. ただし, ⟨0 | φ̂(x) | 0⟩ = 0 であり, 秩序変数 ξ(x) は任意の複素関数で全粒
子数Nc との間にNc =

∫
d3x|ξ(x)|2 という関係がある. なお, 本研究では秩序変数は時間

に依存しないものを想定した. この場の分割を用いてハミルトニアンを書き換える, その
際, 場の二次以下の項を非摂動項 Ĥ0とし, 三次以上の項を摂動項 ĤI とする.
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3 Bogoliubov de-Gennes の方法
この方法は, BdG 方程式の完全系を用いて非摂動ハミルトニアンを対角化する方法で
ある. BdG 方程式は (

L M
−M∗ −L

)
yn(x) = ωnyn(x)

で与えられる. ただし, L = K + V − µ + 2g|ξ(x)|2,M = gξ2(x)である. BdG 方程式
の固有値は一般に複素数となるが, ここでは実数の範囲内で議論する. また, BdG 方程
式にはゼロモードと呼ばれる零固有値を持つ解が存在する. これらの解は不定計量内積
(s, t) ≡

∫
d3xs†(x)σ3t(x)の下で直交性を示す. しかし, この不定計量内積の下ではゼロ

モードが全てのモードと直交してしまうためBdG 方程式の固有関数だけでは完全系を張
れない. そこで, Ty−1(x) = Iy0(x)を満たすモード y−1を導入する. このモードは共役
モードと呼ばれ, ゼロモードとは直交せず, 他のモードとは直交する性質を持つ. なお, I

はゼロモードと共役モード間の規格化定数である [3] .

BdG 方程式の固有関数系に共役モードを加えた関数系を用いて非摂動ハミルトニアン
を対角化する. 場が次のように展開できるので(

φ̂(x)

φ̂†(x)

)
=
∑
n=1

{ânyn(x) + â†nσ1y
∗
n(x)} − iQ̂y0(x) + P̂y−1(x)

非摂動ハミルトニアンは

Ĥ0 =
IP̂ 2

2
+
∑
n=1

ωnâ
†
nân

となる. ここで, この非摂動ハミルトニアンのゼロモードセクターは量子座標 Q̂ の自由粒
子型波動関数 ψ(Q, t)で記述されることになるが, ψ(Q, t) を一意的に決める処方が知られ
ていない. つまり, ゼロモードセクターを含んだ真空の定義は自明ではない.

4 結果
この問題を解決するためBreaking term を導入する [1]

Ĥε(t) = εϵ̄

∫
dx
[
ξ∗(x)ψ̂(x, t) + ξ(x)ψ̂†(x, t)

]
ここで εは微小な無次元量, ϵ̄はこの系の典型的なエネルギースケールである. 対称性が自
発的に破れた理論を構成する際, このような項を元のハミルトニアンに加え, ハミルトニ
アンの対称性を破ることにより無限に縮退した真空の中から一つの状態を選び議論をす
る. そして計算の最後で ε→ 0の極限を取ることで元々のハミルトニアンの持つ対称性を
回復させる. 詳細は省くが, breaking term を導入するとハミルトニアンは

Ĥε
0 =

1

2
(Φ̂, TεΦ̂)

=
ω̃ε
0D̃

2
Q̂2

ε +
ω̃ε
0

2D̃
P̂ 2
ε +

∑
n=1

ωε
nâ

ε†
n â

ε
n + (c–number)
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と調和振動子型となる. ω̃ε
0, D̃はO

(
ε1/2
)
の定数である.

従って, 量子力学の調和振動子と同様に P̂ε, Q̂ε に線形変換

âε0 =

√
1

2D̃
P̂ε − i

√
D̃

2
Q̂ε　

を施すことにより, ゼロモード部分に消滅演算子を定義することができる. そこで, ゼロ
モードの真空はその消滅演算子で消去される状態 |0⟩εと定義する.

このように定義した真空が次の形のWard-高橋恒等式（WT 恒等式）

|ξ(x)|2 = εϵ̄

2

∫
d4x′

[
− ξ∗(x)ξ∗(x′)∆12(x,x′; t− t′) + ξ(x)ξ(x′)∆21(x,x′; t− t′)

− ξ∗(x)ξ(x′)∆11(x,x′; t− t′) + ξ(x)ξ∗(x′)∆22(x,x′; t− t′)
]

を満たしているかどうか調べる. ここで, ∆ij は

i∆ij(x, x′) = ε⟨0|T [φi(x)φ̄j(x′)] |0⟩ε

φi = ( φ̂ φ̂† )t, φ̄j = ( φ̂† −φ̂ )である. WT 恒等式はHeisenberg 方程式, 正準交換関
係から近似なしで導かれるものである. また, WT 恒等式から南部-Goldstone 定理（NG

定理）の成立も保証される. そこで, 本研究ではこの真空がWT 恒等式を満たすことを調
べた. 証明の詳細は省くが, ここで定義した真空はWT 恒等式を満たすものであることが
示される. また, この証明にはゼロモード項 P̂ε, Q̂εの存在が本質的である.

また, 上の議論を平衡 Thermo Field Dynamics [5]を用いて有限温度の場合に拡張して
調べた. 結果として, 有限温度非一様系においても, WT 恒等式の成立, 従ってNG 定理の
成立を示すことができた. この証明にも量子化されたゼロモード項 P̂ε, Q̂εの存在が本質的
である. 結論として, 有限温度場の量子論においても, 量子化されたゼロモードの存在が,

正当な場の量子論のためには不可欠である.
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非平衡の場の理論を用いた粒子数期待値に対する

相互作用からの寄与の研究
広島大学大学院理学研究科堀田龍一

E-Mail:hottarc@theo.phys.sci.hiroshima-u.ac.jp

素粒子物理現象における粒子数生成過程のより深い理解を得るために、ＣＰ非対称、粒子数非保

存な模型を設定し、解析を行った。

2particle-irreducible closed-time-path formalismを用いて current divergenceの摂動的な計

算を行い、適当な条件の下で相互作用からもたらされる粒子数期待値の変化率が有限の時刻 tに対

して、どの様に時間発展するのかを数値計算によって求めた。

本研究は広島大の両角卓也氏、トムスク教育大の高田浩行氏との共同研究である。

I.模型

我々は、図１の様に重い中性スカラー N が軽い粒子のペアに崩壊する模型を考える。この模

型では上段と下段の過程の amplitude の差が粒子数を作り出す。ここで A、A∗、Aφは結合定数

で Aと A∗は粒子数保存を破り、Aφは粒子数を保存する。N は中性スカラー粒子で粒子数 0を持っ

ていて、φ、φ∗は複素スカラー粒子でそれぞれ粒子数 1、− 1 を持つ。B2は粒子数保存を破る質量項

。図１の過程を記述するラグランジアンは以下の様になる。

L =1
2
∂µN∂µN −

1
2

m2
NN2 + |∂µφ|2 −m2

φ|φ|2 + B2φ2 + B∗2φ∗2

+ANφ2 + A∗Nφ∗2 + AφNφφ∗. (1)

B2と Aの位相差で CP symmetryが破れており、CP violation phaseは、

φA = arg[
A
B2 ], (2)

と書く事が出来る。

これを実場形式に以下の実スカラー場 φ1、φ2を使って書き直す。

φ =
φ1 + iφ2√

2
, φ∗ =

φ1 − iφ2√
2
. (3)

そうすると、ラグランジアンは以下の様に書き直す事が出来る。

L = 1
2
∂µN∂µN −

1
2

m2
NN2 +

1
2

2∑
i=1

∂µφi∂
µφi +

1
2

2∑
i=1

m2
i φ

2
i + φiAi jφ j, (4)

1
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図 1 粒子数を生成する過程

m1,m2は実スカラー場の質量で、以下の様に書く事が出来る。

m1 = (m2
φ − B2)1/2,m2 = (m2

φ + B2)1/2. (5)

Ai jは実スカラー場と Nとの結合定数で以下の通り。

Ai j =

 |A| cos[φA] + Aφ
2 −|A| sin[φA]

−|A| sin[φA] |A| cos[φA] − Aφ
2

 . (6)

II.2PI CTP formalismを用いた計算と数値計算の結果

U(1) currentは keldysh Green関数 [1]を用いて以下の様に書く事が出来る。

< jµ(X) >= [∂xµG12
12(x, y) − ∂yµG

12
12(x, y)]|x=y=X. (7)

この current divergenceは

∂µ < jµ(X) >= [�xµG12
12(x, y) − �yµG

12
12(x, y)]|x=y=X. (8)

ここで＜＞は分布関数 ρ(0) = exp[β(H0 − µN]をかけて Traceを取ったものを表す。この計算に

おいては、相互作用からの寄与に注目するため、化学ポテンシャルµは 0と置く。

ここで非平衡状態を扱うために E.Calzetta and B.L.Hu[2] によって導入された 2PI-CTP for-

malism を使って Green 関数が従う方程式を得る。現在の我々の模型にこの手法を導入すると、

2PI effective actionは以下の様になった。

Γ =
1
2

log det(GN)−1 +
1
2

2∑
i, j=1

[log det(Gi j)−1] + 1
2

∂2S
∂a

N(x)∂Nb(y) G
ab
N (x, y) + 1

2

2∑
i, j=1

∂2S
∂φa

i (x)∂φb
j (y)

Gab
i j (x, y)

+Γ2 + const, (9)

Sは Ai jが関係しない部分の action,Γ2は Ai jが関係する相互作用を表す、ここで我々は以下の様

な 2PI diagramだけを考え、それより高次の寄与は無視した。

2
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図 2 計算に含める 2PI diagram

図 3 有限な時刻 tにおける decay processから current divergenceへの寄与の時間発展

それにより、２つの Schwinger-Dyson 方程式を得る。それらと (8) を使う事で、以下の様な

Current divergenceを求める方程式を得る。

∂µ < jµ(X) >=2B2G12
12(X,X) − 8A1 jA2 jIm

[ ∫ d3k
(2π)3

∫
d3k

(2π)3

∫ X0

0
G12

j j (z0,X0,p)

×G12
N (z0,X0,−p − k)

(
G12

22(z0,X0,k) − G12
11(z0,X0,k)

)]
(10)

我々は宇宙膨張の効果を取り入れていないのでこの方程式を解くと 0 になる。しかし Decay

process のみに注目して、どの様に粒子数が生成されるかを見ることは出来る。それを求めるに

あたって我々は、パラメータ B2は非常に小さいため最低次の効果のみを取り出し、時間積分のあ

と X0 → ∞　 B2 → 0の極限を取る、しかし t = B2X0は有限であるという条件を置く。そうする

と、有限な時刻 tに対する decay processから current divergenceへの寄与は図 3で表せ、正負で振

動し、Bが増える（CPの破れが大きくなる）と Current divergenceへの寄与が大きくなることが

わかる。

参考文献

[1] L. V. Keldysh, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 47, 1515 (1964) [Sov. Phys. JETP 20, 1018 (1965)].

[2] E. Calzetta and B. L. Hu, Phys. Rev. D 37, 2878 (1988).
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量子渦の非可換統計
– SO(N)対称性を持つマヨラナフェルミオン –

広野雄士 A、安井繁宏 B、板倉数記 B、新田宗土 C

東京大/理研 A、KEKB、慶応大 C

1. はじめに
ある種の超伝導や超流動における量子渦は、内部にマヨラナフェルミオン的なゼロエネ

ルギー束縛状態を持っている。このようなゼロエネルギー状態があると、基底状態に縮退
が生じ、非可換エニオンと呼ばれる特異な統計性を持つ粒子が現れることが知られてい
る。3+1次元では、統計性で粒子を分類するとボソン若しくはフェルミオンの二つの可能
性しかない。粒子はローレンツ群の規約表現に属することから整数または半整数のスピ
ンを持ち、さらにスピン統計性の定理により整数（半整数）のスピンを持つ粒子はボソン
（フェルミオン）であることが帰結するからである。しかし、2+1次元ではこの限りでは
ない。空間が 3次元の世界では、二つの同種粒子を 2回交換する操作が、一度も交換をし
ないという操作と等価であったが、空間次元が 2のときは等価ではないからである。

2+1次元では、ボソンとフェルミオンに加えて、同種粒子の交換に際して任意の位相
がつく（可換）エニオンの存在も理論的に可能である。そして、複数の縮退した状態を持
ち、それらの状態が交換操作の下で行列によって変換を受けるのが非可換エニオンであ
る。変換行列は一般には非可換なので、渦の交換順序に依存して終状態が変わる、という
ことが有り得る。これは可換エニオンや通常のボソン・フェルミオンでは起こり得ない、
特異な性質である。このように非可換エニオンは理論的に興味深いが、応用面でもトポロ
ジカルな量子計算をするためのプラットフォームとなることがわかっており、理論と実験
の両面において現在研究が盛んである [1]。
この非可換エニオンを実現する物理系の候補として、マヨラナフェルミオンを内部に

持つ超伝導渦がある。この系が非可換統計を示すことは Ivanov [2] によって 2002年に初
めて指摘された。一方で、カラー超伝導や超対称QCDに現れる量子渦内には複数のマヨ
ラナフェルミオンが束縛される場合がある。本研究の目的は、複数個、特に奇数個のマヨ
ラナフェルミオンを束縛した量子渦の量子統計の性質を明らかにすることである。カラー
超伝導における量子渦は、N = 3の実現例となる。我々は、奇数個のマヨラナフェルミ
オンを内部に持つ量子渦の示す非可換統計性が、交換する渦の数やNの値に依存しない、
ある普遍的な構造を持つことを示した。本稿ではその主な結果を記す。導出や詳細につい
ては論文 [3]を参照のこと。

2. 超伝導量子渦と非可換統計
2m個の量子渦が z軸に平行に延びている状況を考える。系は z方向に並進対称である

とし、k番目と k + 1番目の渦を反時計周りに交換する操作を Tkと呼ぶことにする。任
意の渦同士の交換は、隣り合う渦同士の交換 Tkの組み合わせによって実現することがで
きる。z方向の対称性から系は 2次元空間と見なすことができる。どちら周りに交換する
かが区別される、すなわち Tk �= (Tk)

−1であることに注意。k番目の渦に束縛されたマヨ
ラナフェルミオンを演算子 γa

k とする (k = 1 ∼ 2m, a = 1 ∼ N)。本研究ではN 個のフェ
ルミオンが一つの渦内にる場合を考えるのだが、それを表すのが添字 aである。これらの
フェルミオン演算子 γa

k はクリフォード代数 {γa
k , γb

l } = 2δabδklを満たしており、さらに渦
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の交換操作 Tkの下で

Tk :

{
γa

k → γa
k+1

γa
k+1 → −γa

k

, for all a, (1)

のように変換する。負符号がつくのは、渦の存在下でフェルミオンの波動関数が 2価にな
ることに由来する。フェルミオン演算子を式 (1)のように変換する演算子を、次のように
書くことができる。

τ
[N ]
k ≡

N∏

a=1

τa
k , (2)

ここで τa
k は次式で定義されている。

τa
k ≡ exp

(π

4
γa

k+1γ
a
k

)
=

1√
2

(
1 + γa

k+1γ
a
k

)
. (3)

この交換演算子 τ
[N ]
k 同士が、k �= �の場合に非可換になり得ることを見るためには、

明示的にヒルベルト空間を構成し、交換演算子を行列表示してみればよい。ヒルベルト空
間を同定するのに、二つの渦にあるマヨラナフェルミオンを次のように組み合わせてディ
ラック演算子を構成すると便利である。

Ψa
K ≡ 1

2
(γa

2K−1 + iγa
2K). (4)

このように定義したディラック演算子は通常のディラックフェルミオンの反交換関係を満
たす。したがって、

Ψa
K |0〉 = 0 for all a and K, (5)

によって”真空”状態 |0〉を定義し、|0〉に対して生成演算子を作用するという通常の手続
きによりヒルベルト空間の基底を作ることが出来る。

3. 交換演算子の分解
任意のN（奇数）の場合において、式 (2)で書かれる交換演算子は、次のように二つの

演算子の積に分解出来ることを示すことが出来る。

τ
[N ]
k = σ

[N ]
k h

[N ]
k . (6)

ここで σ
[N ]
k と h

[N ]
k は次のように定義されている。

σ
[N ]
k ≡

(
1√
2

)N−1 (
1 + Γ

(2)
k + Γ

(4)
k + · · · + Γ

(N−1)
k

)
, (7)

h
[N ]
k ≡ 1√

2

(
1 + Γ

(N)
k

)
. (8)

上記では、表記の簡略化のために次式で定義される記号 Γ
(n)
k を用いた。

Γ
(n)
k ≡ 1

(n!)2
e

π
2

i(n−1)εa1···aN εb1···bN δ
an+1

bn+1
· · · δaN

bN
γa1

k+1 · · · γan
k+1 γb1

k · · · γbn
k . (9)
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εa1···aN はN 階の完全反対称テンソルである。
交換演算子を分解して現れる二つの演算子 h

[N ]
k と σ

[N ]
k はそれぞれ意味を持っている。

演算子 h
[N ]
k は、Ivanovによって議論された、一つの渦内に束縛されるフェルミオン数が

1個の場合の演算子と等価であることを示すことが出来る。一方、σ
[N ]
k は対称群の生成元

である。すなわち、対称群の生成元が満たすべき以下の関係式、

(σ
[N ]
k )2 = 1, (10)

(σ
[N ]
k σ

[N ]
l )3 = 1 for |k − l| = 1, (11)

(σ
[N ]
k σ

[N ]
l )2 = 1 for |k − l| > 1, (12)

を σ
[N ]
k が満足することを示せる。
さらに、交換演算子を行列表示した場合に、ある基底を取るとその表現行列が、渦上

のフェルミオンが一個の場合の交換演算子の表現行列と、対称群の生成子の表現行列との
テンソル積で与えられることを示すことが出来る。

参考文献
[1] レビューとして、 C. Nayak, S. H. Simon, A. Stern, M. Freedman and S. Das Sarma,
Rev. Mod. Phys. 80, 1083 (2008) [arXiv:0707.1889 [cond-mat.str-el]].
[2] D. A. Ivanov, Phys. Rev. Lett. 86, 268 (2001) [arXiv:cond-mat/0005069
[cond-mat.supr-con]].
[3] Y. Hirono, S. Yasui, K. Itakura and M. Nitta, Phys. Rev. B 86, 014508 (2012)
[arXiv:1203.0173 [cond-mat.supr-con]].
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重イオン衝突に於ける相対論的 “揺動”流体
～因果律と記憶効果と有色雑音～

村瀬功一 1、平野哲文 2

東京大学 大学院理学系研究科 1、上智大学 理工学部 2

1 はじめに

クォークとグルーオンから成る系を数兆度の高温に熱すると、クォーク・グルーオン・プラズ
マ (QGP) ができると考えられている。この QGP は高エネルギー重イオン衝突によって生成さ
れ [1]、その輸送的性質が調べられている。相対論的重イオン衝突加速器 (RHIC) では粒子分布の
二次の異方性 v2 において完全流体模型が予想する値に近い値が得られ、強結合の QGP が生成さ
れているという描像が確立した [2, 3, 4]。
最近では、RHIC や近年動き出した大型ハドロン衝突型加速器 (LHC) で、粒子の方位角分布の
高次調和成分 vn (n > 2) が測られ、事象毎の揺らぎを考えなければ説明の付かない値が得られて
いる。原子核同士の衝突時に初期条件に入る、核子分布に由来する揺らぎによって、vn の振る舞
いを説明できる事が事象毎のシミュレーションによって分かって来ており、最近はこの初期の揺
らぎと終状態の vn について活発に研究されている。例えば、これらの vn の値から初期条件の模
型とQGP の比粘性係数 η/s を制限しようという試みが為されている。
しかし、事象毎の揺らぎは、初期条件の核子分布だけでなく、QGP の時空発展中に生じる熱揺
らぎである流体力学的揺らぎ (hydrodynamic fluctuation[5]) などによっても引き起こされる [6]。
流体力学的揺らぎは、初期の揺らぎと同様に測定量 vn に影響を与える可能性があり、定量的に
η/s などの輸送的性質を決定する為には、この流体力学的揺らぎの効果も定量的に評価する必要
があると考えている。現状の相対論的流体模型に流体力学的揺らぎを取り入れる為に、本研究で
は因果律を満たす二次 (または高次)の相対論的散逸流体に対して、二次 (高次)の相対論的揺動流
体力学 (relativistic fluctuating hydrodynamics) を構築する。

2 記憶関数と揺動散逸関係

流体力学的揺らぎは、流体の散逸流場に対して空間の各点で独立に発生する熱揺らぎである。状
態方程式や構成方程式で記述される散逸流場の値は平均的な成分に過ぎない。流体力学の様な有
限の長さスケールを持つ系においては、各事象毎に熱揺らぎがこの平均からのずれとして発生す
る。流体力学的揺らぎの強度スペクトルは、ブラウン粒子の揺動力の時と同様に、揺動散逸関係
によって構成方程式に含まれる散逸と関係付けられる。
数値計算では、試行毎 (事象毎)に異なる確率過程として流体力学的揺らぎを乱数で決定して計

算を行う。即ち、流体方程式はもはや決定論的な偏微分方程式ではなく、Langevin 方程式の様な
確率微分方程式となる。
構成方程式に対応する流体力学的揺らぎの強度を調べる為に、先ず構成方程式を散逸流に対し

て陽な形で書き表す。

Π = −
∫

x0>x′0
d4x′GΠ(x− x′)θ(x′) + δΠ, (1)

πµν =
∫

x0>x′0
d4x′Gπ(x− x′)µναβ(∂〈αuβ〉|x′) + δπµν , (2)

1
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νµ
i = −

∫

x0>x′0
d4x′Gij(x− x′)µα(T∇α

µj

T |x′) + δνµ
i . (3)

但し、uµ(x) は Landau フレームでの四元速度で、T (x) および µi(x) は各点 xの局所平衡系にお
ける温度と保存電荷 i の化学ポテンシャルである。また、散逸流 Π(x), πµν(x), νµ

i (x) はそれぞ
れ、体粘性による圧力の補正、ずれ粘性による偏差応力、保存電荷 iの拡散である。構成方程式は
平衡近くでは、この様に現在および過去の熱力学的力と記憶関数 G(x− x′) の畳み込みである平
均的な成分と、流体力学的揺らぎ δΠ(x), δπµν(x), δνµ

i (x) の和で書かれる。
流体力学的揺らぎの強度は揺動散逸関係によって以下の形に決定される。

〈δΠ(x)δΠ(x′)〉 = TGΠ(x− x′), (4)

〈δπµν(x)δπαβ(x′)〉 = TGπ(x− x′)µναβ , (5)

〈δνµ
i (x)δνα

j (x′)〉 = TGij(x− x′)µα. (6)

ここで、記憶関数 G(x) は時刻について偶関数となる様に x0 < 0 の領域に拡張した物とする。
一次の散逸流体の場合は、GΠ(x) = 2ζδ(4)(x), Gπ(x)µναβ = 4ηδ(4)(x)∆µναβ, Gij(x)µα =

−2κijδ
(4)(x)∆αβ に対応する。但し、∆αβ = gαβ − uµuν , ∆µναβ = 1

2(∆µα∆νβ + ∆µα∆νβ) −
1
3∆µν∆αβ は各散逸流の空間への射影子である。この時、記憶関数は時間について局所的であり、
構成方程式は現在の熱力学的力で書かれる。従って、流体力学的揺らぎの時間相関は同時刻のみ
で非零であり、即ち流体力学的揺らぎは白色雑音 (white noise) となる。

3 二次の散逸流体の場合

しかし、一次の散逸流体は長波長で因果律を破る解を持つ事が知られている [7]為、相対論的流
体模型においては好ましくない。因果律を守る為には、緩和時間の効果を持つ二次または高次の
散逸流体が必要である。
ここでは、因果律を守る最も簡単な二次の構成方程式として、以下の物を考える。

τΠDΠ + Π = −ζθ, (7)

τπ∆µν
αβDπαβ + πµν = 2η∂〈µuν〉, (8)

τij∆µ
αDνα

j + νµ
i = κijT∇µ µj

T
. (9)

但し、D = uα∂α は物質と共に動く系での時間微分である。この構成方程式を陽な形に解くと
記憶関数は以下の様になる。

GΠ(x− x′) = δ(3)(σ − σ′)|∂σµ

∂xν |Θ(τ − τ ′) · 1
τΠ

e
− τ−τ ′

τΠ ζ, (10)

Gπ(x− x′)µναβ = δ(3)(σ − σ′)|∂σµ

∂xν |Θ(τ − τ ′) · 1
τπ

e−
τ−τ ′

τπ · 2η∆(τ ; τ ′)µναβ, (11)

Gij(x− x′)µα = δ(3)(σ − σ′)|∂σµ

∂xν |Θ(τ − τ ′) · τ−1
ij [Te−

R τ
τ ′ dτ ′′τ−1

jk |τ ′′ ]jkκkl∆(τ ; τ ′)µα. (12)

但し、τ と σ は物質と共に動く座標系での時刻と座標であり、

∆(τf ; τi)
µν
αβ := lim

N→∞
∆(τf)

µν
α0β0

[∏N−1
k=0 ∆(τf + τi−τf

N k)αkβk
αk+1βk+1

]
∆(τi)

αNβN

αβ , (13)

∆(τf ; τi)µ
α := lim

N→∞
∆(τf)µ

α0

[∏N−1
k=0 ∆(τf + τi−τf

N k)αk
αk+1

]
∆(τi)αN

α (14)

2
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は、τ ′ から τ の各時刻で散逸流の空間に射影するテンソルとなっている。また Te−
R τ

τ ′ dτ ′′τ−1
jk |τ ′′

は時間順序積による指数関数である。

時間相関に着目すると何れも指数関数的な減少 1
τr

e−
τ−τ ′

τr の形になっている。一般に因果律を
保持する高次の散逸流体の場合、この様に記憶関数G(x)は異なる時間に対して非零の値を持つ、
即ち記憶効果が存在する。これに伴って、流体力学的揺らぎも異なる時刻間について非零の相関
TG(x)を持ち、流体力学的揺らぎは有色雑音 (colored noise) となる。

4 まとめと展望

相対論的な系で散逸とそれに対応する流体力学的揺らぎを取り扱う場合、因果律を保持する為
に緩和時間を考慮に入れなければならない。この時、構成方程式は現在及び過去の熱力学的力に
対する応答で書かれ、その応答関数は記憶関数と呼ばれる。流体力学的揺らぎの強度は揺動散逸
関係によってこの記憶関数を用いて表され、一般に異なる時刻の間で流体力学的揺らぎに相関が
ある事が分かる。つまり、流体力学的揺らぎは白色雑音ではなく有色雑音として計算に取り入れ
る必要がある。
また、QGP の時空発展の途中に現れる熱揺らぎである流体力学的揺らぎは、初期の揺らぎと同

様に事象毎の計算で測定量 vn に影響を与えうる。定量的に η/s などの輸送的性質を決定する際
には、この流体力学的揺らぎの効果を考慮に入れて事象毎の計算をし、その影響の大きさを見積
もる必要がある。今後は、簡単な二次の構成方程式の下で、相対論的流体模型の数値計算の枠組
に散逸と流体力学的揺らぎを実装し、実際に事象毎の計算によって流体力学的揺らぎの vn に対す
る影響を調べる。
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PNJL模型によるメソンガスの状態方程式
山崎加奈子, 松井哲男

東大駒場

1 導入
QCD相図を解明することは、QCDの重要な課題の一つである。相図の理解には、カイラル相転移と非閉じ

込め相転移が相図上のどこで起こるかを調べることが不可欠である。そのための第一歩として、本研究では有
効模型を用いゼロ密度で状態方程式の計算を行った。我々は、有効模型を用いてこれらの相転移を計算した。
この二つの相転移を取り扱うことの出来る有効模型として、Nambu-Jona-Lasinio model with Polyakov loop

(PNJL模型)[1] を用いた。PNJL模型は、カイラル相転移を特徴づけるカイラル凝縮と非閉じ込め相転移を特
徴づける Polyakov loop の期待値を持つことで、これら二つの相転移を同時に計算することが出来る。しかし、
もし我々が平均場近似を行った場合、低温相でメソンやバリオンを取り扱うことが出来ない。そこで本研究で
はメソン励起を取り込んだ計算を行った。

2 PNJL模型
修正された NJL模型の分配関数は以下のように定義される。

Z(T,A4) =
∫

[dq̄][dq]exp
[∫ β

0
dτ

∫
d3xLNJL(q, q̄, A4)

]
(1)

LNJL(q, q̄, A4) = q̄(iγµDµ − m0)q + G
[
(q̄q)2 + (iq̄γ5τq)2

]
(2)

この Lagrangianは、NJL模型 [2, 3] の Lagrangianとは異なりゲージ場の第 4成分を含む。この模型ではグ
ルーオンはダイナミカルな自由度としてではなく、単なる外場として扱われる。この分配関数は、クォーク場
の４次の項を含むため、このままでは積分を実行することが出来ない。そこで、補助場としてボソン場 φをガ
ウス積分の形で導入する。積分測度を適当に選ぶことで、クォーク場の 4次の項を打ち消すことができ、フェ
ルミオン積分の実行が可能となる。q, q̄がグラスマン数であることに注意し、フェルミオン場についての積分を
実行すると、有効作用 I が補助場として導入したメソン場 φとゲージ場の第 4成分の関数として得られる。メ
ソン励起からの寄与を計算するために、有効作用をボソン場の揺らぎの二次まで展開し、揺らぎについて積分
することで熱力学ポテンシャルを得る。

Ω(T,A4) = T
(
I0 +

1
2
TrM ln

δ2I

δφiδφj

)
(3)

第一項目は平均場からの寄与、第二項目はメソン励起からの寄与である。

3 状態方程式
3.1 平均場近似
圧力への平均場近似からの寄与は、式 (3)の第一項目から求まる。I0 はゲージ場の関数だが、ゲージ場につ

いて統計平均を取ることで、Polyakov loop の期待値で書き直すことができ、温度と Polyakov loop の関数とし
て状態方程式が得られる。
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pMF (T,Φ) = p0
MF (M0) + 4

∫
d3p

(2π)3
p2

3Ep
fΦ(Ep) − U(T, φ) (4)

M0は構成クォーク質量、Epはクォークのエネルギーで Ep =
√

p2 + M2
0、fΦは Polyakov loop の期待値 Φの

関数として書かれたフェルミ分布関数である。第一項目は真空の圧力、第二項目は熱励起からの寄与、第三項
目の U は、グルーオンのダイナミクスを表すために導入された有効ポテンシャルで、各パラメーターは T = 0

で Φ = 0を満たし、高温でグルーオンの圧力を再現するように選ばれる。

3.2 メソン励起
メソン励起の圧力への寄与は、式 (3)の二項目から計算される。

pM (T,A4) = −T

2

∑

n

∫
d3q

(2π)3
{

ln
[
β2

( 1
2G

−Πσ(ωn, q, A4)
)]

+ 3ln
[
β2

( 1
2G

−Ππ(ωn, q, A4)
)]}

(5)

式 (5)はメソンの松原周波数についての和と、メソンの運動量についての積分を含む。第一項目はシグマメソ
ンの寄与、第二項目はパイオンの寄与で、二項目のファクター３はパイオンの縮退度である。ギャップ方程式を
用いると、

1
2G

−Ππ(ωn, q, A4) = (ω2
n + q2)F (ωn, q, A4) +

m0

2GM0
(6)

F (ωn, q, A4) =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep2Ep+q

[( 1
ω + Ep − Ep+q

− 1
ω − Ep + Ep+q

)
trc

(
f(Ep − igA4) − f(Ep+q − igA4)

)

+
( 1

ω + Ep + Ep+q
− 1

ω − Ep − Ep+q

)
trc

(
1 − f(Ep − igA4) − f(Ep+q − igA4)

)]
(7)

と書ける。ここで関数F (ωn, q, A4)は non-collective modeを表す関数である。シグマメソンについても、質量の
違いを除いて、同様の書き換えが出来る。第一項目は collective modeとnon-collectiveな個別励起で構成されてお
り、第二項目は裸のクォーク質量に比例する。従ってカイラル極限では、第二項目は消え、かつ 1

2G−Πが logの引数
であるので、collective modeと non-collective modeを分離することができ、それぞれの圧力への寄与を別々に計
算出来る。数値計算の結果、collective modeが主に圧力に寄与し、non-collective modeからの寄与は非常に小さ
い。クォークが質量を持つ場合、このような分離は出来ないが、M1 ≡ Re

[
1

2G −Π
]

= 0, M2 = Im
[

1
2G −Π

]
= 0

を計算することで、メソンポールの有無を計算出来る。

4 数値計算
図 1は、M1,M2 を ω/q の関数としてプロットした図である (ω はメソンのエネルギー、qはメソンの運動

量)。T < TcではM1,M2ともにゼロになる点が time-like領域に存在し、この点がメソンポールに対応する。
一方 T > Tc では、M1 は常に正であり、低温でM2 がゼロであった領域も無くなる。このことは、高温でメ
ソンポールが個別励起の continuumに飲み込まれ無くなったことを意味している。
図 2は圧力を温度の関数としてプロットした図である。赤い線が平均場の寄与にメソン励起の寄与を加えた

圧力、青い線が平均場の寄与だけを含んだ圧力である。平均場のみの計算では、低温では Polyakov loopによっ
てクォークの単独の励起が抑えられるため圧力はほぼゼロであるのに対し、メソン励起を取り込んだ計算では、
メソンが圧力に寄与していることがわかる。
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図 1: T < Tc でのM1 (左上), T < Tc でのM2(右上), T > Tc でのM1 (左下), T > Tc でのM2 (右下).
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図 2: 状態方程式。右：カイラル極限、左：クォーク質量 140MeV.[4]

5 まとめ
本研究では、PNJL模型を用いてメソン励起を取り込み、状態方程式の計算を行った。メソン励起を取り込

んだ場合、カイラル極限では collective mode と non-collective mode を分離することができ、collective mode

からの寄与が支配的であることがわかった。有限のクォーク質量を持たせた場合、2つのモードの分離は出来な
いが、しかし、ポールの有無の計算から高温でのメソン励起からの寄与が小さいことがわかった。
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テンソル力のあるフェルミ液体の繰り込み群によ

る解析

東京大学大学院理学系研究科　谷崎佑弥∗

この発表は、理研の初田哲男氏との共同研究に基づくものである。

1 Introduction

双極子間相互作用のある多体フェルミ系が現在注目を集めてきている。フェッシュバッ

ハ共鳴を用いた接触相互作用のコントロールにより、冷却原子気体の分野は BCS-BEC

crossover の理想的な環境として注目されてきた。その一方で、電気双極子モーメントの

大きい分子や磁気双極子の大きな原子を用いることで、双極子間互作用が支配的な多体系

を作る試みも理論・実験の双方から研究されてきた。特にフェルミ系に注目してみると、

今年になりDy161 （磁気双極子モーメントが Bohr magnetonの約 10倍の原子）のフェ

ルミガスを冷却しフェルミ縮退が実現された [1]。今後、実験の進展により双極子相互作

用が支配的な系における超流動など多体系の性質が明らかにされると期待される。また、

この系は中性子星内部の高密度核物質と相互作用の形が類似しており、これまで直接検証

のできなかった中性子超流動の性質をシミュレートできる可能性がある。

双極子相互作用のあるフェルミ多体系に対して様々な立場から、特に強結合領域での

相を変分計算に基づいて研究されてきている [2,3]。また平均場近似を用いた計算により、

強結合領域での変分計算で予言されるより早くフェルミ液体の記述が破綻することが指摘

されている [4]。本研究では、弱結合領域からはじめて instabilityの形を仮定せずにフェ

ルミ液体に対する instabilityをくりこみ群の立場から議論する。

2 Formalism

Wilson流のくりこみ群を用いてフェルミ液体がフェルミ多体系の universality classで

あることを理解しようとする試み [5]によれば、多くの couplingが irrelevantであり free

Fermi gasにくりこみ郡のflowが流れることがFermi liquid descriptionを正当化している。

いくつかの例外は、相互作用が強くてPomerunchuck instabilityに抵触する場合や Fermi

surfaceで引力が働き Cooper instabilityが起こる場合で、対応する effective couplingsが

marginally relevantになる。

∗E-mail:tanizaki@nt.phys.s.u-tokyo.ac.jp
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Fermi surfaceの近くでは、作用のうちの kinetic termに対応する部分は

So =
k2F
2π2β

∑
ωn

∫ Λo

−Λo

dl

∫
d2k̂

4π
ψ†(k)[iωn + vF l]ψ(k)

と書くことができる。ここで、kF はフェルミ運動量、βは逆温度、ωnはフェルミオンの

Matsubara frequencies、ψ, ψ†は spin 1/2のフェルミオン場である。decimationと rescaling

により Soが不変であるようにすることで、fieldの scaling dimensionを決めることがで

き、これを用いることで各相互作用の振る舞いを決めることができる。この時、Landau

channelと BCS channelと呼ばれる特殊なmomentum configurationの 4点相互作用のみ

がmarginalとなり、そのほか全ての相互作用は irrelevantに分類される。

以上の tree levelの議論に基づいて、1-loop levelでの scalingの補正をmarginal coupling

に対して行う。irrelevanceに則って 6点以上の相互作用を無視した時に、4点相互作用の

1-loop 補正は次の三つのファインマン・ダイアグラムからなる：

ZS =
α β

α′ β′
, ZS′ =

α β

β′ α′
,

BCS =

α β

α′ β′

.

ここで、low-energy excitation以外は既に integrate outされているので、外線及び内線

の運動量は Fermi surfaceの付近に制限されている。これにより、例えば BCS channel

（incident particlesの運動量が kと−kとフェルミ面の反対の点にある）に効く 1-loop 補

正はBCS diagramのみである。BCS channelに絞って議論すると、上の解析に基づいて

leading contribution飲みを取り出せば、

Λ∂Λ V
αβ
β′α′(k,k

′)
∣∣∣
BCS

=
1

2
tanh

(
β

2
vFΛ

)∫
d2k̂′′

4π
V αβ
δγ (k,k′′)V γδ

β′α′(k
′′,k′)

という flow equationを得ることができる。ここで、αなどは spin indices、kなどは出て

きた粒子の運動量を表し、′がついているときは入ってくる粒子のものを表すとする。

3 Result

今回得られた flow equationを積分して、

V (Λ) = Vo

(
1+ Vo

∫ Λo

Λ

dΛ′

Λ′
1

2
tanh

(
β

2
vFΛ

′
))−1

を得る。これは、random phase approximationからも導かれる表式であり、くりこみ群の

範囲内でそれに相当する近似を導くことができた。また、今回は議論しなかった Landau

2
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channelに相当する部分を計算すると、平均場近似で得られた Fermi liquid自体の不安定

性 [4]も導くことができることが分かった。

Voはbare couplingに対応する行列なので、bare actionから読み取ることができ、dipole-

dipole interactionに対しては、全角運動量 J, Jz、軌道角運動量 L、合成スピン Sで行列

要素を書くと

Γ
JJz ,J ′J ′

z

LS,L′S′ = −(−)S+JδJJ ′δJzJ ′
z

3

2
γ2s(s+ 1)(2s+ 1)

×
√

(2L+ 1)(2L′ + 1)(2S + 1)(2S ′ + 1)

{
S ′ S 2

L L′ J

}
S s s

S ′ s s

2 1 1


×

[
(HL +HL′)C20

10,10C
20
L′0,L0 + (−)L10

∑
l

HlC
l0
L0,10C

l0
L′0,10

{
1 1 2

L L′ l

}]
.

これより、引力的な contact interactionが支配的な時は 1S0 の channelに superfluid in-

stabilityがあり、dipole-dipole interactionが支配的な時は 3P1の superfluidが出ることが

わかった。特に、3P1 superfluidは他の系では見られたことのないもので、dipole-dipole

interaction 特有のものであるといえる。
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強く相互作用するクォーク相を含む中性子星の状態方程式と最大質量
益田晃太、初田哲男 A、高塚龍之 B

東大理、理研 A、岩手大 B

概要

ハイペロンを含むハドロン相から s-quarkを含むクォーク相へのクロスオーバーを仮定した状態方程
式を用いて中性子星の物理、主に中性子星の質量を計算する。この時、(i)クロスオーバーが比較的低密
度 ((3-4)ρ0(ρ0:原子核密度))で生じ、(ii)クォーク相が強く相互作用している、という 2つの条件下で
クォーク相を持たない中性子星よりも重くなり、2M⊙ を超え得ることを見る。これは高密度における
エキゾチックな成分の出現による一般的な状態方程式の軟化と反する結果である [1]。

1 はじめに
2010年に観測された (1.97± 0.04)M⊙ の中性子星 (PSR J1614-2230)の存在は EOSに強い制限を与え、
特にコア部分にエキゾチックな成分が存在する可能性について疑問符を与える [2]。従来、ハイブリッド星
の研究はハドロン相とクォーク相を 1次相転移を仮定し接続してきたが、本研究ではハドロンのパーコレー
ション描像に立ち、クロスオーバー接続を試みる。その際、中性子星内部で実現する高密度状況下ではハイ
ペロン (s-quark)が存在すると思われるため、その効果を取り入れたハドロン相 (クォーク相)を扱う。ハ
ドロン相についてはここでは詳細は述べないが、核子間に働く三体力をハイペロンを含むバリオン間に拡
張し、nuclear incompressibility κ = 300MeVの TNI3u(Three-Nucleon Interaction、3は κの大きさ、u

は universalを意味する)を採用した [3]。

2 クォーク相状態方程式
ストレンジを含むクォーク相における状態方程式を構築する。0Kにおいてハドロン −クォーククロス
オーバーが予測される原子核密度の数倍の領域ではクォーク同士はまだ強く相互作用することが予測され
る。また高密度では負符号問題により量子色力学 (QCD)の格子上の場の理論 (格子 QCD)による数値計算
は扱えないため、本研究ではカイラル対称性の自発的破れを導く QCDの低エネルギー理論である (2+1)

フレーバー南部 −ヨナ・ラシーニョ (NJL)模型を用いる (u, d, s, e−, µ−)。用いるラグランジアンは

LNJL = q(i∂/ −m)q +
GS
2

8∑
a=0

[(qλaq)2 + (qiγ5λ
aq)2]

+GD[detq(1 + γ5)q + h.c.] − g
V

2
(qγµq)2, (2.1)

とする (ここで iはフレーバー、λは Gell-Mann行列、mはカレント質量)。第 2項はスカラー型 4フェル
ミ相互作用、第 3項は UA(1)対称性を破る Kobayashi-Maskawa-’t Hooft(KMT)6フェルミ相互作用を表
す。第 4項は現象論的ベクトル型 4フェルミ相互作用を意味し、ここではフレーバーに依存しないクォー
ク間にユニバーサルに効く斥力を与えるモデルを採用する。NJL模型中に含まれるパラメータセットとし
て今回は Λ = 631.4MeV,GSΛ2 = 3.67, GDλ

5 = 9.29,mu,d = 5.5MeV,ms = 135.7MeV を用いる (Λ は
three-momentum cutoff) [4]。gV の大きさは決まっていないが、NJL 模型の QCD 相図への適用により

1
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GS と同じ大きさ程度であることが予測されるため

0 ≤ g
V

GS
≤ 1.5 (2.2)

の範囲で動かすことにする。このモデルの下、電荷的中性と β 平衡の条件を課し、状態方程式を計算する。
得られた結果の主な特徴を簡単に述べれば、(i) 電荷的中性条件が効き µ− は出現しない、(ii)s-quark は
ρ ∼ 4ρ0 で出現する、という 2点である。

3 クロスオーバー
ハドロン相とクォーク相のクロスオーバー接続を試みる。クロスオーバーを特徴付ける 2つのパラメー
タとして典型的クロスオーバー密度 ρ̄と幅 Γを用意し、ρ≪ ρ̄−Γでは純粋ハドロン相の描像が、ρ≫ ρ̄+Γ

では純粋クォーク相の描像が成り立ち、ρ̄− Γ<∼ ρ <∼ ρ̄+ Γで定義される中間領域ではハドロンとクォーク
が強く相互作用する状況を考える。この状況を実現するため、既に研究されている 0密度有限温度状況下
での両相のスムーズな現象論的接続を模倣し [5]、

P = PH × f− + PQ × f+, (3.1)

f± =
1

2

(
1 ± tanh

(
ρ− ρ̄

Γ

))
(3.2)

のような接続を試みる (PH :ハドロン相圧力、PQ:クォーク相圧力)。エネルギー密度 εは熱力学的関係式よ
り求める。ρ̄と Γはパラメータであるが以下の 2つの条件下でふる:(i)熱力学的安定条件 dP/dρ > 0、(ii)

原子核密度でハドロン描像成立 ρ̄− 2Γ > ρ0。

4 結果
求めた状態方程式を用い Tolman-Oppenheimer-Volkov方程式を解く。得られたベクトル型相互作用毎
のM-R relation、M-ρc relation(ρc:中心密度)を図 1,2((ρ̄,Γ) = (3ρ0, ρ0)に固定)に示す。比較のためハド

図 1 　　M-R relation ((ρ̄,Γ) = (3ρ0, ρ0)) 　　
　　　×:最大質量、●:ハイペロン,s-quark出現

図 2 　　M-ρc relation ((ρ̄,Γ) = (3ρ0, ρ0)) 　　
　　　×:最大質量、●:ハイペロン,s-quark出現
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表 1 Mmax/M⊙(ρc/ρ0)の ρ̄,Γ依存性

Γ/ρ0 = 1 Γ/ρ0 = 2

ρ̄ g
V

=GS g
V

=1.5GS g
V

=GS g
V

=1.5GS

3ρ0 2.07 (5.9) 2.18 (5.6) − −
4ρ0 1.93 (6.7) 2.00 (6.6) − −
5ρ0 1.79 (7.7) 1.83 (7.4) 1.82 (7.4) 1.86 (7.3)

6ρ0 1.70 (8.3) 1.70 (8.3) 1.73 (8.0) 1.74 (8.0)

ロン相のみの場合も黒の点線で描いてあ
る。×印は最大質量を与える点、黒丸は
ハイペロン、s-quark が表れる密度を意
味する。図から見て取れるように確かに
強く相互作用するクォークを含む中性子
星の方がハドロン相のみの中性子星より
も重くなり得、更に観測事実にも耐え得
る。次に最大質量の (ρ̄,Γ)依存性を表 1

に示す。ρ̄ が小さい程、Γ が大きい程、
即ちクロスオーバーの影響が低密度で生じる程最大質量は大きくなることが分かる。

5 まとめ
本研究により強く相互作用するクォーク相の影響が比較的低密度から生じる場合、エキゾチックな
成分を含む中性子星でも 2M⊙ を超え得る可能性が示唆された。この場合、ハドロン相が状態方程式の
かたさに与える影響は少なく、最大質量はハドロン相の状態方程式の詳細に依らない。例えば nuclear

incompressibility κ = 250MeVの状態方程式でも、またユニバーサル三体力を考慮しない状態方程式でも
2M⊙ を超え得る。しかし、ユニバーサル三体力はハイペロンの出現を遅らせる効果をもつため、中性子星
の冷却を論ずる時には重要な役割を果たす。具体的にはユニバーサル三体力がある場合ハイペロンは 4ρ0

程から混じりだすが、この密度は図 1,2の gV /GS = 1の場合 1.92M⊙ に対応するため、1.92M⊙ 以下の星
にはハイペロンは存在せず direct Urca processが生じないため、速い冷却を回避出来る可能性を持つ。し
かし、ユニバーサル三体力を考慮しない場合、ハイペロンは 2.5ρ0 程から混じりだし、約 0.9M⊙ 以下の星
でしか速い冷却を回避出来ない。
今後は有限温度に拡張し、またカラー超伝導の効果も取り入れて行く予定である。
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QCD和則による有限温度クォーコニウムのMEM解析

鈴木 渓1、Philipp Gubler2、森田 健司 3、岡 真 1,4

1 東京工業大学、2 理化学研究所 仁科加速器研究センター、
3京都大学 基礎物理学研究所、4KEK 理論センター J-PARC分室

1 導入

クォーク・グルーオン・プラズマ (QGP) 相における特徴的な物理現象の一つとして、J/ψ や Υ などの

クォーコニウムの消失現象が予想されている。この現象は、クォーコニウム抑制と呼ばれ、現象論的な解釈

では、QGP 中を飛んでいるカラーチャージによるデバイ遮蔽効果により、クォーコニウムを構成する重い

クォーク・反クォーク間に働く閉じ込めポテンシャルが消失し、裸のクォークへと分離するという描像で説明

される [1]。重イオン衝突実験においては、J/ψ や Υなどのクォーコニウムの収量抑制が実際に観測されてお

り、最近では、Υの励起状態が基底状態と比べて大幅に抑制されるといった実験事実が報告されている。この

ような観測結果を理論的に説明するために、これまでに数多くの理論研究が為されており、格子 QCDやポテ

ンシャル模型を用いた方法によって、クォーコニウムの消失温度が求められてきた。クォーコニウムの消失を

理論的に記述するためには、スペクトル関数の温度依存性を解析すればよく、スペクトル関数を導出するため

に本研究で用いた方法が QCD和則である。

QCD和則 [2]は QCDの非摂動領域の性質を第一原理的に解析する方法の一つであり、クォーク凝縮やグ

ルーオン凝縮などの真空の性質とハドロンのスペクトル関数を結びつける関係式から、ハドロン質量や崩壊幅

といった物理的な値を引き出す強力な手段である。さらに、クォーク凝縮やグルーオン凝縮は、その温度依存

性を計算することができるため、これらの値を用いることで、QCD和則を有限温度におけるハドロンの性質

を解析する方法として適用することができる。QCD和則の従来の方法では、「一粒子状態＋連続状態」という

現象論的な仮定を導入することで、スペクトル関数に付随する物理量が導出されてきたが、近年、QCD和則

に最大エントロピー法 (MEM)を適用することで、これらの仮定を導入せずにスペクトル関数を直接導出する

ことが可能となった [3]。

本研究では、QCD和則にMEMを適用し、クォーコニウムのスペクトル関数の温度依存性を解析すること

で、チャーモニウム [4]、及びボトモニウム [5]に対応するスペクトル関数のピークが消失する温度を求めた。

チャーモニウムとボトモニウムの解析はほとんど同様の方法を用いて行われるが、双方のスペクトル関数の温

度に対する振る舞いは大きく異なり、「温度応答性」及び「励起状態の存在」という 2点について特徴的な性

質を示す。チャーモニウムの場合、スペクトル関数のピークはある一定の温度において突然消失するが、ボト

モニウムの場合、広い温度領域に渡り徐々に消失していく。また、チャーモニウムのスペクトル関数のピーク

は、基底状態の情報のみを含む結果であるが、ボトモニウムのピークには基底状態だけでなく、それより高エ

ネルギーの励起状態の情報も混合している。本研究の方法（QCD和則＋ボレル変換＋MEM）を用いる限り、

これら複数の状態を別々のピークとして分離することは不可能だが、本研究では、有限温度における励起状態

の振る舞いを調べるために、ピークの residue（積分値）の温度依存性を解析し、励起状態が基底状態より低温

で消失するという描像を示唆する結果を得た。基底状態と比較して励起状態が大幅に抑制されることは、重イ

オン衝突実験においても観測されている実験事実であり、本研究の結果はこの現象と矛盾の無いものである。
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2 手法

QCD和則では、ハドロン相関関数の演算子積展開 (OPE)と被積分関数としてスペクトル関数を含むエネ

ルギー積分が分散関係によって関係づけられる。ボレル変換後の QCD和則は

M J(ν) = 4m2
b

∫ ∞

0

ds e−sνρ J(s) (1)

となる。左辺の OPEは摂動論的なクォーコニウム相関関数と非摂動論的な凝縮項から構成される。質量次元

4までの展開において、凝縮項はグルーオン凝縮（スカラーグルーオン凝縮 G0(T ) = ⟨αs

π G
a
µνG

aµν⟩T 及びツ
イスト-2グルーオン凝縮 ⟨αs

π G
aµσGaνσ ⟩T = (uµuν − 1

4g
µν)G2(T )）のみを考えれば良い。グルーオン凝縮は

エネルギー運動量テンソルと対応づけられ [6]、温度に依存する熱力学量（エネルギー密度 ϵ(T )、圧力 p(T )、

強い相互作用の結合定数 αs(T )）を用いて、

G0(T ) = Gvac
0 − 8

11
[ϵ(T ) − 3p(T )],　 G2(T ) = −αs(T )

π
[ϵ(T ) + p(T )] (2)

と表せる。これらの熱力学量はクエンチ近似による格子 QCDによって計算された数値を用いる。

3 結果

各チャンネル（ベクトル (J/ψ,Υ)、擬スカラー (ηc, ηb)、スカラー (χc0, χb0)、軸性ベクトル (χc1, χb1)）に

対して得られたスペクトル関数を図 1・2に示す。ゼロ温度のスペクトル関数に現れたピークの位置を表 1に

まとめる。これらの結果を見ると、ゼロ温度におけるチャーモニウムのピークの位置（すなわち、質量）は、

実験値に対しておよそ 50MeV の精度で一致しており、チャーモニウムの基底状態に対応する妥当なエネル

ギー領域にピークが現れていることが確認できる。一方、ボトモニウムのピークの位置は、実験値と比べてや

や高い値が得られている。これは、得られたピークの中に、基底状態だけでなく励起状態の寄与も混合してい

るためであり、励起状態の混合によってピークの位置が高エネルギー側へシフトした結果、基底状態の質量を

見かけ上重く見せている。

mJ/ψ mηc mχc0 mχc1 mΥ mηb mχb0
mχb1

理論値 [GeV] 3.06 3.02 3.36 3.50 9.56 9.51 10.15 10.42

実験値 [GeV] 3.097 2.980 3.414 3.510 9.460 9.389 9.859 9.893

表 1 ゼロ温度におけるクォーコニウムスペクトル関数のピーク位置と、それに対応する基底状態の実験値。

次に、有限温度におけるスペクトル関数の振る舞いについて議論する。図 1・2を見ると、チャーモニウム

の全てのチャンネルにおいて、非閉じ込め相転移温度 Tc より少し高い温度で、突然ピークが消失する。一方

で、ボトモニウムの場合には、1.0Tc から 3.0Tc という広い温度領域に渡って、徐々にピークが減少していく。

また、チャーモニウム・ボトモニウムの両方で、S 波チャンネルは P 波チャンネルより高温まで生き残る。

QCD和則の観点から見ると、このようなスペクトル関数の温度変化は、OPEに含まれるグルーオン凝縮の

温度依存性に由来し、ボトモニウムがチャーモニウムより高温まで生き残る理由は、グルーオン凝縮項の係数

がクォーク質量の 4乗に反比例するため、結果的にグルーオン凝縮からの温度効果が弱まるためである。
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(ηc)、左下図：スカラー (χc0)、右下図：軸性ベクトル (χc1)。
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図 3 MEMで得られたボトモニウムのベクトル (Υ)チャンネルのピークについての residueの温度依存性。

次に、Υ のスペクトル関数の励起状態について議論する。温度に対する励起状態の振る舞いを調べるため

に、スペクトル関数のピークの residue（積分値）の温度変化を解析する。一般に、ピークの residueを求め

るためには、エネルギー領域を単純に積分するだけでよい。しかし、今回得られた結果は、高温においてピー

ク領域に連続状態が侵入しているため、スペクトル関数を「Breit-Wigner＋連続状態」の関数としてフィッ

トすることで、連続状態の寄与を差し引いた residueを求めることにする。各温度における Υのスペクトル関

数についてのフィットの結果を、図 3に示す。この図を見ると、温度上昇に伴い residueは減少し、2.5Tc 付

近では、ゼロ温度のときの半分程度の residueが生き残ることが分かる。励起状態が基底状態より低温で消失

することは実験事実であるから、そのような消失の順序さえ仮定すれば、この振る舞いは 2.0 − 2.5Tc までに

励起状態 Υ(2S, 3S)が消失し、それより高温で基底状態 Υ(1S)のみが生き残るという描像を示唆している。

4 今後の展望

本研究では、QCD和則にMEMを適用し、クォーコニウムのスペクトル関数の温度依存性を解析すること

で、QGP相におけるクォーコニウムの消失温度を求めることに成功した。これらの結果を踏まえた今後の展

望として、OPEの高次補正の効果を考える。QCD和則による解析では、演算子積展開と呼ばれる展開によっ

て高次項を落としているため、無視された高次項が QCD和則の精度にどの程度影響するかを検証することは

極めて重要な課題である。特に、カイラル凝縮の効かないクォーコニウムの OPEに対して、最も支配的な αs

補正の高次項は、クォーコニウムの性質に対してある程度の寄与を及ぼすことが予想される。今後は、このよ

うな高次補正が消失温度にどの程度影響するかについて調べていく予定である [7]。
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強結合格子格子 QCDに基づいた QCD相図

市原 輝一 A,中野嵩士A,B,大西明B

京大理 A,京都大学基礎物理学研究所B

概要

強結合格子 QCDに基づいて、平均場近似を越えた手法を開発する。強結合極限における定式化を行い、

系のサイズが 4× 43 の時の結果を示す。また、有限結合効果の Next-Leading-Orderの定式化も行う。

1 はじめに

初期宇宙や中性子星の物理とも関連する QCD(量子色力学)相図を得る事は重要な課題である。しかし、第

一原理計算である格子 QCD は、符号問題により高密度領域においては大きな成功を収めていない。そのた

め、高密度領域を理論的に研究する手法として、QCDの対称性を尊重した有効模型や、強結合格子 QCD(格

子 QCDの強結合展開、つまり格子 QCDにおける作用を 1/g2 のべきで展開する手法)[2, 3, 4, 5]等による研

究が行われてきた。得に近年、この有効模型や強結合格子 QCDにおいて、平均場近似を越えた解析が行われ

るようになってきた。そこで、本研究では強結合格子 QCDに基づいて、平均場近似を越えた議論を行う。現

在、強結合格子 QCDの強結合極限 (1/g2 = 0)において、平均場近似を越えた研究はW. Ungerら [1]により

すでに行われている。しかし、強結合展開の有限結合効果を取り入れるには、彼らの手法はそのまま適用でき

ない。そこで今回の研究では、有限結合効果を考慮する事が直接的な手法を採用する。まずは強結合極限で今

回の手法を確立し、有限結合効果への適用を睨む。その際、今回の定式化に現れる”符号問題”についても考

察をする。

2 平均場近似を越えた強結合格子 QCDの作用

Staggerd fermion の作用を用い、まずは強結合展開の強結合極限を考える (1/g2 = 0)。温度を連続的に

変化させる為、非等方格子を導入する [4]。つまり、時間方向の格子間隔 aτ は、空間方向の格子間隔 aとは

aτ = a/γ との関係にある。但し、以下では格子間隔 a は顕わに書かない。この時作用は、(反) クォーク場

(χ̄)χ、リンク変数の第 0成分 U0、化学ポテンシャル µ、裸の質量m0、カラーNc = 3、メソン場Mx = χ̄xχx

とすると

Z =

∫
D [χ, χ̄, U0] e−Seff , (2.1)

Seff =
1

2

∑
x

[
V +
x (µ) − V −

x (µ)
]
− 1

4Ncγ2

∑
x,y

MxVx,yMy +
m0

γ

∑
x

Mx, (2.2)

で与えられる [2, 3, 4, 5]。Seff の初項は運動項、第 2 項はメソンホッピング項、第 3 項は質量項を表す。こ

こで、V +
x (µ) = eµ/γ

2

χ̄xU0χx+0̂, V
−
x (µ) = −e−µ/γ2

χ̄x+0̂U
†
0χx, Vx,y = 1

2

∑
j

(
δx+ĵ,y + δx−ĵ,y

)
と定義した。

式 (2.2) 第 2 項のメソンの 2 体場を 1 体場に帰着させる為に補助場を導入する。空間方向のフーリエ変換

Mx =
∑

k e
−ik·xM̃k,τ をして、この第 2項における Vx,y の正固有値と負固有値の 2つの項に分ける。この 2

1
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項それぞれに対し、拡張された Hubbard-Stratnovich(EHS)変換 [2]を適用し、それぞれの項に対応した 2種

類の補助場を導入する。最終的な有効作用は、連続理論の γ5 に対応する ϵx = (−1)τ+x1+···+xd を用い、フェ

ルミオン積分・U0 積分 [3]を行うと、

Z =

∫
D [Σ,Π] e−Seff , (2.3)

Seff =
1

4Ncγ2

∑
x,j

[
ΣxΣx+ĵ + ΠxΠx+ĵ

]
−
∑
x

log
[
XN (x)3 − 2XN + 2 cosh(3µ/T )

]
,　 (2.4)

Ix =
1

4Ncγ2

∑
j

[(
Σx+ĵ + iϵxΠx+ĵ

)
+
(

Σx−ĵ + iϵxΠx−ĵ

)]
+
m0

γ
,　 (2.5)

となる。ただし、XNτ = BNτ +BNτ−2,BNτ = INτBNτ−1 +BNτ−2,B1 = I1, B2 = I1I2 − 1である。ここで

導入された Σ,Π場について、鞍点で評価すれば、平均場近似を施した事になる。今回はこの Σ,Π場をモンテ

カルロ計算する事で、補助場 (メソン場)の揺らぎを取りこみ、平均場近似を越える。なお、ここで導入した

補助場は、平均場近似の場合 σx = −⟨Mx⟩ , πx = −⟨iϵxMx⟩と導入した事に対応する。また、配位を (ω,k)

空間ではなく、(τ,k)空間で発生させる定式化となっており、数値計算の効率化が実現している。

次に、強結合展開の 1/g2のNext-Leading-Order(NLO)の定式化をする。NLOの有効作用 [2, 3, 4]から、強

結合極限と同様に EHS変換をし、有限結合効果の NLOまで取り込む事が可能である。今までと同様に、導入

される補助場 (NLOの場合は、以下のように空間方向に対して ς,ϖ場、時間方向に対してÆ,Œ場)を鞍点で評

価せず、モンテカルロ計算を行い、補助場の揺らぎを取り込む。空間次元 d,βs = d(d−1)/8N4
c g

2, βτ = d/N2
c g

2

として、NLOの強結合極限に対する補正項を、空間方向は∆S(s)、時間方向は∆S(τ) とすると、補正項は以

下のよう与えられる。

∆S(s) =
2βs

d(d− 1)γ5

∑
x,j ̸=k

[
ςxςx+k̂ +MxMx+ĵ

(
ςx+k̂ + ςx−k̂

)
+ϖxϖx+k̂ + iϵxMxMx+ĵ

(
ϖx+k̂ +ϖx−k̂

)]
, (2.6)

∆S(τ) = 2
βτ
4dγ

∑
x,j>0

[
ÆxÆx+ĵ +

i

2
V +
x (µ)

(
Æ∗
x+ĵ

+ Æ∗
x−ĵ

)
+
i

2
V −
x (µ)

(
Æx+ĵ + Æx−ĵ

)
+ŒxŒx+ĵ +

ϵx
2
V +
x (µ)

(
Œ∗
x+ĵ

+ Œ∗
x−ĵ

)
+
ϵx
2
V −
x (µ)

(
Œx+ĵ + Œx−ĵ

)]
, (2.7)

3 結果

まず、今回発生する”符号問題”は、格子 QCDのモンテカルロ計算における符号問題とは違い、補助場を

導入する際に発生する [2]。特に式 (2.4)から分かる事は、化学ポテンシャルが大きい程、今回の”符号問題”

が弱くなり、通常の格子 QCDとは逆の傾向を示している。強結合極限では、式 (2.5)から Π場の高運動量成

分から”符号問題”が発生する。平均場の場合、Π場の寄与が ϵx の項により、隣接サイト同士で打ち消しあ

うからである。また、有限結合効果の NLOまで考慮した場合、空間方向においては、強結合極限の時と同様

に、補助場 ϖ の高運動量成分から発生する事がわかる。しかし、時間方向に関しては、補助場Æの全ての運

動量成分から”符号問題”が発生する事がわかる。この結果は、平均場において時間方向の補助場が、斥力で

あるベクトル結合の第 0成分として導入される事とコンシステントである [2]。

また数値計算結果を以下に記す。条件はカイラル極限 m0 = 0、格子サイズ 4 × 43 の強結合極限 1/g2 = 0

である。図 1 は average cosine factor⟨cos θ⟩ を表している。横軸は温度 T を表しており、単位はともに

lattice unit aである。この average cosine factorは、1に近い程符号問題がない事を表している。図 1から

2
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図 2 図 1における各線の定義
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図 3 今回得られた QCD相図

⟨cos θ⟩ ≃ 0.88 ∼ 1なので、4 × 43 サイズで得られる値は信頼できると考えられる。また、カイラル感受率と

クォーク数密度も同様に得られるので、これら 2 つの物理量から強結合極限における QCD 相図が得られる

(図 2)。2次相転移線は感受率のピーク位置、1次相転移線はクォーク数密度の飛びの位置で定義した。また、

2次相転移と 1次相転移との境界である TCP(tricritical point)の位置は、クォーク数密度の飛びで定義した。

図 2の大きい ×印の間 (茶色の線上)に、今回の定義による TCPがある。これは、W. Ungerらによる結果

[1]とほぼコンシステントである。

4 まとめと展望

今回は、平均場近似を越えた強結合格子 QCD における相図研究に関する進展について報告した。特に、

フーリエ変換を空間方向のみに抑える事で数値計算の効率化が実現した。これにより、より大きな体積の系に

適用出来る事となった。また、強結合極限において、4 × 43 の格子サイズにおいては、”符号問題”が厳しく

ない事が分かった。今回の定式化を用いると、有限結合効果を直接的に取り込む事ができる事もみた。

これからの課題として、一般的に符号問題は大きな格子サイズ程厳しくなるので、大きな格子サイズでの今

回の手法の妥当性を検証する必要がある。その次に、有限結合効果を取り入れた場合の考察から、時間方向の

補助場から厳しい”符号問題”が出る可能性が示唆されたので、この項の取扱いを繊細に行う必要があると予

想される。
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カイラル有効理論に基づく
媒質中での η′の質量変化と η′-N相互作用

酒井俊太郎 A,慈道大介 B

京大理 A,京大基研 B

1 導入
カイラル極限における QCD Lagrangian には古典的作用のレベルで U(Nf )L × U(Nf )R の対称性を持つ
が、これは量子論のレベルでは Axial anomalyがあり、あらわに破れている。このため、カイラル対称性の
自発的破れの際には、pseudoscalar-isosinget中間子である η′ は零質量になる必然性がないため、他の擬スカ
ラー中間子である πやK, ηに比べ大きな質量を持つ。しかし、この η′ の大きな質量はカイラル対称性の破れ
を伴ったときにのみ現れるということが分かっている [1,2]。このことは以下のように見ることができる。カ
イラル対称性が破れていない相で、かつカイラル極限の時には SU(3)L × SU(3)R の対称性が存在する。この
とき、スカラー、擬スカラー中間子場 q̄Γq(Γはディラック、フレーバー行列)の表現は、3̄L ⊗ 3R と 3̄R ⊗ 3L

なので規約分解によって 3̄ ⊗ 3 = 8 ⊗ 1となる。これらの表現において、8表現に π,K, η の flavor octetの
粒子が対応し、1表現に η′ が対応する。scalar中間子についても同様に 8に a0, κ, f0 と、σ がそれぞれ 8, 1

に対応するので、これら 18個の中間子はカイラル変換により移り変わることができる。よって、カイラル対
称性の回復した相においては pseudoscalar nonetの縮退する。よって、カイラル対称性の回復によって η′ の
質量が大きく変化することが期待される。有限密度中ではカイラル凝縮の値が減少することが [3,4]により示
されているので、有限密度効果により η′ の質量は密度効果によって減少することが期待される。この質量減
少により η′ の質量が真空中の値mη′ からm∗

η′ になったとすると、m∗
η′ = mη′ + δmとして

m∗
η′

2 = m2
η′ + mη′δm + O(δm2) (1)

右辺第 2項は密度効果による自己エネルギーとなるため η′ と媒質の相互作用と関係していて、さらに密度変
化を線形密度近似し、δm ∝ V0

ρ
ρ0
とすると真空中での η′-N 相互作用 V0 が得られる。これにより媒質中での

η′ の質量変化と真空中での η′-N相互作用が関係していることが分かる。さらに、前の議論より η′ の質量は密
度効果によって減少することが期待されるので V0 < 0、つまり真空中での η′-N 相互作用は引力であること
が期待される。しかし、理論と実験の両面に関して η′-Nの相互作用に関する情報はほとんどないのが現状で
ある。そこで今回カイラル有効模型を用いて有限密度中での η′ の質量変化、および真空での η′-N 間相互作
用を議論する。さらに、求まった η′-N 相互作用をもとにして η′-N 束縛、または共鳴状態の存在の可能性を
議論できる。η′-N束縛状態については、同様に中間子と核子の束縛状態である Λ(1405)への chiral unitary

approachをもとにした議論 [5]に則り解析を行った。

2 使用した模型
今回の計算においては以下に示すバリオン自由度を含み、UA(1) 対称性を破る項を持つ線形 σ 模型

Lagrangianをもとに計算を行った [6]。線形 σ 模型は QCDのもつ SU(Nf )L × SU(Nf )Rglobal対称性をも

1
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とに構成されており、自発的対称性の破れの機構を持つ模型である。

L =
1
2
tr∂μM∂μM† − μ2

2
tr(MM †) − λ

4
tr[(MM†)2] − λ′

4
[tr(MM †)]2

−Atr
(
χM† + χ†M

)
+

√
3B

(
det M + det M†)

+trψ̄i∂/ψ + gdetψ̄Mψ + h.c.

M =
8∑

a=0

λaσa

√
2

+ i
8∑

a=0

λaπa

√
2

, ψ =
8∑

a=1

λaψa

√
2

ここにM は中間子場であり、ψ はバリオン場である。
第 5項目にあるように有限クォーク質量による SU(Nf )L × SU(Nf )R があらわに破れている効果に加え、第
6項目の determinant型相互作用によって UA(1)対称性が Axial Anomalyによって破れる効果も取り込まれ
ている。この determinant型相互作用は [7, 8]でよ指摘され、対称性や QCDの instanton liquid modelに
よるクォークの 6点相互作用をもとに構成されている。模型のパラメータの決定においては、中間子の部分に
ついては中間子の崩壊定数と質量、カレントクォーク質量をもとに決定することができる。一方バリオンの部
分についてはバリオンと中間子の相互作用にかかわるパラメータ g が未定となっているがこれは、通常核密度
でカイラル凝縮 〈q̄q〉が 35% 程度回復することが π 中間子原子の観測とその解析をもとに分かっている [4]の
で、これをもとにパラメータ g を決定した。このようにパラメータ g を決定するためには模型に核子密度の
効果を取り込まなければならないが、これは Lagrangianに含まれているバリオン場を平均場近似することに
よって導入することができる。このように決定されたパラメータをもとに、媒質中における η′ の質量変化、
η′-Nの相互作用の強さ、η′-N束縛状態の束縛エネルギーの計算を行った。

3 結果
η′ の質量については導入で述べたように媒質効果でカイラル対称性が部分的に回復した際にが減少するこ

とが期待される。このことを線形 σ 模型を用いて表現した。SU(3) 対称性がある場合は η′ と η の質量差は
m2

η′ − m2
η = 6B 〈σ0〉 とあたえられ、〈σ0〉 は線形 σ 模型におけるカイラル対称性の秩序変数となっており

QCDにおける 〈q̄q〉に関係している。よってカイラル対称性の回復によって η′ と η の質量差が減少すること
が分かる。実際には strangeクォーク質量による SU(3)対称性の破れの効果がある。以下に有限密度中での
カイラル凝縮と中間子質量の具体的に計算した結果を示す。カイラル凝縮の密度中での変化については、〈q̄q〉
が通常核密度で 35% 程度回復することから決定しているので今回は inputとなっている。
また、中間子の質量については π, η の NG bosonは質量変化が小さいのに比べ η′ のみ大きな質量変化が見ら
れる。真空と通常核密度で比較すると 82MeVの質量減少が起こることが分かった。
η′-N 相互作用強度に関しては、今用いている線形 σ 模型において、UA(1) 対称性をあらわに破る項 (La-

grangianの 6 項目) により与えられることが分かる。さらにこの η′-N 相互作用は scalar 中間子 σ の交換に
よって得られるが、この中間状態の中間子の質量に比べ十分小さいエネルギー領域を考えると相互作用の強さ
は-0.0534MeV−1 と計算できる。これは Λ(1405) の束縛状態を持つ K̄-N 系の相互作用の強さ-0.087MeV−1

に比べると小さな値となっている。
η′-N 束縛状態は T 行列の pole の位置によって調べることができる。今回は T 行列の評価に際し、on-shell

factorization[9]を用いて T行列を計算し、T行列内の loop関数の発散の繰り込みに Natural Renarmaliza-

tion scheme[10] を用いた。η′-N 相互作用に対して低エネルギー領域を考えることで運動量依存性のない接
触相互作用となるため loop関数は発散する。そのためその繰り込みをしなえればならないので、束縛エネル
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図 2 密度中の中間子質量
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ギーは繰り込みの手法に強く依存する。今回の結果はこの Natural Renormalizaton Schemeをとった時とい
うとても制限された状態での結果となる。しかし、これらは前にも述べた K̄-N系において Λ(1405)を解析す
る際に用いられている手法と同じである。今述べたような手法で η′-Nの T行列を評価すると束縛エネルギー
は 6.2MeV、散乱長は-2.69fmということが分かった。

4 まとめ & 展望
今回の計算によって、線形 σ 模型によって密度中での η′ と η の質量差の変化と η′-N の相互作用強度と

η′-N束縛状態の存在を検証した。η′ の質量変化は真空中と通常核密度で比較すると 80MeV程度減少するこ
とが分かった。束縛エネルギーは 6.2MeVと小さいが、η′-N束縛状態を作りうるほど強い引力が働くことを
示した。
しかし、今回の結果は繰り込み schemeに強く依存するので schemeに依存しない形で束縛エネルギーを評価
したい。また、η′-N相互作用においては η 等の他の粒子に遷移し虚部を持つのでこれを考慮し η′-N束縛エネ
ルギーの幅を計算する必要がある。より定量的な評価のためには diagramの loop計算が必要だが、線形 σ 模
型においては摂動展開の方法は明らかでないので非線形 σ 模型等への模型の変更が必要となる。
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