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概 要

保存チャージのゆらぎを確率分布の観点から議論する。特に、カイラル相転移がある場合の分布の形に着
目し、確率分布関数が熱力学ポテンシャルの特異性と結びついていることを示す。

1 カイラル相転移とバリオン数ゆらぎ

RHICや LHCにおける高エネルギー重イオン衝突において、バリオン数や荷電粒子数のゆらぎから相転移

の兆候を探る試みがなされている。とくに、RHICの衝突エネルギー走査実験では、有限バリオン数化学ポテ

ンシャルにおける QCD臨界点の発見が期待されているが、その測定量として高次のキュムラントが提案され

ており、高次に行けば行くほど、系の臨界性に敏感であることが期待されている [1, 2]。このような保存量の揺

らぎは、格子 QCDや、NJL模型などのカイラル有効模型では、

cn(T, µ) ≡ ∂n[p(T, µ)/T 4]

∂(µ/T )n
, (1)

のように、圧力を化学ポテンシャルで複数回微分することで求められ、具体的な振る舞いが調べられている。

とりわけ興味深いのは、物理的クォーク質量におけるクロスオーバー転移であっても、2フレーバーのカイラ

ル極限における 2次相転移の振る舞いの名残がみられることであり、O(4)対称性に基づく議論が可能になる。

もし粒子数揺らぎが、フリーズアウト時点での温度と化学ポテンシャルにおける熱力学で決定されるとすれば、

フリーズアウト温度と (擬)相転移温度が非常に近いことから、揺らぎからQCD相転移を検証できる可能性が

ある [3, 4] 。

実験で測定されるのは、その母関数となる確率分布関数 P (N)であり、上記のキュムラントは、そのモーメ

ントから求めることができる。2010年に STARグループによって正味の陽子数のゆらぎデータが報告されて

いるが [5]、ハドロンガスの結果 (Skellam分布)から有意なずれがみられている [6]。本研究の目的は、この確

率分布関数に対する相転移の影響を調べることである。

2 確率分布関数と相構造

大分配関数を Z、正準分配関数を Z で表すと、大正準集団における粒子数の確率分布は、

P (N ;T, µ, V ) =
Z(T, V,N)λN

Z(T, V, µ)
, (2)

で与えられる。右辺で粒子数について和をとると 1になることからわかるとおり、Z は規格化の役割を果たし
ており、確率分布の振る舞いを決めるのは正準分配関数 Z である。相対論的な系の場合、対称性から Z(N)は

N の偶関数であるが、化学ポテンシャルが有限の値をもつときの振る舞いは、フガシティー因子 λN = eβµN

で支配され、粒子数が大きい部分の分布を増幅し、分布関数 P (N)に N 非対称性を与える。大分配関数が与

えられている場合、正準分配関数はそのローラン展開の展開係数で与えられ、

Z(T, V,N) =
1

2πi

∮
C

dλ
Z(T, V, λ)

λN+1
, (3)
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図 1: 左：µ = 20MeVでの確率分布の比較。右：非特異 (NS)な場合との比

となるが、Z が特異性を持つ場合は、積分路 C のとり方に気をつける必要がある。しかし、複素 λ平面の単

位円上 |λ| = 1に特異点がない場合は、

Z(T, V,N) =
1

2π

∫ 2π

0

dθe−iθNZ(T, V, θ). (4)

と虚数化学ポテンシャル θ = µI/T に関する 1周期の積分に帰着し、この表式は格子計算で用いられている。こ

こでは、揺らぎの相転移での特異性との関連をみるために、大分配関数を Z = e−βΩとし、熱力学ポテンシャ

ル Ωが特異性を持つ模型で正準分配関数を計算する。

熱力学ポテンシャルを与えるモデルとして、以下のような秩序変数の 4次までとったランダウ有効ポテンシャ

ルを考える。

U(T, µ;σ) = Ubg +
1

2
a(T, µ)σ2 +

1

4
σ4. (5)

Ubg は非特異的な部分であり、虚数化学ポテンシャルについて周期的になるように Ubg = 2d cosh(µ/T )と取

る。この有効ポテンシャルの極小値は σ2 = 0と σ2 = −a(T, µ)であり、a(T, µ) = 0が臨界線を与える。この

結果を (5)に代入すれば、熱力学ポテンシャルは Ω = −V T 4(Ubg − 1
4a

2)となる。この表式は平均場近似に対

応し、適当なスケーリング関数 a(T, µ)をとると、3次以上の高次揺らぎは転移点では不連続となる。しかし、

臨界揺らぎによって、熱力学ポテンシャルは |a| → 0では Ω ∼ |a|2−αという振る舞いを持つことが知られてお

り、比熱の臨界指数 αは 3次元O(4)モデルでは−0.21程度である。そこで、ここでは臨界指数を手で導入し、

Ω0 ≡ Ω(T > Tc(µ), µ) = −V T 4Ubg, (6)

Ω1 ≡ Ω(T ≤ Tc(µ), µ) = −V T 4

[
Ubg −

1

4
|a(T, µ)|2−α

]
. (7)

と取ることにする。このようにとると、3次以上のキュムラントは有限化学ポテンシャル臨界線上で負の発散

を持つ1。最後にスケーリング関数は、同様に周期性を満たすように a(T, µ) = −
[
3 − T

Tc
− 2 cosh(µ/T )

]
とと

るが, µ � T ではよく用いられる形 a(T, µ) = A(T − Tc) + Bµ2 (A,B > 0)に帰着し, キュムラントの振る舞

いも変わらない。

詳細は論文 [7]に譲るが、この熱力学ポテンシャルを式 (4)に代入し、得られた確率分布関数の結果を図 2に

示す。温度は µ = 0での相転移温度 Tc = 150MeV (フリーパラメータ)よりわずかに低めの T/Tc = 0.98とし

た。“NS”は Ω0 を代入した場合、“MF” は α = 0とした場合、“Critical”は α = −0.21とした場合に対応す

る。“NS”と “MF”は解析的に求めることができ、“Critical”は数値積分によって求めた。図 2の左では、N が

大きい部分での違いが明確になるように µ = 20 MeVとしているが、確率が急激に減少していることが見て取
1ゼロ化学ポテンシャルでは 6 次以降に発散が現れる
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図 2: 複素 µ 平面における熱力学ポテンシャルの分岐点 (青丸) と鞍点 µs(× 印)。左：NS および MF。右：

Criticalでかつ N > Nc の場合。黒の実線は元の積分路 [式 (4)]を示し、赤で書かれた矢印は鞍点法における

最速降下曲線を示す。

れる。さらに、図 2右では非特異な場合のとの比を取っているが、分布のピークN = 0付近での定性的傾向は

平均場近似と臨界揺らぎがある場合であまり差がないのに対して、N = 30付近から傾向の違いが明白になる。

このような分布関数の変化を引き起こしているものを同定するために、解析的なアプローチを考えよう。体

積 V が大きい極限で式 (3)に鞍点法を適用する。ここで注意が必要なのは、αが−0.21という値を持つことに

寄って、複素 λ平面に分岐点とそこからのびる分枝が存在する。このような構造はカイラル模型一般に見られ

る [8]。鞍点は

f(µ) = 2d cosh(µ/T ) +
1

4
|a(T, µ)|2−α − Nµ

V T 4
. (8)

とした場合、f ′(µs) = 0で定義される。λ平面から µ平面に書きなおした場合、分枝の位置と鞍点の位置の関

係は図 2に示したとおりになる。まず、“NS”の場合と”MF”では分岐点が存在せず2、鞍点は実軸上に存在す

る。しかし、分岐点が存在する場合、鞍点は分枝のすぐ上と、その複素共役の 2つになり、積分はその和で与

えられるので、

Z(T, V,N) ∼ 2√
2πV T 5|f ′′(µs)|

eV T 3Re[f(µs)] cos(V T 3Im[f(µs)]). (9)

と cos項が現れる。この項は図 2で見られるような振る舞いを与えるが、最速降下曲線は分枝に向かっている

ため、積分の寄与は鞍点だけでは書けない可能性があり、実際 (9)の結果は数値積分の結果とは定量的に一致

しない。しかし、定性的傾向は、この鞍点の存在から説明できる。実際、数値計算の結果、確率分布が負にな

る領域が現れ、これは熱力学極限を取った熱力学ポテンシャルを出発点にしていることによる artifactである

が、この振る舞いも上記漸近形で説明できる。

3 確率分布関数から求めたキュムラント

確率分布関数が与えられれば、モーメント 〈Nn〉 =
∑

N NnP (N)と中心モーメント δN = N − 〈N〉を用い
て、4次までのキュムラントを以下のように表すことができる。

c2(T, µ) =
1

V T 3
〈(δN)2〉 (10)

c3(T, µ) =
1

V T 3
〈(δN)3〉 (11)

c4(T, µ) =
1

V T 3

[
〈(δN)4〉 − 3〈(δN)2〉2

]
(12)

特に、3次・4次のキュムラントは α < 0の場合 2次相転移点では発散する。前節で求めた確率分布関数から

キュムラントを計算し、式 (1)から計算したキュムラントと比較したものが図 3である。ここで、式 (4)の振
2一般には平均場近似のもとでも分岐点と分枝は存在しうる
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図 3: 2次のキュムラント (左)と 4次と 2次の比 (右)。赤（実線）は式 (1) から計算した熱力学極限、青（点

線）は確率分布関数から構成したもの

動積分は V = 30fm3では |N | > 60で収束が得られなかったので、キュムラントの計算には数値的に確定した

部分だけを用いている。図に見られるように、2次のキュムラントはほぼ両者の一致が見られるが、4次と 2次

の比では、臨界線上での発散する振る舞いは再現できておらず、より大きな体積の極限と、同時により大きな

N での確率分布関数が必要であることを示唆している。

本研究では、ランダウ理論をベースに熱力学ポテンシャルから得られる保存チャージの確率分布関数を議論

し、正準分配関数と解析性の関係に焦点を当てた。より現実に即した解析を行うには、臨界指数 αを与えられ

るような枠組みでの計算が必須であり、また体積の変化に対する系統的な解析を通じて、確率分布関数から得

られるキュムラントの振る舞いを調べてなくてはいけない。現在クォークメソン模型と汎関数繰り込み群によ

る解析を進めている。

本研究は京都大学クォーク・ハドロン科学国際共同研究プログラム (YIPQS)の補助を受けています．
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