
有限温度摂動論
日高 義将 (理研)

概 要

本講演の中から特に非相対論的な系での南部-Goldstoneの定理について議論する．
非相対論的な系で自発的対称性の破れが起きた時，南部-Goldstoneボソンがいくつ現
れるかという問題は 2012年まで未解決の問題だった．本稿では森の射影演算子法を
用いて非相対論的な系での南部-Goldstoneの数え方のルールを導出する．

1 導入
対称性とその自発的破れは，多体系の物理の重要で基本的な概念である．連続対

称性が自発的に破れた場合には，南部-Goldstone (NG)モードと呼ばれるゼロモード
が現れることが知られている [1, 2, 3]．例えば，ハドロン物理におけるπ中間子，強
磁性体におけるスピン波，格子結晶中のフォノンがそれにあたる．しかしながら自発
的対称性が破れた場合にいくつNGモードが現れるかという問いは Lorentz対称性が
ない場合には最近まで未解決問題だった [4]．Lorentz対称性が存在する場合は 60年
代に破れた対称性の数がNGモードの数に一致し，その分散関係は線形となることが
示された [1, 2, 3]．一方，Lorentz対称性がない場合は，NGモードの数は必ずしも破
れた対称性の数に一致せず，分散関係は非線形になっても良い．70年代にNielsenと
Chadha (NC)[5]はエネルギーが運動量の奇数べきのものを type-I NGモード，偶数
べきのものを type-II NGモードと分類した．また，彼らは type-I NGモードの数の
2倍と type-II NGモードの数を足したものは，破れた対称性の数以上になるという
不等式を導いた．強磁性体やKon凝縮相のように type-II NGモードが現れる知られ
ている例ではすべて等号が成り立っている [6, 7]．90年代に入ると電荷密度Qaが期
待値を持つ場合に type-II の分散関係を持つNGモードが現れることが有効理論を用
いて Leutwylerによって明らかになり [8]，さらに 2000年代に入り Schafer等によっ
て電荷密度の期待値そのものより [Qa, Qb]の期待値が重要な役割を担い，[Qa, Qb]の
期待値が消える場合にはNG modeの数は破れた対称性の数に等しいことが示された
[7]．2011年にこの定理は，渡辺-Braunerによって以下の不等式に拡張された [9, 10]:

NBS −NNG ≤ 1

2
rank⟨[Qa, Qb]⟩. (1)

また，彼らはこの不等式は常に等式が成り立つことを予想した．
本稿では，(1) 式の等号が成り立つ事を示す．また Nielsen-Chadha とは異なる

type-Iと type-II NGの定義を ⟨[Qa, Qb]⟩を用いて与える．Type-II NG モードの数は
rank⟨[Qa, Qb]⟩/2に等しく NC不等式の等式が成り立つことも示す [11]．ゼロ温度の
場合には低エネルギーの有効理論を用いた方法でも同じ結果が得られている [12]．
この目的のために，我々は森の射影演算子法 [13]を非相対論的な系に適用する．こ

の方法で NGモードについての Hamilton(有限温度の場合は Lagevin)方程式が導出
される．ハミルトニアン形式のNGモードについては模型を用いて [14]で議論されて
いる．我々は同様の議論を模型によらず非摂動的な方法で行なう．
以下では，並進対称性が自発的に破れていない場合を考える．また自発的に破れ

た対称性の保存電荷密度が

na(t,x) = e−iP ·xna(0,0)e
iP ·x (2)

と書ける場合に問題を限る．ここで Pµは時空間の並進の演算子を表す．
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2 森の射影演算子法
ここで森の射影演算子法を簡単に紹介する [13]．この方法は低エネルギー励起を

議論する上で強力でかつ，非相対論的な場合の南部-Goldstoneの定理を証明するのに
重要な役割を担う．詳細な導出は [15, 16, 17, 18]を参照せよ．
まず，遅いモードに対応した演算子の組み {An(t,x)}を考えよう．これは後でNG

場と破れた保存電荷密度に取る．ある演算子 Oの熱平均を ⟨O⟩ ≡ tr ρeqO と定義す
る．ここで ρeqはカノニカルアンサンブルの密度演算子で

ρeq ≡ e−βH

tr e−βH
(3)

である．H はハミルトニアン，β = 1/T は逆温度である．グランドカノニカルアン
サンブルを考えたい場合は，化学ポテンシャル µ及び保存電荷 N を導入し，H を
H − µN に置き換えればよい．
次に内積を導入しよう．ある演算子O1とO2に対し，

(O1,O2) ≡
1

β

∫ β

0
dτ⟨eτHO1e

−τHO†
2⟩ (4)

と定義する．これは内積の性質，正定値性 (O1,O1) ≥ 0と Hermite対称性 (O1,O2) =
(O2,O1)

∗を満たす．この内積を使って以下の計量を定義しよう:

gnm(x− y) ≡ (An(0,x), Am(0,y)). (5)

また gnm(x− y)の逆 gml(y − z)を∫
d3ygnm(x− y)gml(y − z) = δlnδ

(3)(x− y) (6)

を満たすように定義する．ここで同じ添字が上付きと下付きに現れた場合に和を取る
規則を用いた．上付きの演算子を

An(t,x) ≡
∫

d3ygnm(x− y)Am(t,y) (7)

と定義する．gnm(x− y)は Anの 2点関数の形で表されており，また gml(x− y)は
有効作用 βΓ (An)のAnに関する 2階汎関数微分になる:

gml(x− y) =
δ2βΓ (An)

δAl(y)δA
†
m(x)

. (8)

ここで有効作用は生成母関数W (Jn)の Legendre変換で与えられる:

Γ (An) = W (Jn)−
∫

d3xJm(x)
δW (Jn)

δJm(x)
, (9)

及び，

e−βW (Jn) = tr exp

[
−βH +

∫
d3xAn(0,x)J

n(x)

]
. (10)

ここで自由度を遅い変数とその他に分解するために，射影演算子 P を導入する．
これは演算子Bに作用すると

PB(t,x) ≡
∫

d3yAn(0,x)(B(t,y), An(0,x)) (11)
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となるように定義する．便利のためQ ≡ 1−P も定義しておく．これらは射影演算子
の性質 P 2 = P，Q2 = Q，及び QP = PQ = 0を満たす．
紙面の都合上導出は参考文献 [13, 15, 16, 17, 18]にゆずり，森の射影演算子法に

よる遅い変数に対する拡張された Langevin方程式を以下に与える [13]:

∂tAn(t,x) =

∫
d3yiΩn

m(x− y)Am(t,y)

−
∫ ∞

0
ds

∫
d3yKn

m(t− s,x− y)Am(s,y) +Rn(t,x).

(12)

ここで iΩn
m(x− y)は可逆な項，Kn

m(t− s,x− y)は記憶関数，Rn(t,x)はノイズ
項を表し，以下のように定義される:

iΩn
m(x− y) ≡ (iLAn(0,x), A

m(0,y)) = − i

β
⟨[An(0,x), A

m†(0,y)]⟩, (13)

Kn
m(t− s,x− y) ≡ −θ(t− s)(iLRn(t,x), A

m(s,y)), (14)

Rn(t,x) ≡ eitQLQiLAn(0,x). (15)

ここで Lは Liouville演算子 LO ≡ [H,O]，θ(t)は階段関数である．この方程式は
演算子に関する恒等式である．つまり (12)式は Liouville方程式 ∂tAn = iLAn に等
価である．また，ノイズ項は Am(0,x)に (Am(0,x), Rn(t,y)) = 0となるように構
成されている．この性質は (An(t,x), Am(0,y))のような２点関数を考える場合には，
ノイズの項を落として良いことを意味する．従って An の分散関係を求める際には，
iΩn

m(x− y) と Kn
m(t,x− y)の性質が分かれば良い．運動量空間でこの方程式は，

行列の記法を用いて

∂tA(t,k) = iΩ(k)A(t,k)−
∫

dsK(t− s,k)A(s,k) +R(t,k) (16)

と書くことができる．この方程式が我々の解析の出発点となる．

3 南部-Goldstoneの定理
有効作用に対する南部-Goldstoneの定理から始めよう [3]．まず保存電荷

Qa =

∫
d3xna(t,x) (17)

の組みを考える．これらはハミルトニアンと可換である: [Qa,H] = 0．対称性が自発
的に破れた時，

−i⟨[Qa, ϕi(t,x)]⟩ ≡ [Mnϕ]ai (18)

でかつ detMnϕ ̸= 0を満たすある行列Mnϕが存在する．ここで iと aは 1から破れ
た対称性の数NBSまで走るものとする．また，この節では ϕi(x)は保存電荷密度では
ないと仮定する．また一般性を失うことなく ϕiを実に取るものとする．
ここで，An = (Φi, Na)として有効ポテンシャル V(Φi, Na) ≡ Γ (An)/V を考よう．

ここで V は空間の次元，ΦiはNG場を含む場の組み，Naは破れた保存電荷を含む組
みとする．NG場を ϕi，その他を φj として Φ = (ϕi, φj)と書く．同様に，自発的に
破れた保存電荷密度を na，その他を n′

bとしてN = (na, n
′
b)と書く．
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有効作用は，以下の無限小変換に対して不変である:

δΦi = −iϵa⟨[Qa, Φi]⟩ ≡ ϵa[MNΦ]ai, (19)

δNb = −iϵa⟨[Qa, Nb]⟩ ≡ ϵa[MNN ]ab. (20)

つまり，

[MNΦ]ai
δV
δΦi

+ [MNN ]ac
δV
δNc

= 0 (21)

が成り立つ．これは有効作用の恒等式である．もし ΦiとNaが Lie群の線形表現に属
しているならこれらは [MNΦ]ai = −i[TaΦ]i及び [MNN ]ac = fab

cNcとなる．ここで，
Taと fab

cはそれぞれ生成子と構造定数である．(21)式を ΦiまたはNaに関して汎関
数微分すると

δ[MNΦ]ai
δΦj

δV
δΦi

+ [MNΦ]ai
δ2V

δΦiδΦj
+ [MNN ]ac

δ2V
δNcδΦj

= 0, (22)

δ[MNN ]ac
δNb

δV
δNc

+ [MNΦ]ai
δ2V

δΦiδNb
+ [MNN ]ac

δ2V
δNcδNb

= 0 (23)

が得られる．停留点で (22)と (23)式の第一項は落ちてNG場と破れた保存電荷に関
する項のみが残る．この時 (22) と (23) 式は行列表記を用いて

MnϕVϕϕ +MnnVnϕ = 0, (24)

MnϕVϕn +MnnVnn = 0 (25)

となる．ここで α, β = (ϕi, na)として Vαβ ≡ δ2V/(δαδβ)という表記を用いた．従っ
て (ϕ

(b)
i , n

(b)
a ) = ([Mϕn]ib, [Mnn]ab)は Vαβ のゼロ固有値を持つ固有ベクトルと見るこ

とができる．この独立な固有ベクトルの数は破れた対称性の数に等しい．Lorentz対
称性がある場合は，LorentzスカラーでないMnnは消え，kµ = 0での伝播関数の逆
Vϕϕは (24)式より消える．これは k2 = 0に極を持つことを意味する．このNGモー
ドの数は独立な固有ベクトルの数，つまり破れた対称性の数に等しい．また分散関係
は Lorentz対称性から線形 ω = |k|となる．これが Lorentz不変性がある場合の NG
モードの定理である．しかしながらLorentz不変でない場合は，NGモードの数と破れ
た対称性の数は必ずしも一致しない．NGモードの数え方の一般的なルールを導出す
るために，一般化された Lagevin方程式 [(12)式]の演算子をAn(x) =

(
ϕ̃i(x), ña(x)

)
に選ぼう．ここで ϕ̃i(x) ≡ ϕi(x)−⟨ϕi(x)⟩および ña(x) ≡ na(x)−⟨na(x)⟩である．こ
こで系に他のゼロモードは存在しないものとする．もしそうでない場合は，そのモー
ドに対応した演算子を遅い変数としてAnに加える必要がある．
さて，ここで記憶関数のラプラス変換K(z,k)を考えよう．今低エネルギー励起に興

味があるので，z → 0とk → 0の極限を考える．保存則からLña(z,k) = −k ·ja(z,k)
なのでKnn(z,k) ∼ k2, Knϕ(z,k) ∼ kとなり k = 0で消える．ここで，ja(z,k)は
流れの演算子である．唯一，Kϕϕ(z,k)が k = 0で生き残る可能性がある．Kϕϕ(z,0)
はテーラー展開可能であると仮定して

βKϕϕ(z,0) = δMϕϕ + Lϕϕ + zδZϕϕ +O(z2) (26)

と展開できる1．右辺の第一項 δMϕϕ はMϕϕ の補正を与える項である．第 2項 Lϕϕ

は散逸を記述する項で Onsager係数または輸送係数と呼ばれる量である．これらは

1臨界点，An 以外にゼロモードが存在する場合や低次元系ではテーラー展開できない事がある．
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実で，δMT
ϕϕ = −δMϕϕ 及び LT

ϕϕ = LT
ϕϕ を満たす．Lϕϕ はスペクトル関数のゼロ

運動量での値に関係しゼロ温度では通常消える量である．Mϕϕ(k) と Kϕϕ(z,k) は
Mϕϕ(k)−Kϕϕ(z,k)の形で方程式に現れるので，δMϕϕはMϕϕ → Mϕϕ − δMϕϕとし
て繰り込むことによってKϕϕ(z,k)から消去することができる．第三項目 δZϕϕは波
動関数の補正を表す．以下では，δZϕϕを落として計算する．これは後で正当化する．
また，Lϕϕ = 0となるゼロ温度の場合を考える．この時，運動方程式は

∂0

(
ϕ̃(t,k)
ñ(t,k)

)
=

(
iΩϕ

ϕ(k) iΩϕ
n(k)

iΩn
ϕ(k) iΩn

n(k)

)(
ϕ̃(t,k)
ñ(t,k)

)
(27)

となる．ここで，

iΩϕ
ϕ(k) ≡ Mϕϕ(k)Γ

ϕϕ(k) +Mϕn(k)Γ
nϕ(k), (28)

iΩϕ
n(k) ≡ Mϕϕ(k)Γ

ϕn(k) +Mϕn(k)Γ
nn(k), (29)

iΩn
ϕ(k) ≡ Mnϕ(k)Γ

ϕϕ(k) +Mnn(k)Γ
nϕ(k), (30)

iΩn
n(k) ≡ Mnϕ(k)Γ

ϕn(k) +Mnn(k)Γ
nn(k) (31)

とした．Mαβ(k)と Γαβ(k) は −i⟨[α(0,x), β(0,0)]⟩ と δ2Γ/(δα(x)δβ(0))の Fourier
変換したもので，k = 0でそれぞれMαβ と Vαβ に一致する．(27)式はHamilton方
程式の形をしており， Mαβ は αと βの Poisson括弧，Γ の場の 2次の項はハミルト
ニアンとみなすことができる．k = 0で，iΩn

ϕ(0) と iΩn
n(0)は (24) と (25)式から

消える．これは電荷保存則 dQa/dt = 0と等価である．また，(24) と (25)式より

iΩϕ
n(0) = F−1 ≡ (Mϕn −Mϕϕ(Mnϕ)

−1Mnn)Vnn, (32)

iΩϕ
ϕ(0) = −F−1G (33)

を得る．ここでG = MnnMϕn
−1，F は場のくりこみ定数を除いてNGモードの崩壊

定数 (行列)とみなせる．最終的に運動方程式は k = 0で，

∂0ϕ̃(t,0) = −F−1Gϕ̃(t,0) + F−1ñ(t,0), (34)

∂0ñ(t,0) = 0 (35)

となる．(34) 式に ∂0を作用させることで

∂2
0 ϕ̃(t,0) = −F−1G∂0ϕ̃(t,0) (36)

を得る．もし detF−1 = 0なら，保存電荷 (34)式と結合しない NG場が存在するこ
とになる．そのようなモードは偶発的でNGモードとみなすことはできない．従って
detF−1 = 0の場合は以下では考えない事とする．F−1Gの固有値はMnnの反対称性か
ら純虚数のペア±iλn (λnは実)を持つ．このペアの数 rank(F−1G)/2 = rank(Mnn)/2
は，質量が有限のモードの数に等しく，他のモードは質量ゼロモードとなる．従って，

NBS −NNG =
1

2
rank(Mnn) (37)

を満たす．(37)式は渡辺-Brauner予想に他ならない．
次に，NGモードを分類しよう．Gϕ̃I = 0を満たすものを type-I NG 場と定義し，

ϕ̃I に独立な場を type-II NG 場 ϕ̃II とする．明らかに type-I NG 場の数 Ntype-I は，
NBS − rank(Mnn)に等しい．これは，∂2

0 ϕ̃I = 0に従うのでゼロモードである．一方
type-II NGモードは rank(Mnn)/2 ≡ Ntype-II に等しい．NNG = Ntype-I +Ntype-II と
(37)式より，

NBS = Ntype-I + 2Ntype-II (38)
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が従う．これはNC不等式の等号に対応する [5]．
ここで波動関数の補正項 δZϕϕの効果について考察しNGモードの数え方のルール

には影響が無いことを確認しておこう．δZϕϕによる補正は ∂2
0 に (1+δZϕϕG

TVnnG)∂2
0

として与えられる．type-I NGについては，この補正はGϕ̃I = 0のため効かない．一
方 type-II NGモードについては，2階微分は高次の寄与になる．従って波動関数の補
正項はNGモードの数え方のルールを変更しないことがわかる．

4 陽な対称性の破れと質量公式
ここで陽な対称性の破れがあるときのNGモードの質量について考察しておこう．

ここでは陽な対称性の破れの項が δV = Φih
iの形を持つ特別な場合に問題を限る．こ

の場合陽な破れの効果は，(22)式から以下のように与えられる:

[iΩn
ϕ(0)]ai =

δ[MnΦ]aj
δΦi

hj . (39)

ここで δV/δΦi = −hiを用いた．従って運動方程式は

∂2
0 ϕ̃(t,0) = −F−1G∂0ϕ̃(t,0) + F−1iΩn

ϕ(0)ϕ̃(t,0) (40)

となる．一般の陽な破れの項に対してはこの方程式の解は複雑である．ここでは簡単
な場合を考えてみよう．陽な対称性の破れの項は， type-I と type-II 場を混ぜないよ
うな場合を考える．つまり， F−1iΩn

ϕ(0) = [F−1iΩn
ϕ]type-I ⊕ [F−1iΩn

ϕ]type-II とな
る場合を考える．この時 ϕ̃Iの運動方程式は，

∂2
0 ϕ̃I(t,0) = [F−1iΩn

ϕ]type-Iϕ̃I(t,0) (41)

となる．従って，type-I NG modesについての質量行列は

m2
type-I = −[F−1iΩn

ϕ]type-I = O(h) (42)

となる．これは一般化されたGell-mann–Oakes–Renner関係式 [19, 20]に他ならない．
一方，ϕ̃II についての運動方程式は，

F−1G∂0ϕ̃II (t,0) = i[F−1iΩn
ϕ]type-IIϕ̃II (t,0) (43)

となる．ここで hの高次項になる ∂2
0 ϕ̃II (t,0)の項を落とした．(43)式の中で ∂0 ∼ h

なので，質量行列は
m2

type-II = O(h2) (44)

となる．従って type-I と type-II のNGモードは異なる hのオーダーを持つことがわ
かる．Type-I及び type-II NGモードの質量の 2乗がそれぞれ h 及び h2となる．ま
た type-I及び type-II NGモードの質量行列のオーダーはモード間の相互作用がある
場合にも変わらない．有限運動量依存性は h ∼ k2に対応し，これは type-I NGモー
ドの分散関係が ω ∼ |k|，type-II NG モードの分散関係が ω ∼ k2となることに対応
する．この場合 type-I と type-II の分類は Nielsen-Chadhaのものと同じとなる．

6



5 まとめ
ここでは非相対論的な場合のNGモードの数え方のルール [ (37) , (38)式]を導い

た．この方法は模型によらず一般的に成り立つ．模型の詳細は期待値や場の交換関係
及び有効作用の 2階汎関数微分に反映する．ここでは det⟨[Qa, ϕi]⟩ ̸= 0 と ϕiは保存
電荷密度ではないと仮定した．もし，保存電荷で ⟨[Q′

a, Q
′
b]⟩ ̸= 0を満たし，すべての

ϕiとQb ( ̸= Q′
a)に対して ⟨[Q′

a, ϕi]⟩ = ⟨[Q′
a, Qb]⟩ = 0となるQ′

aが存在する時，Q′
aも

type-II NG場になる2．これは本稿の議論をそのまま拡張する事で導くことができる．
これらのモードの数は，rank[Q′

a, Q
′
b]/2に等しく，(37) と (38)式は変更を受けない．

本稿ではゼロ温度の場合について議論したが，有限温度の場合にはMϕϕをMϕϕ+
Lϕϕに置き換える事によって同様にNGモードの数え方のルールを構成される．
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