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アブストラクト

Skyrmeが核子の模型としてスカーミオンを提唱してから半世紀ほどが過ぎた [1]。物性物理
においては、2次元の「おもちゃの」スカーミオンが様々な系で現れる。古くは量子ホール効
果で知られていたが、最近では磁性体におけるスカーミオン格子が話題になった。しかしな

がら、本来の 3次元のスカーミオンを安定的に作ることは難しかった。一方、最近、レーザー
で冷却された原子気体を用いて、ある種の非可換ゲージ場を人工的に作ることが理論と実験

で盛んに研究されている。SU(2)の非可換ゲージ場を作ることで、3次元のスカーミオンを
安定的につくることが出来る。

1 場の理論におけるスカーミオン

ここでは，場の理論においてスカーミオンがどのように記述されているかを１，２，３次元の

スカーミオンの順番に紹介する。教科書 [3]を合わせて参考にするとよい。

1.1 O(2)シグマ模型におけるSine-Gordonキンク

最も簡単なスカーミオンの典型例として，sine-Gordon模型を考える [2]。sine-Gordon模型の

Lagrangianは次のように与えられる。

L =
1

2
(∂tθ)

2 − 1

2
(∂xθ)

2 − m2

2
(1− cos θ) (1.1)

静的な配位を考えることにして、時間微分を落とす。エネルギー密度は

2ε = (∂xθ)
2 +m2(1− cos θ) (1.2)

となる。ここで、Bogomol’nyiのトリックを用いて次のように平方完成の形に書き換える。

2ε = (∂xθ)
2 +m2 sin2 θ

2

=

(
∂xθ ±m sin

θ

2

)2

∓ 2m∂xθ sin
θ

2

≥ 2|tSG| (1.3)

ここで、トポロジカル電荷密度を以下のように定義した。

tSG ≡ m∂xθ sin
θ

2
= −2m∂x

(
cos

θ

2

)
. (1.4)

1



これを空間積分すると

TSG =

∫ +∞

−∞
dxtSG = −2m

[
cos

θ

2

]+∞

−∞
(1.5)

となり、確かに空間の無限遠点での境界条件によってのみ決まるのでトポロジカル電荷と呼べる

ものである。上式 (1.3)の不等号が成立するのは，次のBogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS)

方程式が成立するときである。

∂xθ ±m sin
θ

2
= 0. (1.6)

エネルギーが式 (1.3)のように不等号で表されるために，与えられた境界条件のうち最もエネル

ギーが低い安定解がBPS方程式 (1.6)を満たすことがわかる。このとき，エネルギーはトポロジ

カル電荷そのものになっている。

例えば，１キンク解は

θ(x) = 4 arctan exp
m

4
(x−X) +

π

2
(1.7)

のように解ける。ここで，X はキンクの位置を表す定数で，集団座標とかモジュライパラメー

ターと呼ばれている。これのトポロジカル電荷は

TSG =

∫
dx tSG = 2m− (−2m) = 4m (1.8)

と計算される。

一般には，n回巻くことができ，1次のホモトピー群で特徴づけられる。

n ∈ π1(S
1) = Z. (1.9)

式 (1.1)で与えられるラグランジアンは、実は次のようにO(2)非線形シグマ模型に書き換えら

れる。

L =
1

2
∂µn · ∂µn− m2

2
(1− n2), n = (n1, n2), n · n = 1. (1.10)

これを，(n1, n2) = (cos θ, sin θ) とパラメトライズすれば，式 (1.1)に戻る。ただし，O(2)対称性

は勾配項のみが持っており，ポテンシャルによって陽に破られている。

物性物理においては，例えば，超伝導の Josephson接合に sine-Gordonキンクが現れることが

よく知られている。

1.2 O(3)シグマ模型における2次元スカーミオン

次に，2次元のスカーミオンを考える。O(3)非線形シグマ模型を考える。

L =
1

2
∂µn · ∂µn, n = (n1, n2, n3), n · n = 1 (1.11)
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これは，物性では通常Heisenberg模型と呼ばれている。O(3)対称性を用いると，基底状態は次

のように取れる。

⟨n⟩ = (0, 0, 1). (1.12)

これより，O(3)対称性は，

G = O(3) → H = O(2) (1.13)

と自発的に破れていることがわかる。よって，オーダーパラメーター空間は，

OPS = G/H = O(3)/O(2) ≃ S2 (1.14)

のように 2次元球面であることがわかる。

このオーダーパラメーター空間（ターゲット空間）は，２次のホモトピー群が非自明である。

π2(OPS) = π2(S
2) = Z. (1.15)

BelavinとPolyakovによって，このトポロジカル電荷をもった位相励起が発見された [4]。場の理

論においては，今日，ランプと呼ばれているが，物性系ではただ単にスカーミオンを呼ばれてい

ることが多い。ここでは，２次元スカーミオンと呼ぶことにしよう。

また，時間１次元空間１次元の系で，この配位を考えることもできて，その場合は２次元イン

スタントンとかシグマ模型インスタントンと呼ばれている。（弦理論のコンテクストでは，世界

面インスタントンと呼ばれているものである。）

解を構成するために，次のようなステレオグラフィック座標

u ≡ n1 + in2

1 + n3

=
1− n3

n1 − in2

(1.16)

を用いるのが便利である。ここで，uは複素場である。u = 0と u = ∞が，それぞれ球面の北極
Nと南極 Sに対応する。この uを用いると，ラグランジアンは次のように書き換えられる。

L =
∂µu

∗∂µu

(1 + |u|2)2
(1.17)

これは，CP 1模型と呼ばれているものである。（特に，CP 1のFubini-Study計量を用いた表式で

ある。）

球面を完全に覆うには，別の座標が必要で v ≡ 1/u を用いると，ラグランジアンは

L =
∂µv

∗∂µv

(1 + |v|2)2
(1.18)

のように同じ形でかける。ここで，v = ∞と v = 0が，それぞれ球面の北極Nと南極 Sに対応

する。
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さて，前節と同じように，Bogomol’nyiのトリックを用いて，BPSバウンドを求めよう。

E =

∫
d2x

∂xu
∗∂xu+ ∂yu

∗∂yu

(1 + |u|2)2

=

∫
d2x

[
|∂xu∓ i∂yu|2

(1 + |u|2)2
± i(∂xu

∗∂yu− ∂yu
∗∂xu)

(1 + |u|2)2

]
≥

∣∣∣∣∫ d2x
i(∂xu

∗∂yu− ∂yu
∗∂xu)

(1 + |u|2)2

∣∣∣∣ ≡ |Tv|. (1.19)

トポロジカル電荷を以下のように定義した。

Tv =

∫
d2x

i(∂xu
∗∂yu− ∂yu

∗∂xu)

(1 + |u|2)2

=

∮
dxi−i(u∗∂iu− ∂iu

∗ · u)
2(1 + |u|2)

. (1.20)

ここで，２行目は無限遠の境界での積分に書き換えた。このことからも，境界条件で決まるトポ

ロジカル電荷であることがわかる。このトポロジカル電荷は，微分形式を用いれば，次のように

書くことができる。

Tv =

∫
dxi ∧ dxj i∂iu

∗∂ju

(1 + |u|2)2
=

∫
S2

idu∗ ∧ du

(1 + |u|2)2
=

∫
S2

ω　 (1.21)

ここで，ωはケーラー形式という２形式である。

ω =
idu∗ ∧ du

(1 + |u|2)2
. (1.22)

ケーラー形式の存在は，CP 1がケーラー多様体であることを意味している。式 (1.21)の表式は，

トポロジカル電荷が実は，ケーラー形式の引き戻しで書けることを意味している。

また，もともとの nの場を用いると，トポロジカル電荷は次のように書ける。

Tv =

∫
d2x

1

2
n · (∂xn× ∂yn− ∂yn× ∂xn) =

∫
S2

dxi ∧ dxjn · (∂in× ∂jn) (1.23)

エネルギーの下限E = |Tv|(BPSバウンド)は，BPS方程式

∂xu∓ i∂yu = 0 (1.24)

が満たされるときにのみ成立する。実空間の座標から，z ≡ x+ iyのように複素座標を定義する

と，このＢＰＳ方程式は

∂zu = 0 anti-BPS

または ∂̄z̄u = 0 BPS (1.25)

と書き換えることが出来る。よって，uはそれぞれ，

u = u(z̄) anti-BPS

または u = u(z) BPS (1.26)
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のように反正則または正則関数であることがわかる。

ここでは，BPS解のみ考えよう。１ソリトン解は，次のように与えられる。

u(z) = κ+
λ

z − z1
(1.27)

ここで，z1はソリトンの位置を表す複素定数，λは絶対値がソリトンのサイズ，位相がソリトン

の持っている U(1)位相を表す定数であり，これらはソリトンの集団座標（モジュライパラメー

ター）である。一方，κは境界条件であり，ソリトンのモジュライではない。より一般に，kソ

リトン解は次のように書ける。

u(z) = κ+
k∑

i=1

λi

z − zi
(1.28)

ziは i番目のソリトンの位置，λiはソリトンのサイズと U(1)位相である。この解のトポロジカ

ル電荷は，

Tv = 2πk, k ∈ π2(S
2) ≃ Z (1.29)

となっている。このことからも，k個ソリトンは，好き勝手な位置においても，全エネルギーは

同じであることがわかる。これは，ソリトン間に相互作用が存在しないことを意味している。

次節の Skrme項に類似の４階微分項とポテンシャル項を同時に導入することで，スカーミオン

のサイズを固定することが出来る。これは，ベービー・スカーミオンと呼ばれている [5]。この場

合は，スカーミオン間に複雑な相互作用が存在している。

1.3 O(4)シグマ模型における３次元スカーミオン

詳しくは述べないが，ＱＣＤの持っているカイラル対称性という対称性が，基底状態で自発的

に破れ，SU(2)の南部Goldstone(NG)粒子が現れる。SU(2)カイラル・ラグランジアンは，その

NG粒子を記述する低エネルギー有効理論である。SU(2)群の要素に値を持つ場 U(x) ∈ SU(2)

を用いて，

L = −f 2
π

16
tr (∂µU

†∂µU) =
f 2
π

16
tr (U †∂µU)2 (1.30)

と書かれる。Skyrmeは，次のように SU(2)カイラル・ラグランジアンに変更を加えることでス

カーミオンを考えた [1]。

L = −f 2
π

16
tr (∂µU

†∂µU)2 + L(4) − V (U) (1.31)

ここで，L(4)は Skyrme項と呼ばれる４階微分を含んだ項で次のように与えられる。

L(4)(U) =
1

32e2
tr ([U †∂µU,U

†∂νU ]2). (1.32)
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（この項を考えた理由は後で述べる。）ポテンシャル項は特になくてもよいが，クォークの質量に

より

V = m2[(U + U † − 12) (1.33)

という項が生じるので，よく考えられる。

スカーミオンのトポロジカル電荷は，

k ∈ π3(SU(2)) ≃ π3(S
3) ≃ Z (1.34)

である。スカーミオンの解は，次のように与えられる。

U = exp

(
if(r)σ · r

r

)
(1.35)

rは実空間における３次元の位置ベクトルで，r = |r|である。f は運動方程式で決められる関数

で，kソリトン解の場合は，境界条件として，

f → 0 (U → +12), r → ∞
f → kπ (U → −12), r = 0 (1.36)

を課す。k = 1は安定な解を与えるが，kが２以上は kソリトンが同じ位置に重なっており不安

定であることが知られている。

O(4)非線形シグマ模型との関係を知るために，

U(x) = n4(x)12 +
3∑

i=1

ni(x)σi (1.37)

と場の再定義をしてやると，次のように書き換えられる。

L =
1

2
∂µn · ∂µn+ L(4)(n)− V (n), n2 = 1. (1.38)

ここで，ポテンシャル項と Skyrme項はそれぞれ

V (n) = m2(1− n4), (1.39)

L(4)(n) =
1

2
(∂µn · ∂νn)(∂µn · ∂νn)− 1

2
(∂µn · ∂µn)2

=
1

2

∑
µ ̸=ν

(∂µn · ∂νn)(∂µn · ∂νn), (1.40)

と書き換えられる。

また，２成分のＢＥＣとの関係を知るためには，次の表式が便利である。

Ψ =

(
Ψ1

Ψ2

)
(1.41)
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という複素２成分のスカラー場を用意して，

U =

(
Ψ1 −Ψ∗

2

Ψ2 Ψ∗
1

)
∈ SU(2) ≃ S3, (1.42)

detU = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 = 1. (1.43)

２成分のＢＥＣでは，この２つのスカラー場を２成分の波動関数とみなす。

場の理論において，Skyrmeが Skyrme項 L(4)を入れた理由は，スカーミオンの安定性のため

である。Derickの定理によると，Skyrme項がない場合は，３次元のスカーミオンはスケール変

換で小さくするとエネルギーが下がる。よって，どんどん小さくなる不安定性がある。Skyrme

項があるとこれを支えることが出来て安定なサイズが存在する。

2 物性物理におけるスカーミオン

トークではここまでを場の理論からの準備として，物性物理でどのようなスカーミオンが現れ

るかを紹介した。

1. １次元のスカーミオン (sine-Gordonソリトン)は，超伝導の Josephson接合において現れ

ることがよく知られている。これは，実は２つの超伝導体の間に挟まれた，Abrikosov渦で

あり，Josephson渦と呼ばれている。銅酸化物高温超電導体では，多層構造を持っており，

このような Josephson渦が現れる。

2. ２次元のスカーミオンは，様々な物性系に現れる。そのためか，物性で，単にスカーミオン

と言うと，この２次元のスカーミオンを指す場合が多い。古くから知られているのは，量

子ホール効果，磁性体，超流動ヘリウム 3などである。最初に理論的に予言されたのが，磁

性体においてであったことからもわかるように，様々な磁性体でスカーミオンが実験的に

も発見されている。特に，最近，スカーミオンの格子構造が見つかって話題になった。ま

た，最近スピンが１のスピノールＢＥＣにおいて，実験的に作られた [6]。

3. ３次元のスカーミオンは，２成分のＢＥＣにおいて考えられていた [7]–[14]。しかし，Skyrme

項がないために，一般には不安定である。安定化させる様々な方法が考案されてきたが，非

常に難しかった。せいぜい準安定になるくらいであった。

• 最近，我々のグループは非可換ゲージ場を用いることで，３次元のスカーミオンが安
定に存在することを見出した [15]。しかも，これは基底状態として完全に安定に存在

する。詳しくは論文を見ていただきたい。

• それとは別に，２成分ＢＥＣにおいて，ドメイン壁と反ドメイン壁の衝突を用いて，
３次元スカーミオンを実験的に構成する方法を最近提唱した [16]。

詳しい説明は，ページの都合上割愛させていただき別の機会に譲るが，研究会で話した内容に

ついては，研究会のスライドを見ていただきたい。
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