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2012年の格子場の理論国際会議 Lattice 2012 は、オーストラリアのケアンズで、６月 24日～
29日の６日間にわたって開催された [1]。有限温度・有限密度関係では約４０件の発表があり、発
表全体の約１５％であった。有限温度の総合報告はMaria P. Lombardoが行い、相構造の研究か
ら多数フレーバーまで包括的にレビューした。有限密度関係は Gert Aatsが、複素ランジバン法
による有限密度シミュレーションの最近の進展を解説した。
この報告では、Lattice 2012での発表を中心にして、有限温度・有限密度ＱＣＤ関係の最近の進
展をレビューする。模型を使った研究や、テクニカラーの模型を目指したフレーバー数やカラー
の数、クォークの表現などを変えた理論の研究も多くの進展が報告されたが、ここでは扱わない。
この原稿を書いている９月現在、プロシーディングスはまだほとんど arXivに投稿されていない
ようである。よって、残念ながら図はほとんど引用できないし、また、私の理解で正しいかも確
認できない。さいわい、Lattice 2012における発表スライドのほとんどは、プレナリもパラレル
も Lattice 2012のホームページ [1]からダウンロード可能なので、正確な情報はそれを参照しても
らいたい。

1 有限温度相構造
図 1に、NF = 2 + 1の場合の有限温度 QCD相転移の相転移次数をクォーク質量の関数とし
てまとめた、いわゆる Columbia plotを示す。有効模型を用いたくりこみ群の研究や格子シミュ
レーションにより、u, d, sクォークが十分軽いときと十分重いときには QCD相転移は１次転移
だが、中間的なクォーク質量の時は連続的なクロスオーバーになると考えられている。スタガー
ド型クォークを用いたシミュレーションにより、クォーク質量が物理的な値をとる物理点は、ク
ロスオーバー領域にあると考えられている。
この図の左上の角はms = ∞, mud = 0で、NF = 2 QCDのカイラル極限である。Pisarskiと

Wilczekによる最初の研究でも指摘されているように [2]、ここでの相転移次数には、量子異常効
果の温度依存性による不定性が含まれている。相転移の性質を考える上で、系の対称性が重要だ
が、カイラル極限のフレーバー・カイラル対称性のうち、軸性U(1)対称性（U(1)A）は、量子異
常により、全ての温度で陽に壊されている。U(1)Aが対称性として存在しないとすると、NF = 2
の場合には、カイラル相転移はO(4)スピン模型と同じユニバーサリティー・クラスに属する２次
相転移ななると期待される。他方、希薄インスタントン気体近似によると、量子異常の効果は温
度とともに急速に小さくなる。もし、相転移点 TC 近傍で量子異常の効果が十分弱く、U(1)A が
「effectiveに」回復していると見なせるとすると、有効模型の対称性が変わり、NF = 2 QCDのカ
イラル相転移は、２次転移が排除されるわけではないが、１次転移となる可能性が大きくなる。
図 1の左図はNF = 2 QCDのカイラル相転移が２次の場合、右図は１次の場合を表している。
これからわかるように、そのどちらが実現しているかにより、物理点近傍のユニバーサリティー・
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図 1: 2 + 1フレーバー QCDの有限温度相転移次数：　横軸は縮退した udクォーク質量で、縦
軸は sクォーク質量。mud = ms の対角線は縮退した NF = 3QCD、 ms = ∞の上端は NF =
2QCD、mud =∞の右端はNF = 1QCDに相当する。右上の角が、クォークが全てデカップルし
た SU(3)Yang-Mills理論となる。（左図）NF = 2のカイラル極限が２次相転移である場合の標準
的シナリオ。NF = 2のカイラル極限は、O(4)のユニバーサリティー・クラス、１次相転移領域
の端はイジング（Z(2)）のユニバーサリティー・クラスとなる。左端の軸上で両者の境界は、三重
臨界点となる。三重臨界点近傍の１次相転移領域の端は、有効Ginsburg-Landau模型（φ6模型）
の解析から、mud ∝ (mtricrit.

s −ms)5/2のように、緩やかに立ち上がると考えられている。（右図）
NF = 2のカイラル極限が１次相転移である場合に想定されるシナリオ。msの中間的領域で特別
のメカニズムでもない限り、NF = 3カイラル極限の１次相転移領域とNF = 2カイラル極限の１
次相転移領域は繋がると思われる。その描像で正しいなら、三重臨界点は存在せず、１次相転移
領域の端は全てイジング・ユニバーサリティー・クラスとなる。

クラスが影響を受け、そこでのパラメータ依存性や体積依存性が変わる可能性がある。希薄イン
スタントン気体近似が TC 近傍まで有効である保証はないので、格子シミュレーションによる直接
検証が重要である1。

1.1 O(4)スケーリング

格子上で相転移次数を判断する上で、ユニバーサリティーから予言される臨界スケーリング現
象の確認が重要な役割を果たす。NF = 2のシミュレーションでO(4)スケーリングが見られれば、
図 1の左側のシナリオとなる。Wilson型クォークを使ったシミュレーションでは筑波グループが
90年代の後半に既にO(4)スケーリングを報告している [4]。（図 2左図参照。）その後、改良され
たWilsonクォーク（cloverクォーク）でもO(4)スケーリングが確認された [5]。ただし、どちら
も初期のシミュレーションなので、クォーク質量が重く（mπ >∼ 600 MeV）、カイラル極限でどう
なるかの確認が残されている。近年、Wilson型による研究が世界的に再開され、軽いクォークや
大きな格子による研究が進められているが、スケーリングに関して明確な結果を得るまでには至っ

1他方、フレーバー・カイラル対称性を格子上で実現することは自明ではなく、カイラル相転移に関する格子の結果
を見るときは、格子誤差の影響を慎重に見極める必要がある。最近の状況については [3]を参照。
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図 2: O(4)スケーリング テスト：（左図）Wilson型クォークによる 2フレーバー QCDの O(4)
スケーリング フィット [4]。〈ψ̄ψ〉sub = 2mqa

∑
x〈π(x)π(0)〉 は、軸性Ward-高橋恒等式に基づくく

りこみ条件で加算的くりこみを行ったカイラル凝縮。（右図）staggered型クォークによる 2 + 1
フレーバーQCDのO(2)スケーリング フィット [11]。M = m̂s

(
〈ψ̄ψ〉l − ml

ms
〈ψ̄ψ〉s

)
N4

t は、加算
的発散部分を差し引いたカイラル凝縮。

ていない [6, 7, 8, 9, 10]。
大規模シミュレーションが最も進んでいる staggered型クォークによる研究は、O(4)スケーリング
に関しては長年不明確な状況が続いていたが（この関連の歴史は [3]を参照）、2009年にNF = 2+1
p4クォークでmudを極めて軽くしたシミュレーション2により、初めてO(N)スケーリングが確
認された [11]。（図 2右図参照。）staggered型の格子化誤差のためにこれはO(4)ではなくO(2)の
スケーリングである。その後、より大きなNtや他の改良 staggered型クォークでも同様のスケー
リングが確認されている [12, 13]。O(2)のスケーリングが連続極限でO(4)に置き換わると仮定す
ると（自明な仮定ではないが）、この結果は物理点近傍でO(4)スケーリングが見られたことを意
味し、図 1の左側の２次転移シナリオを強く示唆する。

1.2 U(1)Aの回復

他方、高温相でU(1)A対称性がどうなっているかを直接見る試みも、初期のシミュレーション
以来続けられている。もしU(1)Aが「effectiveに」回復したなら、πと σ、δと ηの縮退に加えて、
πと δ、σと ηも縮退すると期待される。

NF = 2 case :

π = q̄ γ5
1
2~τ q ←→ σ = q̄ q

l U(1)A
SU(2)L × SU(2)R l

δ = q̄ 1
2~τ q ←→ η = q̄ γ5 q

πと δの縮退があれば感受率でも χπ = χδ が導かれるが（注意：逆は証明されていない）、χσ や
χηと違って、χπ, χδの計算には disconnected diagramが含まれないので、格子計算が少し楽にな
る。SU(NF )L×SU(NF )Rが回復すると、Banks-Casher関係式

−〈q̄ q〉 V →∞−→
∫ ∞

0
dλ

2mqρ(λ)
λ2 +m2

q

mq→0−→ π ρ(0) (1)

2π中間子質量で mPNG
π = 75–150 MeV。sクォーク質量は物理点近傍に固定。ただし、tasteの破れがあるので、

実効π中間子質量はもっと大きくなる。
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(V は体積) より、クォーク演算子の固有値分布が原点で ρ(0) = 0 と要求されるが、χπ − χδにも
類似の関係式

χπ − χδ
V →∞−→

∫ ∞

0
dλ

4m2
qρ(λ)

(λ2 +m2
q)2

mq→0−→ ?? (2)

が導かれ、ρの原点近傍の振る舞いと χπ − χδの値が関係する。カイラル極限はBanks-Casherほ
ど簡単ではないが、例えば、ρ ∼ ma

qλ
bで a + b ≤ 1なら3、カイラル極限で χπ − χδ 6= 0となる

[14]。
Lattice 2012では、大野が HISQクォークを用いた ρ(λ)の研究を報告した [15]：高温側で原点
近くの ρ(λ)が非常に小さいが、体積依存性が不明確。他方、ρ(0)のmq 依存性を見ると、TC 近
傍で１次の傾きを示し、これからは χπ − χδ 6= 0が示唆される。しかし、staggered型なので、連
続極限を取らないと明確な結論は導けない。Cossuは、フレーバー・カイラル対称性を保持した
overlapクォークを、トポロジー固定項を入れてシミュレーションした結果を紹介し、クォーク質
量を小さくすると T > 170MeVで ρ(λ)が原点付近に gapを持つと報告した [16]。TC 直上での振
る舞いや体積依存性の検証が望まれる。LinはDWクォークを用いて ρ(λ)の原点付近の分布や π,
δの相関関数をmπ ≈ 200MeVで調べ、TC 近傍で χπ −χδが有限になると報告した [14]。従って、
数値的にはまだ混沌としている。

これらの数値シミュレーションとは別に、青木らは、NF = 2格子カイラルフェルミオンを使って、
SU(2)L×SU(2)Rが回復した場合のWard-高橋恒等式を解析的に調べ、高温側（SU(2)L×SU(2)R
が回復した相）でクォーク質量依存性が解析的であると仮定するならば、χπ −χδを含むいくつか
の物理量の高温側での期待値が、体積 V のべきで抑制されることを示した [17]。従って、m→ 0
より先に V →∞の熱力学極限を取る限り、TC 直上を含む高温相で χπ − χδ = 0となる。
上に議論したように、TC直上でのχπ−χδ = 0は、（十分条件ではないにせよ）素直には、U(1)A
が TC 直上で effectiveに回復していることを示唆する。すると、特別のメカニズムでも効かない
限りは、NF = 2のカイラル相転移は１次であると思われる。すると、図 1の右側の１次転移シナ
リオが示唆される。もしそれで正しいなら、実際のシミュレーションでO(4)やO(N)に見えてい
るスケーリングはいったい何か？
格子フェルミオンがカイラルフェルミオンでなければ、格子間隔 aの正のべきに比例した補正
が入る。しかし、これは格子化誤差であり、正しい連続極限をもつ格子理論ならば、連続極限を取
れば消えるはずである。青木らの研究により、数値的な結果からU(1)Aの回復に関する結論を引
き出すためには、連続極限や体積依存性の確認が重要であることが再確認される。O(4)やO(N)
のスケーリングも、体積効果や格子化誤差の評価など、より詳細な検証が必要である。その結果
に応じて、必要条件と十分条件の違いや、有限質量における未知のメカニズムを考察する必要が
出てくるかもしれない。

2 状態方程式
2.1 staggered型クォークによる状態方程式

QCDの状態方程式では、改良された staggered型クォークを使った研究が大きく進んだ状態が
続いている。NF = 2 + 1の物理点近傍4でのシミュレーションが常識となり、stoutクォークでは
さらに連続極限をとった結果が報告されている。

3Banks-Casherが成立するためには a + b > 0の制限がある。
4ただしmPNG

π で見ているので、連続極限を取らなければ実効的に物理点よりは重くなる。
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Lattice 2012では、Petreczkyが、NF = 2+1のHISQクォークで物理点近くの結果を示した。懸
案となっているBudapest-Wuppertalグループの stoutクォークによる結果とのずれを検証し、fK

でスケールを決め、Nt ≥ 8まで格子を細かくすれば不一致が小さくなる傾向があるが、Nt = 10,
12 では統計誤差の範囲でほとんど不一致が改善されないことが報告された [18]。

2.2 Wilson型クォークによる状態方程式

他方、2008–2010年頃、staggered型クォークによる相転移温度の研究から、taste対称性の破れ
による格子化誤差が有限温度QCDにおいても大きな影響を持つことが、強く認識されはじめた。
staggered型クォークには、それに加えて、連続極限が保証されていないという問題もある5。こ
れらを契機として、近年、Wilson型や格子カイラルクォークを用いた有限温度・有限密度 QCD
研究が世界的に活発になって来ている。

Lattice 2012では、Burgerが、NF = 2のWilson型クォークとして twisted massクォークを
使った状態方程式の結果を報告した [8]。323 × 12格子で、mπ ≈320–480 MeV とまだ重い領域だ
が、〈ψ̄ψ〉（ナイーブな定義）の感受率から TC を決め、mπ ≈400, 700 MeVでの状態方程式に関
する中間報告を行った。

100 200 300 400 500 600 700
0
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20

3p/T4

ε/T4

(ε−3p)/T4

T[MeV]

図 3: Wilson型クォークによる 2 + 1フレーバーQCDの有限温度状態方程式：　 cloverクォーク
と岩崎ゲージ作用を用いて、sクォーク質量は物理点近傍、udクォーク質量はmπ = 636 MeV に
相当する。太い誤差棒は、ベータ関数による系統誤差をあらわす。[19]

梅田は、Wilson型クォークとして初めてのNF = 2 + 1状態方程式の結果を報告した [10, 19]。
計算時間を削減するために開発された固定格子間隔法 [20]に基づいて、ひとつのシミュレーショ
ン・ポイントで、Ntを変えることで温度 T = 1/Ntaを 180-700 MeVの範囲で変化させ、T 積分
法で圧力を計算した。（図 3）固定格子間隔法では、既存のゼロ温度配位を利用できるという利点
がある。この研究では、ILDG/JLDG上に公開されている、CP-PACS+JLQCD Collaborationに
よるmπ = 636 MeVの配位がゼロ温度配位として採用された。まだ物理点よりかなり重いが、手
法の有効性が確認されたので、次のステップでは、PACS-CS Collaborationによる、物理点直上
の配位の採用が計画されている。

5これらについては、[3]などを参照。
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2.3 状態方程式における動的チャーム・クォーク効果

Kriegは、NF = 2 + 1 + 1の stoutクォークを使った状態方程式計算の状況を報告し、昨年度
より統計を上げた結果を示した。動的なチャーム・クォークがあると、(ε− 3p)/T 4は高温でより
ゆっくり落ちる様相を示すと期待されるが、NF = 2 + 1の結果と比較して、T > 300 MeVで
(ε− 3p)/T 4の上昇が見られることを報告した [21]。同様な効果は、HellerによるHISQクォーク
を使ったNF = 2 + 1 + 1状態方程式計算の中間結果でも指摘された [22]。

3 有限密度
有限密度QCDのシミュレーションは、「符号問題（複素位相問題）」のために計算可能な領域が
大きく制限されている。これは、クォークからの経路積分への寄与 detM が、化学ポテンシャル
µがゼロでないと一般に複素数になってしまうことにに由来する。

detM は経路積分をMonte Carlo法で評価する上で、確率分布の役割を持っており、それが実で
なくなると、importance samplingに基づいたMonte Carlo計算の根拠が崩れてしまう。µ = 0で
の系や detM を |detM |に置き換えた「phase-quenched」の系なら Monte Carloシミュレーショ
ン可能なので、それらのシミュレーションで物理量に detM や位相項を描けたものを評価するこ
とで元の理論での期待値を評価する reweighting法もよく用いられる。例えば、phase-quenched
シミュレーションを使う場合は、物理量Oの期待値は、detM = |detM | eiθとおいて、

〈O〉 = 〈Oeiθ〉||
/
〈eiθ〉|| (3)

とあらわされる（ここで 〈· · ·〉||は phase-quenchedシミュレーションによる期待値）。しかし、µが
大きくなると、θのゆらぎが大きくなり、eiθが符号をしばしば変え、(3)の分母も分子も、統計的
に信頼できる値を得るのが難しくなる（符号問題）。θは単純には体積に比例するので、符号問題
は系の体積と供に指数関数的に難しくなる。
符号問題をを解決、もしくは緩和するために、

• µ = 0からの Taylor展開

• µだけでなく、T など他のパラメータも含んだ空間でのmulti-parameter reweighting

• 符号問題の無い純虚数 µからの数値的解析接続

• µの代わりにクォーク数やバリオン数を固定した canonical ensembleのシミュレーション

• 物理量の確率分布（ヒストグラム）の利用

• 統計平均を熱的なランダムウォークの時間平均で評価する Langevin法の複素空間への拡張

など、これまで様々な計算法が提案されてきた。通常、複数の手法を組み合わせて、適用範囲をで
きるだけ拡大するよう試みる。その結果、µ/T が小さな領域では、様々な成果があげられてきた。

Lattice 2012で、武田、中村、Jinは、Wilson型クォークを用いたNF = 3, 4 QCDの有限密度
相転移研究に関する中間結果を報告した [23]。phase-quenched simulationからの reweighting計
算を行い、位相をDanzer-Gattringer の reduction法で評価した。NF = 4では、有限温度相転移
が１次になるクォーク質量でシミュレーションを実行し、有限密度の相転移点で１次の有限体積
スケーリングが見られることを、体積 63–83の範囲で示した。
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中川と江尻は、ヒストグラム法による有限密度QCD相構造の研究を報告した [24]。ヒストグラム
法は、物理量の確率分布の形状を調べることにより１次相転移の領域を判定しようとする方法であ
るが、物理量として（有効）作用に現れるプラケット（ゲージ作用を βで割ったもの）や、|detM |
そのものを採用すれば、相転移に敏感であると同時に、reweightingで βなどのパラメータを動か
すことも容易にする [25, 26]。多数点のヒストグラムの情報を繋ぐmulti-parameter reweightingに
より確率分布を広い範囲でサーベイし、パラメータ空間内の１次相転移領域やその端を割り出そ
うという方法である。NF = 2 cloverクォークで phase-quenched シミュレーションを実行し、符
号問題を複素位相のキュムラント展開法で緩和することにより、１次相転移の端の臨界点を示唆
する兆候が報告された。
永田は、µ 6= 0の場合のクォーク行列式を、µに依存した項と µに依存しない演算子Qの和の
行列式で表す reduction formula: detM ∝ det[e−µ/T +Q] を使って、Qの固有値分布が |λ| = `Nt

（“Nt-scaling”）を示すことを報告した。この性質を使えば、低温極限で、µが小さい領域だけで
なく、µがカットオフより大きな極限でも符号問題無く detM を評価できると議論した。これか
ら、低温・高密度極限をシミュレーションする可能性が示唆される [27]。
木村らは、ダブリングが最小の２である Karsten-WilczekフェルミオンをNF = 2の模型とし
て考えると、カイラル対称性の一部を保持しながら虚化学ポテンシャルを導入できることを指摘
し、第一段階として、強結合極限での相構造を、平均場近似で計算した。強結合極限の平均場計
算で µC(T = 0)/TC(µ = 0)が小さく出てしまう問題が、K-Wフェルミオンでは多少緩和される
ことを示した [28]。

4 その他の進展
Lattice 2012では、その他にも様々な進展が報告された：
Alltonらは、HAL-QCDグループが核力研究に採用した波動関数と Schrd̈inger方程式からポテ
ンシャルを計算する方法をNF = 2の有限温度QCDに用いて、重クォーク ポテンシャルの温度
依存性を計算しようと試みた [29]。

S.Y. Kimらは、NRQCDの格子シミュレーションにより、熱浴中で運動量を持つΥのスペクト
ル関数を、最大エントロピー法を用いて計算し、数 Tcの領域では、クォーク質量の効果より温度
効果の方が大きいことを示した [30]。

Negroらは、θ真空の効果を SU(3) Yang-Mills系で研究した。θ項 eiθQをそのまま経路積分に
導入したのでは、複素位相問題が発生してしまうので、純虚数の θを導入したシミュレーションを
行い、それを実の θに解析接続して、Tcが θとともに下がることを示した [31]。この結果は、佐々
木らの Entanglement PNJ模型による計算と、定性的に一致する [32]。
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