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概 要

このノートは 2012年 10月 26日～28日に京都大学物理教室で行った集中講義「M2-ブレー
ンとChern-Simons理論」の講義ノートのうち 3 次元の分配関数の計算に関する部分を整
理したもので、３次元N = 2超対称理論における分配関数の計算について、指数定理を用
いない、調和関数展開による方法に限って解説する。
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第1章 R4 および R3 上の超対称性

この講義ノートでは平坦な時空上の超対称理論の作用および変換則の構成法については
知っているものと仮定して話を進めるが、表記法を固定するために平坦な背景上の超対称
性について簡単にまとめておく。

1.1 スピノル
まず、4 次元のユークリッド空間上でのスピノルおよびディラック行列についてまとめ
ておく。ミンコフスキー時空を考えたい場合には適当にウィック回転を行えばよい。
4 次元ユークリッド空間のベクトル添え字には µ, ν = 1, 2, 3, 4 を用いる。後に 3 次
元への次元簡約を考えるが、その際には 4 方向をコンパクト化し、ベクトル添え字には
m,n, . . . = 1, 2, 3 を用いる。ウィック回転をしてミンコフスキー時空へ移る場合には xm の
うちのどれかを時間方向に取ることになるが、ここでは特に指定しない。R4 上のディラッ
ク行列 γµ およびカイラリティ行列 γ5 としては次のものを用いる。

γm =

(
0 σm
σm 0

)
, γ4 =

(
0 −i
i 0

)
, γ5 =

(
1 0

0 −1

)
= −γ1234. (1.1)

ただし σm （m = 1, 2, 3）はパウリ行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(1.2)

である。カイラリティが正の成分すなわち 4 成分スピノルの上半分とカイラリティが負の
成分すなわち 4 成分スピノルの下半分をそれぞれ左巻き、右巻きと呼ぶことにする。
これらディラック行列が作用する縦ベクトルとしてスピノルを定義する。4 次元では正
のカイラリティを持つ上二成分と負のカイラリティを持つ下二成分は回転（ローレンツ変
換）のもとで独立に変換されるから、ワイルスピノルを定義することができる。このノー
トでは基本的にワイルスピノルを用いることとし、bar のある、なしでカイラリティを表
す。bar はディラック共役ではないことに注意すること。

λ =

(
λ

0

)
, λ =

(
0

λ

)
. (1.3)
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(1.3) のように、片方のカイラリティ成分のみが 0 ではない 4 成分スピノルと片方のカイ
ラリティ成分のみを取り出して定義された 2 成分スピノルに対して同じ文字を用いるが、
混乱する恐れはないであろう。
ミンコフスキー時空では、複素共役によってカイラリティが反転するが、このような関
係にある二つのスピノルは同じ文字の bar 無しのスピノルと bar 付きのスピノルを用いて
表す。一般には単なる複素共役ではなく、適当なユニタリー変換を組み合わせたマヨラナ
共役とする必要があるが、時間方向として x2 を取れば γm がウィック回転の後に全て実行
列となるので、マヨラナ共役と単なる複素共役が一致して便利である。ただし以下では特
に時間方向を固定することはしない。
スピノルは通常グラスマン数を成分とするが、二つのグラスマン数の積の複素共役は次
のように定義する。

(ab)∗ = a∗b∗. (1.4)

複素共役を取った際に順序を入れ替える定義もよく用いられるが、ここではそのような入
れ替えは行わない。
このノートではスピノルの添え字を顕に書くことはほとんどないが、書く場合には、行
列の積は左上と右下の縮約として表す。つまり

(γµψ)a = (γµ)a
ḃψḃ (1.5)

である。（カイラリティが正の部分に対しては dot なし添え字、カイラリティが負の部分
に対しては dot つき添え字を用いる。）二つのスピノルの積を定義する場合には、

ϵ12 = −ϵ21 = ϵ12 = −ϵ21 = 1 (1.6)

によって定義される ϵab および ϵab を用いてスピノルの添え字の上げ下げを行う。このと
きも、行列の積と同じルールに従い、左上と右下で縮約を行う。

(χψ) = χaψa = (ϵabχb)ψa (1.7)

この上げ下げルールに従うと、ϵab と ϵab も互いの添え字を上げ下げしたものになっている。
以上の約束に従えば、以下の転置公式を示すことができる。

(χψ) = (ψχ),

(χγµψ) = −(ψγµχ),

(χγµγνψ) = (ψγνγµχ),

(χγµγνγρψ) = −(ψγργνγµχ). (1.8)

これらの公式においては二つのスピノルがグラスマン数であることが考慮されているが、
見かけ上はそのことを無視してあたかもディラック行列が反対称行列であるかのように扱
えばよい。
このノートで用いられるスピノルに対する複素共役演算には二つの種類がある。一つは
マヨラナ共役演算であり、ミンコフスキー時空のフェルミオン場に対して定義されるもの
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である。もう一つはユークリッド時空におけるエルミート共役であり、複素数の成分を持
つボゾン的なスピノルとして表された超対称変換のパラメータに対してのみ適用される。
ここでは前者について簡単に説明する。
ミンコフスキー時空のディラック行列は時間方向のディラック行列を i 倍することで定
義することができる。ユークリッド空間のディラック行列に対して上で与えた表示を用い
る場合、便利な選択は x2 を時間方向として選び iγ2 を新しい γ2 として用いるものである。
こうすると全てのディラック行列が実になるから、マヨラナ共役は単なる複素共役になる。
つまり、左巻きスピノル λ と右巻きスピノル λ は互いの複素共役になる。このことを踏ま
えれば、次の公式が得られる。

(χψ)∗ = (χψ),

(χγµψ)
∗ = (χγµψ),

(χγµγνψ)
∗ = (χγµγνψ),

(χγµγνγρψ)
∗ = (χγµγνγρψ). (1.9)

これらはディラック行列の表現に依存しない公式である。
複数個の添え字を持つディラック行列はウェイト１の反対称化によって定義する。

γµν =
1

2
(γµγν − γνγµ), γµνρ =

1

6
(γµγνγρ ±あと 5 項). (1.10)

また、バックスラッシュは次のようにディラック行列を掛けて反対称テンソルの添え字を
つぶす操作を表す。

D\ = γµDµ, F\ =
1

2
γµνFµν . (1.11)

1.2 SO(n) の生成子
このノートでは背景時空の対称性として SO(n)（n = 2, 3, 4）が現れる。そこで、その生
成子に対していくつか取り決めを行っておこう。生成子としては、二つの反対称な添え字
M,N = 1, . . . , n を持つ TMN を用いる。その規格化はスピノル表現に対する表現行列が

TMN =
1

2
γMN (1.12)

となるように定める。直交座標 yM で張られる Rn 上のスカラー関数に作用する微分演算
子としての表現は

TMN = yM∂N − yN∂M (1.13)

である。このように定義される生成子は反エルミートである。
特に SO(3) ∼ SU(2)に対しては生成子 {T23, T31, T12}と同じ交換関係を満足する {T1, T2, T3}
も用いる。これらは次の交換関係に従う反エルミートな生成子である。

[Ta, Tb] = −ϵabcTc. (1.14)

6
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レビ・チビタ記号は ϵ123 = +1 によって定義する。SO(3) ∼ SU(2) のスピノル表現とベク
トル表現に対しての表現行列は次のように与えられる。

T (1/2)
a =

i

2
σa, (T (1)

a )bc = ϵabc (1.15)

SO(4) ∼ SU(2)L×SU(2)R に関しては、SU(2)L の生成子 TLa と SU(2)R の生成子 TRa 、
さらに対角部分群 SU(2)D の生成子 TDa = TLa + TRa を定義し、SU(2)D を 123 方向の回転
と同一視する。Tab（a, b = 1, 2, 3）に対しては

Tab = ϵabc(T
L
c + TRc ) = ϵabcT

D
c , (1.16)

が成り立つ。残りの SO(4) 生成子 Ta4 については、§1.1に与えたディラック行列の表示を
用い、左巻きと右巻きのスピノル（すなわち上 2成分と下 2成分）にそれぞれ SU(2)L と
SU(2)R が作用するように定義する。たとえば T34 のスピノル表現行列は

T34 =
1

2
γ34 =

1

2
γ5γ12 = PL

(
1

2
γ12
)
− PR

(
1

2
γ12
)
. (1.17)

(1.17)の右辺のそれぞれの項を (1.15)に与えたスピノル表現行列と比較することによりTa4
と TLa、T

R
a の関係が次のように得られる。

Ta4 = TLa − TRa . (1.18)

TMN と Ta はどちらも反エルミートな生成子として定義される。エルミートな生成子を
用いる場合には、J、L、S などの文字を用いることにし、反エルミートな生成子との関係
は T ∼ iJ、T ∼ iS のように符号を選ぶことにする。

1.3 R4 上の N = 1 超対称性
ここでは平坦な 4 次元上の超対称性について基本的事項を天下り的に与える。詳しい導
出などは [1]などを参照していただきたい。ユークリッド時空での超対称変換や作用は、ま
ずミンコフスキー時空での式を書き、そこに含まれるディラック行列や計量などをユーク
リッド時空のものであると再解釈することによって得ることができる。（つまり、見かけ上
は何もしない。）注意すべき点は、そのような再解釈を行った後には複素共役の関係が変化
しているという点である。ユークリッド空間へ移った後では複素共役演算を用いない、と
約束しておくのが安全である。1

4 次元 N = 1 超対称理論にはベクトル多重項とカイラル多重項の二種類の超対称多重項
が存在する。ベクトル多重項はベクトル場 Aµ、フェルミオン場 λ、λ、補助場 D よりな

1ウィック回転 τ = it を行った後の理論において、もとの複素共役に対応するのは ϕ(τ, xi) → ϕ∗(−τ, xi)
のように時間反転を組み合わせた複素共役である。ラグランジアン密度がこの変換のもとで不変であれば作
用および分配関数が実であることが保証されるが、以下ではこのような不変性を持たない理論も考えるので、
作用や分配関数が実であるかどうかは以下では気にしないことにする。
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調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

り、それらの超対称変換則は次のように与えられる。

δAµ = i(ϵγµλ)− i(ϵγµλ),

δλ =
i

2
γµνϵFµν +Dϵ,

δλ = − i

2
γµνϵFµν +Dϵ,

δD = −(ϵγµDµλ)− (ϵγµDµλ). (1.19)

ユークリッド時空では λ と λ は互いに複素共役ではなく独立な場であるとみなすため、両
方について変換則を与えておいた。共変微分や場の強さは次のように定義される。

D = d− i[A, ∗], F = dA− iA ∧ A. (1.20)

カイラル多重項は複素スカラー場 ϕ、フェルミオン場 ψ、複素補助場 F よりなる。カイ
ラル多重項 (ϕ, ψ,F) と反カイラル多重項 (ϕ, ψ,F) はミンコフスキー時空では互いの複素
共役であるが、念のため変換則を別々に与えておく。

δϕ =
√
2(ϵψ),

δψ =−
√
2γµϵDµϕ+

√
2ϵF ,

δF =−
√
2(ϵγµDµψ)− 2(ϵλ)ϕ,

δϕ =
√
2(ϵψ),

δψ =−
√
2γµϵDµϕ+

√
2ϵF ,

δF =−
√
2(ϵγµDµψ)− 2ϕ(ϵλ). (1.21)

これらの変換のもとで不変である作用を与えておく。

Lvector =
1

g2YM

tr

[
1

4
FµνFµν − (λγµDµλ)−

1

2
DD

]
,

LFI = − ξ

2π
D,

Lchiral = DµϕD
µϕ− (ψγµDµψ) + ϕDϕ−FF −

√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ,

Lpot =WiF i − 1

2
Wij(ψ

iψj) +W iF
j − 1

2
W ij(ψ

i
ψ
j
). (1.22)

最後のポテンシャル項については、カイラル多重項が複数ある場合の添え字をあらわに書い
た。超ポテンシャル W はカイラル多重項のスカラー場 ϕi の任意の正則関数であり、W は
その複素共役である。添え字はスカラー場による微分を現す。すなわちWi = ∂W (ϕ)/∂ϕi、

W ij = ∂2W (ϕ)/∂ϕ
i
∂ϕ

j
などである。LFI の係数 ξ は FI パラメータと呼ばれる。3 次元で

便利な規格化を採用した。
超対称変換 (1.19) と (1.21) は並進対称性とあわせて超対称代数をなす。実際にそれぞれ
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の場の上で δ = δ(ϵ, ϵ) と δ′ = δ(ϵ′, ϵ′) の交換関係を計算してみると、次の結果を得る。

[δ, δ′]ϕ = 2vµDµϕ = 2(vµ∂µϕ+ i(−vµAµ)ϕ),
[δ, δ′]ψ = 2vµDµψ = 2(vµ∂µψ + i(−vµAµ)ψ),
[δ, δ′]F = 2vµDµF = 2(vµ∂µF + i(−vµAµ)F ),
[δ, δ′]Aµ = 2vνFνµ = 2(vν∂νAµ +Dµ(−vνAν)),
[δ, δ′]λ = 2vµDµλ = 2(vµ∂µλ+ i[(−vµAµ), λ]),
[δ, δ′]D = 2vµDµD = 2(vµ∂µD) + i[(−vµAµ),D]) (1.23)

ただし、ベクトル

vµ =(ϵγµϵ′) + (ϵγµϵ′). (1.24)

を定義した。これらは全て次のように表すことができる。

[δ, δ′] = 2δgc(v
µ). (1.25)

ただし δgc は座標変換 δ0gc とゲージ変換の組み合わせとして次のように定義される。

δgc(v
µ) = δ0gc(v

µ)− δgauge(v
µAµ). (1.26)

δ0gc は共変微分ではない、単なる変微分によって与えられる無限小並進変換を表し、第２項
は −vµAµ をパラメータとするゲージ変換を表す。一般座標変換の定義については §3.2で
詳しく述べる。

1.4 R3 上の N = 2 超対称性
3 次元の N = 2 超対称性は 4 次元のN = 1 超対称性から次元簡約によって得ることが
できる。4 次元時空の座標を xµ としよう。その中で x4 方向について次元簡約することで
3 次元ミンコフスキー時空上の理論を構成する。4 次元および 3 次元のベクトルに対して
次の添え字を用いる。

µ, ν, . . . = 1, 2, 3, 4, m, n, . . . = 1, 2, 3. (1.27)

ミンコフスキー時空を考える場合には x4 方向は空間的であるとし、残りの 3 方向に時間
的方向が含まれるとする。ディラック行列については次のようにとる。

γm =

(
0 γm

γm 0

)
, γ4 =

(
0 −i
i 0

)
. (1.28)

4× 4 の 4 次元ディラック行列と 2× 2 の 3 次元ディラック行列に対して同じ文字を用い
るが、混乱することはないであろう。

9

Soryushiron Kenkyu
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3 次元時空において、レビ・チビタテンソル ϵmnp のかわりにしばしば γmnp を用いる。
ディラック行列 3 つの反対称積 γmnp は本来単位行列に比例する 2× 2 行列であるが、そ
の固有値の意味でも γmnp を用いる。

γmnp = γmnp12. (1.29)

3次元ユークリッド空間のディラック行列に対して (1.1)の表示を用いれば γmnp = iϵmnp で
ある。ϵmnp のかわりに γmnp を用いることにより、時空のがミンコフスキーかユークリッ
ドかということやディラック行列の具体的表示などに依存しない形で式を書くことができ
るので便利である。
ゲージ場については、第 4成分をスカラー場 σ として書き換える。

Aµ → (Am, A4 = σ). (1.30)

スピノル場については、4 次元であった左巻き、右巻きの区別がなくなるので、λ と λ は
回転群の同じ表現に属する。しかし次元簡約を通した 4 次元との関係を付けておくと便利
なことがあるので、4 次元において左巻きであったか右巻きであったかがはっきりしてい
る場合にはそれに従って bar を付けたり付けなかったりする。4 次元と 3 次元のマヨラナ
共役演算は基本的に同じであるから、λ と λ は 3 次元（ミンコフスキー時空）においても
互いのマヨラナ共役である。
3 次元の超対称変換を得るために、平坦な 4 次元ミンコフスキー時空上のN = 1 超対称
変換則から出発する。4 次元におけるベクトル多重項の変換則は (1.19) である。これを 3

次元の言葉で書き換え、∂4 → 0 の置き換えを行うことで平坦な 3 次元ミンコフスキー時
空における N = 2 超対称変換則が得られる。

δAm =i(ϵγmλ)− i(ϵγmλ),

δσ =(ϵλ) + (ϵλ),

δλ =
i

2
γmnϵFmn − γmϵDmσ +Dϵ,

δλ =− i

2
γmnϵFmn − γmϵDmσ +Dϵ,

δD =− (ϵγmDmλ)− (ϵγmDmλ) + (ϵ[σ, λ])− (ϵ[σ, λ]). (1.31)

4 次元におけるカイラル多重項の変換則は (1.21) である。これにも同様の操作を行うこ
とで、3 次元におけるカイラル多重項の変換則が以下のように得られる。

δϕ =
√
2(ϵψ),

δϕ =
√
2(ϵψ),

δψ =−
√
2γmϵDmϕ+

√
2ϵσϕ+

√
2ϵF ,

δψ =−
√
2γmϵDmϕ+

√
2ϵϕσ +

√
2ϵF ,

δF =−
√
2(ϵγmDmψ)−

√
2σ(ϵψ)− 2(ϵλ)ϕ,

δF =−
√
2(ϵγmDmψ)−

√
2(ϵψ)σ − 2ϕ(ϵλ). (1.32)
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これらの超対称変換のもとで不変な 3 次元の作用は、変換則同様 4 次元の作用 (1.22) か
らの次元簡約によって得ることができる。

LYM =
1

g2YM

tr

[
1

4
FmnFmn +

1

2
DmσDmσ − (λγmDmλ)− (λ[σ, λ])− 1

2
DD

]
,

LFI = − ξ

2π
D,

Lchiral = DmϕDmϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ−FF
− (ψγmDmψ)− (ψσψ)−

√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ,

Lpot =WiF i − 1

2
Wij(ψ

iψj) +W iF
i − 1

2
W ij(ψ

i
ψ
j
). (1.33)

LFI の係数にある 1/2π の因子を導入した理由については §1.6で述べる。超ポテンシャル
W はカイラル多重項のスカラー場 ϕi の任意の正則関数であり、W はその複素共役である。

1.5 チャーン・サイモン項
3 次元の超対称不変な作用には、4 次元からの次元簡約で得られないものも存在する。そ
の一例が次の Chern-Simons 項である。

LCS =
k

2π
trfund

[
1

2
γmnp

(
Am∂nAp −

i

3
Am[An, Ap]

)
+ (λλ)−Dσ

]
. (1.34)

本解説では特に断らない限りゲージ群は U(N)であるものとする。係数 k はChern-Simons

レベルと呼ばれ、大きいゲージ変換、すなわち、単位元と連続的につながらないゲージ変
換のもとでのゲージ不変性のためには整数でなければならない。
フェルミオンやゲージ場自身の 1-loop 補正によってレベル k は bare な値からずれる。
例えば基本表現に属する複素フェルミオンの 1-loop 効果によるずれは

k → k′ = k ± 1

2
. (1.35)

である。ただし符号はフェルミオンの実質量の符号に依存する。（カイラル多重項に含まれ
るフェルミオンに質量を与えるには二つの方法がある。一つは超ポテンシャルに二次の項
を加えることによって質量項を導入する方法である。この場合の質量パラメータはカイラ
ル多重項のスカラー成分と見なすことができ、複素である。もうひとつの方法は、ベクトル
多重項との結合によって質量を持たせる方法であり、この場合の質量は実である。実質量
項についてはこの次の節でもう少し詳しく説明する。）基本表現以外の表現に属するフェル
ミオンによる補正の大きさは二次のカシミアに比例する。計算の詳細は §A に与えてある。
半奇数の補正が存在する場合には、補正された後のレベルが整数でなければならないた
め、必然的に裸のレベルは半奇数である必要があり、パリティ不変性を破ることになる。こ
れはパリティアノマリーと呼ばれる。
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1.6 実質量項
(1.33) に与えたように、ベクトル多重項に含まれるスカラー場はカイラル多重項と次の
項を通して結合している。

L = ϕσσϕ− ψσψ (1.36)

従って、σ に 0 でない真空期待値を持たせることで、カイラル多重項に対する質量項を与
えることができる。ここで導入される質量パラメータは、超ポテンシャル中のものとは異
なり実である。このため、このように導入される質量項を実質量項と呼ぶ。
実質量項は大域的な U(1) フレーバー対称性と対応しているが、U(1) 対称性の中には、
カイラル多重項に作用するもののほかに、トポロジカルな U(1) 対称性と呼ばれるものが
ある。これはダイナミカルな U(1) ゲージ場 A があったときに、保存カレント ∗dA に対応
するものである。トポロジカルな U(1) 対称性に対応する実質量項を導入するために、こ
の U(1) 対称性に対するベクトル多重項を導入し、ゲージ場成分を A′ とすると、ゲージ場
とカレントの結合はチャーン・サイモン項

∫
A′dA になる。これを超対称に拡張すると、

LCS =
1

2π

[
γmnp (A′

m∂nAp) + (λ
′
λ) + (λλ′)−D′σ −Dσ′

]
. (1.37)

が得られるが、ここで背景ベクトル多重項のスカラー場に期待値 σ′ = ξ を持たせると、次
の FI term を得る。

LFI = − ξ

2π
D (1.38)

つまり、FI term はトポロジカル U(1) 対称性に対する実質量項である。ベクトル多重項
(A′, λ′, σ′,D′) の規格化はA′ に結合するチャージが整数に量子化されるようにとった。こ
のときの σ′ の値を FI パラメータとするように FI パラメータの規格化を選ぶことにする。
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第2章 指数

2.1 ウィッテン指数
場の理論の非摂動論的な性質を調べる上で超対称性が強力な道具となることを最初に示
したのはウィッテンによる指数の計算 [2]であろう。この指数は現在ウィッテン指数と呼ば
れ、形式的には次のように定義される。

I = tr(−1)F (2.1)

トレースは理論の全ての状態について取り、F は各状態のフェルミオン数である。これは、
状態空間中のボゾン状態とフェルミオン状態の差を与える。この定義においては全ての状
態が ±1 の寄与をするため、無限個の ±1 を足しあげる必要がある。しかし超対称性があ
ると、ほとんどの状態はボゾンとフェルミオンで対になっており、それらの相殺の結果指
数は有限になる。このことを詳しく見ておこう。
超対称理論においてハミルトニアンは次のように与えられる。

Ĥ = {Q̂, Q̂†} (2.2)

ただし Q̂ は超対称電荷の演算子であり、Q̂† はそのエルミート共役である。さらに Q̂2 =

(Q̂†)2 = 0 であるとする。このとき

[Ĥ, Q̂] = [Ĥ, Q̂†] = 0 (2.3)

が示されるので、エネルギーの固有状態ごとに Q̂ の作用を定義することができる。状態空
間の中で、エネルギーが E である状態によって張られる部分空間に注目しよう。(2.2) の
両側をそのような空間に含まれる状態 |ψ⟩ ではさむと、

E = |Q̂|ψ⟩|2 + |Q̂†|ψ⟩|2 (2.4)

が得られる。このことをノルムの正定値性と組み合わせると、エネルギー E は負にはなら
ないことが示される。エネルギーが正 E > 0 の場合には Q̂ と Q̂† を適当に規格化すると
フェルミオンの生成消滅演算子と同じ反交換関係を満足する。従って、全ての状態は二次
元表現に属し、それぞれの表現の二つの状態は Q̂ と Q̂† によって結ばれるから、片方がボ
ゾン、片方がフェルミオンである。（図 2.1）これら対をなす状態の指数に対する寄与は全
て相殺するので、指数に寄与するのはE = 0 の状態のみである。つまり、ウィッテン指数
は次のようにも与えることができる。

I = (ボゾン的 E = 0 状態の数)− (フェルミオン的 E = 0 状態の数) (2.5)
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(A) (B)

E=0

図 2.1: ボゾン的状態（白丸）とフェルミオン的状態（黒丸）

ボゾン的、あるいはフェルミオン的な E = 0状態それぞれの数は理論の詳細に依存する。特
に、結合定数を変化させたときにそれらはどちらも変化する可能性がある。しかし、E > 0

の状態においては必ずボゾン的状態とフェルミオン的状態が対になっていることから、そ
れらの差は理論の連続的な変形に依存しない。（図 2.1）
(2.4) より E = 0 の状態は

Q̂|ψ⟩ = Q̂†|ψ⟩ = 0 (2.6)

を満足する。つまり、これらの状態においては超対称性は自発的に破れていない。つまり、
もし指数が 0 でなければ、エネルギーが 0 の状態が存在することが保証されるため、超
対称性は自発的に破れない。一方指数が 0 の場合には E = 0 の状態が存在しないのか、
E = 0 のボゾン的状態とフェルミオン的状態が同数存在するかどうかは判別できない。
ウィッテン指数を次のように書くこともできる。

I(β) = tr[(−1)F e−βĤ ] (2.7)

β = 0 の場合には (2.1) に一致する。I(β) は一見 β の関数に見えるが、E > 0 の状態はボ
ゾンとフェルミオンの間で対を成しているためE > 0 の寄与は相殺し、I(β) は β に依存
しない。このことを見るために実際に β で微分してみると、

dI

dβ
= −tr[(−1)F{Q,Q†}e−βH ] (2.8)

となるが、下りてきた {Q,Q†} = QQ† +Q†Q の第１項 QQ† に含まれる Q をトレースの
周期的性質を利用して一周させると、次のように反交換関係の第２項 Q†Q の寄与と負号
が逆になり相殺することがわかる。

−tr[(−1)FQQ†e−βH ] = tr[Q(−1)FQ†e−βH ] = tr[(−1)FQ†e−βHQ] = tr[(−1)FQ†Qe−βH ]

(2.9)

従って dI/dβ = 0 であり、I は β に依存しない。

2.2 超共形指数
ウィッテン指数 I は連続パラメータに依存しない整数であるが、これを次のように一般
化することで、基底状態についてより詳細な情報を取り出すことができる。

I(µi) = tr[(−1)F e−βH−µiKi ] (2.10)
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µi は演算子 Ki に対する化学ポテンシャルである。これは次のように書き換えることもで
きる。

I(µi) =
∑

ボゾン的 E=0 状態

e−µiKi −
∑

フェルミオン的 E=0 状態

e−µiKi (2.11)

Ki が Q と可換である場合には (2.7) が β に依存しないことを示したのと同じ方法で、こ
れが β に依存しないことを示すことができる。
今度もやはり指数に寄与するのは H = 0 を満足する状態だけであるが、H の定義によっ
てはそのような状態は必ずしも有限個ではないことを注意しておこう。たとえば H が光錐
ハミルトニアン H = P 0 − P 1 であれば、P 0 = P 1 を満足する状態が指数に寄与するが、
これは P 0 = 0 である真空状態とは異なり無限個存在することが許される。指数に寄与す
る状態が多くなると、それだけ指数が持つ情報量が増えるため、理論のより詳細な情報を
指数から取り出すことができる。
指数を計算する際には、赤外発散を除くためにしばしば場の理論を体積が有限な多様体
の上で定義する。ウィッテン指数の計算においてはトーラスが用いられるが、他の多様体
を用いることもできる。n 次元の場の理論を定義する多様体としてトーラス T n−1 以外に
しばしば用いられるものとしては n − 1 次元球面 Sn−1 がある。（時空の次元を n として
いる。ここでは正準形式による指数の定義について議論しているので、時間方向は常に R
である。）この場合理論は Sn−1 ×R 上で定義され、指数はこの多様体上の量子状態の情報
を与える。Sn−1 × R は §3.1で具体的に見るようにワイル変換によって Rn\{0} に移るこ
とができるから、理論が共形対称性を持つ場合には Sn−1 × R 上で定義された量子状態は
Rn の原点に挿入された演算子に対応させることができる。（ただし、このような操作のた
めには適当なウィック回転を行っておく必要がある。）つまり、指数は超共形場理論の局所
的ゲージ不変演算子の情報を担うものと解釈することができる。このような指数は超共形
指数（superconformal index）と呼ばれる。[3, 4]

理論が共形対称性を持たない場合にも Sn−1 × R 上の量子状態の和によって定義された
指数は超共形指数と呼ばれる場合があるが、その場合には Rn 上の局所的演算子を用いた
読み替えはできないので注意が必要である。

2.3 調和振動子
前に述べたように、指数は連続的パラメータに依存しない。このことを用いると、指数
を弱結合極限において計算することができる。そのような極限において、系は調和振動子
の集合として扱うことができる。そこで調和振動子に対する分配関数についてまとめてお
こう。
まず、次のラグランジアンで与えられるボゾン的な調和振動子を考えよう。

L = c

(
1

2
q̇2 − ω2

2
q2
)
. (2.12)

ω は固有振動数であり、c は正の定数である。ユークリッド空間において定義された場の
理論のラグランジアンは必ずしもエルミート性を持たないので、その弱結合極限で現れる
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調和振動子の固有振動数 ω も必ずしも実数とは限らない。そのような場合の計算は ω が
実数である場合からの解析接続で定義することにする。Reω は正であると仮定しておく。
c は q の規格化を変更することで q に吸収することができるので、もちろん分配関数は c

に依存しないはずである。しかし経路積分によって分配関数を評価しようとすれば、q に
対する規格化の変更が経路積分の測度を変化させる可能性がある。そこで、ここでは c を
無視せずにそのまま残しておこう。
まずは正準量子化により分配関数を計算しよう。量子化することで得られるエネルギー
の固有値は

En = ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (2.13)

である。従って、逆温度を β とすれば、分配関数は次のように得られる。

Z(β) =
∞∑
n=0

e−βEn =
∞∑
n=0

e−βω(n+
1
2
) =

1

2 sinh βω
2

. (2.14)

ω の実部が正であるという仮定により、n に対する無限和は収束する。
同じものを経路積分を用いて導出しておくことも有用である。作用は次のように与えら
れる。

S = c

∫ (
1

2
q̇2 − ω2

2
q2
)
dt (2.15)

有限温度系を扱うために、ウィック回転 t → −iτ を行い、Z(β) = tre−βH のトレースを τ

座標の同一視
τ ∼ τ + β (2.16)

と解釈する。その結果、ユークリッド空間上の作用関数

SE = −iS|t=−iτ = c

∮ (
1

2
q̇2 +

ω2

2
q2
)
dτ (2.17)

が得られる。τ 積分は周期 β の円周上で行われる。分配関数はこの作用を用いて

Z(β) =

∫
Dqe−SE (2.18)

と与えられる。
この定義においては正準形式の場合と異なり、分配関数に c 依存性が無いことはそれ
ほど自明ではない。しかし以下で見るように分配関数は c に依存せず、正準形式で求めた
(2.14) に一致する。定数 c は q の規格化の変更によって吸収できるから、このことは分配
関数が力学変数の規格化に依存しないことを意味する。このことを具体的に確かめておこ
う。まず、 ∮

dτf ∗
m(τ)fn(τ) = δmn, f ∗

m(τ) = f−m(τ) (2.19)

を満足するような S1 上の関数の完全系 fn(τ) （n ∈ Z）を用いて力学変数 q を

q(τ) =
∑
n∈Z

qnfn(τ) (2.20)
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と展開する。q が実であれば
q∗n = q−n (2.21)

が成り立つ。

q0 = x0, qn =
1√
2
(xn + iyn), (n > 0) (2.22)

のように実数に分解し、積分測度を∫
Dq =

∞∏
n=0

∫
dxn

∞∏
n=1

∫
dyn (2.23)

によって定義する。ここではモード展開を次のように行う。

q =
∑
n

1√
β
qne

2πinτ
β (2.24)

これを作用に代入すると、

SE =
∑
n∈Z

c

2

((
2πn

β

)2

+ ω2

)
qnq−n =

∑
n

c

2

((
2πn

β

)2

+ ω2

)
(x2n + y2n) (2.25)

となる。ただし最後の表式の n についての和は xn を含む項については 0 から無限大まで、
yn を含む項については 1 から無限大まで取るものとする。ガウス積分を実行すれば

Z =

∫
dxdye

− c
2

∑
n

(
( 2πn

β )
2
+ω2

)
(x2n+y

2
n)

=

√
2π√
cω

∞∏
n=1

2π

c

[(
2πn
β

)2
+ ω2

]
=

√
2π√
cω

∞∏
n=1

(
β2

2πc

) ∞∏
n=1

1

n2

∞∏
n=1

1

1 + (βω
2π
)2 1
n2

(2.26)

が得られる。最後の無限積については、次の恒等式がある。
∞∏
n=1

(
1 +

a2

n2

)
=

sinh aπ

aπ
. (2.27)

その他の無限積は発散しているが、ζ 関数正則化を用いることで有限値を得ることができ
る。公式は §B.1に与える。これらの因子を全てあわせれば、次の結果が得られる。

Z =

√
2π√
cω

(√
2πc

β

)(
1

2π

)(
βω

2 sinh βω
2

)
=

1

2 sinh βω
2

(2.28)

これは正準形式で求めた結果に一致している。ここで得られた結果を次のように表わして
おこう。

det[c(−∂2τ + ω2)] =

(
2 sin

βω

2

)2

. (2.29)
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この結果は定数係数 c に依存していないが、これは ζ 関数正則化のもとで次の関係式が成
り立つことによる。

det[c] = 1. (2.30)

フェルミオンの場合についても見ておこう。振動数 ω のフェルミオン調和振動子のハミ
ルトニアンは

H = ω

(
b†b− 1

2

)
, {b†, b} = 1 (2.31)

である。b と b† はフェルミオンの昇降演算子である。この系には二つの状態のみが存在し、
エネルギーは ±ω/2 によって与えられるから、分配関数は

Z = tre−βH = e−
βω
2 + e+

βω
2 = 2 cosh

βω

2
(2.32)

となる。指数の計算の場合には、通常の分配関数ではなく、演算子 (−1)F が挿入された次
のものが重要となる。

Z ′ = tr(−1)F e−βH = e
βω
2 − e−

βω
2 = 2 sinh

βω

2
(2.33)

一般に、基底状態がボゾン的かフェルミオン的かを指定すれば、それ以外の状態の統計性
は一意的に決定されるが、基底状態の統計性を一意的に決める一般的な処方は存在しない。
ここでは基底状態はボゾン的であると仮定しておく。
Z や Z ′ に関しても、フェルミオン変数の経路積分によって計算することができる。ユー
クリッド空間におけるフェルミオンの作用は次のように与えることができる。

SE =

∫
dτcψ(∂τ + ω)ψ (2.34)

ただし、ψ と ψ は互いに独立なフェルミオンである。τ はボゾンの場合と同様に周期 β の
S1 上の座標である。フェルミオンの場合にはこの S1 に関して周期境界条件をとる場合と
反周期境界条件をとる場合の二つが考えられる。分配関数はこの作用を用いて

ZF =

∫
DψDψe−SE (2.35)

と与えられる。ボゾンの場合と同じ関数系を用いて展開しよう。

ψ =
1√
β

∑
n

ψne
2πinτ
β , ψ =

1√
β

∑
n

ψne
2πinτ
β , (2.36)

これを作用に代入すれば、振動子 ψn と ψn を用いて次のように書ける。

SE = c
∑
n

ψ−n

(
2πin

β
+ ω

)
ψn (2.37)
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(2.36)や (2.37)におけるnについての和は、周期境界条件であれば全ての整数値について、
反周期境界条件であれば全ての半奇数について取る。経路積分の測度を∫

DψDψ =
∏
n

(∫
dψ−ndψn

)
(2.38)

とおき、グラスマン数のガウス積分を∫
dψdψe−cψψ = c (2.39)

によって定義する。全てのモードに対するガウス積分は次の値を与える。

Z =

∫
DψDψe−SE =

∏
n

[
c

(
2πin

β
+ ω

)]
. (2.40)

積分測度の定義を λn の積とするか −λn の積とするかは定数 c の定義に吸収することがで
きる。ψ が周期境界条件に従い、n が整数について積を取る場合には先ほどボゾンの計算
で用いた公式を用いて

Zperiodic = (cω)
∞∏
n=1

[
c2

((
2πn

β

)2

+ ω2

)]
= 2 sinh

βω

2
(2.41)

を得る。この結果は

detperiodic[c(∂τ + ω)] = 2 sin
βω

2
(2.42)

が成り立つことを意味している。ただし detperiodic は周期境界条件を満足する S1 上の関数
の空間における行列式を意味する。今度もボゾンの場合と同様に c 依存性は消える。ボゾ
ンの調和振動の計算から得られた式 (2.29) はこの式から直ちに得ることができる。
一方、境界条件が反周期的な場合には、恒等式

∞∏
n=0

(
1 +

a2

(n+ 1
2
)2

)
= cosh aπ (2.43)

などを用いれば

Zanti−periodic =
∞∏
n=0

[
c2

((
2π(n+ 1

2
)

β

)2

+ ω2

)]
= 2 cosh

βω

2
(2.44)

を得ることができる。すなわち

detanti−periodic[c(∂τ + ω)] = 2 cos
βω

2
(2.45)

が成り立つ。
こうして、二つの境界条件について得られた結果を (2.32) の Z および (2.33) の Z ′ と
比較すれば、

Z = Zanti−periodic, Z ′ = Zperiodic. (2.46)

が成り立つ。このことは境界条件の選び方とトレースの際のフェルミオンの符号の選び方
の間に次の対応があることを意味する。

tr(e−βH) → anti-periodic b.c., tr((−1)F e−βH) → periodic b.c. (2.47)
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2.4 局所化
前節で、調和振動子に対して分配関数 Z および演算子 (−1)F を挿入したトレースとし
て定義される Z ′ が経路積分によっても与えられることを見た。同様のことは、一般の場
の理論においても成り立つ。すなわち、計量

ds2 = −dt2 + ds2M (2.48)

を持つ時空M× R 上で定義された理論の分配関数 Z は計量

ds2 = dτ 2 + ds2M (2.49)

を持つユークリッド空間M× S1 上の経路積分によって与えることができる。ただし S1

方向の座標 τ の周期を逆温度 β に取る。フェルミオンに対しては S1 方向について (2.47)

のような境界条件を取る必要がある。より一般に

tr[(−1)FO] (2.50)

を計算することを考えよう。この場合、任意の場に対する境界条件として

OΦ(τ, θ) = Φ(τ, θ) (2.51)

を取る必要がある。ただしM 方向の座標をまとめて θ と表わした。O = e−βH = eβ∂τ の
場合にはこれは境界条件

Φ(τ + β, θ) = Φ(τ, θ) (2.52)

を意味する。さらに一般のインデックスの場合には

O = e−β{Q,S}−µiKi (2.53)

の形をしている。ただし Q と S はM× S1 上の超対称変換であり、Ki はこれら超対称
変換と可換なボゾン的演算子である。
このインデックスの経路積分表示は

Z =

∫
DΦe−S[Φ] (2.54)

である。演算子 (2.53) の情報は作用 S ではなく場に対する境界条件としてこの式に含ま
れている。一般に相互作用がある場合にはこの経路積分を直接積分を実行するのは難しい
が、そのような場合でも局所化を用いることで厳密に経路積分を実行できる。そのために、
作用に変形項

tSdef [Φ] = tQV [Φ], t ∈ R+ (2.55)

を加えることで次のように変形した経路積分を考えよう。

Z(t) =

∫
DΦe−S[Φ]−tSdef [Φ] (2.56)
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Q は (2.53) に含まれる超対称性変換であり、V [Φ] は適当なグラスマン奇の汎関数である。
Q はもとの理論の対称性であるから QS = 0 である。さらに変形項も Q のもとで不変であ
ること、すなわち QSdef = Q2V = 0 であることを仮定する。Q が冪零、すなわち Q2 = 0

であればこの条件は満足されるが、必ずしもそうである必要はない。t ≥ 0 は変形のパラ
メータであり、t = 0 であればもとの分配関数に一致する。一見この経路積分はパラメー
タ t に依存する。しかし t で微分してみると、次のように 0 になることがわかる。

dZ(t)

dt
=

∫
DΦ(−QV )e−S−tQV =

∫
DΦQ

(
−V e−S−tQV

)
= 0 (2.57)

最後の等号では Q 変換のもとで積分測度 Dϕ が不変であることを仮定した。従って、Z(t)
は t に依存しない。変形項が半正定値になるようにうまく Q と V を選ぶと、t→ ∞ の極
限において、経路積分は Sdef [Φ] = 0 によって定義される鞍点の周りだけが寄与するように
なる。そのため、経路積分はこの条件を満足する鞍点 Φn の周りでのガウス積分に帰着す
る。n は鞍点のラベルである。Φn の周りでのガウス積分を実行するために

Φ = Φn +
1√
t
δΦ (2.58)

と分解しよう。これを作用 S[Φ] + tSdef [Φ] に代入し、t→ ∞ の極限を取ると、

lim
t→∞

(S[Φ] + tSdef [Φ]) = S(Φn) + S
(2)
def [Φn, δΦ] (2.59)

となる。ただし S
(2)
def [Φn, δΦ] は Sdef [Φn + δΦ] を δΦ で展開したときの二次の項である。こ

れを上記の経路積分に代入すれば、

Z =
∑
n

e−S(Φn)Z1−loop(Φn) (2.60)

が得られる。ただし Z1−loop は δΦ を経路積分することで得られる関数である。

Z1−loop(Φn) =

∫
DδΦe−S

(2)
def [Φn,δΦ]. (2.61)

この積分はガウス積分であり、厳密に実行することができる。ここではゼロモードが存在
せず、鞍点が離散的に存在する場合について考えた。経路積分の書き換えにおいて (2.58)

に含まれる因子
√
t を無視したが、もしゼロモードが存在せず、Φ の経路積分が完全に δΦ

の経路積分に置き換えられる場合には、規格化因子
√
t が結果に影響を与えないことは前

節の力学変数の規格化の議論から保証される。ゼロモードがある場合には鞍点に対する和
が積分に置き換わるが、そのような場合に分配関数の定数因子を決定するには正準形式の
結果を再現するように決めればよい。これについては次の節で述べる。

2.5 M× R 上の分配関数
M× R の構造を持つ背景上の自由場の理論における分配関数

Z = tr[(−1)F e−βH ] (2.62)
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を経路積分を用いて計算する一般的処方を与えておこう。まず、背景時空の計量を次のよ
うに置く。

ds2 = dτ 2 + ds2M (2.63)

R 方向の座標（時間座標）を τ、M 上の複数の座標をまとめて θ とする。
前節で行ったように、Q-exactな項により作用を変形することで弱結合極限をとった後で
は、経路積分は無限個の非ゼロモードに対するガウス積分とゼロモードに対する有限次元
の積分に分けられる。ここではゼロモードが存在しない場合についてまず考えよう。この
場合作用の中で揺らぎについて二次の項のみを考慮すれば十分であり、モード展開を行っ
て調和振動子の集合として扱うことができる。まずフェルミオンの場合を考えよう。一般
に、作用は次のように与えられる。

SE =

∫
M×R

ΨDΨΨ (2.64)

DΨ は一階の微分演算子である。場 Ψ をモード展開することで調和振動子に分解し、それ
らの振動数を求めることができれば、この自由場の理論の分配関数はそれらの調和振動子
の分配関数の積として得られる。
まずは Ψ が複素であり、Ψ と Ψ が独立な場合を考えよう。Ψ(θ, τ) と Ψ(θ, τ) を、M
上の関数系を用いて次のようにモード展開しよう。

Ψ(θ, τ) =
∑
n

Ψn(τ)Yn(θ), Ψ(θ, τ) =
∑
n

Ψn(τ)Y n(θ) (2.65)

Yn(θ) と Y n(θ) は次の条件を満足すると仮定しておく。∫
M
Y mYn = δmn. (2.66)

この展開を作用に代入すると、DΨ は一階の微分演算子であるから展開関数 Yn(θ)と Y n(θ)

を適当に選ぶと
S =

∑
n

cnΨn(−∂τ − ωn)Ψn (2.67)

の形の和を得る。この ωn が調和振動子の振動数と解釈されるものである。ただし ωn の
中には正のものも負のものも存在する。（一般には ωn は複素数であるが、その場合には実
部を見て正負を決めることにする。また、実部が 0 である場合には特別な処理をしなけれ
ばならないが、ここではそのようなものは存在しないと仮定しておく。）ωn > は Ψ の正粒
子に対応した調和振動子の振動数であり、ω(p)

n と表わすことにする。−ωn > 0 はその反粒
子、すなわち Ψ 粒子に対応した調和振動子の振動数であり、ω(a)

n = −ωn を定義する。従っ
て、全ての調和振動子からの寄与をあわせた分配関数は次のように与えられる。

Z =
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(p)
n

2

)∏
ωn

(
2 sinh

βω
(a)
n

2

)
(2.68)
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一方、もとのフェルミオン場が実であり、Ψ と Ψ が独立でない場合には、粒子と反粒子の
区別がなく、ω(p)

n = ω
(a)
n が成り立つ。分配関数の計算ではそれらのうちの片方だけを考慮

しておけばよい。

Z =
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(p)
n

2

)
=
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(a)
n

2

)
(2.69)

次に、ボゾン場の場合を考えよう。作用が二階の微分演算子 DΦ を用いて次のように与
えられるとしよう。

SE =

∫
M×R

ΦDΦΦ. (2.70)

まずは Φ が複素であり、Φ と Φ が独立である場合を考える。今度もモード展開

Φ(θ, τ) =
∑
n

Φn(τ)Yn(θ), Φ(θ, τ) =
∑
n

Φn(τ)Y n(θ) (2.71)

を行えば、作用を次のように書き換えることができる。

S =
∑
n

−cnΦn(−∂τ − ωn)(−∂τ − ω′
n)Φn (2.72)

時間微分について二次の項が正であるためには cn > 0 でなければならない。また、ポテン
シャル部分が正になるためにはそれぞれの n に対して ωn と ω′

n のどちらかが正、どちら
かが負でなければならない。ここでは ωn > 0、ω′

n < 0 に取ることにしよう。これらはそ
れぞれ正粒子と反粒子の振動子を表しているので、ω(p)

n = ωn と ω
(a)
n = −ω′

n を定義する。
分配関数は

Z =
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(p)
n

2

)−1∏
ωn

(
2 sinh

βω
(a)
n

2

)−1

(2.73)

によって与えられる。一方 Φ が実の場合には正粒子と反粒子の区別はなく、ω(p)
n = ω

(a)
n が

成り立つので、それらの片方だけを考慮しておけばよい。

Z =
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(p)
n

2

)−1

=
∏
ωn

(
2 sinh

βω
(a)
n

2

)−1

(2.74)

以上のように、Z の一般形は次のようなものである。

Z =

∏
i∈F (2 sinh

βωi
2
)∏

i∈B(2 sinh
βωi
2
)
=

∏
i∈F (q

−ωi
2 − q

ωi
2 )∏

i∈B(q
−ωi

2 − q
ωi
2 )

(2.75)

i は調和振動子のラベルであり、分子はフェルミオンの、分母はボゾンの寄与である。ここ
で、q = e−β を導入した。この無限積は一般に正則化を必要とする。次のように書き換え
よう。

Z = qE0

∏
i∈F (1− qωi)∏
i∈B(1− qωi)

(2.76)
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ただし E0 は次のように定義される零点エネルギーである。

E0 =
∑
i∈B

ωi
2

−
∑
i∈F

ωi
2
. (2.77)

ωi の実部は常に正であることを仮定しているから、(2.76) の無限積は |q| < 1 においてう
まく定義される。従って、(2.75) において必要であった正則化は零点エネルギー (2.77) の
計算に帰着する。(2.76) における無限積は plethystic exponential Pexp を用いて簡潔に表
わすことができる。
Pexp の定義は以下の通りである。Xi をいくつかの文字 z1, z2, . . . , zk の任意のべきの積
として与えられた単項式とし、それらを整数 Ni を係数として足し合わせることで定義さ
れた多項式

f(z1, . . . , zk) =
∑
i

NiXi (2.78)

があるとする。このとき、f の plethystic exponential を次のように定義する。

Pexp f(z1, . . . , zk) =
∏
i

(1−Xi)
−Ni = exp

∞∑
n=1

f(zn1 , . . . , z
n
k )

n
. (2.79)

これを用いると、(2.76) を次のように表わすことができる。

Z = qE0 Pexp Isp. (2.80)

ただし Isp は一粒子インデックスと呼ばれる量で、次のように定義される。

Isp = trsp[(−1)F e−βH ] =
∑
i∈B

qωi −
∑
i∈F

qωi . (2.81)

調和振動子によってモード展開したときの、全てのモードに対する和を trsp によって表わ
した。つまり、trsp は状態に対する和ではなく、調和振動子のラベルについての和であり、
(2.81) の F や H は振動子の量子一つあたりのフェルミオン数とエネルギーを表わす演算
子である。インデックスは q に依存しないが、ゲージ対称性が無い場合には Isp も同様に
q に依存しない。
Pexp Isp の因子は必ず qE0 と一緒に現れるので、それまでひとまとめにして表わすため
に (2.78) に対して次のものを定義しておくのが便利である。

Pexp′ f(z1, . . . , zk) =
∏
i

(X
− 1

2
i −X

1
2
i )

−Ni (2.82)

ただし上で述べたように、この無限積には正則化が必要である。この記号を用いれば、Z
は次のように与えることができる。

Z = Pexp′ Isp = Z0 Pexp Isp, Z0 =
∏
i

X
Ni
2
i . (2.83)
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(2.53) で与えたような、より一般の O を用いて定義したインデックスを計算する場合に
は Isp の定義 (2.81) に含まれる qD を変更すればよい。たとえば

O = qDyKii (2.84)

のように与えられる場合には次のように変更すればよい。

Isp(yi) = trsp[(−1)F qDyKii ] (2.85)

Isp は q には依存しないが yi には依存することに注意。
ここまではゼロモードが存在しない場合、すなわち ωn の実部が 0 ではない場合のみを
見てきた。しかし Reωn = 0 のモードが現れる場合がある。特に重要なのはゲージ理論の
ウイルソンライン、すなわちゲージ場の τ 成分の定数モードである。M× R 上のゲージ
場の時間成分 Aτ (τ, θ) のうち、M の座標 θ に依存しないモードを Aτ (τ) としよう。

Aτ (τ) =
1

vol(M)

∫
M
dV Aτ (τ, θ). (2.86)

M× S1 上のゲージ固定条件として ∂µAµ = 0 を用いることができる。µ は τ 方向を含め
全ての方向を走る。この条件はゼロモード Aτ に対して次の条件を課す。

∂τAτ = 0. (2.87)

この結果、Aτ は τ に依存しない定数となる。この定数を A(0) と置こう。しかし、このゲー
ジ固定条件によってもまだ θ にも τ にも依存しない定数パラメータによるゲージ変換は固
定されていない。ここではゲージ群が U(N) であり、A(0) が N ×N 行列として表わされ
る場合を考えよう。その場合、残された定数ゲージ変換を用いて A(0) を対角行列にするこ
とができる。そこでさらに次のゲージ固定条件を置く。

A
(0)
ij = 0 (i ̸= j). (2.88)

残された対角成分を A
(0)
diag と表すことにする。

Aτ (τ)と、そのゲージ固定によって導入されるゴースト場に対する経路積分を行い、分配
関数中のどのような因子が現れるかを見ておこう。上記のゲージ固定条件に対応するゲー
ジ固定項とゴースト項は次のように与えることができる。

Sgf =

∫ [
(∂τAτ )

2 + c′∂τDτc
′] dτ +∑

i̸=j

[
|A(0)

ij |2 + cij(A
(0)
ii − A

(0)
jj )cij

]
. (2.89)

ここで、A(0)
ii −A(0)

jj は cij に結合する A
(0)
diag の成分である。つまり、N ×N 行列 cのうち ij

成分のみを残し、それ以外を 0とした行列を c(ij) とすると、[A
(0)
diag, c

(ij)] = (A
(0)
ii −A(0)

jj )c
(ij)

である。一般に、随伴表現の場はカルタン部分代数に対する固有ベクトルに分解すること
ができ、それぞれルートに対応する。ルート α に対応する成分を c(α) としたとき、対応す
る X の固有値を α(X) で表すことにする。すなわち

[X, c(α)] = α(X)c(α) (2.90)
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である。また、一般の表現に属する場 ϕ については、

Xϕ(ρ) = ρ(X)ϕ(ρ) (2.91)

のようにウェイト ρ に対する固有値を ρ(X) と表す。
(2.89) のゴースト c′ と c′ は座標 τ のみに依存する場であり、一つ目のゲージ固定条件

(2.87) ではパラメータが τ に依存しない変換を固定することはできないことに対応し、cij
と cij は座標依存性を持たない場である。c′ と c′ からは定数モードを除いてある。このこ
とを強調するためにプライムをつけた。e−S を経路積分しよう。∫

[dAτ ] ≡
∫

DAτDcDcdcijdcije−Sgf

∝
∫
dA

(0)
diag

∏
α

det′(∂τ (∂τ − iα(A
(0)
diag))

det′ ∂τ

∏
α ̸=0

α(A
(0)
diag) (2.92)

どの因子がどの自由度の積分から現れるかは明らかであろう。∂τ の行列式は分子と分母で
相殺する。一つ目の積はカルタン部分も含む全てのウエイトについて、二つ目はカルタン
部分を除くルートについて取る。A(0) の対角成分を A

(0)
diag と表わした。次のように書き換

えることができる。∫
[dAτ ] =

∫
dA

(0)
diag(det

′(∂τ ))
rankG

∏
α

det(∂τ − iα(A
(0)
diag)) (2.93)

二つ目の因子は公式 (2.42) を用いて

det(∂τ − iα(A
(0)
diag)) = −i2 sin

βα(A
(0)
diag)

2
(2.94)

である。一つ目の因子は α = 0 となる対角成分からの寄与である。これは定数であるので
無視しよう。定数であっても全体の規格化に影響するが、全体の規格化は他の場の寄与を
何も挿入せずに A

(0)
diag 積分を実行したときに 1 になるようにあとで決めることにする。つ

まり、 ∫
[dAτ ]1 = 1 (2.95)

を要請する。これは正準形式においてそれぞれの状態を重み 1 で足し上げて定義される分
配関数を再現するために必要な条件である。その結果、次の式を得る。∫

[dAτ ] =
1

|W |

∫ (rankG∏
i=1

βdA
(0)
ii

2π

)∏
α ̸=0

∣∣∣∣∣2 sin βα(A
(0)
diag)

2

∣∣∣∣∣
=

1

|W |

∫ (rankG∏
i=1

βdA
(0)
ii

2π

)
Pexp′

[
−
∑
α ̸=0

eiβα(A
(0)
diag)

]
(2.96)
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ただし |W | はワイル群の位数であり、ゲージ群が U(N) の場合には N ! である。ゲージ場
の定数モードに対してこの因子を導入することで、分配関数に対して次の一般公式を得る。

Z =

∫
[dAτ ]e

−S[Φ0]Z1−loop(A
(0)
diag) (2.97)

因子 Z1−loop(A
(0)
diag) はゲージ場のゼロモード以外、すなわち物質場、ゲージ場の非ゼロモー

ド、およびそれらのゲージ固定に関するゴーストの調和振動子の分配関数の積である。こ
こで考えた Aτ 以外にゼロモードが無いことを仮定すれば、Z には規格化の不定性はない。
1

ゲージ群の表現 R に属する場の Z1−loop(A
(0)
diag) への寄与について考えよう。dimR 個の

成分は R のウェイトベクトル ρ によってラベルされる。あるウェイト ρ に対応する成分
に対して、ゲージ場 A

(0)
diag を含む共変微分の作用は次のようになる。

DτΦρ = ∂τΦρ − iA
(0)
diagΦρ = ∂τΦρ − iρ(A

(0)
diag)Φρ (2.98)

従って、ωn には必ず Wilson line A
(0)
diag が次の形で含まれる。

ωn = −iρ(A(0)
diag) + λn (2.99)

ωn から A
(0)
diag の寄与を除いた部分を λn によって表わした。あるいは単に共変微分 −Dτ の

固有値（これはゲージ不変である。）といってもよい。ωn の実部の正負によってそのモー
ドが正粒子、反粒子のどちらであるかが決まるが、Wilson line A

(0)
diag は ωn の虚部に含ま

れているので、ωn の正負の判定には影響せず、ωn の正負と λn の正負は一致する。一粒
子インデックスは次のように q−iA

(0)
diag を通して q に依存する。

Isp(q
−iA(0)

diag , yi) =
∑
ρ∈R

∑
λ(p)

(−1)F qλ
(p)−iρ(A(0)

diag)yKii +
∑
ρ∈R

∑
λ(a)

(−1)F qλ
(a)+iρ(A

(0)
diag)y−Kii (2.100)

粒子と反粒子の寄与を分けて書いた。Ki はそれぞれのモードごとに対応する固有値に置き
換える。和は場をM 上で展開して得られるモードのうちAτ 以外のものについて取る。粒
子と反粒子が同一である場合には λ

(p)
n = λ

(a)
n が成り立つ。しかも、正粒子と反粒子が同じ

である場合には R は実表現であり、R = R である。従って、(2.100) に含まれる二つの項
は同じであり、これらのうちの片方を考慮すればよい。(2.96) を組み合わせればインデッ
クスが次のように与えられる。

I(yi) =
1

|W |

∫ (rankG∏
i=1

βdA
(0)
ii

2π

)
e−S[Φ0] Pexp′

[
Isp(q

−iA(0)
diag , yi)−

∑
α ̸=0

q−iα(A
(0)
diag)

]
(2.101)

A
(0)
diag の積分は、ゲージ不変な状態のみを取り出す役割を果たしており、積分した結果は q

に依存しない。鞍点を指定する離散的なパラメータがある場合にはそれについての和も必
要になる。

1ただし、以前に述べたように基底状態の統計性についての不定性は残る。ここでは基底状態がボゾン的
であると仮定したが、それが正しい選択とは限らないので、ここで与えた Z の符号が正しいことは保証され
ていないことを注意しておく。
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Wilson line を表わすために、A(0)
ii の代わりに新たな変数

ξi = q−iA
(0)
ii = eiβA

(0)
ii (2.102)

を導入し、q と独立な数として扱うことにする。ウェイト ρ を持つ場と Wilson line の対
角成分A

(0)
ii の結合を表すチャージ ρi を

ρ(A
(0)
diag) = ρiA

(0)
ii (2.103)

によって定義すれば一粒子指数は次のように与えられる。

Isp(ξi, yi) =
∑
ρ∈R

∑
λ(p)

(−1)F qλ
(p)

ξρii y
Ki
i +

∑
ρ∈R

∑
λ(a)

(−1)F qλ
(a)

ξ−ρii y−Kii (2.104)

ゲージ対称性が無い場合と同様に、これは q には依存しない。このように表わすと、Wilson

line を表す変数 ξi は大域的対称性に対する化学ポテンシャルと同じように現れている。全
指数は ξi に対する ξi = 0 のまわりでの積分を行うことによって得られる。

I(yi) =
1

|W |

∮ (rankG∏
i=1

dξi
2πiξi

)
e−S[Φ0] Pexp′

[
Isp(ξi, yi)−

∑
α ̸=0

ξαii

]
(2.105)

ただし、随伴表現に対する ρi を αi と書いた。ここで行ったように、変数 ξi を用いると、
指数の β に対する非依存性が明らかである。
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第3章 共形平坦な時空上の超対称性

3.1 Sn−1 × R と Sn

指数はM×S1 という構造の時空の上で経路積分を行うことで得られるが、M×S1 上
で超対称性を持つ理論を構成できるかどうかは非自明な問題である。しかし、M が球面の
場合には、平面をワイル変換することでM× R が得られることを用いた簡単な構成法が
ある。このように平面からワイル変換によって得ることができるような多様体は共形平坦
であると言われる。ここではまず具体例として Sd−1 × R および Sd が共形平坦であるこ
とを具体的に座標をとって確認しておこう。あとの節では一般の共系平坦な背景上で超対
称性をどのように構成するかをまとめるが、その際にはここで与えるような具体的な座標
を決める必要はない。
n 次元平面 Rn の計量

ds2 = dρ2 + ρ2dΩ2
n−1 (3.1)

から出発する。次のワイル変換を行ってみよう。

ds′2 =
r2

ρ2
ds2 (3.2)

r はある定数である。時間座標 τ を
ρ

r
= exp

τ

r
. (3.3)

によって定義すれば、この計量が Sn−1 ×R であることが明らかな形に書くことができる、

ds′2 =
r2

ρ2
(dρ2 + ρ2dΩ2

n−1) = (dτ)2 + r2dΩ2
n−1. (3.4)

r は Sn−1 の半径である。τ 方向をコンパクト化すれば Sn−1 ×S1 を得ることができるが、
このようなコンパクト化は一般的に超対称性を破ってしまう。超対称性を破らずにコンパ
クト化する方法についてはあとで詳しく述べる。
Rn から球面 Sn を得るには、(3.1) に対してワイル変換

g′′µν =
1

(1 + ρ2

4R2 )2
gµν (3.5)

を行えばよい。その結果得られる計量は

ds′′2 =
1

(1 + ρ2

4R2 )2
(dρ2 + ρ2dΩ2

n−1) (3.6)
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であるが、実はこれはは半径が R の n 次元球面 Sn である。そのことを見るために、変
数変換

ρ = 2R tan
θ

2
(3.7)

を行えばよい。その結果 (3.6) は次のように見慣れた形に書き換えられる。

ds′′2 = R2(dθ2 + sin2 θdΩ2
n−1) (3.8)

これは確かに半径が R の n 次元球面である。動径座標 ρ と角度 θ の関係は図 (3.1) のよ
うに表すことができる。

θ

ρ

R

図 3.1: Rn と Sn の間のワイル変換

3.2 一般座標変換・ワイル変換・共形変換
ある多様体M を一つ固定し、その上の一般座標変換、ワイル変換、共形変換について
おさらいしておこう。この節から §3.7までは接空間の添え字に µ, ν, . . . を、局所直交系の
添え字に m,n, . . . を用いることにする。時空の次元を d とする。
一般座標変換は、ある点の座標 xµ を別の座標 x′µ に付け替える操作である。

xµ → x′µ (3.9)

この変換のもとで、スカラー場、1-form 場、計量は次のように変換される。

ϕ′(x′) = ϕ(x),

A′
µ(x

′)dx′µ = Aµ(x)dx
µ,

g′µν(x
′)dx′µdx′ν = gµν(x)dx

µdxν . (3.10)

これらは座標変換を行う前後での同じ点での場の関係を与えている。多脚場 emµ やスピン
接続 ωµ

mn は一般座標変換のもとでは 1 形式場 Aµ と全く同様に変換される。
以下で主に用いるのは無限小変換である。vµ を変換パラメータとする無限小一般座標
変換

xµ = x′µ + vµ (3.11)
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のもとでは、これらの場は次のように変換される。

δ0gc(v)ϕ ≡ ϕ′(x)− ϕ(x) = vµ∂µϕ,

δ0gc(v)Aµ ≡ A′
µ(x)− Aµ(x) = vλ∂λAµ + (∂µv

λ)Aλ,

δ0gc(v)gµν ≡ g′µν(x)− gµν(x) = Dµvν +Dνvµ,

δ0gc(v)e
m
µ ≡ e′mµ (x)− emµ (x) = vλ∂λe

m
µ + (∂µv

λ)emλ = Dλv
m − vλωλ

m
ne
n
µ,

δ0gc(v)ωµ
mn ≡ ω′

µ
mn(x)− ωµ

mn(x) = vλ∂λωµ
mn + (∂µv

λ)ωλ
mn

= vλRλµ
mn + ∂µ(v

λωλ
mn) + [ωµ, (v

λωλ)]
mn. (3.12)

これらは (3.10) とは異なり、座標変換の前後で同じ座標の値を持つ異なる二つの点におけ
る場の関係を与えていることに注意すること。
これらの無限小変換は、ゲージ対称性や局所ローレンツ対称性を尊重していない。たと
えば Aµ がゲージ場である場合を考えると、変換 δ0gcAµ がゲージ変換のもとで共変な量に
なっていない。これはスカラー場についても同様で、スカラー場がゲージ対称性のもとで
非自明に変換される場合、δ0gcϕ は（共変微分ではなくただの偏微分を含むため）ゲージ変
換のもとで共変ではない。さらに、多脚場やスピン接続の変換を見ると、局所ローレンツ対
称性のもとで共変になっていないことがわかる。この問題は、一般座標変換にゲージ変換
と局所ローレンツ変換による補正を組み合わせることで解決することができる。スカラー
場とゲージ場のゲージ変換が次のように与えられるとしよう。

δgauge(λ)Aµ = Dµλ = ∂µλ− i[Aµ, λ], δgauge(λ)ϕ = iλϕ. (3.13)

また、反対称テンソル λmn をパラメータとする局所回転変換は、多脚場とスピン接続に次
のように作用するとする。

δLL(λ)e
m
µ = −λmnenµ, δLL(λ)ωµ = ∂µλ+ [ω, λ] = Dµλ. (3.14)

これらのゲージ変換を用いて

δgc(v) = δ0gc(v)− δgauge(v
νAν)− δLL(v

λωλ) (3.15)

によって一般座標変換を定義しなおせば

δgc(v)Aµ = vνFνµ = vν(∂νAµ − ∂νAµ − i[Aν , Aµ]),

δgc(v)ϕ = vµDµϕ = vµ(∂µϕ− iAµϕ),

δgc(v)e
m
µ = Dµv

m,

δgc(v)ωµ
mn = vλRλµ

mn. (3.16)

のように全ての場の変換が共変な形になる。この変換の交換関係は次のようになる。

[δgc(v), δgc(v
′)] = δgc(v

′′) + δLL(v
′µvνRµν) + δgauge(v

′µvνFµν) (3.17)
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ただし v′′ は次のように定義される。

v′′µ = [v′, v]µ ≡ v′λDλv
µ − vλDλv

′µ (3.18)

（二回目の変換を接続に作用させるのを忘れると曲率項の符号が逆になってしまうので注意
すること。）
(3.17) における曲率項は変換 δgc を共変化したことにより現れたものであるが、これら
の項の存在は、無限小座標変換を繰り返して有限座標変換を実現した際に最終的な結果が
その経路に依存することをあらわしている。従って有限座標変換に対してはゲージ変換に
対する共変化を行うことはできない。
ワイル変換は座標には作用せず、計量をスカラー関数倍する次の変換である。

gµν = e−2αg′µν , emµ = e−αe′mµ . (3.19)

α は座標の任意関数である。無限小パラメータ α によるワイル変換を δW (α) によって表
そう。計量と多脚場に対して次のように作用する。

δW (α)gµν = g′µν − gµν = 2αgµν , δW (α)emµ = e′mµ − emµ = αemµ . (3.20)

ワイル変換 (3.19) のもとで、任意のスピンを持つある場 Φ が∆ をある実数として

Φ = e∆αΦ′ (3.21)

と変換されるとき、この場はワイルウェイト ∆ を持つという。(3.19) は、計量と多脚場が
それぞれワイルウェイト ∆ = −2 と ∆ = −1 を持つことを意味している。座標変数 xµ

はワイル変換のもとで不変であるから、一般座標変換のパラメータ vµ もワイルウェイト
∆ = 0 である。ただし多脚場を用いて添え字を局所直交系のものに書き換えると、ワイル
ウェイト ∆ = −1 を持つことに注意。

vµ = v′µ, vm = e−αv′m. (3.22)

共形変換とは、ワイル変換と一般座標変換の組み合わせのうち、計量を変化させないも
のをいい、そのときの一般座標変換のパラメータは共形キリングベクトルと呼ばれる。す
なわち共形キリングベクトル v に対する共形変換を δ0c (v) と表せば、

δ0c (v) = δgc(v) + δW (α) (3.23)

であり、ワイル変換のパラメータ α は δ0c (v) が計量に作用したときに 0 になるという条件

δ0c (v)gµν = Dµvν +Dνvµ + 2αgµν = 0. (3.24)

から一意的に次のように決まる。

α = −1

d
Dµv

µ. (3.25)
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式 (3.24) は共形キリングベクトル vµ から α を一意的に決めるだけではなく、vµ に対
しても条件を課す。すなわち、vµ は任意のベクトルでよいわけではなく、(3.24) に (3.25)

を代入して得られる次の条件を満足しなければならない。

D{{µvν}} =
1

2
(Dµvν +Dνvµ)−

1

d
gµνDλv

λ = 0. (3.26)

ただし、{{· · · }} は対称トレースレス部分を表す記号である。これが vµ が共形キリングベ
クトルであるための条件式である。
定義より、変換 (3.23) のもとで計量は不変であるが、多脚場はそうではない。(3.16) と

(3.20) を組み合わせれば次の式が得られる。

δ0c (v)e
m
µ =

(
Dnv

m − 1

d
(Dλv

λ)δmn

)
enµ = D[nvm]eµn (3.27)

最後の等号では (3.26) を用いた。(3.27) の右辺は emµ の局所回転変換と見なすことができ、
次のような補正項の導入によって打ち消すことができる。

δc(v) = δgc(v) + δW (α)− δLL(D[mvn]) (3.28)

この変換の交換関係は

[δc(v), δc(v
′)] = δc(v

′′) + δgauge(v
′µvνFµν) (3.29)

となる。ただし v′′ は (3.18) で定義されたものと同じである。この右辺は曲率テンソルを
含む項がないので、ゲージ不変な場に対しては有限変換を定義することができる。
平坦時空上での共形キリングベクトルの一般形を求めておこう。計量を gµν = δµν とお
き、(3.26) に対して ∂ν を作用させて整理すると、

(d− 2)∂µ∂ · v + d∂2vµ = 0. (3.30)

さらに ∂ν を作用させ、µ と ν に対する対称化を行い、(3.26) を用いれば

[(d− 2)∂µ∂ν + δµν∂
2]∂ · v = 0. (3.31)

が得られる。ここで、次元 d が 2 よりも大きい（すなわち 3 以上）であることを仮定して
おこう。この式の両辺のトレースを取れば、∂2∂ · v = 0 を得るから、(3.31) から次の式を
得ることができる。

∂µ∂ν∂ · v = 0. (3.32)

これは ∂ ·v が座標 xµ に関して１次関数であることを意味している。ここから vµ は座標に
対して高々 2 次であることが従う。すると vµ(x) の関数形は有限個の係数を含む多項式で
書けるから、それを (3.26) に代入して解けば一般形が得られる。その結果、次の解を得る。

vµ = cµ + axµ + Λνµxν + (x2δµν − 2xµxν)dν . (3.33)
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右辺それぞれの項は１項目から順に並進、回転、ディラテーション、コンフォーマルブー
ストに対応する。全部で (d + 2)(d + 1)/2 個の独立な変換が存在し、SO(1, d + 1) 代数を
成す。この vµ による共系変換を次のようにも表す。

δc(vµ) = cµPµ + aD +
1

2
ΛµνMµν + dµKµ. (3.34)

並進やディラテーションといった名称は平坦な時空での様子から名づけたものであるが、一
般の曲がった時空上では、そのような区別は明確ではない。それでも全部で (d+2)(d+1)/2

個の変換が（少なくとも局所的には）存在し、SO(1, d + 1) 代数を成すということについ
てはどのような共形平坦な時空でも同じである。
二つの共系キリングベクトル vµ と v′µ を (3.33) のように展開したとき、それらに対する
共系変換の交換関係を与える共形キリングベクトル (3.18) の展開係数は次のように与えら
れる。

c′′µ = (c′µa− cµa′) + (c′λΛλ
µ − cλΛ′

λ
µ),

a′′ = −2(c′ · d− c · d′),
Λ′′
µν = 2(c′µdν − c′νdµ − cµd

′
ν + cνd

′
µ) + [Λ′,Λ]µν ,

d′′µ = (d′νΛν
µ − dνΛ′

ν
µ) + (a′dµ − ad′µ). (3.35)

これらより、以下の交換関係を読み取ることができる。

[D,Pµ] = Pµ,

[D,Kµ] = −Kµ,

[Pµ, Kν ] = −2Mµν + 2δµνD,

[Mµν ,Mρσ] = δµρMνσ − δµσMνρ − δνρMµσ + δνσMµρ,

[Mµν , Pρ] = ηµρPν − ηνρPµ,

[Mµν , Kρ] = ηµρKν − ηνρKµ. (3.36)

この交換関係は上で述べたように SO(d+ 1, 1) 代数をなす。そのことを見るために、Mµν

を拡張した MMN を定義する。ただしM,N = 1, . . . , d,+,− とし、Mµν 以外の成分につ
いては

Mµ+ =
1√
2
Pµ, Mµ− = − 1√

2
Kµ, M+− = −D (3.37)

とおく。すると、(3.36) をまとめて次の式で表すことができる。

[MMN ,MPQ] = ηMPMNQ − ηMQMNP − ηNPMMQ + ηNQMMP . (3.38)

ただし ηMN は次の行列である。

ηµν = δµν , η+− = 1. (3.39)

η+− は固有値 (+1, . . . ,+1,−1) を持つ対称行列であるから、この代数は SO(d+1, 1) であ
る。（ただしここでは時空の計量が正定値であることを仮定している。ミンコフスキー時空
では、共形代数は SO(d, 2) である。）
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3.3 共形平坦な時空上の共形変換
Rd 上で定義された理論をワイル変換 f を用いて得られる別の共形平坦な多様体Md に
マップすることを考えよう。

f : Rd → Md (3.40)

Rd 上で何らかの理論が与えられさえすれば、それをワイル変換によってマップすることで
常にMd 上の理論を得ることができる。（ワイル変換は単なる変数変換であるから当然で
ある。）ただし、これがMd 上の理論と自然に見なすことができるためには、どのような
ワイル変換によって Rd からMd へ移ったかという履歴によらず、Md の情報だけを用い
て理論が書かれていることが望ましい。
マップ f は Rd の各点をMd 上の各点に移すが、その対応は一意的ではない。つまり、
点の間の対応が異なるいくつもの Rd からMd へのマップが存在する。そのようなマップ
のうちの二つを f1 と f2 としよう。Rd 上の理論から、f1 と f2 のどちらを用いたかによ
らず同じMd 上の理論が得られると仮定しよう。逆変換を考えると、Md から f−1

1 と f−1
2

によって二通りの方法で Rd 上の理論を得たとき、それらが等しいことを意味する。さら
に言い換えると、

f−1
2 f1 : Rd → Rd (3.41)

によって Rd 上の理論を Rd 自身へマップしたときに、もとの理論と同じであることを意
味している。(3.41) のマップは Rn 上の点を別の点に移すから、ある座標系を異なる座標
系に移していることになる。二つの理論が等しいというのは、座標変換によって元の座標
に戻ったときに、作用が完全に元に戻っていることを意味する。（図 3.2）これはワイル変

図 3.2: f1 と f2 を組み合わせることで得られる Rd から Rd 自身へのマップ。h は計量を
もとに戻すための座標変換である。

換と座標変換を背景の計量が変化しないように組み合わせたものであり、共形変換にほか
ならない。従って、ワイル変換によってMd へマップしたときに、そのマップに依存しな
い形で理論が書けるためには、元の理論が共形不変でなければならないということになる。
Rd 上の共形場理論からワイル変換 f : Rd → Md によってMd 上の理論が定義されたと
き、Md 上の理論に対しても共形変換を定義することができる。Rd 上の共形変換を confRd

と表わそう。このとき、対応する変換 confMd
は次のように定義される。

confMd
= f · confRd · f−1 (3.42)

これは f による相似変換であるから、これにより定義されたMd 上の変換は Rd 上のもの
と同じ代数を満足し、全体として共形変換群をなす。このことはどのようなマップ f を用
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いてMd 上の変換を定義したかということには依存しないが、それぞれの変換が Rd 上の
どの変換に対応するかということは f の選び方に依存する。（従って、一般のMd におい
てその上の共形変換のうちどれが P 変換でどれが K 変換であるかと問うことはあまり意
味がない。）
Md が与えられたとき、いちいち Rd からのマップを定めて共形変換を定義する必要は
なく、Md 上ではじめからキリングベクトル方程式の解として vµ を求め、(3.28) によって
変換を定義すればよい。しかし、あとで超対称変換を一般のMd 上で定義するための準備
としてRd 上の P 変換とMd 上の共形変換の関係を見ておくのが有益である。
Rd 上における P 変換は定数ベクトル、すなわち

Dµv
ν = 0. (3.43)

を満足するベクトルによって生成される。これに対応する Md 上の変換をワイル変換に
よって定義したとしよう。こうして定義された変換を与えるMd 上のベクトル場がどのよ
うな方程式を満足するかを考えたい。そのために (3.43) の左辺を回転群の既約成分に分解
してみよう。

Dmvn = D{{mvn}} +D[mvn] +
1

d
δmnDµv

µ (3.44)

ただし、{{· · · }} は対称トレースレス部分を表わす。(3.43) はこれら全ての既約成分が 0

であることを表している。これに対して共形変換を生成するベクトル場 vµ が満足すべき
方程式は

D{{mvn}} = 0 (3.45)

である。これは 3つの既約表現のうち一つだけが 0であればよいことを表しており、(3.43)

の条件を緩めたものになっている。さらに (3.45) の重要な性質は、この条件がワイル変換
のもとで不変であるということである。共形キリングベクトルは δgc(v)gµν ∝ gµν を満足す
るベクトル場として定義されたから、その条件がワイル不変であることは明らかである。直
接このことを確かめておこう。ワイル変換のもとで、スピン接続は次のように変換される。

ωµ−mn = ω′
µ−mn − (e′µme

′κ
n − e′µne

′κ
m)∂κα, (3.46)

これを用いると、Dmvn のワイル変換が次のように得られる。

Dmvn = D′
mv

′
n − δmnv

′k∂′kα + v′m∂
′
nα− v′n∂

′
mα (3.47)

この式を 3 つの既約成分に分解すると (3.44) の右辺の 3 つの項それぞれの共形変換が以
下のように得られる。

D{{mvn}} = D′
{{mv

′
n}},

D[mvn] = D′
[mv

′
n] + 2v′[m∂

′
n]α,

Dmv
m = D′

mv
′m − dv′k∂′kα. (3.48)

定数ベクトルである条件 (3.43) は (3.44) の右辺の既約成分全てが 0 であることと同じであ
るが、ワイル不変な条件として課すことができるのは (3.45) だけであることがわかる。つ
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まり、共形キリングベクトル方程式は、P 変換のパラメータが満足すべき方程式 Dmvn = 0

からワイル変換のもとで不変ではない成分を取り除くことで条件を緩めたものであるとい
うことができる。

3.4 ワイル共変化
共形変換の定義式 (3.28) を用いれば、スカラー場、フェルミオン場、ゲージ場に対する
共系変換の具体形が以下のようになることがわかる。

δc(v)ϕ = vµDµϕ+
∆ϕ

d
(Dµv

µ)ϕ,

δc(v)ψ = vµDµψ +
1

4
(Dmvn)γ

mnψ +
∆ψ

d
(Dµv

µ)ψ,

δc(v)Aµ = vνFνµ. (3.49)

∆ϕ と ∆ψ はそれぞれスカラー場 ϕ とフェルミオン場 ψ のワイルウェイトである。ゲージ
場 Aµ は微分 ∂µ 同様ワイルウェイト 0 を持つ。
これらの変換をRd 上の P 変換から直接導出する方法を与えておこう。以前に述べたよ
うに、あるベクトル場が共形キリングベクトルであるという性質はワイル変換によって変
化しない。そこで、ある時空の上で、場 Φ に対する共形変換が与えられると、それをワイ
ル変換することによって共形同値な別の時空上での共形変換を得ることができる。

δc(v
µ)Φ = e∆αδ′c(v

′µ)Φ′. (3.50)

つまり、ある場 Φ の共形変換 δΦ はもとの場と同じワイルウェイトを持つ場として振る舞
い、その変換の中にワイル変換パラメータ α の微分は現れない。平坦な時空での並進変換
を知っていると、Rd 上の並進対称性をこの条件を満足するように拡張することで一般の共
形変換を決定することができる。これは任意のスピンを持つ場に対して適用できる。
ワイルウェイト ∆ϕ のスカラー場 ϕの場合を考えてみよう。vµ を平坦な時空上での定数ベ
クトルとすると、vµ をパラメータとする並進変換を δ0(v

µ)によって表せば δ0(v
µ) = vµDµϕ

である。ここではゲージ対称性に対する共変化はすでに行われていると仮定し、微分を共
変微分にしておいた。これはワイル変換のもとでは次のように振舞う。

δ0(v
µ) = vµDµϕ = v′µD′

µ(e
∆ϕαϕ′) = e∆ϕαv′µ(D′

µϕ
′ +∆ϕ(∂µα)ϕ

′). (3.51)

ここで、ベクトル vµ のワイルウェイトは 0 であるとした。（したがって、vµ = v′µ であ
る。また、共変微分についても、スカラー場の場合には計量によらないから Dµ = D′

µ で
ある。）右辺にはパラメータの微分 ∂µα を含む項が現れているが、これはこの量がワイル
変換に対して共変では無いことを意味している。(3.48) にある vµ の発散のワイル変換を
みると、同じように ∂µα を含む項が現れていることが分かる。そこでこれらを組み合わせ
ることでワイル変換のもとで共変な量を作ることができるが、それは (3.49) に与えたスカ
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ラー場 ϕ の共形変換に他ならない。このように、（平坦時空上の P 変換においては 0 にな
る）パラメータ v の微分を含む項を加えることでワイル変換性が共変になるようにするこ
とをワイル共変化と呼ぶ。
同じ方法でワイルウェイト ∆ψ のスピノル場 ψ の共形変換も求めることができる。並進
変換はスカラー場と同じ

δ0ψ = vµDµψ (3.52)

である。この右辺はワイル変換のもとで次のように変換される。

vµDµψ =e∆ψα
[
v′µD′

µψ
′ +∆ψv

′µ(∂µα)ψ
′ − 1

2
v′µ(∂κα)γ

′
µ
κψ′
]

(3.53)

今度も (∂µα) を含む項が現れているが、これらは (3.48) にある vµ の発散と回転の共形変
換と同じ形をしていることがわかる。従ってこれらを組み合わせることにより、(3.52)をワ
イル共変化することができるが、その結果 (3.49) に与えたフェルミオンの共形変換を得る。
ゲージ場の P 変換は

δ0Aµ = vνFνµ (3.54)

であるが、これはワイル変換で不変であるから、ワイル共変化の必要はない。従ってその
ままゲージ場の共形変換とみなすことができる。

3.5 共形不変な作用
次の作用で与えられる Rd 上の零質量スカラー場の理論を考えよう。

S =

∫
ddx

√
ggµν∂µϕ∂νϕ. (3.55)

ただし gµν は平坦計量である。この理論は Rd 上の共形変換で不変である。このことを確
認するには、ワイル変換によってこの作用が形を変えないことを示すことができればよい。
実際にワイル変換してみよう。計量を

gµν = e−2αg′µν (3.56)

と変換し、スカラー場に対しては
ϕ = e∆αϕ′ (3.57)

と変換する。ただし ∆ は ϕ の Weyl weight である。作用は∫
ddx

√
ggµν∂µϕ∂νϕ =

∫
ddx
√
g′g′µνe(2−d)α∂µ(e

∆αϕ′)∂ν(e
∆αϕ′)

=

∫
ddx
√
g′g′µνe(2−d+2∆)α(∂µϕ

′ +∆ϕ′∂µα)(∂νϕ
′ +∆ϕ′∂να)(3.58)
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運動項が形を変えないためには e(2−d+2∆)α という因子が 1 にならなければならない。この
ことからワイルウェイトが決まる。

∆ =
d

2
− 1 (3.59)

(3.58) にこのワイルウェイトを代入し、さらに部分積分をして整理すれば

S =

∫
ddx
√
g′g′µν

[
∂µϕ

′∂νϕ
′ −
(
d− 2

2
(D′

µ∂να)−
(d− 2)2

4
(∂µα)(∂να)

)
ϕ′2
]

(3.60)

となる。従って、期待に反して (3.55) の作用はワイル変換のもとで形を変える。この余分
な項を処理するために、スカラー曲率に対するワイル変換の公式

R = e2α[R′ + 2(d− 1)g′µνD′
µ∂να− (d− 1)(d− 2)g′µν(∂µα)(∂να)] (3.61)

と見比べてみよう。これらを組み合わせることで、次の作用はワイル変換のもとで不変で
あることが示される。

S =

∫
dDx

√
g

[
gµν∂µϕ∂νϕ+

d− 2

4(d− 1)
Rϕ2

]
(3.62)

このように、曲がった時空においてスカラー場の理論にワイル変換のもとでの共変性を要
請すると、背景時空のスカラー曲率に比例する質量項が現れる。これもワイル共変化の一
種である。
同様なことをフェルミオンの運動項

S =

∫
dDxe(ψγµDµψ) (3.63)

に対してもやってみよう。まず、ψ のワイルウェイトを次のように取るべきことがわかる。

∆ψ =
d− 1

2
. (3.64)

ワイルウェイトをこのように選んだとしても、ワイル変換の結果 α の微分を含む項が現れ
る可能性があるが、実際にはそのような項は現れない。このことはスピン接続のワイル変
換 (3.46)を用いて直接示すこともできるが、以下のような考察からもすぐにわかる。まず、
(3.63) を部分積分を用いて ψ と ψ に対して対称な形に書き換えておく。

S =

∫
dDx

e

2

[
(ψγµDµψ)± (ψγµDµψ)

]
. (3.65)

ただし ψγµψ = ∓ψγµψ を用いた。複号のどちらを取るかは次元に依存する。ここでワイ
ル変換を行うと、共変微分の部分から ∂α を含む項が現れるが、一般座標変換のもとでの
不変性より必ず次のようになるはずである。

δS ∝
∫
dDx

e

2

[
(ψγµψ)± (ψγµψ)

]
∂µα (3.66)
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ここで再び ψγµψ = ∓ψγµψ を用いれば、二つの項が相殺することがわかる。つまり、フェ
ルミオン運動項 (3.63) はそのままでワイル不変である。
ゲージ場の運動項についても Fµν はワイル変換のもとで不変であるから、特に補正項を
付け加えたりしなくてもはじめからワイル変換のもとで不変である。
結局、二階微分までしか含まない作用をワイル共変化するには、スカラー場に対して曲
率結合項を加えるだけでよい。

3.6 キリングスピノル
共形平坦な時空上に超対称性を導入することを考えよう。一つの方法は、超対称理論を
重力に結合させて超重力理論に格上げしておき、背景場を固定することで対称性を大域的
なものに落とすことである。こうすると、§3.2 において共系変換が多脚場 emµ を変化させ
ないような一般座標変換とそのほかの局所的変換の組み合わせとして定義されたのと同様
に、局所的超対称変換のうちグラビティーノ ψµ を変化させないようなものとして超対称
変換を定義することができる [5, 6]。この方法を用いれば共形平坦とは限らないさまざまな
背景上での超対称変換を定義することができるが、超重力理論を用いる必要があるという
点で面倒である。そこでここでは背景時空を共形平坦なものだけに限ることにし、ワイル
共変化を用いて超共形変換を定義する手法について説明する。
§3.4ではRd 上の P 変換をワイル共変化することで共形変換を得た。ここでは同じこと
を Rd 上の Q 変換に対して行ってみよう。平坦な時空上での Q 変換のパラメータ ϵ は定
数スピノルである。つまり、

∂µϵ = 0 (3.67)

を満足する。この条件はワイル変換のもとで不変ではない。§3.3においてキリングベクト
ルに対して行ったように、条件 (3.67) をワイル不変になるように緩めよう。Dµϵ は次のよ
うに二つの既約成分に分解する。

Dµϵ = [Dµϵ]3/2 + [Dµϵ]1/2. (3.68)

ただしそれぞれの既約成分は次のように与えられる。

[Dµϵ]3/2 = Dµϵ−
1

d
γµD\ ϵ, [Dµϵ]1/2 =

1

d
γµD\ ϵ. (3.69)

Rd 上の Q 変換のパラメータに対する条件はこれら二つの既約成分が 0 であることを意味
している。

[Dµϵ]3/2 = [Dµϵ]1/2 = 0 (3.70)

しかしこれはワイル変換
ϵ = e−

α
2 ϵ′ (3.71)

のもとで不変ではない。それぞれの既約成分はワイル変換のもとで

[Dµϵ]1/2 = e
α
2 [D′

µϵ
′]1/2 − γµ(∂\′e

α
2 )ϵ′,

[Dµϵ]3/2 = e
α
2 [D′

µϵ
′]3/2 (3.72)
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のように変換され、[Dµϵ]3/2 だけが共変に振舞う。従って、(3.70) を緩めた次の条件がワ
イル変換のもとで不変であり、これが共形平坦な時空上の超対称変換のパラメータに課さ
れるべき条件であろうと期待される。

[Dµϵ]3/2 = 0. (3.73)

この式は Dµϵ がスピン 1/2 成分を持っていてもいいことを表わしているから、その成分
を表わすスピノルを κ と置き、次のように与えておくのが便利である。

Dµϵ = γµκ (3.74)

これは共形キリングベクトルの場合の条件式 (3.24) に対応するものであり、キリングスピ
ノル方程式、あるいは単にキリング方程式と呼ばれる。1この式の解が実際に超対称変換の
パラメータを与えることは、次のことを確認することで示される。

• キリング方程式 (3.74) はワイル変換で不変であるから、共形平坦な時空上でこの式
を解いて得られる解は、Rd 上で (3.74) を解いて得られる解からワイル変換で得るこ
とができる。

• このあとすぐに確認するように、Rd 上のキリング方程式 (3.74) の解は、定数スピノ
ルから共形変換によって構成することができる。

この二つのことを用いると、共形平坦な背景Md 上のキリング方程式の解がRd 上の定数
スピノルからワイル変換を用いて構成できることが示される。従って、Md 上の超対称性
の変換パラメータが (3.74) を満足することを仮定し、Rd 上の超対称変換をワイル共変化
することによってMd 上の超対称変換を構成することができる。
上の二つ目の性質を確認しておこう。Rd 上のキリング方程式の一般解は次のように与え
られる。

ϵ = ξ + xµγµζ. (3.75)

ただし ξ と ζ は定数スピノルである。第１項は既に定数スピノルであるから第２項に注目
しよう。ξ = 0 の場合、κ は次のように与えられる。

κ = ζ. (3.76)

ϵ が定数スピノルからのマップで得られることを示すには、適当な共形変換によって κ = 0

にできることを示せばよい。(3.72)の一つ目の式より、ワイル変換のもとでの κの変換則は

κ = e
α
2 κ′ − (∂\′e

α
2 )ϵ′ (3.77)

1キリングベクトルに対応する式 (3.24) は一般座標変換とワイル変換の組み合わせのもとで背景の計量が
変化しないことを表す式であった。超重力理論においては (3.74) も同様に解釈することができる。すなわち、
ϵ と κ は二種類の超対称変換 Q と S のパラメータであり、その組み合わせが背景グラビティーノ ψµ を変
化させないという条件が (3.74) に他ならない。
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であるが、κ′ = 0 であるためには

κ = −(∂\′e
α
2 )ϵ′ = −1

2
γµ(∂µα)ϵ = −1

2
γµ(∂µα)x

νγνκ (3.78)

が成り立てばよい。これは

α = −2 log
|x|
c

(3.79)

とおくことで成り立つ。c は任意定数である。このとき計量は、r = |x| とする極座標を用
いると

dr2 + r2dΩ2
d−1 = e−2αds′2 =

r4

c4
ds′2 (3.80)

によって変換される。r′ = c2/r によって新たな座標を導入すれば

ds′2 = dr′2 + r′2dΩ2
d−1 (3.81)

となり、変換後も計量は平坦であることがわかる。この変換は inversion 変換と呼ばれる。
後で利用するために、一般の共形平坦な時空におけるキリングスピノルが満足する関係
式をいくつか導いておこう。(3.24) からワイル変換のパラメータ α を決めることができた
ように (3.74) は ϵ を与えたときに κ を決める式であるとみなすことができる。そうして得
られた

κ =
1

d
γµDµϵ (3.82)

を再び (3.74) に代入すれば、ϵ 自身に対しても非自明な条件が課される。

Dµϵ =
1

d
γµγ

νDνϵ (3.83)

これは共形キリングベクトルに対する式 (3.26)に対応するものである。(3.83)の両辺にさら
に Dµ を作用させ、左辺を γµγν の対称部分と反対称部分に分けると、次の式が得られる。

DµD
µϵ+

1

8
γµνRµνρσγ

ρσϵ = dDµD
µϵ (3.84)

さらに、曲率テンソルが満足するビアンキ恒等式などを用いて

DµD
µϵ = − 1

4(d− 1)
Rϵ (3.85)

が得られる。右辺の R はスカラー曲率である。この左辺は κ に対してディラック演算子
を作用させたものに等しい。

γµDµκ = − 1

4(d− 1)
Rϵ. (3.86)

Dµκ は次のように変形することができる。

Dµκ =
1

d
Dµγ

νDνϵ

=
1

4d
γνRµνρσγ

ρσϵ+
1

d
γνDνγµκ

=− 1

2d
Rµνγ

νϵ+
2

d
Dµκ− 1

d
γµγ

νDνκ (3.87)
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ここで (3.86) を用いて整理すれば

Dµκ =− 1

2(d− 2)

(
Rµνγ

νϵ− 1

2(d− 1)
Rγµϵ

)
(3.88)

が得られる。

3.7 超共形変換の構成
一般の共形平坦な時空上での超共形変換は、平坦な時空の Q 変換からワイル共変化に
よって得ることができる。具体的な変換則は次元によって異なるので、ここではワイル共
変化を行う一般的な処方のみを与える。Q 変換において微分を含まない項は、そのままの
形でワイル変換のもとで共変であり、変換パラメータを一般のキリングスピノルに置き換
えるだけでよい。超対称変換則に現れる項のうち微分を含むのは、フェルミオン変換則に
現れる γµϵDµϕ の形の項と、補助場の変換則に現れる (ϵγµDµψ) という形の項がある。
まず、前者について考えよう。この項のワイル変換は

γµϵDµϕ = e(∆ϕ+
1
2
)α [γ′µϵ′Dµϕ

′ +∆ϕγ
′µϵ′(∂µα)ϕ

′] (3.89)

と与えられる。ただし、スカラー場 ϕ のワイルウェイトは ∆ϕ、ϵ のウェイトは ∆ = −1/2

である。これを共変化するには、γµDµϵ がワイル変換の元で

γµDµϵ =e
1
2
α

[
γ′µD′

µϵ
′ − d

2
(∂µα)γ

′µϵ′
]

(3.90)

と変換されることを踏まえて、次のように組み合わせればよい。

γµϵDµϕ+
2∆ϕ

d
γµDµϵϕ =e(∆ϕ+

1
2
)α

[
γ′µϵ′D′

µϕ
′ +

2∆ϕ

d
γ′µD′

µϵ
′ϕ′
]

(3.91)

補助場の変換則中に現れるフェルミオンの微分項はワイル変換のもとで次のように変換
される。

(ϵγµDµψ) =e
(∆ψ+1/2)α

[
(ϵγ′µD′

µψ
′) +

(
∆ψ − d− 1

2

)
(∂µα)(ϵγ

′µψ′)

]
(3.92)

これと (3.90) を用いると、次の組み合わせが共変であることがわかる。

(ϵγµDµψ) +
2

d

(
∆ψ − d− 1

2

)
(Dµϵγ

µψ) =e(∆ψ+
1
2
)α

[
(ϵ′γ′µD′

µψ
′) +

2

d

(
∆ψ − d− 1

2

)
(D′

µϵ
′γ′µψ)

]
(3.93)

ゲージ場の強さについては、ゲージ場がワイルウェイト 0 であるため、もともとワイル
共変であり、何もする必要はない。
まとめておこう。超対称変換則のワイル共変化はスカラー場およびフェルミオンの微分
を含む項に対する次の置き換えによって実現される。
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γµϵDµϕ → γµϵDµϕ+ 2∆ϕκϕ,

(ϵγµDµψ) → (ϵγµDµψ)− (2∆ψ − d+ 1)(κψ). (3.94)

ただし、Dµϵ = γµκ を用いて書き換えた。

3.8 3 次元 N = 2 超共形変換
(3.94) に与えた置き換えによりワイル共変化を行うことにより、共形平坦な任意の 3 次
元時空上の超共形変換則が得られる。（ワイル共変化の操作は次元に依存するので、次元簡
約を行った後で行わなければならない。）
ベクトル多重項に対しては、次の変換則が得られる。

δAm =i(ϵγmλ)− i(ϵγmλ),

δσ =(ϵλ) + (ϵλ),

δλ =
i

2
γmnϵFmn − γmϵDmσ − 2σκ+Dϵ,

δλ =− i

2
γmnϵFmn − γmϵDmσ − 2σκ+Dϵ,

δD =− (ϵγmDmλ)− (ϵγmDmλ) + (κλ) + (κλ) + (ϵ[σ, λ])− (ϵ[σ, λ]). (3.95)

カイラル多重項の変換則は以下のようになる。

δϕ =
√
2(ϵψ),

δϕ =
√
2(ϵψ),

δψ =−
√
2γmϵDmϕ− 2

√
2∆Φϕκ+

√
2ϵσϕ+

√
2ϵF ,

δψ =−
√
2γmϵDmϕ− 2

√
2∆Φϕκ+

√
2ϵϕσ +

√
2ϵF ,

δF =−
√
2(ϵγmDmψ) +

√
2(2∆Φ − 1)(κψ)−

√
2σ(ϵψ)− 2(ϵλ)ϕ,

δF =−
√
2(ϵγmDmψ) +

√
2(2∆Φ − 1)(κψ)−

√
2(ϵψ)σ − 2ϕ(ϵλ). (3.96)

ただし、変換則中に現れる κ および κ は 3 次元のキリング方程式を次のように置くこと
で定義されたものである。

Dmϵ = γmκ, Dmϵ = γmκ. (3.97)

∆Φ はカイラル多重項のスカラー成分のワイルウェイトである。
成分場のワイルウェイトと U(1)R チャージを表 3.1に与えた。

44

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

表 3.1: 3 次元 N = 2 超共形場理論における場の量子数

Aµ σ λ λ D ϕ ψ F ϕ ψ F
∆ 0 1 3

2
3
2

2 ∆Φ ∆Φ + 1
2

∆Φ + 1 ∆Φ ∆Φ + 1
2

∆Φ + 1

R 0 0 +1 −1 0 ∆Φ ∆Φ − 1 ∆Φ − 2 −∆Φ −(∆Φ − 1) −(∆Φ − 2)

δ ≡ δ(ϵ, ϵ) と δ′ ≡ δ(ϵ′, ϵ′) の間の交換関係をそれぞれの場の上で計算した結果は以下の
とおりである。

[δ, δ′]ϕ =2δc(v
m)ϕ− 2iv4σϕ− 2i∆Φαϕ,

[δ, δ′]ψ =2δc(v
m)ψ − 2iv4σψ − 2i(∆Φ − 1)αψ,

[δ, δ′]F =2δc(v
m)F − 2iv4σF − 2i(∆Φ − 2)αF ,

[δ, δ′]σ =2δc(v
m)σ,

[δ, δ′]Am =2δc(v
m)Am − 2Dm(v

4σ),

[δ, δ′]λ =2δc(v
m)λ− 2iv4[σ, λ]− 2iαλ,

[δ, δ′]D =2δc(v
m)D − 2iv4[σ,D]. (3.98)

これらはまとめて次のように書くことができる。

[δ, δ′] = 2δc(v
m)− 2δgauge(v

4σ)− 2iαR. (3.99)

δc は (3.28) において定義した共形変換である。R は U(1)R 変換であり、場に作用すると
表 3.1に与えた場の U(1)R 電荷に置き換わる。δgauge はゲージ変換であり、基本表現の場
Φ、反基本表現の場 Φ、ゲージ場 Aµ に対して次のように作用する。

δgauge(λ)Φ = iλΦ, δgauge(λ)Φ = −iΦλ, δgauge(λ)Aµ = Dµλ. (3.100)

vm, v4, そして α はいずれも変換パラメータの二次形式であり、以下のように与えられる。
（v4 は vm の定義式の γm を γ4 で置き換えたものである。）

vm =(ϵγmϵ′) + (ϵγmϵ′),

v4 =i(ϵϵ′)− i(ϵϵ′) = (ϵγ4ϵ′) + (ϵγ4ϵ′),

α =− i[(κϵ′)− (ϵκ′)− (κϵ′) + (ϵκ′)]. (3.101)

v4 は σ との積 v4σ によるゲージ変換を引き起こす。α は U(1)R 対称性のパラメータであ
る。キリング方程式 (3.97) を用いれば、Dmα = 0、すなわち α が定数であることを示す
ことができる。
平坦な時空においては、(3.83) の一般解は、二つの定数スピノル ξ と ζ を用いて次のよ
うに与えられる。
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ϵ = ξ + xmγmζ, ϵ = ξ + xmγmζ, κ = ζ, κ = ζ. (3.102)

(3.102) に対応する超対称変換を次のように置くことで、Q 変換と S 変換を定義する。

δ = ξaQa + ξ
a
Qa + ζaSa + ζ

a
Sa. (3.103)

(3.101) のパラメータに (3.102) を代入すると次のようになる。

vm = [(ξγmξ′) + (ξγmξ
′
)]

+ [(ξζ
′
)− (ζξ′) + (ξζ ′)− (ζξ

′
)]xm

+ [−(ξγnmζ
′
)− (ζγnmξ′)− (ξγnmζ ′)− (ζγnmξ

′
)]xn

+ (x2δmn − 2xmxn)[(ζγnζ
′
) + (ζγnζ

′)],

α = −i[(ζξ′)− (ξζ ′)− (ζξ
′
) + (ξζ

′
)]. (3.104)

これを用いると、超対称変換 Q や S の交換関係を読み取ることができる。

{Qa, Qb} = 2(γm)abPm,

{Sa, Sb} = 2(γm)abKm,

{Sa, Qb} = −2ϵab(D −R)− (γmn)abMmn,

{Sa, Qb} = −2ϵab(D +R)− (γmn)abMmn. (3.105)

これら以外の変換則も導出は省略して与えておく。

[Mmn, Qa] =
1

2
(γmn)a

bQb. (3.106)

これは Qa がスピノルであることを表しており、Qa、Sa、Sa に対しても全く同様である。
超対称電荷の R チャージやディラテーションのもとでのウェイトを与える関係式は

[R,Qa] = −Qa, [R,Qa] = Qa, [R, Sa] = Sa, [R, Sa] = −Sa. (3.107)

[D,Qa] =
1

2
Qa, [D,Qa] =

1

2
Qa, [D,Sa] =

1

2
Sa, [D,Sa] =

1

2
Sa. (3.108)

これら以外で 0 でないのは、以下の関係式である。

[Pm, Sa] = −(γm)a
bQb,

[Pm, Sa] = −(γm)a
bQb,

[Km, Qa] = −(γm)a
bSb,

[Km, Qa] = −(γm)a
bSb. (3.109)
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これらは、共形代数 SO(4, 1) に対するディラック行列を

CAB =

(
0 ϵab
ϵab 0

)
, (Γm)A

B =

(
(γm)a

b 0

0 −(γm)a
b

)
,

(Γ+)A
B =

(
0

√
2δa

b

0 0

)
, (Γ−)A

B =

(
0 0√
2δa

b 0

)
. (3.110)

のようにとり、4 成分の SO(4, 1) スピノルを

QA =

(
Qa

Sa

)
, QA =

(
Qa

Sa

)
(3.111)

と定義すれば超対称電荷を含む交換関係は次のようにまとめることができる。

[R,QA] = −QA, [R,QA] = QA,

[MMN ,QA] =
1

2
(ΓMN)A

BQB, [MMN ,QA] =
1

2
(ΓMN)A

BQB,

{QA,QB} = 2CABR− (ΓMN)ABMMN (3.112)

これは平坦な時空だけでなく、任意の共形平坦な背景上で成り立つ代数であることを強調
しておく。
N = 2 超共形代数のもとで不変な作用は以下のように与えられる。

Lchiral = DmϕDmϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ−FF +
R

8
ϕϕ

− (ψγmDmψ)− (ψσψ)−
√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ,

Lpot = WiF i − 1

2
Wij(ψ

iψj) +W iF
j − 1

2
W ij(ψ

i
ψ
j
),

LCS = κab

[
1

2
γmnp

(
Aam∂nA

b
p −

i

3
Aam[An, Ap]

b

)
+ (λ

a
λb)−Daσb

]
. (3.113)

ただし、超ポテンシャル W に対してはワイルウェイト（R 電荷に等しい）が +2 でなけ
ればならないという条件が課される。

3.9 リジッドな超対称性
N = 2 超共形理論において、大域的 U(1) 対称性が存在する場合、それを弱くゲージ
化し、対応するベクトル多重項に含まれるボゾン場に対して期待値を持たせることで、理
論の質量変形を行うことができる。このようにして得られる質量変形された理論において
は、超対称性が部分的に破れる。このとき破れずに残った超対称性をリジッドな超対称性
と呼ぶ。
場の期待値は一般に 0 でない質量次元を持つため、超共形対称性のうち、ボゾン的な対
称性、すなわち共形対称性は、背景時空のアイソメトリーの部分群に落ちる。一方超対称
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性は通常半分に落ちる。たとえば、平坦な背景上では、スカラー場 σ に 0 でない定数の期
待値を持たせることにより、Sa, Sa 変換が破れ、Qa, Qa 変換が残り、超共形対称性は超ポ
アンカレ対称性にまで落ちる。σ は 0 でないワイルウェイトを持つため、σ に定数の期待
値を与えることによる質量変形はワイル変換と可換ではない。従って質量変形の結果残る
対称性は共形同値な空間であっても一般に異なる。
リジッドな超対称性のもとで不変な作用の一般系を求めたい。ここではその準備として
質量変形ののちにどの超対称性が残るか調べておこう。ここでは質量変形が QA と QA を
それぞれ半分に破ることを仮定しておく。
リジッドな代数に含まれる超対称性を

uAQA (u ∈ A), vAQA (u ∈ A) (3.114)

としよう。ただし、QA と QA は前節の (3.111) で定義された超共形代数に含まれる超対称
変換であり、A ⊂ C4 と A ⊂ C4 はそれぞれ 4 つの成分を持つ QA と QA のうち、リジッ
ドな代数に含まれる超対称変換を指定する二次元の線形空間である。uAQA で与えられる
変換を正則な変換、vAQA で与えられる変換を反正則な変換と呼ぶことにする。uA と vA

はグラスマン数ではなく複素数を成分として持つボゾン的なベクトルである。
実は A と A は等しいことが以下のように示される。まず、(3.112) より次の反交換関係
が成り立つ。

{(uQ), (vQ)} = −2(uv)R + (uΓMNv)MMN (3.115)

この右辺の変換も、リジッドな超対称代数に含まれる。さらに v′ ∈ A を v とは線形独立
なベクトルであるとして (v′Q) との交換関係を取ってみる。(3.112) を用いることで、

[−2(uv)R + (uΓMNv)MMN , (v
′Q)]

= −2(uv)(v′Q) +
1

2
(uΓMNv)(v′ΓMNQ)

= −2(uv)(v′Q) + 2(uv′)(vQ) + 2(vv′)(uQ) (3.116)

が得られる。これは、(vQ) と (v′Q) に加え、(uQ) もリジッドな代数に含まれることを意
味している。すなわち、A ⊂ A が成り立つ。Q と Q を入れ替えて同様の議論をすれば、
A ⊃ A も得られるから、結局 A = A であることが結論される。今後は両方の線形空間を
同じ記号 A で表わす。
リジッドな超対称性のもとで不変な作用を構成することを考えよう。平坦な背景上では、
作用の構成に超場形式を用いるのが便利である。その場合、作用は一般に

S =

∫
d3xd2θX =

∫
d3xQ1Q2X (3.117)

と与えられる。ただし Q1 と Q2 は二つの独立な正則超対称変換である。実は、一般の共
形平坦な背景上でも同様の方法で作用を構成することができる。
X を R-チャージ +2 であり、反正則な超対称変換を作用させると 0 になるゲージ不変
スカラー演算子であるとする。u1 と u2 を A を張る二つの線形独立なベクトルとする。こ
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のとき

S =

∫
d3x

√
g(u1Q)(u2Q)X (3.118)

はリジッドな超対称性のもとで不変である。これは以下のように示される。まず、正則な
変換 uQ のもとで不変であることは、QA が全て反可換であり、u の属する空間 A が 2 次
元しかないことから明らかである。反正則な変換 vQ のもとでの不変性は次のように示さ
れる。まず、(vQ)X = 0 であることから、

(vQ)S =

∫
d3x

√
g[(vQ), (u1Q)(u2Q)]X (3.119)

と表すことができるが、交換関係を用いると、

[(vQ), (u1Q)(u2Q)] = vAu
[B
1 u

C]
2

[
4CABQC(1−R)− 2CBCQA − 2(ΓMN)ABQCMMN

]
(3.120)

を示すことができる。リジッドな超対称変換の結果として現れるボゾン的変換MMN はリ
ジッドな変換、すなわち背景時空のアイソメトリーのみを含むから

∫
d3x

√
gX に作用させ

ると 0 になる。このことを用いると (3.119) を次のように表わすことができる。

(vQ)S = 2

∫
√
g [(vu1)(u2Q) + (u2v)(u1Q) + (u1u2)(vQ)]X (3.121)

A が二次元であるため v、u1、u2 は必ず線形従属であることを用いればこの右辺の [· · · ]
の部分が恒等的に 0 であることがわかる。
この方法でカイラル多重項の運動項を構成してみよう。平坦な時空においては

S ∼
∫
d3xd4θΦΦ ∼

∫
d3xQ2Q

2
ϕϕ ∼

∫
d3xQ2Fϕ. (3.122)

であるから、(3.118) において X ∼ Fϕ と取れば運動項が得られると期待される。（この結
果は一般に複素になるので、実の作用を得たければその複素共役と組み合わせる必要があ
る。）実際にやってみよう。リジッドな超対称性を表す（ボゾン的）キリングスピノルを εi
および εi （i = 1, 2）とする。これらは A に含まれる二つの線形独立なベクトル uAi と次
のように関係している。

uAi QA = δ(εi), uAi QA = δ(εi) (3.123)

ワイルウェイトが ∆ であるカイラル多重項に対しては次の作用を得る。

δ(ε1)δ(ε2)

(
1

2
Fϕ
)

= (ε1ε2)L(3d)
chiral, δ(ε1)δ(ε2)

(
1

2
ϕF
)

= (ε1ε2)L
(3d)

chiral (3.124)

ただし、ラグランジアン密度L(3d)
chiral とL(3d)

chiral は次のように与えられる。
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L(3d)
chiral =−DmD

mϕϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ−FF +

(
−R

6
∆(∆− 2)− 2∆

3

(
∆− 1

2

)
K

)
ϕϕ

+ (Dmψγ
mψ)− (ψσψ)−

√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

−
(
∆− 1

2

)(
2Dmϕϕ− (ψγmψ)

)
Km −

(
∆− 1

2

)(
2iϕσϕ− i(ψψ)

)
K4,

L(3d)

chiral =− ϕDmD
mϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ−FF +

(
−R

6
∆(∆− 2)− 2∆

3

(
∆− 1

2

)
K

)
ϕϕ

− (ψγmDmψ)− (ψσψ)−
√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

−
(
∆− 1

2

)(
2ϕDmϕ+ (ψγmψ)

)
K
m −

(
∆− 1

2

)(
−2iϕσϕ+ i(ψψ)

)
K

4
(3.125)

次の量を定義した。

Kµ =
ε1γ

µκ2 − κ1γ
µε2

ε1ε2
, K =

DmD
m(ε1ε2)

ε1ε2
,

K
µ
=
ε1γ

µκ2 − κγµ1 ε2
ε1ε2

, K =
DmD

m(ε1ε2)

ε1ε2
(3.126)

ただしここでは κi と κi はそれぞれ εi と εi に対応したボゾン的なスピノルである。
Lchiral を得るのに部分積分を用いていないので、積分測度によらず、その積分は正則な
リジッド超対称性のもとで不変な作用を与える。すなわち任意の関数 f(x) を用いて

S =

∫
d3x

√
gf(x)Lchiral (3.127)

によって定義した作用は正則なリジッド超対称変換のもとで不変である。ただし、反正則
なリジッド超対称変換のもとでも不変であることが保証されているのは f(x) ∝ (ε1ε2) の場
合であることを注意しておく。Lchiral についても、正則と反正則を入れ替えれば同様のこ
とが成り立つ。
実はあとで見る例では全て

K = K, Km = −Km
, K4 = −K4

, DmK
m = 0, (3.128)

が成り立つ。このとき上で具体的に与えた二つのラグランジアンL と L を比較すると、そ
れらの差は次のように表面項になる。

L(3d)

chiral − L(3d)
chiral =Dm

[
(Dmϕϕ− ϕDmϕ)− (ψγmψ) + (2∆− 1)(ϕϕ)Km

]
(3.129)

従って、f(x) = 1 と取ると L を用いて定義した作用と L を用いて定義した作用に違いは
なく、どちらも正則、反正則両方のリジッド超対称性のもとで不変である。
ベクトル多重項についても同様である。平坦な R3 上では、作用は

S ∼
∫
d3xd2θWW ∼

∫
d3xQ2(λλ) (3.130)
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と与えられるから、X ∼ λλ と取ることで以下の作用が得られる。

δ(ε1)δ(ε2)

(
1

4
(λλ)

)
= (ε1ε2)L(3d)

vector, δ(ε1)δ(ε2)

(
1

4
(λλ)

)
= (ε1ε2)L

(3d)

vector (3.131)

ただし、ラグランジアン密度は以下のように与えられる。

L(3d)
vector =

1

4
FmnF

mn − i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ − 1

2
DD +

(
R

12
+
K

3

)
σσ

+ (Dmλγ
mλ)− (λ[σ, λ])

+

[
− i

2
γmpqσFpq + σDmσ +

1

2
(λγmλ)

]
Km +

(
iDσ − i

2
(λλ)

)
K4,

L(3d)

vector =
1

4
FmnF

mn +
i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ − 1

2
DD +

(
R

12
+
K

3

)
σσ

− (λγmDmλ)− (λ[σ, λ])

+

[
i

2
γmpqσFpq + σDmσ − 1

2
(λγmλ)

]
Km +

(
−iDσ +

i

2
(λλ)

)
K

4
(3.132)

今度も (3.128) が成り立つことを仮定すると、二つのラグランジアン密度の差は表面項に
なる。

L(3d)

vector − L(3d)
vector = Dm[i(γ

mpqFpqσ)− (λγmλ)− σσKm] (3.133)

従って、積分測度 f(x) ∝ (ε1ε2) または f(x) ∝ (ε1ε2) を用いて定義した作用だけでなく、
f(x) = 1 によって定義した作用もリジッド超対称性のもとで不変である。
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第4章 球面調和関数

4.1 Sn 上の調和関数に関する公式
のちに場のガウス積分を具体的に実行する際には、場をモード展開する必要がある。そ
の際に球面調和関数が用いられる。
二次元球面上において、角運動量 j のスカラー関数は次のように展開することができる。

ϕ(j)(θ, ϕ) =
∑
m

Yj,m(θ, ϕ)ξm. (4.1)

ただし、j は角運動量の大きさを表す量子数 j = 0, 1, 2, . . . であり、S2 のアイソメトリー
SU(2) ∼ SO(3) の表現 Rj を定める。m は j によって指定される表現 Rj に属する表現空
間上のベクトル添え字であり、dimRj = 2j +1 個の値をとる。この章の目的は、このよう
な展開の一般式を任意の次元の球面上の任意のスピンの場に対して与え、それらの微分を
代数的に表す事である。この節ではまず結果だけを簡単にまとめておく。詳しい説明は以
下の節でなされる。
球面の次元を nとしよう。このとき球面のアイソメトリーは G = SO(n+1) ∼ Spin(n+1)

であり、調和関数はその表現 R̃ と、それが作用する dim R̃ 次元のベクトル添え字Aによっ
て指定される。また、n次元空間におけるスピンは H = SO(n) ∼ Spin(n)の表現 Rによっ
て指定され、スピン R の場はスピン添え字 i = 1, . . . , dimR によって指定される dimR 個
の成分を持つ。つまり、表現 R̃ に属する場の展開は次のように与えられる。

ϕ
(R̃)
i (θ) =

∑
A

Y
(R̃)
iA (θ)ξA (4.2)

ただし、あるスピン R の場の展開において任意の表現 R̃ に属する調和関数が現れるわけ
ではない。スピンの群 H を Sn 上のある点を動かさないようなアイソメトリーとみなせば
H を G の部分群とみなすことができ、

Sn = G/H (4.3)

と表すことができる。この部分群 H のもとで G の表現 R̃ を分解したときにH の表現 R

が含まれる場合にのみ対応する調和関数が存在する。
表現 R̃の表現行列 ρ

(R̃)
AB を用いると、調和関数を具体的に与えることができ、展開式 (4.2)

を次のように与えることができる。

ϕ
(R̃)
i (θ) =

∑
B,A

P
(R,R̃)
iB ρ

(R̃)
BA(g

−1(θ))ξA (4.4)
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ただし、g(θ) は (4.3) によって G を Sn 上の H 束として表したときの切断であり、P (R,R̃)
iB

は G の表現 R̃ の表現空間の中から、それを H の表現に分解したときに現れる R の表現
空間の部分だけを抜き出す dimR× dim R̃ 行列である。
さらに、G = SO(n+1) の生成子を TAB (A,B = 1, . . . , n+1)、H = SO(n) の生成子を

Tij（i, j = 1, . . . , n）とし、

Km =
1

r
Tm,d+1 (m = 1, . . . , n). (4.5)

を定義しておく。ただし r は球面の半径である。このとき、切断 g(θ) によって定義される
局所直交座標における共変微分は

Dmϕ
(R̃)
i (θ) =

∑
C,B,A

P
(R,R̃)
iC ρ

(R̃)
CB(−Km)ρ

(R̃)
BA(g

−1(θ))ξA (4.6)

と与えられる。また、無限小アイソメトリー変換 X に対応するリー微分は

LXϕ(R̃)
i (θ) =

∑
C,B,A

P
(R,R̃)
iC ρ

(R̃)
CB(g

−1(θ))ρ
(R̃)
BA(X)ξA (4.7)

によって与えられる。

4.2 枠束
d 次元のリーマン多様体 M 上の場を考える。M の接空間に作用する局所回転群を

H = SO(d) とすれば、多様体上の場は主H束に同伴するベクトル束 E の切断として表わ
される。（ここでは SO(d) と Spin(d) の違いはあまり気にしない。以下で現れる SO(d) は
場合によって Spin(d) を表わす。）場のスピンは H の表現として表わされ、場のスピンが
R のとき、E の各ファイバーは表現 R の表現空間となっている。この節で述べることは
基本的にこれだけである。以下では上で述べたことを以降の節で用いる記号を導入しなが
ら（あまり数学的には厳密でない方法で）説明していく。
量子力学において一般に用いられている記法を用いて、d 次元の多様体M 上のスピン

R の場を次のように表現しよう。

|ψ⟩ =
∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, i⟩ψi(x). (4.8)

x は M 上の点を表し、i はスピンに対する基底の添え字である。1基底となる状態 |x, i⟩
は次のようなテンソル積として定義される。

|x, i⟩ = |x⟩ ⊗ |i⟩x. (4.9)

1|ψ⟩ は E の切断である。|x, i⟩ は点 x に台をもつデルタ関数的な切断であり、E の切断の基底をなす。
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|i⟩x の添え字 x は基底が点ごとに独立に定義されることを示すものである。この基底はス
ピンごとに定義されるものであるが、それらは独立なものではなく、どれかの（自明でな
い）スピンにおける基底を全ての点 x において定義すれば、そのほかのスピンにおける基
底も自然に定まる。そこで、スピンによらない概念としての「枠」を定義するのが便利で
ある。
|i⟩x によって張られるベクトル空間を Vx としよう。また、それらとは独立に、同じ次
元を持つベクトル空間を V0 とし、その基底を |i⟩0 とする。M 上の各点での基底が与えら
れれば、|i⟩0 を |i⟩x に移す等長写像が x ごとに一つ定まる。これを f(x) とする。

f(x) : V0 → Vx. (4.10)

逆に、V0 上の基底 |i⟩0 と f(x) が与えられれば、(4.10) によって各点での基底が定まる。2

V0 と Vx は別の空間であり、f(x) は自己同型ではないので、群の元とみなすことはでき
ない。しかし仮に何らかの方法で V0 と Vx を同一視したとすれば、f(x) は SO(d) の元で
あるとみなすことができ、f(x) はM 上の SO(d) ファイバー束の切断であるとみなすこ
とができる。3このファイバー束のことを枠束と呼び、FM で表す。4

f(x)

x

V
x

V

M

図 4.1: 枠束

枠束を導入することの利点は、特定のスピンによらずに枠を設定することができるとい
う点である。枠束が与えられていた場合、あるスピン Rに対する基底を与えるには、dimR

次元の線形空間 V0 を一つ用意し、その上に基底 |i⟩0 を定義する。そしてその基底を (4.10)

の写像によってM 上の各点で定義されたベクトル空間 Vx へ写像すればそれらがスピン
R の場に対する基底を与える。このような考え方に基づき、スピン R の場の基底を

|x, i⟩ = |x, f(x)⟩ ⊗ |i⟩0 (4.11)

によって表すことにしよう。ここでの |i⟩0 は各点において定義された空間 Vx ではなく、V0
の基底である。そして Vx との関係は枠束の切断 f(x) によって指定されている。一般の場

2一般に、f(x) を連続な写像とするためには多様体M を複数の近傍 Uα で覆い、それぞれで f(x) を定
義する必要がある。これはそれぞれの Uα 上の E の自明化を与える。

3V0 と Vx を同一視しない場合、このようなファイバー束は主 SO(d)束と呼ばれる。
4ここでは群 H の元とその表現をあまり区別せずに用いている。正確には、（V0 と Vx の間の同一視を定

めたとすれば）f(x) は群 H の元であり、V0 に対するその作用はスピン R によって指定される表現によっ
て定める。
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の配位は、波動関数 ψi(x) を用いて

|ψ⟩ =
∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f(x)⟩ ⊗ |i⟩0ψi(x) (4.12)

と表される。枠束の切断 f は常に |i⟩0 で張られる空間（スピン空間）に作用させて用いら
れるから、その作用の結果が同じものは等価である。従って、次の等価関係が成り立つ。

|x, f(x)h⟩ ⊗ |i⟩0 ∼ |x, f(x)⟩ ⊗ h|i⟩0, h ∈ H = SO(d). (4.13)

この等価関係によって定義されるテンソル積をしばしば ⊗H と書く。5

これを用いると、f ′ = fh によって関係する二つの切断 f と f ′ を用いて定義された波動
関数の間の関係が得られる。f ′ を用いて定義された波動関数を ψ′ としよう。すると、次
のように変形できる。

|ψ⟩ =
∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f ′(x)⟩ ⊗H |i⟩0ψ′
i(x)

=

∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f(x)h(x)⟩ ⊗H |i⟩0ψ′
i(x)

=

∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f(x)⟩ ⊗H h(x)|i⟩0ψ′
i(x)

=

∫
M
dx

dimR∑
i,j=1

|x, f(x)⟩ ⊗H |i⟩0h(x)ijψ′
j(x) (4.14)

ただし
h(x)ij = 0⟨i|h(x)|j⟩0 (4.15)

は表現 R における h(x) の表現行列である。(4.14) を (4.12) と比較すれば、次の関係が得
られる。

ψi(x) =
dimR∑
j=1

h(x)ijψ
′
j(x). (4.16)

これは、スピン R の場に対する局所回転に他ならない。

4.3 平行移動
場 |ψ⟩ とその成分 ψi(x) を関係させるためには、枠束の切断 f(x) を一つ選ぶ必要があ
るが、共変微分を行う際に面倒なのは、この選んだ切断が平行移動によって変化してしま

5(4.13) の同値関係は E が主 H 束に同伴するベクトル束であるということの定義に他ならない。
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うため、それを打ち消すような補正を行う必要があるということである。例えば、点 x に
ある場を点 x′ に平行移動させることを考えよう。平行移動は x′ = x + ϵ におけるスピン
空間 V ′

x から x におけるスピン空間 Vx への直交（あるいはユニタリー）変換を定める。

Uϵ : Vx′ → Vx (4.17)

この平行移動の状態に対する作用を P によって表すことにする。

P |x′, f(x′)⟩ = |x, Uϵf(x
′)⟩ (4.18)

平行移動によって得られた切断の点 x における値 Uϵf(x
′) はもとの切断 f(x) とは異な

x
x+e

f(x’ )
f(x)

Uef(x)

P

図 4.2: 平行移動

るため、平行移動を用いて共変微分などを定義するためにはこの変化を補正する必要があ
る。例えば、(4.8) によって表される場をベクトル場 ϵ で平行移動した P |ψ⟩ の波動関数を
もとの切断を用いて表そうとすれば、次の式が得られる。

P |ψ⟩ =
∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, Uϵf(x
′)⟩ ⊗H |i⟩0ψi(x′)

=

∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f(x)Ωϵ⟩ ⊗H |i⟩0ψi(x′)

=

∫
M
dx

dimR∑
i=1

|x, f(x)⟩ ⊗H Ωϵ|i⟩0ψi(x′)

=

∫
M
dx

dimR∑
i,j=1

|x, f(x)⟩ ⊗H |i⟩0Ωϵ,ijψj(x
′). (4.19)

ただし
Ωϵ = f−1(x)Uϵf(x

′) : V0 → Vx′ → Vx → V0 (4.20)

およびその表現 R における表現行列 Ωϵ,ij を定義した。Ωϵ は V0 上の同型写像であるから
SO(d) の元である。従って、P |ψ⟩ の波動関数を ψPi (x) とすれば

ψPi (x) =
dimR∑
j=1

Ωϵ,ijψj(x
′) (4.21)
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であり、Ωϵ = 1 + ϵµωµ によってリー代数 so(d) の元 ωµ を定義すれば

ϵµDµψi(x) ≡ ψPi (x)− ψi(x)

= ϵµ

[
∂µψi(x) +

dimR∑
j=1

ωµijψj(x)

]
(4.22)

が得られる。ωµ はスピン接続であり、これが平行移動によって変化する切断 f に対する
補正を表している。この接続の存在が計算をややこしくする。
この問題は、特定の切断 f を選ぶことによって引き起こされる。そこで、切断を固定せ
ず、あらかじめ全ての f に対する値を与えておく。これは枠束 FM 上の関数として場を
与えることを意味する。いままで用いていた基底 (4.11) においては、点 x が与えられる
とその点での枠は前もって選んでおいた切断 f によって一意的に決定されたのであるが、
ここでは枠の取り方を表す写像 f : V0 → Vx を点 x とは独立な座標として扱い、(x, f) に
よって指定される基底

|x, f⟩ (4.23)

を用いよう。組 (x, f)は枠束 FM 上の点を与えるから、これは枠束上の関数の基底になっ
ている。イメージとしては、組 (x, f) はスピン空間 V0 をM 上の点 x に f によって指定
される向きに貼り付ける役割を果たす。この基底を用いると、一般の状態は次のように表
すことができる。

|ψ⟩ =
∫
f

dx

dimR∑
i=1

|x, f⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x, f) (4.24)

(4.12) との違いは、波動関数は FM 上全体で定義されているということと、積分が任意
の切断 f 上で行われるということである。切断 f の取り方にこの状態が依存しないため
には被積分関数

dimR∑
i=1

|x, f⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x, f). (4.25)

が f に依存してはならない。f を fh（h ∈ SO(d)）に置き換えても不変であることから、

dimR∑
i=1

|x, f⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x, f) =
dimR∑
i=1

|x, fh⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x, fh)

=
dimR∑
i=1

|x, f⟩ ⊗H h|i⟩0Ψi(x, fh)

=
dimR∑
i,j=1

|x, f⟩ ⊗H |i⟩0hijΨj(x, fh). (4.26)

が成り立たなければならない。途中でテンソル積 ⊗H が満足する性質 (4.13) を用いた。こ
の式から、FM 上の波動関数 Ψ が満足すべき関係式
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Ψi(x, f) =
dimR∑
i=1

hijΨj(x, fh) (4.27)

が得られる。波動関数がこの条件を満足していれば、(4.24) によって定義される状態ベク
トルは f の選び方に依存しない。そこで以下では積分をどこでするかは明示しないことに
する。このような形で波動関数を定義しておくと、状態の平行移動は次のように与えるこ
とができる。

Pϵ|ψ⟩ =
∫
dx

dimR∑
i=1

|x, Uϵf⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x
′, f)

=

∫
dx

dimR∑
i=1

|x, f⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(x
′, U−1

ϵ f) (4.28)

二行目への移行の際には f を U−1
ϵ f で置き換えた。これより、平行移動された状態の波動

関数は
ΨP
i (x, f) = Ψi(x

′, U−1
ϵ f) (4.29)

によって与えられる。あとは、(4.27) を満足する波動関数や平行移動を与えるU をどのよ
うに与えればよいかという問題が残るが、次の節で見るように、対称空間の場合にはこれ
らの具体系は簡単に与えられる。

4.4 G/H 上の枠束
多様体M に対して群 G が推移的に作用する場合を考えよう。これはM が一様な空間
であることを意味する。M の上に特定の一点（原点）O を選ぶ。原点を動かさない G の
部分群（stabilizer）を H とする。

H = {g ∈ G|gO = O}. (4.30)

g ∈ G が原点 O を x に移す、すなわち x = gO とすると、gH の元も全て O を x に移
す。従って、gH と点 x との同一視により、

M = G/H (4.31)

となる。これによって G はM 上の H-束になる。G からM への射影を π とする。

H → G

↓ π

M
(4.32)

ここで、付加的な条件としてH が G の involution σ の fixed point set であるという条
件を課す。このときM = G/H は対称空間であるといわれる。この条件は、G のリー代数
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Gを σ の固有値が +1 である空間H と −1 である空間 K の直積として表すことができる
ことを意味する。従って次の関係式が成り立つ。

[H,H] ⊂ H, [H,K] ⊂ K, [K,K] ⊂ H. (4.33)

始めの二つの関係式が成り立つことはH が G の部分群をなすことから保証されるが、最
後の一つが付加的な条件から従う式である。あとで K の作用を平行移動、H の作用を局
所回転として扱うが、最後の条件は捩率が無いことに対応している。
前節において、M 上の場がその枠束 FM 上の場として与えられることを見た。枠束

FM 上の点はM 上の点とその点での局所直交系を定める。M = G/H の場合には、これ
は G の元を一つ与えることによって実現される。すなわち、原点 O において基準となる
基底 |i⟩0 を定めておき、g ∈ G によってこの直交系を点 g に移動したものを点 x = π(g)

での基底 |i⟩x として採用することにすれば、G と FM の同相写像を定義することができ
る。（図 4.3）このように、M = G/H の場合には、M 上の点を与える x ∈ M とその点

g

|e>

|g>

g’

|g’ g>

図 4.3: M に対する群 G の作用と座標系の関係

での枠を決める f : V0 → Vx をひとまとめにして g ∈ G によって与えることができる。そ
こで、M 上のスピン R の場の配位を与える (4.24) は次のように書くことができる。

|Ψ⟩ =
∫
dg|g⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(g) (4.34)

積分はもともと切断 f 上で行う約束であったが、被積分関数が f への依存性を持たない
ことを利用してG 全体の積分として書き換えた。⊗H は次の同一視によって定義される。

|gh⟩ ⊗H |i⟩0 ∼ |g⟩ ⊗H h|i⟩0 (4.35)

また、G ∼ FM 上の波動関数 Ψi(g) が満足すべき条件 (4.27) は

Ψi(g) =
dimR∑
i=1

hijΨj(gh), ∀h ∈ H (4.36)
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となる。
実は、M = G/H である場合にはこの条件を満たす波動関数の完全系を次のように与え
ることができる。

Y R̃
i,A(g) = ρR̃(g−1)iA (4.37)

この式について少し詳しく説明しておこう。

• 場のスピン R は H ⊂ G の表現である。G の既約表現をH の既約表現に分解する
と、一般にはいくつかの表現に分岐する。この分岐においてスピン表現 R への分岐
を含むG の表現（無限個存在する。）を R̃ とする。

• G の表現 R̃ に対する表現行列を ρR̃AB とし、これが作用する空間を VR̃ とする。VR̃ の
基底の添え字としてA,B = 1, . . . , dim R̃ を用いる。ρR̃iB は ρR̃AB の列添え字 A を VR
の部分に制限したものである。

• スピンの表現Rが一つ与えられると、Rへ分岐する無限個の表現 R̃と、A = 1, . . . , dim R̃

でラベルされる無限個の関数の組 Y R̃
i,A が定まる。

• 一般には R̃ が二つ以上の R を含むことがある。そのような場合には Y R̃
i,A を指定す

る添え字としては R̃ だけではなく、その中のどちらの R を選ぶかを指定する必要が
ある。（しかし以下では記号の上ではそのような指定は明記しない。）

この関数系がスピン R の場に対する完全系をなすということは、(4.36) を満足する関数
Ψi(g) が (4.37) の線形結合として次のように与えられることを意味する。

Ψi(g) =
∑
R̃⊃R

dim R̃∑
A=1

ρR̃(g−1)iAΨ
R̃
A (4.38)

ただし
∑

R̃⊃R は H ⊂ G において R への分岐を含む全ての G の表現に対して和を取るこ
とを意味する。ΨR̃

A は定数係数である。(4.38) が (4.36) を満足することは簡単に示すこと
ができる。

4.5 アイソメトリーとリー微分
図 4.3に示されたG と FM の対応を見れば、M に対するアイソメトリーは g への右
作用として次のように与えられる。

iso(g′)|g⟩ = |g′g⟩. (4.39)
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従って、(4.34) に対してアイソメトリーを作用させると、波動関数の変換は

iso(g′)|Ψ⟩ =
∫
dg
∑
i,R̃,A

|g′g⟩ ⊗H |i⟩0ρR̃(g−1)iAΨ
R̃
A

=

∫
dg
∑
i,R̃,A

|g⟩ ⊗H |i⟩0ρR̃(g−1g′)iAΨ
R̃
A.

=

∫
dg

∑
i,R̃,A,B

|g⟩ ⊗H |i⟩0ρR̃(g−1)iAρ
R̃(g′)ABΨ

R̃
B. (4.40)

となる。二行目への移行は積分変数の置き換え g → g′−1g によって行われた。この結果よ
りアイソメトリーは定数ベクトル ΨR̃

A に対する次のような回転として表わすことができる。

ΨR̃
A → Ψ′R̃

A = ρR̃(g′)ABΨ
R̃
B. (4.41)

アイソメトリーの生成子 X に対応するリー微分 LX は、微小なアイソメトリーのもと
での場の変化として定義される。すなわち、

LX = iso(1 +X)− 1 (4.42)

である。(4.40) を用いれば

LXΨi(g) = Ψi((1 +X)−1g)−Ψi(g) = Ψi(−Xg). (4.43)

である。さらに (4.41) より次の式が得られる。

LXΨR̃
A = ρR̃(X)ABΨ

R̃
B (4.44)

4.6 共変微分
共変微分を扱う前に、枠束の切断 f に対応する局所直交系を具体的に定義しておこう。
リー代数 G をH の生成元 Ha と K の生成元 Km で張ることにする。Km は TM の基底
と見なすことができるから、そこに計量を導入することでM 上のリーマン計量が定まる。
ここでは

(Km, Kn) = δmn (4.45)

のような内積を導入する。これが対称性と矛盾しないこと、すなわち Km を H で回転し
たときにこの内積が保たれることを要請する。Km の全体の規格化は自由に選ぶことがで
きるが、これがM のスケールを決める。
FM の切断 f を一つ与える。これに基づいて、任意の点 x ∈ M の近傍の直交座標 ξa

（m = 1, . . . , dimM）を定義しよう。これは、ξa から x の近傍への写像として次のように
与えることができる。（以下、接空間と近傍をあまり区別せずに用いる。）
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x(ξ) = π(g(1 + ξmKm)) (4.46)

ここからは、添え字についての和の記号は省略することにする。この近傍座標系における
微小線素を

ds2 = ξmξm (4.47)

によって定める。
ある直交系を設定したときに、座標 ξm の点を座標 ξm − ϵm に動かすような平行移動は

g → g(1− ϵmKm) (4.48)

によって与えられる。この平行移動を Pϵ と表わそう。

g

|e>

|1+K>

|g>

|g(1+K)>

図 4.4: 平行移動

Pϵ|g⟩ = |g(1− ϵmKm)⟩ (4.49)

Pϵ を (4.34) に作用させると、

Pϵ|Ψ⟩ =
∫
dg|g(1− ϵmKm)⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(g)

=

∫
dg|g⟩ ⊗H |i⟩0Ψi(g(1 + ϵmKm)) (4.50)

この Pϵ を用いると、共変微分は次のように定義することができる。

ϵmDm|Ψ⟩ = Pϵ|Ψ⟩ − |Ψ⟩

=

∫
dg|g⟩ ⊗H |i⟩0[Ψi(g(1 + ϵmKm))−Ψi(g)] (4.51)

つまり、Dm|Ψ⟩ の波動関数をDmΨi と書くことにすれば、それは次のように与えられる。
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DmΨi = Ψi(gKm). (4.52)

ただし、この式の右辺は、

ϵmΨi(gKm) = Ψi(g(1 + ϵmKm))−Ψi(g) (4.53)

によって定義される。波動関数が (4.38) のように展開されることを用いると、さらに簡単
に表わすことができる。ここでは特に波動関数がアイソメトリーのもとで表現 R̃ に属し、
つぎのように与えられるとしよう。

ΨR̃
i (g) = ρR̃(g−1)iAΨ

R̃
A (4.54)

このとき、(4.53) は次のように与えられる。

ΨR̃
i (g(1 + ϵmKm))−ΨR̃

i (g) = [ρR̃((1− ϵmKm)g
−1)iA − ρR̃(g−1)iA]Ψ

R̃
A

= ρR̃(−ϵmKm)iAρ
R̃(g−1)ABΨ

R̃
B

= ρR̃(−ϵmKm)iAΨ
R̃
A(g) (4.55)

ただし、(4.54) の R 添え字 i をそのまま R̃ へ拡張したものをΨR̃
A(g) とした。すなわち

ΨR̃
A(g) = ρR̃(g−1)ABΨ

R̃
B (4.56)

である。これを用いれば、

DmΨ
R̃
i (g) = ΨR̃

i (gKm) = −ρR̃(Km)iAΨ
R̃
A(g). (4.57)

これが条件 FM 上の波動関数が満たすべき条件 (4.36) を満足することは次のように確認
できる。

DmΨi(gh) = Ψi(ghKm) = Ψi(g(hKmh
−1)h) = h−1

mnh
−1
ij Ψj(gKn) = h−1

mnh
−1
ij DnΨj(g).

(4.58)

つまり、DmΨ
R̃
i を改めて一つの波動関数 ΨR̃

mi と置くと、

Ψmi(gh) = h−1
mi,njΨnj(g) (4.59)

が満たされる。このことは共変微分の添え字 m もスピン添え字として正しく変換されてい
ることを表している。共変微分の添え字に対応するスピン基底を導入すると次の状態ベク
トルが定義できる。

|DΨ⟩ =
∫
dg|g⟩ ⊗H (|m⟩0 ⊗ |i⟩0)DmΨi(g) (4.60)
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ただし、ここでの ⊗H は次の同一視によって定義される。

|gh⟩ ⊗H (|m⟩0 ⊗ |i⟩0) ∼ |g⟩ ⊗H (h|m⟩0 ⊗ h|i⟩0), ∀h ∈ H. (4.61)

微分を二回続けて作用させる場合には (4.57) を二回繰り返せばよい。すなわち

DmDnΨ
R̃
i (g) = DmΨ

R̃
i (gKn) = ΨR̃

i (gKmKn) (4.62)

である。
添え字 m と n を縮約すると、ラプラシアンに対する次の式が得られる。

∆Ψi(g) = Ψi(gKmKm) = −[C2(R̃)− C2(R)]Ψi(g). (4.63)

ただし、C2(R̃) は KmKn の添え字をつぶした H 不変計量 δmn を G 不変計量 gAB に拡張
して定義した G のカシミア、C2(R) はその計量を H の生成子に制限して得られる計量を
用いて定義した H のカシミアである。

C2(R̃) = −gABTATB, C2(R) = −gijHiHj. (4.64)

ここでは反エルミートな生成子を用いているので、カシミアが正になるように負号をつけ
て定義した。このように、ラプラシアンの固有値はスピン R とアイソメトリーのもとでの
表現 R̃ から完全に代数的に計算することができる。
(4.62) において二つの添え字を入れ替えたものを引けば、

[Dm, Dn]Ψ
R̃
i (g) = ΨR̃

i (g[Km, Kn]) = ρR(−[Km, Kn])ijΨ
R̃
j (g) (4.65)

となる。すなわち、曲率テンソルが次のように与えられる。

Rmn ≡ [Dm, Dn] = −[Km, Kn] ∈ H. (4.66)

ただし、ここでは曲率テンソルの成分をH の成分として表わした。これを局所座標を用い
て行列表示するにはK 上の H の表現を用いればよい。

4.7 スピン接続と多脚場
スピン接続 ω と多脚場 e は、共変微分と微分を比較することによって得ることができ
る。共変微分が

emDmΨi = dΨi + ωijΨj (4.67)

と与えられるとしよう。右辺の微分を次のように書き換える。

dΨi(g) = Ψi(dg). (4.68)
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ただし、Ψi(dg) は波動関数が (4.38) のように与えられていることを仮定して、その中の
ρR̃(g−1) に対して微分が作用したものを表す。また、スピン接続の項は ωΨ(g) = Ψ(−gω)
のように書き換えることができる。さらに共変微分に対する式 (4.57) も用いると、

emΨi(gKm) = Ψi(dg) + Ψi(−gω) (4.69)

これが任意の場に対して成り立たなければならないから、次の式が得られる。

µ = e+ ω, µ := g−1dg. (4.70)

ω はスピン接続を H に値を持つ 1-形式として表わしたものであり、e = emKm である。つ
まり、µ を H の成分と K の成分に分解することにより ω と e が得られる。µ は定義より
次の式を満足する。

dµ+ µ2 = 0. (4.71)

ここに µ = e+ ω を代入し、対称空間についての関係式 (4.33) を用いて H 成分と K 成分
に分けると、次の二つの式を得る。

de+ ωe+ eω = 0, dω + ω2 + e2 = 0. (4.72)

一つ目の式は、捩率が 0 であることを表している。二つ目の式からは曲率テンソル (4.66)

が得られる。

4.8 S2 上の調和関数
この章の残りの部分では、ここまでに得られた一般的な結果を用いて具体的な多様体の上
での調和関数を構成し、後で用いる公式を与える。まずは S2 の場合についてみてみよう。
S2 上の調和関数は、S2 の SO(3) 回転に対する角運動量 j と、場のスピン s によって
分類される。スピンはスピン演算子 S = −iT12 の固有値として定義される。たとえばベク
トルは ±1 のスピンをもつ。ベクトル (v1, v2) に対して v± = v1 ± iv2 を定義しよう。これ
に対して無限小変換 λ12T12 を作用させてみる。δvi = λijvj であり、v± に対しては

δv± = ∓iλ12v± (4.73)

であるから、λ± のスピンは∓1 である。（添え字と逆符号になることを注意しておく。）一
方スピノルの場合であるが、ディラックスピノルに対する回転の生成子は T12 = (1/2)γ12 =

(i/2)γ3 であるから、上成分のスピンは +1/2、下成分のスピンが −1/2 となる。
一般論より、表現 j に属するスピン s 調和関数は次のように表わされる。

Y = Ps,mρ(g
−1)m,m′ξm′ (4.74)
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ξm′ は表現 j の表現空間に属する定数ベクトルである。P は表現 j から −iT12 = s の成分
を抜き出す射影行列である。通常のスカラー球面調和関数 Yj,m は s = 0 の場合に右辺の係
数 ξm′ を除いた部分である。

Yj,m = Ps=0,m′ρ(g−1)m′,m (4.75)

スピン s の調和関数は、表現 j が −iT12 = s 成分を含む場合にだけ存在する。これは次の
条件が成り立つ場合である。

|s| ≤ j. (4.76)

(4.74) のように与えられた場の共変微分は

DiY = Ps,m(−Ki)m,m′ρ(g−1)m′,m′′ξm′′ (4.77)

によって計算できる。ただしKi は、球面の半径 r の逆数を含めて次のように定義される。

Ki =
1

r
Ti3 (i = 1, 2) (4.78)

と定義する。Ki を複素に組んで K± = K1 ± iK2 を定義すると、スピンとの交換関係は

[S,K±] = ±K± (4.79)

となる。すなわち K± はスピンを ±1 だけ変化させ、スピン固有状態のもとで行列表示し
た際に 0 でない成分は

(K+)s+1,s, (K−)s−1,s (4.80)

である。
角運動量 j の表現空間に作用したときに次の公式が成り立つ。

K+K− = − 1

r2
(j + S)(j − S + 1), K−K+ = − 1

r2
(j − S)(j + S + 1) (4.81)

これを用いると、ラプラシアンの固有値は次のように得られる。

∆ = KiKi =
1

2
(K+K− +K−K+) = − 1

r2
(j(j + 1)− s2) (4.82)

4.9 モノポール調和関数
S2 上に定数磁場が存在し、荷電粒子がその影響を受けている場合を考えよう。磁束の大
きさは量子化されており、ゲージポテンシャルは次のように与えられる。

A = mAmon, Amon =
1− cos θ

2
dϕ (4.83)
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ただし mは S2 を貫くフラックスの本数を与える整数である。Amon は単位磁荷のモノポー
ルを与えるゲージポテンシャルである。これはゲージの取り方に依存し、上で与えた具体
形は一つの例である。対応する場の強さ Fmon = dAmon はS2 上で一様であり、∮

Fmon = 2π (4.84)

が成り立つ。一方曲率テンソル R12 = dω12 は∮
R12 = 4π (4.85)

を満足する。従って、適当なゲージを取れば

Amon =
1

2
ω12. (4.86)

である。
このような背景上にチャージ q ∈ Z、スピン s の場 Φ が存在した場合、背景のゲージ場
とスピン接続の影響は次の共変微分を通して現れる。

D = d+ isω12 − iqA = d+ i
(
s− mq

2

)
ω. (4.87)

従って、背景のモノポール磁場の効果はスピン s を次のように定義される有効スピン seff
に置き換えることで取り込むことができる。

seff = s− qm

2
. (4.88)

すなわち、チャージを持つ球面上の場はスピン seff の場として調和関数展開される。スピ
ン seff の場の調和関数 Yj,m は量子数 j と j3 によってラベルされ、それらは次の値を取る。

j = |seff |, |seff |+ 1, |seff |+ 2, . . . ,

j3 = −j,−j + 1,−j + 2, . . . , j. (4.89)

4.10 S3 上の調和関数
SO(4) の元は (gl, gr) のように二つの SU(2) の元の組として表わすことができ、H はそ
の対角部分群である。つまり、

S3 = SO(4)/SO(3) = (SU(2)L × SU(2)R)/SU(2)D (4.90)

である。（ここでは大域的な構造は気にしない。）
調和関数は SO(4) の表現で分類することができる。SO(4) の表現は SU(2)L × SU(2)R
の二つのスピン jL と jR によって指定される。前節までに説明した一般論より、スピンは
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SU(2)D の表現であり、(jL, jR) を SU(2)D の既約表現したときに s が現れるときのみ量
子数 (jL, jR) を持つスピン s の調和関数が存在する。すなわち、次の条件が成り立つ。

|jL − jR| ≤ s ≤ jL + jR. (4.91)

表現 (jL, jR) に属する調和関数は次のように表わすことができる。

Y (jL,jR)
sz = Psz ,(mL,mR)ρ(g

−1)(mL,mR),(m′
L,m

′
R)
ξ(m′

L,m
′
R)

(4.92)

Y
(jL,jR)
sz の添え字 sz はスピン添え字であり、−s から s までの値を取る。(mL,mR) は

(jL, jR) 表現の成分を指定する添え字で、mL が −jL から jL まで、mR が −jR から jR ま
での値を取る。(m′

L,m
′
R) も同様である。ξ(m′

L,m
′
R)
は (jL, jR) 表現のウェイトを指定する任

意の定数係数である。Psz ,(mL,mR) は SU(2)L×SU(2)R の (jL, jR) 表現の中から対角部分群
SU(2)D の s 表現を取り出す射影行列である。以下では式を見やすくするためにできるだ
け添え字を省略する。また、表現行列 ρ(g−1) を g−1 によって表わす。たとえば (4.92) を
単純に次のように表わす。

Y = Pg−1ξ (4.93)

生成子 Ki は SU(2) 生成子を用いて次のように表わされる。

Ki =
1

r
Ti4 =

1

r
(TLi − TRi ). (4.94)

従ってラプラシアンの固有値を以下のように得ることができる。

∆ = KiKi =
1

r2
[2(TLi )

2 + 2(TRi )
2 − (TDi )2]

= − 1

r2
[2jL(jL + 1) + 2jR(jR + 1)− s(s+ 1)]. (4.95)

特にスカラーの場合には (jL, jR) = (j, j), s = 0 であり、次のよく知られた式に帰着する。

∆ = − 4

r2
j(j + 1) = − 1

r2
l(l + 2) (4.96)

ただし、スカラー場の角運動量を表す整数として l = 2jL = 2jR ∈ Z を定義した。
S3 上のベクトル調和関数を（ベクトルであることを強調するために太字を用いて）Y

とする。調和関数に対する一般公式は他のスピンの場合と同様に

Yi = (Pg−1ξ)i (4.97)

である。不等式 (4.91) より、

(j − 1, j), (j, j), (j + 1, j) (4.98)

の 3 つの量子数を持つ部分に分けることができる。一般に、 3 次元のベクトル場は回転を
表す部分と発散を表す部分に分けることができるが、(4.98) のうち (j ± 1, j) が回転部分
を、(j, j) が発散部分を表す。このことを確かめておこう。
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まず、(j ± 1, j) のモードが発散を持たないことは、このような量子数を持つスカラー場
の調和関数が存在しないことから明らかである。(j, j) のモードは j ̸= 0 についてのみ存
在するが、そのようなベクトル調和関数は、同じ量子数を持つスカラー調和関数 Y(j,j) を
用いて Y(j,j) = ∇Y(j,j) と与えることができる。
ベクトル調和関数 Y の回転を計算してみよう。

(∇× Y )i = ϵijk∇jAk

= −ϵijk(PKjg
−1ξ)k (4.99)

であるが、(1.15) にあるように、ϵijk がスピン 1 表現の SU(2) 生成子と見なせることを用
いると、

(4.99) = (Tj)ik(PKjg
−1ξ)k = (P (TDj )Kjg

−1ξ)i

=
1

r
(P (TLj + TRj )(T

L
j − TRj )g

−1ξ)i

=
1

r
(P [(TLj )

2 − (TRj )
2]g−1ξ)i

= −1

r
[jL(jL + 1)− jR(jR + 1)]Yi (4.100)

のように式変形することができる。従って、回転演算子の固有値が次のように得られる。

rot = −1

r
[jL(jL + 1)− jR(jR + 1)]. (4.101)

(4.98) のそれぞれに対する固有値は以下の通り。

rotY(j+1,j) = −2(j + 1)

r
Y(j+1,j), rotY(j,j) = 0, rotY(j−1,j) =

2j

r
Y(j−1,j). (4.102)

Y(j,j) の回転が 0 になるのはY(j,j) がスカラー調和関数の勾配として表されることからも明
らかである。
最後に、スピノル調和関数について見ておこう。Y = Pg−1ξ をスピノル調和関数とすれ
ば、それにディラック演算子を作用させたものは次のように計算できる。

D\Y = −γiPKig
−1ξ = 2iTiPKig

−1ξ = 2iPTDi Kig
−1ξ = −2i

r
[jL(jL + 1)− jR(jR + 1)]Y

(4.103)

ただし途中で (1.15) にあるように 3 次元のディラック行列がスピン 1/2 の表現行列と見な
すことができることを用いた。許される表現 (j + 1/2, j) と (j − 1/2, j) に対する固有値は
以下のようになる。

D\Y(j+ 1
2
,j) = −

2i(j + 3
4
)

r
Y(j+ 1

2
,j), D\Y(j− 1

2
,j) =

2i(j + 1
4
)

r
Y(j− 1

2
,j). (4.104)
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4.11 左不変枠
ここまでの例では具体的な座標を設定せずに計算を行ってきたが、S3 の場合には計算に
便利な特別な座標系が存在する。
S3 のアイソメトリー G は

SO(4) ∼ Spin(4) = SU(2)L × SU(2)R (4.105)

である。つまり、G の元を二つの SU(2) の元を用いて与えることができる。

g = (gL, gR), gL ∈ SU(2)L, gR ∈ SU(2)R. (4.106)

対応する生成子を次のように定義する。

TLa = (Ta, 0), TRa = (0, Ta). (4.107)

スピン群 H は二つの SU(2) の対角部分群であるから、その元は (h, h) と与えられる。
従って、G/H を定義する際の同一視は

(gL, gR) ∼ (gLh, gRh) (4.108)

である。このような H の作用のもとで

ĝ = gRg
−1
L (4.109)

は不変に保たれる。これは (4.108) をゲージ変換と見なし、ゲージ固定条件

gL = 1 (4.110)

によって座標系を定めたときの gR である。

(gL, gR) ∼ (1, gRg
−1
L ) ≡ (1, ĝ) (4.111)

(4.108)の関係によって同一視されない二つの (gL, gR)の対は異なる ĝ を与えるから、G/H
を ĝ の集合と同一視することができ、ĝ を S3 上の座標として用いることができる。
アイソメトリー (fL, fR) ∈ G は座標 (gL, gR) に次のように作用する。

(gL, gR) → (f−1
L gL, f

−1
R gR) (4.112)

この変換のもとで ĝ は次のように変換される。

ĝ → f−1
R ĝfL (4.113)

fL と fR はそれぞれ ĝ に対する右作用と左作用を与える。6座標を定義する条件 (4.110) は
ĝ に対する左作用のもとで不変であるので (4.110) によって定義される座標を左不変枠と
いう。

6添え字の L/R と作用の左右が逆になっていることに注意すること。(4.110) の代わりに gR = 1 を用い、
ĝ = gLg

−1
R と定義すれば SU(2)L と SU(2)R はそれぞれ左作用と右作用になる。
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Maurer-Cartan 1-形式と呼ばれる次の 1-形式を定義する。

µ̂ = ĝ−1dĝ = µ̂aTa, (4.114)

変換 (4.113) のもとでこの 1-形式は次のように変換される。

µ̂→ f−1
L µ̂fL, µ̂a → µ̂b(fL)b

a (4.115)

つまり µ̂ は左不変 1-形式である。G = SO(4) に対する Maurer-Cartan 形式は次のように
与えられる。

µ = g−1dg = (0, ĝ−1dĝ) = (0, µ̂) (4.116)

H および K に属する生成子を次のように定義する。

TDa = TLa + TRa , Ka =
1

r
(TLa − TRa ). (4.117)

これらを用いると、

µ = µ̂aTRa = −r
2
µ̂aKa +

1

2
µ̂aTDa (4.118)

これを一般的な公式 (4.70) と比較すると、多脚場とスピン接続が次のように決定される。

ea = −r
2
µ̂a, ωa =

1

2
µ̂a. (4.119)

よく知られている事実として、群多様体上のスカラー関数はその表現行列の成分によっ
て展開することができる。S3 = SU(2) の場合には

ϕ(ĝ) =
∑
R

dimR∑
A,B=1

cRABρ
R(ĝ)AB (4.120)

となる。ここでは特に次のようなものについて考えよう。

f(ĝ) = u†ρ(ĝ)v (4.121)

ρ は SU(2) の（既約で無くてもよい）表現行列で、u† と v は表現空間 V ∗
R および VL に属

するベクトルである。
u† ∈ V ∗

R, v ∈ VL. (4.122)

(4.113) と見比べると、VL と V ∗
R にはそれぞれ SU(2)L と SU(2)R が作用することがわか

る。それぞれのベクトル空間に対する SU(2) の作用を表わす生成子を T
(VL)
a 、T (V ∗

R)
a のよう

に表わすことにしよう。以下では表現 ρ(ĝ) を単に ĝ と表すことにする。関数 (4.121) に対
して、微分演算子

d = dxµ∂µ = ea∂a (4.123)

を作用させると次の式を得る。

ea∂a(u
†ĝv) = (u†dĝv) = (u†ĝµ̂v) = µ̂a(u†ĝTav) = −2

r
ea(u†ĝTav) (4.124)
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すなわち

∂a(u
†ĝv) = −2

r
(u†ĝTav) (4.125)

が成り立つ。つまり、微分演算子 ∂a をスカラー関数に作用させることはベクトル空間 VL
に対して −(2/r)Ta を作用させることと同じである。

∂a = −2

r
T (VL)
a (4.126)

次に、スピンをもつ場について考えてみよう。あるスピンをもつ次の場を考えよう。

ψα(ĝ) = u†ĝvsα. (4.127)

α はスピン添え字であり、s はスピン空間 VS のベクトルである。これに対して共変微分を
作用させてみよう。軌道部分 u†ĝv に対する作用は (4.125) と同じであり、スピン部分には
(4.119) に与えたスピン接続 ωa = −(1/r)ea が作用することから、

Daψ
α = −2

r
(u†ĝTav)s

α − 1

r
(u†ĝTav)ρ

s(Ta)
α
βs

β. (4.128)

ただし ρs(ĝ) はスピン表現行列である。つまり、共変微分の作用は

Da = −2

r
T (VL)
a − 1

r
T (VS)
a (4.129)

と表わすことができる。
(4.115)より SU(2)L はスピン空間にも作用する。従って、アイソメトリーの VR⊗VL⊗VS
への作用は次のように与えられる。

TLa = T (VL)
a + T (VS)

a , TRa = T (VR)
a . (4.130)

以上の結果を用いると S3 上で様々な演算子の固有値を計算することができる。ここで
は例としてスピン 1/2 の場に作用するディラック演算子 σaDa の固有値を求めてみよう。
パウリ行列がスピン空間に作用する SU(2) 生成子と見なすことができ、関係式

σa = −2iT (VS)
a (4.131)

が成り立つことを用いれば

σaDa =
2i

r
T (VS)
a (2T (VL)

a + T (VS)
a ) =

2i

r
[(TLa )

2 − (T (VL)
a )2] (4.132)

を得る。ここで、VL と VR が同じ表現に属する表現空間であり、

(T (VL)
a )2 = (T (VR)

a )2 = (TRa )
2 (4.133)

を用いれば

σaDa =
2i

r
[(TLa )

2 − (TRa )
2] = −2i

r
[jL(jL + 1)− jR(jR + 1)] (4.134)

となり、(4.103) と同じ結果を得る。
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第5章 超共形指数

この章では、S2 ×S1 上の場の理論の経路積分を局所化を用いて評価することにより、3

次元ゲージ理論の超共形指数

I(x, zi, ya) = tr
[
(−1)F qD−R−JxD+J

∏
zFii y

ma
]

(5.1)

を与える一般公式を得る。そのような導出は超対称性が N ≥ 3 であり場のワイルウェイ
トが量子補正を受けない場合については [7]で与えられた。カイラル多重項が一般のワイル
ウェイトを持つN = 2 超対称理論の場合への拡張は [8]でなされた。以下の導出はほぼ [8]

に基づいている。

5.1 S2 × R 上の超共形対称性
次の計量で与えられる S2 × R 上で超対称理論を構成することを考えよう。

ds2 = (dx3)2 + r2dΩ2
2. (5.2)

§3.1で見たように、この空間は共形平坦である。(3.3) に与えたように、R3 上の動径座標
ρ と x3 座標の関係は

ρ

r
= exp

x3

r
. (5.3)

である。従ってR3 上の dilatation 演算子 D と x3 方向の並進演算子 H の間の関係は

D = −ρ d
dρ

= −r d

dx3
= rH (5.4)

によって与えられる。
平坦な時空での超対称変換パラメータは、ρ 依存性のみに注目すれば大雑把に ϵ ∼ ξ+ρζ

と与えられる。これをワイル変換すると S2 × R 上の変換パラメータは

ϵ ∼ e−x
3/(2r)ξ + e+x

3/(2r)ζ (5.5)

となる。この解をより具体的に与えるには、調和関数を用いてS2×R1 上のキリング方程式

Dmϵ = γmκ, Dmϵ = γmκ (5.6)

を解けばよい。
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ϵと ϵはどちらも同様に扱うことができるから、ここでは ϵについて考える。まずm = 1, 2

に対する式、すなわち S2 上のキリング方程式の解を求めよう。一般公式 (3.85) より S2

上のキリングスピノルは次の関係式を満足しなければならない。

DiDiϵ = − 1

2r2
ϵ. (5.7)

キリングスピノルを角運動量の固有関数（球面調和関数）で展開したとしてその主量子数
を j とする。S2 上のラプラシアンの固有値 (4.82) を用いれば (5.7) は

− 1

r2

[
j(j + 1)− 1

4

]
= − 1

2r2
(5.8)

を意味する。これより直ちに j = 1/2 が求まる。
2 次元の既約スピン表現は全て一成分であるから、2 次元ディラックスピノル ϵ の上成
分 ϵ+ と下成分 ϵ− は独立に与えることができる。§4.8の始めのほうで述べたように、ϵ+ は
スピン +1/2 を、ϵ− はスピン −1/2 を持つ。一般公式 (4.4) に従えば、次のように与える
ことができる。

ϵ+1/2 = ρ
(1/2)
+1/2,s(g

−1)ξ(+)
s , ϵ−1/2 = ρ

(1/2)
−1/2,s(g

−1)ξ(−)
s (5.9)

ただし ρ(1/2) は SU(2) の基本表現行列であり、ξ(±)
s は独立な二成分スピノルである。ξ(±)

s

は S2 上の座標には依存しないが x3 座標には依存しても良い。これらを三次元のディラッ
クスピノルに組むと、

ϵ =

(
ϵ+1/2

ϵ−1/2

)
=

1 + γ3
2

ρ(g−1)ξ(+) +
1− γ3

2
ρ(g−1)ξ(−) = ρ(g−1)ξ + γ3ρ(g

−1)ξ′ (5.10)

となる。ただし

ξ =
1

2
(ξ(+) + ξ(−)), ξ′ =

1

2
(ξ(+) − ξ(−)), (5.11)

を定義した。このスピノルの S2 方向の共変微分を (4.6) によって計算してみると、

Diϵ = (−Ki)ρ(g
−1)ξ + γ3(−Ki)ρ(g

−1)ξ′

= γi

(
− 1

2r
γ3ρ(g

−1)ξ +
1

2r
ρ(g−1)ξ′

)
(5.12)

となり、

κ = − 1

2r
γ3ρ(g

−1)ξ +
1

2r
ρ(g−1)ξ′ (5.13)

ととれば確かに S2 上のキリング方程式を満足していることがわかる。
S2×R上のキリング方程式を満足するためには (5.5)においてm = 3とした式 D3ϵ = γ3κ

も成り立たなければならない。これは

ρ(g−1)∂3ξ + γ3ρ(g
−1)∂3ξ

′ = − 1

2r
ρ(g−1)ξ +

1

2r
γ3ρ(g

−1)ξ′ (5.14)
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を意味し、ξ と ξ′ の x3 依存性が次のように決まる。

ξ = exp

(
−x

3

2r

)
ξ0, ξ′ = exp

(
x3

2r

)
ξ′0. (5.15)

従って、S2 × R 上のキリングスピノルとして、次の二つの解を得る。

ϵ(g, x3) =e−
x3

2r ρ(g−1)ξ0, κ = − 1

2r
γ3ϵ,

ϵ(g, x3) =e+
x3

2r γ3ρ(g
−1)ξ′0, κ =

1

2r
γ3ϵ. (5.16)

これら二つの解が含む定数スピノル ξ0 と ξ′0 はそれぞれ二つの独立な成分を含むから、ϵ
に対して全部で 4 つのキリングスピノルが存在する。それらの任意の線形結合がキリング
方程式の解となる。ϵ に対しても同様に 4 つのキリングスピノルが存在する。

ϵ(g, x3) =e−
x3

2r ρ(g−1)ξ0, κ = − 1

2r
γ3ϵ,

ϵ(g, x3) =e+
x3

2r γ3ρ(g
−1)ξ

′
0, κ =

1

2r
γ3ϵ. (5.17)

あわせて 8 つのキリングスピノルが存在し、S2 ×R 上の N = 2 超共形代数に含まれる 8

つの超対称変換を与える。背景が R3 の場合にはそれらのうちの 4 つを Q で、あとの 4 つ
を S で表すことがしばしばあるが、ここではそのような区別は行わない。

5.2 リジッドな超対称性
ベクトル多重項に対して期待値を与えることにより、S2 ×R 上のリジッドな超対称性を
定義しよう。S2 × R が持つアイソメトリーを破らないことを仮定すれば、D と σ は定数
でなければならない。また、ゲージ場の強さFmn の中で F12 も定数期待値を持つことがで
きる。（ディラックの量子化条件はその値が量子化されることを要請するが、ここでの議論
には関係ない。）そうすると、λ の超対称変換は

δλ = −γ3ϵF12 ±
σ

r
γ3ϵ+Dϵ, κ = ∓ 1

2r
γ3ϵ,

δλ = γ3ϵF12 ±
σ

r
γ3ϵ+Dϵ, κ = ∓ 1

2r
γ3ϵ (5.18)

ただし、それぞれの行の二つの複号は同順であり、一行目と二行目の間では複号は独立で
ある。右辺のボゾン場は全て上で述べた定数場であるとする。次のように取ることで半分
の超対称性を残すことができる。

F12 =
σ

r
, D = 0. (5.19)
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（F12 と σ の関係式には逆の符号を選ぶこともできるが、本質的な違いはないのでここで
はこちらを選ぶ。）残る超対称性は次のように与えられる 4 つである。

ϵ(g, x3) =e−
x3

2r ρ(g−1)ξ, κ = − 1

2r
γ3ϵ,

ϵ(g, x3) =e+
x3

2r γ3ρ(g
−1)ξ, κ =

1

2r
γ3ϵ. (5.20)

ξ と ξ は二成分のスピノルであるから、あわせて 4 つの自由度がある。これらの超対称性
の交換関係を計算してみよう。(3.99) より、

[δ(ϵ), δ(ϵ)] = 2δc(ϵγ
mϵ) + 2iδgauge(ϵϵσ) + 2(ϵκ+ κϵ)R

= 2δc(ξgγ
mγ3g−1ξ) + 2iδgauge(ξgγ3g

−1ξσ) +
2

r
(ξξ)R (5.21)

を得る。さらに ξ と ξ の二次形式の計算を行おう。まず、第１項 2δc(ξgγ
mγ3g−1ξ) につい

て考えよう。m = 3 の場合には

2(ξξ)δc(∂3) = −2(ξξ)H = −2

r
(ξξ)D (5.22)

を得る。m = 1, 2 については次のように変形できる。

ξgγiγ3g−1ξ = (g−1)imξγmnξgn3 = (g−1)imξγmnξ
yn

r
(5.23)

まず一つ目の等号ではディラック行列が SO(4) 不変テンソルであり、

gγmg−1 = γngnm = (g−1)mnγn (5.24)

が成り立つことを用いた。gmn は SO(3) のベクトル表現に対する g の表現行列であり、
(g−1)mnは g−1に対する表現行列である。これらはもちろん直交行列であり、gmn = (g−1)nm

が成り立つ。(5.23) の二つ目の等号では、S2 を含む R3 上の直交座標 ym を導入した。S2

の北極方向が y3 軸になるように取る。1gn3 は北極方向を向いたベクトルを g によって回
転して得られるベクトルの成分であるが、局所直交系を定義する際に g の持つ意味より、
そのベクトルは球面上の点の位置ベクトルの向きを持つ単位ベクトル yn/r に他ならない。
このことから最後の表式が得られる。最後の表式中の (g−1)im は、球面上の各点のベクト
ルを北極へ持っていき、そこの座標を用いて成分を定めることを意味している。従って、も
しベクトル v の成分を座標系 ym を用いて表すならこの因子は必要ない。そのようなベク
トル v の成分を vm(y) とすれば

vm(y) = −1

r
yn(ξγ

nmξ) (5.25)

である。従って

δc(v
m
(y)∂ym) = −1

r
(ξγnmξ)yn

∂

∂ym
= − 1

2r
(ξγmnξ)Tmn =

1

r
(ξγmξ)Jm (5.26)

1ここでは S2 = SO(3)/SO(2) において SO(3) の単位元を含む同値類に対応する S2 上の点を北極と呼
んでいる。
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のように書き換えることができる。このベクトルによる共形変換（リジッドなので実際は
アイソメトリー）は

2δc(ξgγ
mγ3g−1ξ) = −2

r
(ξξ)D +

2

r
(ξγmξ)Jm (5.27)

である。
以上の書き換えを行えば、(5.21) を次のようにあらわすことができる。

[δ(ϵ), δ(ϵ)] = −2

r
(ξξ)(D −R) +

2

r
(ξγmξ)Jm + (gauge tr.) (5.28)

Qa と Qa を次のように定義しよう。

δ(ϵ) = ξaQa, δ(ϵ) = ξ
a
Qa. (5.29)

すると、これらの反交換関係は、次のように与えられる。

{Qa, Qb} = −2

r
ϵab(D −R) +

2

r
(γm)abJm + (gauge tr.) (5.30)

従って、リジッドな超対称性によって生成される代数は osp(2|1) である。

5.3 作用
(5.20) に与えたリジッド超対称性のもとで不変な作用を与えよう。(3.126) のパラメータ
は次のように与えられる。

K1 = K2 = K4 = K1 = K2 = K4 = 0, K3 = −1

r
, K3 =

1

r
, K = K =

1

r2
, R =

2

r2
(5.31)

これらは (3.128) を満足するので、L や L を測度 f(x) = 1 を用いて積分した結果は表面
項を除き一致する。具体的には、ベクトル多重項の運動項は次のようになる。

L(3d)

vector =
1

4
FmnF

mn +
i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ − 1

2
DD +

1

2r2
σσ

− (λγmDmλ)− (λ[σ, λ])− 1

2r
(λγ3λ)

+
1

r

[
i

2
γ3pqσFpq + σD3σ

]
(5.32)

ワイルウェイトが ∆ であるカイラル多重項に対しては変形項は次のように与えられる。

L(3d)

chiral =− ϕDmD
mϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ− 1

r
(2∆− 1)ϕD3ϕ+

1

r2
∆(1−∆)ϕϕ−FF

− (ψγmDmψ)− (ψσψ)− 1

r

(
∆− 1

2

)
(ψγ3ψ)−

√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ (5.33)
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超対称な Chern-Simons 項は次のように与えられる。

LCS =
k

2π
tr

[
1

2
γmnp

(
Am∂nAp −

2i

3
AmAnAp

)
+ (λλ)−Dσ

]
. (5.34)

トポロジカル U(1) と背景ゲージ場との結合 AdA′ を超対称化したチャーン・サイモン項
に (5.19) の期待値を持たせれば次の FI 項を得る。

LFI =
ξ

2π

(
i

r
A3 −D

)
. (5.35)

ただしディラックの量子化条件のために次の条件が満たされなければならない。

2rξ ∈ Z. (5.36)

5.4 局所化による超共形指数の計算
以下で局所化を用いた計算を行う際には、リジッドな超対称性の中から一つの超対称性
を選ぶ必要がある。ここではQ2 を選ぶことにする。対応するパラメータは

ϵ = e
t
2r γ3ρ(g

−1)

(
−ξ2

0

)
, κ =

1

2r
γ3ε (5.37)

である。このスピノルの量子数は

D(ϵ) = −1

2
, R(ϵ) = −1, J(ϵ) =

1

2
. (5.38)

であり、指数を定義する際には、この超対称性を尊重するように定義することにする。こ
うすると自動的に、全く逆の量子数を持つ次のスピノルも保存される。

ϵ = ηε, ε = e−
t
2r ρ(g−1)

(
0

ξ1

)
, κ = − 1

2r
γ3ε (5.39)

これは電荷Q1 に対応している。これら二つの電荷の反交換関係は、

{Q1, Q2} = −2

r
(D − J3 −R + (gauge tr.)) (5.40)

以上のことを踏まえて、指数 I = tr[(−1)FO]を定義しよう。演算子 O は (5.37)と (5.39)

に作用しないようなものでなければならない。その一般形は次のように与えられる。

I(x, z) = tr
[
(−1)F qD−R−J3xR+2J3zF

]
(5.41)

ただし、最初に現れる因子は (5.40) を用いて定義した。こうしておくと得られる指数は q

に依存しない。
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5.4.1 鞍点

経路積分を行うには Q-exact な変形項を導入することによって弱結合極限を取る必要が
ある。ベクトル多重項に対する変形項としては (5.32) を用いることができる。そのボゾン
場は次のように書くことができる。

L(3d)

vector =
1

2
VmVm (5.42)

ただし Vm を次のように定義した。

V1 = D1σ − F23, V2 = D2σ − F31, V3 = D3σ +
1

r
σ − F12. (5.43)

(5.42) は明らかに正定値であり、t → 0 の極限では、経路積分は Vm = 0 になる点に局所
化する。そのような古典解は、適当なゲージ固定の後に次のように与えられる。

A(0) = a3dx
3 +mAmon, σ(0) =

m

2r
, D(0) = 0. (5.44)

ただし a3 は S1 方向の Wilson line、m は S2 方向のモノポールチャージであり、どちら
もゲージ群のカルタン部分のリー代数に値をとる。a3 は連続量であるのに対して m は量
子化されている。Amon は (4.83) に与えたディラックモノポールである。
チャーンサイモン項 (5.34) と FI 項 (5.35) があれば、対応する古典的作用は次のように
なる。

SCS = iktr(βa3 ·m), SFI = 2rξiβa3. (5.45)

ここで用いたゲージ固定条件は以下の通りである。

fgf = D(0)
m Am =

1

2
(D

(0)
+ A− +D

(0)
− A+) + ∂3A3, A

(0)
ij = 0 (i ̸= j). (5.46)

ただし、D(0)
m はゲージ場として (5.44) を含むような共変微分である。

このゲージ固定項を実現するために必要なゲージ固定項とゴースト項は次のように与え
られる。（ゼロモードに対する条件 A

(0)
ij = 0 に対しては以前と同様であるので、ここでは

改めて議論しない。）

Lgf =
1

2
f 2
gf , Lgh = c′D(0)

m Dmc
′. (5.47)

全ての結果を集めると、(2.101) より指数の一般公式は次のとおりである。

I =
∑
m

1

|W |

∮ ∏
i

d(βa3,i)

2π
qiktr(ra3,m)+2rξitr(ra3) Pexp′

Isp(a3,m)−
∑

α(m) ̸=0

q−iα(ra3)


(5.48)

積分メジャーは、それぞれのゲージ不変状態の寄与のウェイトが 1 になるように選んだ。
|W | はワイル群の位数である。ワイル群は m の足し上げの仕方に合わせて定義する必要が
ある。もし m の足し上げを行う際にワイル群で移りあうものを全て足し上げたなら、|W |
はゲージ群のワイル群全体の位数である。一方、m の足し上げの際にワイル群で移りあう
ものは一回だけ足すようにした場合には、|W | は m によって破れていないゲージ対称性に
関するワイル群の位数である。

79

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

5.4.2 ベクトル多重項の 1ループ計算

ベクトル多重項のボゾン場をゼロモード部分とその周りの微小振動部分に分ける。

A = A(0) +
1√
t
δA, σ = σ(0) +

1√
t
δσ (5.49)

を代入し、t→ ∞ の極限を取り、δ を省略すれば

V± = D
(0)
± σ + iα(σ0)A± ∓ iD

(0)
3 A± ± iD

(0)
± A3,

V3 = D
(0)
3 σ + iα(σ0)A3 +

1

r
σ − i

2
D

(0)
+ A− +

i

2
D

(0)
− A+. (5.50)

ただし、V± = V1 ± iV2 などを定義した。共変微分は全て背景ゲージ場を用いて定義されて
いる。
これにより、変換パラメータの j > 0 モードについてはゲージが固定される。しかし

j = 0 モードについては固定されない。そのようなモードについてはスカラー場 σ の定数
モードが対角的であるという条件によってゲージを固定することにする。

VM = (V+, V−, V3, fgf), AM = (A+, A−, A3, σ) (5.51)

を定義すれば、ラグランジアンは

Lbos + Lgf =
1

2
V†V =

1

2r2
(DbosA)†DbosA (5.52)

と表わすことができる。ただし、最後に 1/r2 という因子を挿入したのは、Dbos を無次元
の演算子として定義し、以下の式を簡単にするためである。
場を展開する場合には、モノポール磁場との結合によってスピンが

seff = s+ s0, s0 = −ρ(m)

2
= −ρ(rσ0) (5.53)

のようにシフトすることを考慮する必要がある。それぞれの場は次のように展開すること
ができる。

A+ = Ys0−1a+ (|s0 − 1| ≤ j),

A− = Ys0+1a− (|s0 + 1| ≤ j),

A3 = Ys0a3 (|s0| ≤ j),

σ = Ys0b (|s0| ≤ j). (5.54)

それぞれのモードが存在するための s0 と j の関係も与えておいた。まずは |s0|+1 ≤ j で
あり、全てのモードが存在するとして話を進めよう。これを用いて Vm と fgf を表わそう。
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一般公式 DmY = −KmY を用いれば、次のように表わすことができる。

V+ =Ys0−1

[
−(K+)s0,s0−1b−

is0
r
a+ − iD3a+ − i(K+)s0,s0−1a3

]
,

V− =Ys0−1

[
−(K−)s0,s0+1b−

is0
r
a− + iD3a− + i(K−)s0,s0+1a3

]
,

V3 =Ys0

[
D3b−

is0
r
a3 +

1

r
b+

i

2
(K+)s0+1,s0a− − i

2
(K−)s0−1,s0a+

]
,

fgf =Ys0

[
−1

2
(K+)s0+1,s0a− − 1

2
(K−)s0−1,s0a+ + ∂3a3

]
(5.55)

従って、係数の間の関係を与える行列は

Dbos →


−irD3 − is0 0 −i(rK+)s0,s0−1 −(rK+)s0,s0−1

0 irD3 − is0 i(rK−)s0,s0+1 −(rK−)s0,s0+1

− i
2
(rK−)s0−1,s0

i
2
(rK+)s0+1,s0 −is0 rD3 + 1

−1
2
(rK−)s0−1,s0 −1

2
(rK+)s0+1,s0 r∂3 0

 (5.56)

である。ただし、これは |s0| ≤ j − 1 の場合であって、そうでない場合には 4 つのモー
ドのうち一部が存在しないから、この行列の部分行列のみを考慮する必要がある。まずは
|s0| ≤ j − 1 であり、4× 4 の全ての成分が存在する場合を考えよう。この行列の行列式は

det =− (rD3 − j)(rD3 + j + 1)[r2∂3D3 − j(j + 1) + s2] (5.57)

となる。s0 = j のとき、2 番目のモードが存在しないから、行列の行と列について１番目、
３番目、４番目を考慮すればよい。そのような行列を M134 と表わすと、

detM134 = i(r2∂3D3 − j)(rD3 + j + 1) (5.58)

である。同様に他の場合についても調べると、s0 = j + 1 のとき

detM1 = −i(rD3 + j + 1), (5.59)

s0 = −j のとき
detM234 = −i(r2∂3D3 − j)(rD3 + j + 1), (5.60)

s0 = −j − 1 のとき
detM2 = i(rD3 + j + 1), (5.61)

s0 = j = 0 のとき
detM34 = −r∂3(rD3 + 1) (5.62)

が得られる。これらと、ゴースト項 Lgh から現れるモードを表 5.1にまとめておく。[A4]

と [c4] は量子力学の場合と同じであり (2.96) を与える。
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表 5.1: ボゾン場のモード

factors range of j D R

[A1] rD3 − j 0 ≤ j = |s0|+ 1 + k +iα+ j 0

[A2] rD3 + j + 1 0 ≤ j = |s0| − 1 + k −iα + j + 1 0

[A3] r2∂3D3 − j(j + 1) + s2 1
2
≤ j = |s0|+ k

[A4] r∂3 j = s0 = 0

[c3] r2∂3D3 − j(j + 1) + s2 1
2
≤ j = |s0|+ k

[c4] (r∂3)(rD3) j = s0 = 0

次に、フェルミオン λ に作用する微分演算子の固有値を求めよう。λ について二次の項
を取り出すと、次のようになっている。

1

r
λDλλ = λ

(
−γmDm − σ − 1

2r
γ3

)
λ (5.63)

λ の上成分は S2 上でのスピン +1/2 を、下成分はスピン −1/2 を持つので、これらの成
分は次のように展開することができる。

λ =

(
c↑Ys0+ 1

2

c↓Ys0− 1
2

)
(5.64)

ただし、両方の成分が存在するのは j ≥ |s|+ 1/2 の場合であり、j = |s| − 1/2 の場合には
片方の成分は恒等的に 0 になる。まずは両方の成分が存在する場合について考えよう。こ
の二成分スピノルに対して 3 次元のディラック演算子を作用させてみると、

γmDmλ =

(
D3 D−

D+ −D3

)
λ =

(
Ys0+ 1

2
(D3c↑ + (−K−)s0− 1

2
,s0+

1
2
c↓)

Ys0− 1
2
((−K+)s0+ 1

2
,s0− 1

2
c↑ −D3c↓)

)
(5.65)

となる。つまり、ディラック演算子は次のように行列表示できる。

γmDm →

(
−D3 (K−)s0− 1

2
,s0+

1
2

(K+)s0+ 1
2
,s0− 1

2
D3

)
(5.66)

これを用いて微分演算子 Dλ を行列表示すると、

Dλ →

(
−rD3 + s0 − 1

2
(rK−)s0− 1

2
,s0+

1
2

(rK+)s0+ 1
2
,s0− 1

2
rD3 + s0 +

1
2

)
(5.67)

となる。この行列式は
det = (j − rD3)(j + rD3 + 1) (5.68)

であり、二つの因子が二つの物理的モードに対応する。
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次に、片方の成分が存在しない場合について見ておこう。s = j +1/2 の場合には、上成
分がない。また、s = −j − 1/2 の場合、下成分がない。これらの場合には行列のサイズは
1× 1 になり、どちらの場合にも、固有値は位相因子を除き一致する。

rDλ ∝ j + 1 + rD3. (5.69)

以上の結果を表 5.2にまとめておく。

表 5.2: λ の固有モード

factors range of j D R

[λ1] rD3 − j j = |s0|+ 1
2
+ k +iα + j −1

[λ2] rD3 + j + 1 j = |s0| − 1
2
+ k −iα + j + 1 +1

ボゾンとフェルミオンのスペクトルを比較してみよう。指数の定義に現れる量子数 H −
R− J3 とR + 2J3 をそれぞれのモードについて書いてみると、表 5.3のようになる。[A1]

表 5.3: ベクトル多重項のモードの量子数。α = α(ra3) である。

D −R− J3 R + 2J3

[A1] +iα + (j +m)0∼2|s0|+2+2k 2|s0|+ 2 + 2k − 2(∗)
[A2] −iα + (j + 1−m)1∼2|s0|−1+2k 2|s0|+ 2k − 2(∗)
[λ1] +iα + (j + 1 +m)1∼2|s0|+2+2k 2|s0|+ 2 + 2k − 2(∗)
[λ2] −iα + (j −m)0∼2|s|−1+2k 2|s0|+ 2k − 2(∗)

と [λ1]、[A2] と [λ2] の量子数を比較してみると、全く同じになっていることが分かる。こ
れらのモードはほとんどが相殺するが、(∗) の取れる範囲が異なるために、[A1] の (∗) = 0

のモードと [λ2] の (∗) = 0 のモードが相殺せずに残る。これらの寄与を一粒子指数にまと
めると、次のようになる。

Isp(a3,m) =
∑
α∈root

(
qiα(ra3)x|α(m)|+2

1− x2
− q−iα(ra3)x|α(m)|

1− x2
+ δα(m),0q

−iα(ra3)
)

(5.70)

最後の項は、s = 0 の場合に限っては [λ2] のモードが ∆j = 0 の場合に存在しないことか
ら必要になる。α についての和はもともと随伴表現のウェイト全てについて取るが、カル
タン部分、すなわち α = 0 の寄与は 0 になるので、ルートについて和を取れば十分であ
る。ルート系について、α を −α にする対称性があることを用いると、次のように書き換
えることができる。

Ivectorsp (a3,m) =
∑
α∈root

qiα(a3)
(
−x|α(m)| + δα(m),0

)
(5.71)
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5.4.3 カイラル多重項の 1ループ計算

カイラル多重項に対する変形項としては (5.33) を用いる。ベクトル多重項の成分場につ
いては、全て期待値 (5.44) で置き換えればよい。
ボゾン場について二次の項を抜き出すと、次のようになる。

1

r2
ϕDϕϕ = ϕ

(
−DmD

m + σ2 +D − 1

r
(2∆− 1)D3 +

1

r2
∆(1−∆)

)
ϕ (5.72)

ボゾン場を調和関数展開すれば、微分演算子の固有値が次のように得られる。

r2Dϕ = (j +∆+ rD3)(j + 1−∆− rD3) (5.73)

この二つの因子は表 5.4 に与えたモードに対応している。

表 5.4: スカラー場 ϕ のモード

factor range of j H R

[ϕ1] j +∆+ rD3 j = |s|+ k −iρ+ j +∆ ∆

[ϕ2] j + 1−∆− rD3 j = |s|+ k +iρ+ j + 1−∆ −∆

フェルミオン ψ については、作用の中の二次の項は次のようになる。

1

r
ψDψψ = ψ

(
−γmDm − σ − 1

r

(
∆− 1

2

)
γ3

)
ψ (5.74)

(5.66) を用いて微分演算子を行列表示すると、

Dλ →

(
−rD3 + s0 − (∆− 1

2
) (rK−)s0− 1

2
,s0+

1
2

(rK+)s0+ 1
2
,s0− 1

2
rD3 + s0 + (∆− 1

2
)

)
(5.75)

となる。スピノルの二つの成分が存在する場合、すなわち j ≥ |s|+ 1/2 の場合にはこの行
列の行列式は

det(rDψ) = (j +∆+ rD3)(j + 1−∆− rD3) (5.76)

である。s = j + 1/2 であればスピノルの上成分は恒等的に 0 であり、s = −(j + 1/2) で
あれば下成分が恒等的に 0 であるが、これらの場合には rDψ の固有値は位相因子を除い
て次のようになる。

rDψ ∝ j +∆+ rD3 (5.77)

以上の結果を表 5.5にまとめておく。指数の定義に用いられる演算子 H−R−J3 と R+2J3
の固有値について表にまとめると、表 5.6 のようになる。ボゾンとフェルミオンについて
量子数が全く同じであることが分かる。ただし、j + j3 の取り得る範囲が異なる。そのた
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表 5.5: ψ のモード

factor range of j H R

[ψ1] j +∆+D3 j = |s| − 1
2
+ k −iρ+ j +∆ ∆− 1

[ψ2] j + 1−∆−D3 j = |s|+ 1
2
+ k +iρ+ j + 1−∆ −∆+ 1

表 5.6: カイラル多重項のモードの量子数

H −R− J3 R + 2J3

[ϕ1] −iρ+ (j −m)0∼2|s0|+2k ∆+ 2|s0|+ 2k − 2(∗)
[ϕ2] +iρ+ (j + 1 +m)1∼2|s0|+2k+1 −∆+ 2|s0|+ 2 + 2k − 2(∗)
[ψ1] −iρ+ (j + 1−m)1∼2|s0|+2k ∆+ 2|s0|+ 2k − 2(∗)
[ψ2] +iρ+ (j +m)0∼2|s0|+2k+1 −∆+ 2|s0|+ 2 + 2k − 2(∗)

めに、完全には相殺せず、[ϕ1] の (∗) = 0 のモードと [ψ2] の (∗) = 0 のモードが残ること
になる。これらのモードの一粒子指数への寄与は、次のようになる。

Ichiralsp (m, a3) =
∑
ρ∈R

∞∑
k=0

(
q−iρ(ra3)x∆+|ρ(m)|+2kzF − q+iρ(ra3)x2−∆+|ρ(m)|+2kz−F

)
=
∑
ρ∈R

(
q−iρ(ra3)x∆+|ρ(m)|

1− x2
zF − q+iρ(ra3)x2−∆+|ρ(m)|

1− x2
z−F

)
(5.78)

5.4.4 指数の公式

ここまでに得られた結果をまとめて超共形指数の公式を与えておこう。まず、ベクトル
多重項のモード展開によって得られた一粒子指数にゼロモード部分から来る寄与をあわせ
たものは次のように与えられる。

Ivectorsp (a3,m)−
∑

α(m)=0,α̸=0

q−iα(ra3) = −
∑
α∈root

qiα(a3)x|α(m)|. (5.79)

和はカルタンに属さないルートすべてについて取る。カイラル多重項のモード展開によっ
て得られた一粒子指数は

Ichiralsp (a3,m) =
∑
ρ∈R

(
q−iρ(ra3)x∆+|ρ(m)|

1− x2
zF − q+iρ(ra3)x2−∆+|ρ(m)|

1− x2
z−F

)
. (5.80)

である。これらの和を I ′sp(a3,m) とおこう。プライムを付けたのはゼロモードからの寄与
まで含んでいることを表す。

I ′sp(a3,m) = Ivectorsp (a3,m)−
∑

α(m)=0,α ̸=0

q−iα(ra3) + Ichiralsp (a3,m). (5.81)
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公式 (5.48) には
Pexp′ I ′sp(a3,m) = Z0 Pexp I

′
sp(a3,m) (5.82)

が含まれている。ただし、Z0 は (2.83) で定義された零点エネルギーの寄与であり、何らか
の正則化をして計算する必要がある。まず、（ゼロモードの寄与も含めた）ベクトル多重項
の一粒子指数 (5.79) の Z0 を計算しよう。一粒子指数が有限和なので、対応する Z0 も有
限の積であり、正則化を必要とせず、次の結果を得る。

Zvector
0 =

∏
α∈root

(
qiα(a3)x|α(m)|)− 1

2 =
∏

α∈positiveroot

x−|α(m)| (5.83)

一方、カイラル多重項については正則化が必要となる。求めたい無限積は

Zchiral
0 =

∏
ρ∈R
∏∞

k=0

(
q−iρ(ra3)x∆+|ρ(m)|+2kzF

) 1
2∏

ρ∈R
∏∞

k=0 (q
+iρ(ra3)x2−∆+|ρ(m)|+2kz−F )

1
2

(5.84)

である。これはそのままでは発散する積であるから、この分数において約分を行ってはな
らない。k についての無限積を次のように書いておこう。∏∞

k=0

(
x2k+r1

) 1
2∏∞

k=0 (x
2k+r2)

1
2

(5.85)

ただし r1 と r2 を次のように定義した。

r1 = ∆+ |ρ(m)|+ 2k + µ, r2 = 2−∆+ |ρ(m)|+ 2k − µ, q−iρ(ra3)zF = xµ (5.86)

それぞれの無限積を ζ 関数正則化でよく用いられる次の式によって評価する。

∏
n

an = exp

(
d

ds

∑
n

asn

)∣∣∣∣∣
s→0

(5.87)

これを分子と分母それぞれに現れている積に適用すると、

d

ds

∑
k=0

(xr+2k)s =
d

ds

xrs

1− x2s
=

1

2s2 log x
+

−2 + 6r − 3r2

12
log x+O(s) (5.88)

これは s = 0 において発散するが、(5.85) のように比を取ってから s = 0 と置くと次の有
限の結果を得る。∏∞

k=0

(
x2k+r1

) 1
2∏∞

k=0 (x
2k+r2)

1
2

= exp

[
1

2

(
−2 + 6r1 − 3r21

12
− −2 + 6r2 − 3r22

12

)
log x

]
= x−

(r1−r2)(r1+r2−2)
8 = x−

1
2
(∆+µ−1)|ρ(m)|

= x−
1
2
(∆−1)|ρ(m)|q+

i
2
|ρ(m)|ρ(ra3)z−

1
2
|ρ(m)|F (5.89)
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従って、零点因子は

Zchiral
0 =

∏
ρ∈R

x−
1
2
(∆−1)|ρ(m)|q+

i
2
|ρ(m)|ρ(ra3)z−

1
2
|ρ(m)|F (5.90)

以上を全てあわせることで指数が得られる。もう一度公式全体を書いておく。

I =
∑
m

1

|W |

∮ ∏
i

d(βa3,i)

2π
qiktr(ra3,m)+2rξitr(ra3)Zvector

0 Zchiral
0 Pexp

(
I ′sp(a3,m)

)
(5.91)
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第6章 S3 上の超対称理論

この節では、S3 上の場の理論の経路積分を行い S3 分配関数を与える一般公式を導出す
る。S3 分配関数は、場がカノニカルなウェイトを持つ場合については [9]において計算さ
れた。その後 [10, 11]において一般のウェイトを持つカイラル多重項を含む N = 2 超対称
理論に拡張された。以下の導出は [10, 11]と基本的に同じであるが、用いている作用が少
し異なる。

6.1 S3 上の超共形対称性
S3 上の超対称理論を考えるにあたり、まずはキリングスピノル方程式

Dmϵ = γmκ, Dmϵ = γmκ (6.1)

の解を具体的に与えることから始めよう。3 次元にはカイラリティによる区別がなく、ϵ と
ϵ は同じスピノル表現に属するので、まったく同様に議論することができる。そこで ϵ に
ついて考えよう。
キリングスピノルに対する一般公式 (3.85) より、S3 上のキリングスピノルは次の方程
式を満足する。

∆ϵ = − 3

4r2
ϵ (6.2)

S3 上の一般の調和関数に対する公式 (4.95) より、角運動量 (jL, jR) のスピノル場のラプラ
シアン固有値は

∆ϵ = − 1

r2

(
2jL(jL + 1) + 2jR(jR + 1)− 3

4

)
ϵ (6.3)

である。これを (6.2) と比較すれば、キリングスピノルの角運動量には次の二つの可能性
があることがわかる。

(jL, jR) =

(
1

2
, 0

)
,

(
0,

1

2

)
(6.4)

(6.4) の表現は一つのディラックスピノルで表わされるから、これらの量子数を持つスピノ
ル場の一般形は次のように与えられる。

ϵL/R = PL/Rρ(g
−1)ξL/R, ϵL/R = PL/Rρ(g

−1)ξL/R. (6.5)

ただし、g は SO(4) の元であり、ρ はそのスピノル表現行列である。ξL/R は SO(4) のも
とで左巻き、あるいは右巻きスピノルとして変換される定数スピノルである。どちらかの
カイラリティの成分を抜き出す射影を PL/R とした。
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このように与えられたスピノル場が全てキリング方程式を満足することが確認できる。
実際、共変微分の一般形を用いると、

DmϵL/R = − 1

2r
PL/Rγm4ρ(g

−1)ξL/R = (−/+)
i

2r
γmϵL/R,

DmϵL/R = − 1

2r
PL/Rγm4ρ(g

−1)ξL/R = (−/+)
i

2r
γmϵL/R (6.6)

が得られる。(−/+) は L/R に対応して、L に対しては − を、R に対しては + を取るこ
とを意味する。κ と κ はは次のように与えられる。

κL/R = (−/+)
i

2r
ϵL/R, κL/R = (−/+)

i

2r
ϵL/R. (6.7)

6.2 リジッドな超対称性
背景ベクトル多重項を導入することで超対称性を部分的に破り、リジッドな超対称性を
定義しよう。(3.95) に与えた λ と λ の変換則において、ボゾン場の値を期待値で置き換え
よう。回転対称性は破れていないと仮定し、ゲージ場は Am = 0、スカラー場 σ と D は定
数であるとする。さらに (6.7) を用いて κ を ϵ で表わすと、次の式を得る。

δQλ =

(
(+/−)

i

r
⟨σ⟩+ ⟨D⟩

)
ϵL/R, δQλ =

(
(+/−)

i

r
⟨σ⟩+ ⟨D⟩

)
ϵL/R. (6.8)

が得られる。⟨· · · ⟩ は、それらがダイナミカルな場ではなく定数外場であることを表わして
いる。超対称性が残るためには、括弧の中が 0 になる必要があるが、これは半分の超対称
性のみに対して可能である。ここではスカラー場の期待値を次のように選ぶことにする。

⟨D⟩ = − i

r
⟨σ⟩. (6.9)

この場合、残る超対称性は変換パラメータ ϵL および ϵL によって与えられ、リジッドな超
対称性と呼ばれる。（(6.9) において ⟨D⟩ の符号を逆に取ってもやはり半分の超対称性が残
り、こちらをリジッドな超対称性と呼ぶこともできる。これら二つの選択の間に本質的な
違いはない。）ここで、⟨D⟩ が純虚数であることに注意しよう。これは、ダイナミカルなベ
クトル多重項に対して補助場 D の経路積分を行う際に、積分が収束するように D の積分
路を虚軸上に取らなければならないこととつじつまが合っている。
リジッドな超対称性のキリングスピノルを具体的に与えておく。

ϵ = PLρ(g
−1)ξ, κ = − i

2r
ϵ, ϵ = PLρ(g

−1)ξ, κ = − i

2r
ϵ. (6.10)

ϵ も ϵ もアイソメトリー群 SU(2)L × SU(2)R の (2, 1) 表現に属している。
質量変形したあとの理論では非自明なワイル変換を引き起こすような変換は破れている
から、超対称変換の交換関係は S3 のアイソメトリーを与えるはずである。実際に交換関

89

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

係を計算してみよう。(3.99) より、ϵ をパラメータとする変換 δ(ϵ) = ξaQa と ϵ をパラメー
タとする変換 δ(ϵ) = ξ

a
Qa の交換関係は次のように与えられる。

[δ(ϵ), δ(ϵ)] = 2δc(ϵγ
mϵ) + 2(ϵκ+ κϵ)R + 2iδgauge(ϵϵσ)

= 2δc(ξgPLγ
mPLg

−1ξ)− 2i

r
(ξξ)R + 2iδgauge(ξξσ) (6.11)

第１項に現れたベクトルは §5.2で行ったのと同様に次のように変形することができる。

(ξgPLγ
mPLg

−1ξ) = −i(ξgγmγ4g−1ξ) = −i(g−1)mM(ξγMNξ)gN4 = − i

r
(g−1)mM(ξγMNξ)yN

(6.12)

従って、対応する共形変換は次のように S3 の回転になる。

2δc(ξgPLγ
mPLg

−1ξ) ∼ −2i

r
(ξγMNξ)yN

∂

∂yM
=
i

r
(ξγMNξ)TMN = −4i

r
(ξσAξ)JLA (6.13)

これを用いると、交換関係は次のように与えられる。

[δ(ϵ), δ(ϵ)] = −4i

r
(ξσAξ)JLA − 2i

r
(ξξ)R + 2iδgauge(ξξσ) (6.14)

さらに、これを電荷 Qa と Qa の反交換関係として表すと

{Qa, Qb} = −4i

r
(σA)abJ

L
A − 2i

r
ϵabR + 2iϵabδgauge(σ) (6.15)

である。この代数が含むボゾン的対称性は SU(2)L×U(1)R であり、超対称代数は osp(2|1)
である。

6.3 作用
(3.126) のパラメータはS3 上のリジッド超対称性については次の値を取る。

R =
6

r2
, K = K = Km = K

m
= 0, K4 = −1

r
, K

4
=

1

r
. (6.16)

ベクトル多重項の運動項は

L(3d)

vector =
1

4
FmnF

mn +
i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ − 1

2
DD − i

r
Dσ +

1

2r2
σσ

− (λγmDmλ)− (λ[σ, λ]) +
i

2r
(λλ) (6.17)

カイラル多重項の運動項は

L(3d)

chiral =− ϕDmD
mϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ+

i

r
(2∆− 1)ϕσϕ− 1

r2
∆(∆− 2)ϕϕ−FF

− (ψγmDmψ)− (ψσψ)− i

r

(
∆− 1

2

)
(ψψ)−

√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ (6.18)
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Chern-Simons 項は

LCS =
k

2π
tr

[
1

2
γmnp

(
Am∂nAp −

i

3
Am[An, Ap]

)
+ (λλ)−Dσ

]
. (6.19)

ダイナミカル U(1) ゲージ場 A のトポロジカル U(1) 対称性に結合する背景ゲージ場
(A′, σ′, λ′, D′) に (6.9) を代入すると、

LFI =
ξ

2π

[
i

r
σ −D

]
. (6.20)

6.4 局所化による S3 分配関数の計算
まず、結果を与えておこう。S3 の分配関数は次のように与えられる。

Z =
1

|W |

rankG∏
i=1

(∫ ∞

−∞
da

)
e−πiktr(a

2)−2πir2ξtr(σ)

∏
α∈∆ S2(−iα(a)), {b, b−1})∏

ρ∈R S2(−iρ(a) + ∆ρ
v
, {b, b−1})

=
1

|W |

rankG∏
i=1

(∫ ∞

−∞
da

)
e−πiktr(a

2)−2πir2ξtr(σ)

∏
α∈∆ sb(α(a)−

i
v
)∏

ρ∈R sb(ρ(a)−
i(1−∆ρ)

v
)

(6.21)

ただし、α はカルタン部分を含まない全てのルートについて、ρ はカイラル多重項の全て
の表現について和を取る。|W | はワイル群の位数である。∆ρ は ρ によって指定されるカ
イラル多重項のワイルウェイトを表す。b と v は球面の変形パラメータであり

b+ b−1

2
=

1

v
(6.22)

の関係にある。b = v = 1 が変形されていない球を表す。関数 sb(z) および S2(z, {ω1, ω2})
の定義は §Bに与えてある。
この節ではまず変形されていない球（b = 1）の場合にこの公式を導出する。b ̸= 1 の場
合の導出は §7.4において行う。

6.4.1 鞍点

局所化を用いて S3 上の 3 次元 N = 2 超対称理論の分配関数を計算しよう。まず始めに
行わなければならないことは、変形項 QV を具体的に与える事であるが、これには前節で
与えた作用を用いることができる。まず、ベクトル多重項から考えよう。このとき変形項
は次のように与えられる。

Sdef =

∫
d3x

√
g

[
1

4
FmnF

mn +
i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ +
1

2

(σ
r
− iD

)2
− (λγmDmλ)− (λ[σ, λ]) +

i

2r
(λλ)

]
(6.23)
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ゲージ場とスカラー場は混合があるので、同時に扱う必要がある。ゲージ固定は次の二
つの条件によって行う。

DmAm = 0, σ
(0)
ij = 0 (i ̸= j). (6.24)

ただし σ(0) はS3 上で角運動量をもたないモードである。
ゲージ固定項とあわせたボゾン場のラグランジアンは次のように平方和の形に書くこと
ができる。

Sdef =

∫
d3x

√
g

(
1

2
f 2
m +

1

2
f 2
gf + c′DmD

mc′
)
+
∑
i̸=j

(
|σ(0)
ij |2 + cij(σ

(0)
ii − σ

(0)
jj )cij

)
(6.25)

ただし、c′ と c′ は定数モードが取り除かれていることを示すためにプライムを付けた。

fm =
1

2
ϵmnpFnp −Dmσ, fgf =DmAm (6.26)

である。従って鞍点の配位は
fm = fgf = 0. (6.27)

によって与えられる。これを満足するのは、

Am = 0, σ = σ0, D = −iσ0
r
. (6.28)

の場合である。ただし σ0 は S3 上の座標に依存しないリー代数の元であり、対角成分のみ
が値を持つ。この背景における古典的作用は次のように与えられる。

SCS = πiktr(rσ)2, SFI = 2πir2ξσ (6.29)

(6.24) の二番目のゲージ固定に対応したヤコビアンの因子は cij と cij の積分により次の
ように与えられる。

J =
∏
α∈∆

α(σ) (6.30)

ただし ∆ はルート全体（正ルート、負ルート両方を含む）を表す。定数因子は後で固定す
ることにし、ここでは気にせずに計算を行う。
あとは、このまわりの揺らぎに対する積分を行えばよい。まず、補助場 D に対する積分
であるが、実軸上で積分すると発散してしまうので、虚軸上で積分する。次のようなシフ
トを行えば、他の場から完全に分離するので、積分の結果単に定数因子を与えるだけであ
る。そこで、無視することにする。

D = D′ − i
σ

r
. (6.31)

これ以外の場についての積分を行おう。そのために、全ての場を (2.58) に従って期待値
の部分と揺らぎの部分へ分ける。σ については次のように期待値部分を σ、揺らぎの部分
を φ によって表そう。

σ = σ0 +
1√
t
φ (6.32)

ゲージ場については期待値の部分は 0 であり、式を長くしないために揺らぎ δAm を改め
て Am によって表すことにする。
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6.4.2 ベクトル多重項の 1ループ計算

弱結合極限 t → ∞ において、Sdef の中の高次の項は無視することができて、二次の項
は次のようになる。

S
(2)
def =

∫
d3x

√
g

(
1

2
f
2

m +
1

2
f
2

gf

)
(6.33)

ただし fm と f gf はただし fm と fgf から揺らぎについて 1 次の部分のみを取り出したも
のである。これらは次のように与えられる。

f = rotA− gradφ− i[σ0,A], fgf = divA. (6.34)

ただし、S3 上のベクトル場を太字で表した。これらの関係式は 4 成分の場 (A, φ) から 4

成分の場 (f , fgf) への線形写像を与えている。つまり、ある微分演算子 O を用いて(
f

fgf

)
= O

(
A

φ

)
(6.35)

と表すことができる。揺らぎに対する積分はこの演算子の行列式の逆数である。∫
DADφe−S

(2)
def =

1

detO
. (6.36)

O の行列式を求めるために場 (A, φ) を S3 上の調和関数によって展開し、それぞれのモー
ドについて O の固有値を求めよう。S3 上のモードは、二つの角運動量の組 (jL, jR)によっ
て指定される SO(4) の表現に属し、それぞれの表現の縮退度は (2jL+1, 2jR +1) である。
ベクトル場 A のモードは、jR = j を固定すると jL について 3 つの可能性 jL = j ± 1、
jL = j があり、φ については常に jL = j である。従って、ある j について次の 4 つの独
立なモードが存在する。(

A

φ

)
=

(
Y(j+1,j)

0

)
,

(
Y(j−1,j)

0

)
,

(
Y(j,j)

0

)
,

(
0

Y(j,j)

)
. (6.37)

一番目と二番目のモードに関してはS3 上のベクトル調和関数の回転に対する公式 (4.102)

を用いれば次の式が成り立つことがわかる。(
Y(j+1,j)

0

)
= −1

r
(2j+2+irσ)

(
Y(j+1,j)

0

)
,

(
Y(j−1,j)

0

)
=

1

r
(2j−irσ)

(
Y(j−1,j)

0

)
,

(6.38)

すなわち、対応する O の固有値は次の二つである。

−1

r
(2j + 2 + irσ),

1

r
(2j − irσ). (6.39)

三番目と４番目については

O

(
Y(j,j)

0

)
=

(
−iαY(j,j)

− j(j+1)
4r

)
, O

(
0

Y(j,j)

)
=

(
−1
r
Y(j,j)

0

)
(6.40)

93

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

ただし、(j, j)表現に属するベクトル調和関数とスカラー調和関数の関係をr gradY(j,j) = Yj,j
とおいた。この二つの成分の determinant への寄与は

−4j(j + 1)

r2
(6.41)

である。
以上をまとめると表 6.1が得られる。

表 6.1:

id angular mom. factors

[A1] (j + 1, j)j≥0 2j + 2 + irσ

[A2] (j − 1, j)j≥1 2j − irσ

[A3] (j, j)j≥1/2 4j(j + 1)

[A4] (0, 0) 0

[c3] (j, j)j≥1/2 4j(j + 1)

[A3] の因子はゴーストの積分から得られるヤコビアン因子 [c3] と丁度相殺する。
縮退度を考慮して固有値 (6.39) の積を取れば、

O =
∞∏
j=0

(2j + 2 + irα(σ))(2j+3)(2j+1)

∞∏
j=1

(2j − irα(σ))(2j−1)(2j+1) (6.42)

が得られる。これは、随伴表現に属する場の成分のうち特定のウェイト α に対応する場の
寄与を表している。これを全ての α について掛け合わせたものがガウス積分の結果を与え
るが、α がカルタン部分代数のウェイトを与える場合にはただの定数を与えるだけなので
除いておく。さらに、(6.30) の寄与も含めると次の 1-loop 行列式を得る。

Z
(A,σ)
1−loop = 1

/∏
α∈∆

∞∏
j=0

[
(2j + 2 + irα(σ))(2j+3)(2j+1)(2j − irα(σ))(2j−1)(2j+1)

]
(6.43)

次に、フェルミオン λ からの寄与を考えよう。変形項の中で揺らぎについて二次の部分
は次のように与えられる。

S
(2)
def =

∫
d3x

√
gλDλλ =

∫
d3x

√
gλ

(
−γmDm − α(σ) +

i

2r

)
λ (6.44)

ただし、ゆらぎ δλを同じ文字 λで表し、作用に現れる微分演算子を表す記号としてDλ を
導入した。フェルミオン場はスピノル調和関数 Y(j±1/2,j) を用いて展開する。S3 上のディ
ラック演算子に対する固有値の公式 (4.104) を用いると、Dλ はこれらの調和関数に対して
次のように作用する。

DλY(j+1/2,j) =
i

r
(2j + 2 + irα(σ))Y(j+1/2,j),

DλY(j−1/2,j) = − i

r
(2j − irα(σ))Y(j−1/2,j) (6.45)
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これらを表にまとめよう。

表 6.2:

id angular mom. factors

[λ1] (j + 1/2, j)j≥0 2j + 2 + irσ

[λ2] (j − 1/2, j)j≥1/2 2j − irσ

これらを縮退度も考慮して全て掛け合わせれば、次の結果を得る。

DetDλ =
∏
α∈∆

∞∏
j=0

(2j + 2 + irσ)(2j+2)(2j+1)(2j − irσ)2j(2j+1) (6.46)

全部の寄与を合わせると、

Zvector =
DetDλ

Det′DA,σ

=
∏
α∈∆

∞∏
j=0

(2j − irσ)2j+1

(2j + 2 + irσ)2j+1
(6.47)

これは次のように書くこともできる。

Zvector =
∏
α∈∆

∞∏
n1,n2=0

n1 + n2 − irσ

n1 + n2 + 2 + irσ
= S2(−irσ) (6.48)

S2 は double sine 関数と呼ばれ、次のように定義される。

S2(z) =
∞∏

n1,n2=0

n1 + n2 + z

n1 + n2 + 2− z
(6.49)

6.4.3 カイラル多重項の 1ループ計算

カイラル多重項の運動項は

Sdef =

∫
d3x

√
g

[
− ϕDmD

mϕ+ ϕσσϕ+ ϕDϕ−FF − 1

r2
∆(∆− 2)ϕϕ

− (ψγmDmψ)− (ψσψ)−
√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

− 1

r

(
∆− 1

2

)(
−2iϕσϕ+ i(ψψ)

) ]
(6.50)

saddle point において、全ての場の値は 0 となるので、1/
√
t 因子を除いた揺らぎ部分を再

び同じ文字を用いて表すことにする。
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スカラー場について二次の項を抜き出すと、

S
(2)
def =

∫
d3x

√
gϕDϕϕ =

∫
d3x

√
gϕ

(
−DmD

m + σ2 +D − 1

r2
∆(∆− 2) +

2i

r

(
∆− 1

2

)
σ

)
ϕ

(6.51)

となっている。微分演算子 Dϕ の固有値を求めよう。スカラー調和関数については必ず
jL = jR である。(jL, jR) = (j, j) の場合には

Dϕϕ =
1

r2
(2j + 2−∆+ irσ)(2j +∆− irσ)ϕ (6.52)

が成り立つ。縮退度は (2j + 1)2 である。従って、微分演算子の行列式は

DetDϕ =
∏
j

(2j + 2−∆+ irσ)(2j+1)2(2j +∆− irσ)(2j+1)2 (6.53)

となる。
フェルミオンに対する二次の項を抜き出すと、

S
(2)
def =

∫
d3x

√
gψDψψ =

∫
d3x

√
gψ

[
−γmDm − σ − i

r

(
∆− 1

2

)]
ψ (6.54)

が得られる。微分演算子の固有値を求めよう。

Dψψ =
2i

r
(jL(jL + 1)− jR(jR + 1))− σψ − i

r

(
∆− 1

2

)
ψ (6.55)

S3 上のディラック演算子に対する固有値の公式 (4.104) を用いると、

DψY(j+1/2,j) =
i

r
[2j + 2−∆+ irσ]Y(j+1/2,j),

DψY(j−1/2,j) =− i

r
[2j +∆− irσ]Y(j−1/2,j) (6.56)

が得られる。縮退度はそれぞれ (2j + 2)(2j + 1) および 2j(2j + 1) であるから、微分演算
子の行列式は

DetDψ =
∏
j

(2j + 2−∆+ irσ)(2j+2)(2j+1)(2j +∆− irσ)2j(2j+1) (6.57)

となる。以上をまとめると、

Zchiral =
DetDψ

DetDϕ

=
∏
ρ∈R

∞∏
j=0

(2j + 2−∆+ irσ)2j+1

(2j +∆− irσ)2j+1
(6.58)

これは次のように書き換えることができる。

Zchiral =
∏
ρ∈R

∞∏
n1,n2=0

(n1 + n2 + 2−∆+ irσ)

(n1 + n2 +∆− irσ)
=
∏
ρ∈R

1

S2(∆− irσ)
(6.59)
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以上の寄与を全て含めると、分配関数に対する公式 (6.21) を得る。
二重正弦関数 S2 は、引数の虚部の絶対値が大きい極限においては単純な漸近形をもつ。
その形はチャーン・サイモン項に対する 1-ループ補正によるものであると解釈することが
できる。このことを具体的に見ておこう。簡単な例としてチャージ 1 のカイラル多重項を
一つ含む U(1) ゲージ理論を考えよう。チャーン・サイモンレベルに対する量子補正は

∆k =
1

2
sign(σ) (6.60)

である。（(A.9) を参照）ただし、フェルミオンの質量がスカラー場 σ によって与えられ
ることを用いた。一方 Zchiral は σ の絶対値が大きい極限で次の漸近形を持つ。（(B.52)を
参照）

1

S2(−iσ)
∼ 1

sb(σ)
∼ exp

(
− sign(σ)

πi

2
σ2

)
= e−Scl (6.61)

（ここでは σ が非常に大きいと仮定してワイルウェイトを含む項などは無視した。）ただし
∆Scl はChern-Simons レベルが (6.60) だけ変化したときの古典的作用の変化

∆Scl = sign(σ)
πi

2
σ2 = πi∆kσ2 (6.62)

である。

6.5 別の作用による導出
局所化において用いられる変形項は、ある超対称変換 δ のもとで exact であり、ボゾン
部分が正定値であるという条件を満足するものでなければならない。このような項には一
般的に良く用いられる構成法がある。理論に含まれる全てのフェルミオンを Ψi と表わそ
う。この超対称変換 δΨi がボゾン場のみを含むとき、そのエルミート共役 (δΨi)

† を定義
することができる。このとき

L =
∑
i

δ((δΨi)
†Ψi) (6.63)

は上記の条件を満足する。このように構成される作用と上で用いた作用を比較してみよう。
ベクトル多重項については

δ

[
1

2
(δλ)†λ

]
= (ϵ†ϵ)L′ (6.64)

とおくと、L′ は次のように与えられる。

L′ =
1

4
FmnF

mn − i

2
γmnpFmnDpσ +

1

2
DmσD

mσ − 1

2
D2 +

(
K ′

3
+
R

12

)
σσ

+ (Dmλγ
mλ)− (λ[σ, λ])

+K ′m
(
− i

2
γmpqF

pqσ + σDmσ +
1

2
(λγmλ)

)
+ iK ′4

(
Dσ − 1

2
(λλ)

)
(6.65)
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ただし K ′µ と K ′ は次のように定義した。

K ′m =
Dm(ϵ†ϵ)

ϵ†ϵ
, K ′4 =

iκ†ϵ− iϵ†κ

ϵ†ϵ
, K ′ =

DmD
m(ϵ†ϵ)

ϵ†ϵ
. (6.66)

これは、Kµ と K が K ′µ と K ′ に置き換えられていることを除き、(3.132) の L(3d)
vector と全

く同じである。(6.65) の導出に用いたのはキリング方程式のみであり、スピノルの具体形
は用いていない。また、部分積分も行っていない。S3 上のリジッド対称性のキリングスピ
ノルの具体形を用いれば、K ′µ = Kµ、K ′ = K を示すことができ、以前に与えたものと全
く同じ作用になっていることが分かる。
カイラル多重項の場合には、以前の作用との関係はそれほど自明ではない。S3 の場合に
キリングスピノルの具体形や部分積分を用いて変形すると、

L′ = δ

[
1

2
(δψ)†ψ +

1

2
(δψ)†ψ

]
= (ϵ†ϵ)

[
DmϕD

mϕ+
∆2

r2
ϕϕ−FF + ϕσσϕ

+Dmψγ
mψ − i

2r
(ψψ)− ψσψ − 1√

2
ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

]
+ (ϵ†γmϵ)

[
2i

r
(1−∆)ϕDmϕ+

i

r
(1−∆)(ψγmψ)

+ ϕ(Dmσ)ϕ− i

2
γmpqϕF

pqϕ− 1√
2
ϕ(λγmψ)

]
(6.67)

を得る。この作用は以前に与えた作用に一致しないが、その差は次のように δ-exact になっ
ている。

L′ = L+ δ
[
2
√
2(1−∆)(κ†ψ)ϕ− ϕ(ϵ†λ)ϕ

]
(6.68)

従って、L′ を用いても L を用いても同じ分配関数が得られることが保証される。しかし、
直接 (6.67) を用いて分配関数を求めておくことも有益であろう。
スカラー場およびフェルミオン場のガウス積分を行うためには、次の演算子の行列式を
計算する必要がある。

Dϕ = −DmD
m +

∆2

r2
+ σ2 +

2i

r
(1−∆)V mDm,

Dψ = −D\ +
i

r
(1−∆)V mγm − i

2r
− σ. (6.69)

ただし、次のベクトルを定義した。

V m =
(ϵ†γmϵ)

(ϵ†ϵ)
. (6.70)

このベクトルのために、作用は完全な S3 の回転対称性を保っていない。このような場合
には、V m の成分が簡単な形になる座標系を具体的を決めて計算するのが便利である。そ
こで §4.11で導入した左不変枠を用いよう。局所座標系を定義する枠束の切断は

g(x) = (1, ĝ(x)) (6.71)
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である。このとき、SU(2)R 一重項に属するリジッド超対称性のパラメータは次のように
座標に依存しない定数になる。

ϵ = Pρ(g−1)ξ = Pξ (6.72)

さらに V m も同様に定数になる。フィルツ変換を用いるとその長さは 1 になる。ベクトル
の向きは ϵ 選び方に依存するがここでは V 3 = 1 となるように取ることにする。
左不変枠における共変微分に対する公式 (4.129) を用いて演算子Dϕ と Dψ の行列式を
計算しよう。式を見やすくするためにエルミートな演算子を用いて次のように書き換える。

T (VL)
a = iLa, T (VS)

a = iSa (6.73)

すると、Dϕ を次のように表わすことができる。

Dϕ =
4

r2
L2
a +

∆2

r2
+ α(σ)2 +

4

r2
(1−∆)L3 (6.74)

従って、角運動量 La に対する固有状態 |l,m⟩ の上での固有値は次のように与えられる。

Dϕ|l,m⟩ = 1

r2
[
4l(l + 1) + ∆2 + (rσ)2 + 4(1−∆)m

]
|l,m⟩. (6.75)

従って、全ての m についての寄与を掛けると、

detDϕ =
l∏

m=−l

[
4l(l + 1) + ∆2 + (rσ)2 + 4(1−∆)m

]
. (6.76)

フェルミオンの場合には、γm = 2Sa を用いて

Dψ =
i

r
(4SaLa + 2(1−∆)S3 + 1 + irσ) . (6.77)

と表わせる。状態 | ↑⟩|l,m− 1
2
⟩と | ↓⟩|l,m+ 1

2
⟩の間の混合があるので、これらの間の 2×2

行列として遷移行列を表わそう。

Dψ =
i

r

 2m−∆+ irσ + 1 2
√

(l −m+ 1
2
)(l +m+ 1

2
)

2
√
(l −m+ 1

2
)(l +m+ 1

2
) −2m+∆+ irσ − 1

 (6.78)

この 2× 2 行列の行列式は

detDψ = − 1

r2

[
(irσ)2 − (2m−∆+ 1)2 − 4[(l +

1

2
)2 −m2]

]
=

1

r2

[
4l(l + 1) + ∆2 + (rσ)2 + 4(1−∆)(m+

1

2
)−l+1∼l

]
(6.79)

である。ただし、m = ±(l+ 1/2) の場合には許される状態が一つしかないので分けて考え
る必要がある。m = l + 1/2 の場合には

Dψ =
i

r
(2l + 2−∆+ irσ) (m = l +

1

2
),

Dψ =
i

r
(2l +∆+ irσ) (m = −l − 1

2
). (6.80)
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従って、全ての m についての寄与を掛けると、

detDψ = (2l + 2−∆+ irσ)(2l +∆+ irσ)
l∏

m=−l+1

[
4l(l + 1) + ∆2 + (rσ)2 + 4(1−∆)m

]
(6.81)

ボゾンとフェルミオンの行列式を組み合わせれば

detDψ

detDϕ

=
(2l + 2−∆+ irσ)(2l +∆+ irσ)

(2l +∆− irσ)(2l +∆+ irσ)
=

2l + 2−∆+ irσ

2l +∆− irσ
(6.82)

ただしこれは l と mR を固定した空間に対する行列式である。これらの自由度に対しても
全て掛け合わせると、以前と同じ次の結果を得る。

Zchiral =
DetDψ

DetDϕ

=
∞∏
l=0

(
2l + 2−∆+ irσ

2l +∆− irσ

)2l+1

(6.83)

ベクトル多重項について、作用は以前と同じ形になったが、念のため左不変枠を用いた
計算も与えておこう。フェルミオン λ に対する微分演算子は、(4.129) を用いて次のよう
に書き換えられる。

Dλ =− γmDmλ− α(σ) +
i

2r

=
2i

r
Sa(2La + Sa)− α(σ) +

i

2r
(6.84)

この固有値を計算するために、全角運動量 Ja = La + Sa の固有状態で展開しよう。T
(VR)
a

に対する角運動量が jR = j のセクターに対しては La に対する角運動量も同じく j であ
る。従って La と Sa の合成より、Ja に対する角運動量は jL = j ± 1/2 である。それぞれ
に対して演算子 Dλ の固有値は次のように与えられる。

Dλ =
2i

r
(jL(jL + 1)− jR(jR + 1))− α(σ) +

i

2r
(6.85)

あるいは、二つの場合を別々に与えると、

i

r
(2j + 2 + iα(rσ)) (jL = j +

1

2
), − i

r
(2j − iα(rσ)) (jL = j − 1

2
). (6.86)

である。従って、Dλ の固有値を全て掛けて行列式を求めると、次のようになる。

detDλ =
∏
α∈∆

∏
j=0,1/2,...

(2j + 2 + iα)(2j+2)(2j+1)(2j − iα)2j(2j+1) (6.87)

これは以前に求めた (6.46) に一致する。
次に、スカラー場 σ とベクトル場 Am についてみてみよう。左不変枠における共変微分
の公式 (4.129) を用いて (6.34) を書き換える。

fa = −2

r
Lb(Sb)acAc −

2

r
Aa +

2i

r
Laφ− iα(σ0)Aa, fgf = −2i

r
LaAa. (6.88)
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これを用いて (6.35) のように演算子 O を定義し、さらにベクトル場とスカラー場を

Aa = |l,m,m′⟩Almm′a, σa = |l,m,m′⟩σlmm′ (6.89)

次のように展開することで行列表示すると、次のようになる。

MmA,nB =

(
(−2− irα− 2ScLc)ma,nb 2i(La)mn

−2i(Lb)mn 0

)
(6.90)

l と m′ については対角的であるので、固定して考える。さらに、m+ a は保存するので、
この和も固定することができる。すると、次の 4 つの展開係数によって張られる部分空間
が得られる。

Al,m+1,m′,−1, Al,m,m′,0, Al,m−1,m′,+1, σl,m,m′ , (6.91)

この 4 つの成分に対する行列の成分は次のように与えられる。
−irα + 2m −

√
2(L+)m+1,m 0 2i(L−1)m+1,m

−
√
2(L−)m,m+1 −2− irα −

√
2(L+)m,m−1 2i(L0)mm

0 −
√
2(L−)m−1,m −irα− 2m 2i(L+1)m−1,m

−2i(L−1)m,m+1 −2i(L0)m,m −2i(L+1)m,m−1 0

 (6.92)

ただし、|m| ≥ l の場合には一部の成分が存在しないのであとで別に考える。
ここでは角運動量の行列表示が以下のように与えられる表示を用いている。

⟨m|Lz|m⟩ = m (6.93)

⟨m+ 1|L+|m⟩ = ⟨m|L−|m+ 1⟩ =
√

(l −m)(l +m+ 1) (6.94)

⟨m− 1|L−|m⟩ = ⟨m|L+|m− 1⟩ =
√
(l +m)(l −m+ 1) (6.95)

l = 1 とすればスピン行列が得られる。
注意しなければならないのは La の添え字 a をスピン固有値とみなす際には適切なユニ
タリー変換を行う必要があるということである。つまり、La のベクトル添え字 a をスピ
ン添え字とみなすためには a = x, y, z と a = +1, 0,−1 の間の関係を決めなければならな
い。前者を直交基底、後者をスピン基底と呼ぶことにしよう。これらの間の関係は我々が
それぞれの基底において用いているスピン行列の表現から決めることができる。直行基底
におけるスピン行列の成分は

(Sa)bc = −iϵabc (6.96)

である。一方スピン基底における行列は上に与えた La の成分で l = 1 と置くことにより
得られる。こちらは直行基底の行列と区別するために S ′

a と表そう。これらの間の関係は
ユニタリー行列

U =

 U+1,x U+1,y U+1,z

U0,x U0,y U0,z

U−1,x U−1,y U−1,z

 =


−1√
2

i√
2

0

0 0 1
1√
2

i√
2

0

 (6.97)
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を用いて
S ′
a = USaU

† (6.98)

と与えることができる。すなわち二つの基底の間の関係は

⟨m| = Uma⟨a|, |m⟩ = |a⟩U †
am. (6.99)

である。従って、行列 (6.90) の非対角ブロックに現れる La を成分とする縦ベクトルと横
ベクトルは次のように書き換えなければならない。 L−1

L0

L+1

 =


1√
2
L+

L0

− 1√
2
L−

 (6.100)

(
L−1 L0 L+1

)
=
(

1√
2
L− L0 − 1√

2
L+

)
(6.101)

これらを代入すれば行列が次のようになる。
−irα + 2m −

√
2(L+)m+1,m 0

√
2i(L+)m+1,m

−
√
2(L−)m,m+1 −2− irα −

√
2(L+)m,m−1 2im

0 −
√
2(L−)m−1,m −irα− 2m −

√
2i(L−)m−1,m

−
√
2i(L−)m,m+1 −2im

√
2i(L+)m,m−1 0

 (6.102)

さらに La の具体的表示を代入して行列式を求めると、次の結果を得る。

detM = 4l(l + 1)(2l − irα)(2l + 2 + irα) (6.103)

|m| ≥ l の場合には一部の成分が存在しないので、対応する行列のサイズは小さくなる。

detM234|m=l = detM124|m=−l = 4l(l + 1)(2l + 2 + irα) (6.104)

detM3|m=l+1 = detM1|m=−l−1 = −(2l + 2 + irα) (6.105)

l、m、m′ に対する積を取ると、次の結果が得られる。

∞∏
l=1/2

[4l(l + 1)](2l+1)2(2l + 2 + irα)(2l+3)(2l+1)(2l − irα)(2l−1)(2l+1) (6.106)

最初の因子は S3 上のラプラシアンの行列式であり、ゴーストの寄与と相殺する。残され
た部分は以前に求めた結果 (6.43) を再現する。

6.6 ウィルソンループ
次の演算子を考えよう。

O(C) = P exp

(
i

∫
C

Adx

)
(6.107)
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右辺は次のように定義される。

O(C) = lim(1 + idxmNAm(xN)) · · · (1 + idxm2 Am(x2))(1 + idxm1 Am(x1)) (6.108)

ただし、C はある曲線であり、その上を N 分割する点が xi であるとする。dxmi = xmi −xmi−1

である。極限は点を増やして分割を小さく分割していくことを表す。この演算子のゲージ
変換性を調べよう。ゲージ場とスカラー場のゲージ変換は

A′
m = U(i∂m + Am)U

−1, σ′ = UσU−1. (6.109)

である。従って (6.108) の右辺のそれぞれの因子は次のように変換される。

(1 + idxmi Am(xi)) = U(xi)(1 + dxmi Am(xi))U(xi−1) (6.110)

従って、演算子 O(C) のゲージ変換は

O′(C) = U(xN)O(C)U−1(x0) (6.111)

従って、閉曲線の場合に
W (C) = trO(C) (6.112)

を定義すればこれはゲージ不変演算子である。
この演算子を少し変形して次のようにしても、ゲージ不変性には影響しない。

O(C) = P exp

(
i

∫
C

(Adx+ f(x)|dx|σ)
)

= P exp

(
i

∫
C

(nm(s)Am + f(s)σ)ds

)
(6.113)

f(s) は C 上で定義された関数である。
C とその上の関数 f(x) をうまく選ぶことで、O が超対称性の一部で不変であるように
しよう。

δ(nmAm + fσ) = −iλ(n\ + if)ϵ+ iλ(n\ − if)ϵ (6.114)

ここでは f = −i と選ぶことにしよう。そのとき、超対称性が残るためには次の式がルー
プ上で成り立つ必要がある。

n\ϵ = −ϵ, n\ϵ = ϵ (6.115)

ここではキリングスピノルとして ϵ1 を採用しよう。左不変枠を用いている場合、ϵ1 は、
γ3ξ = ξ を満足する定数スピノル ξ を用いて ϵ1 = g−1ξ と表わすことができる。従って

n\ = g−1γ3g (6.116)

であれば上式が成り立つ。これは SU(2)L 対称性のキリングスピノル

nm ∝ Lm(3) (6.117)

であることを意味している。つまり、Lm(3) の軌道上に C があれば、それば BPS である。
この長さは常に 2πr であるから、鞍点における演算子の古典的な値は

O(C) = tr(exp 2πrσ) (6.118)
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である。従って、期待値は次のように与えられる。

⟨O⟩ =
∫
O(· · · )dσ∫
(· · · )dσ

(6.119)

ただし右辺の分母は (6.21) の積分（ただし b = 1 の場合）を表わし、分子はその被積分関
数に (6.118) の因子を追加したものである。
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第7章 4 次元の指数と 3 次元の分配関数

この章では、Romelsberger[12] によって与えられた 4 次元の超共形指数の公式を局所化
を用いて導出する。そしてその極限として 3 次元の理論の S3 分配関数が得られることを
見る。

7.1 4 次元 N = 1 超対称性
平坦な 4 次元時空上の 4 次元 N = 1 超対称性は既に (1.19) と (1.21) に与えた。これを

§3.7で与えた処方箋に従ってワイル共変化を行うことによって任意の共形平坦な 4 次元背
景上の超共形変換を求めることができる。
変換パラメータが満足すべきキリング方程式は次のように与えられる。

Dµϵ = γµκ, Dµϵ = γµκ. (7.1)

ベクトル多重項については、λ のワイルウェイトが 3/2 であることを用いれば、何もし
なくてもワイル共変であることがわかる。従って変換則は κ を含まない。

δAµ =i(ϵγµλ)− i(ϵγµλ),

δλ =
i

2
γµνϵFµν +Dϵ,

δλ =− i

2
γµνϵFµν +Dϵ,

δD =− (ϵγµDµλ)− (ϵγµDµλ). (7.2)

カイラル多重項については、ϕのワイルウェイトを ∆ϕ、ψ のワイルウェイトを ∆ϕ+1/2

とすれば、次の変換則を得ることができる。
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δϕ =
√
2(ϵψ),

δϕ =
√
2(ϵψ),

δψ =−
√
2γµϵDµϕ+

√
2ϵF − ∆ϕ√

2
γµDµϵϕ,

δψ =−
√
2γµϵDµϕ+

√
2ϵF − ∆ϕ√

2
γµDµϵϕ,

δF =−
√
2(ϵγµDµψ)− 2(ϵλ)ϕ− ∆ϕ − 1√

2
Dµϵγ

µψ,

δF =−
√
2(ϵγµDµψ)− 2ϕ(ϵλ)− ∆ϕ − 1√

2
Dµϵγ

µψ. (7.3)

それぞれの場の上で超対称変換の交換関係を計算しよう。共形キリングベクトルと U(1)R
変換パラメータを以下のように定義しておく。

vµ =(ϵγµϵ′) + (ϵγµϵ′),

θR =− i(ϵκ′) + i(κϵ′) + i(ϵκ′)− i(κϵ′)]. (7.4)

これを用いると、成分場の上で超対称変換の交換関係を計算した結果は以下のように与え
られる。

[δ, δ′] = 2δc(v
µ) + 3iθRR. (7.5)

δc は (3.49) に与えた共形変換である。U(1)R チャージ R および共形変換 δc 中に現れるワ
イルウェイト∆ は表 7.1に与えたものである。

表 7.1: 4 次元 N = 1 超共形場理論における場の量子数

Aµ λ λ D ϕ ψ F ϕ ψ F
∆ 0 3

2
3
2

2 ∆Φ ∆Φ + 1
2

∆Φ + 1 ∆Φ ∆Φ + 1
2

∆Φ + 1

R 0 +1 −1 0 2
3
∆Φ

2
3
∆Φ − 1 2

3
∆Φ − 2 −2

3
∆Φ −(2

3
∆Φ − 1) −(2

3
∆Φ − 2)

平坦な時空で考えてみよう。キリング方程式の解は次のように与えられる。

ϵ = ξ + xµγµζ, ϵ = ξ + xµγµζ (7.6)

ξ, ξ, ζ, ζ はいずれも二成分定数スピノルである。Q や S をこれらに対する変換として次
のように定義する。

δ = ξQ+ ξQ+ ζS + ζS. (7.7)
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(7.6) を (7.5) に代入し、右辺の δc を (3.34) によって書き換えれば、次の交換関係を得る。

{Qa, Qḃ} =2(γµ)aḃPµ,

{Sa, S ḃ} =2(γµ)aḃKµ,

{Qa, Sb} =ϵab(2D + 3R)− (γµν)abMµν ,

{Qȧ, S ḃ} =ϵȧḃ(2D − 3R)− (γµν)ȧḃMµν . (7.8)

最後の交換関係より、Qϕ = Sϕ =Mϕ = 0 を満足するスカラーの超共形プライマリー場に
対してはD = 3

2
R が成り立つことがわかる。

局所化を行うのに必要な変形項は、3 次元の場合と同様に構成することができる、ベク
トル多重項については、背景時空の詳細によらず、次のものを用いることができる。

L(4d)
vector =

1

(ϵϵ′)
δ(ϵ)δ(ϵ′)

(
−1

4
(λλ)

)
=
1

4
FµνFµν −

1

8
(γµνρσ)RFµνFρσ − (λγµDµλ)−

1

2
DD (7.9)

ワイルウェイトが ∆ であるカイラル多重項については次のラグランジアン密度を用いるこ
とができる。

L(4d)
chiral =

1

(ϵϵ′)
δ(ϵ)δ(ϵ′)

(
−1

2
ϕF
)

=− ϕDµD
µϕ+ ϕDϕ−FF +

(
−R

12
∆(∆− 3)− K

2
∆(∆− 1)

)
ϕϕ

− (ψγµDµψ)−
√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

− (∆− 1)
[
2ϕDµϕ+ (ψγµψ)

]
Kµ (7.10)

ただし

Kµ =
Dµ(ϵϵ

′)

ϵϵ′
, K =

DµD
µ(ϵϵ′)

ϵϵ′
. (7.11)

を定義した。

7.2 S3 × S1 上の超対称性
S3 × S1 上の超対称性を考えるにあたり、まずキリングスピノル方程式

Dµϵ = γµκ, Dµϵ = γµκ (7.12)

の解を具体的に与えよう。x1,2,3 を S3 方向、x4 を S1 方向の座標としよう。(7.12) におい
て、µ = 1, 2, 3と取るとS3 上のキリングスピノル方程式になるから、x4 を固定したそれぞ
れのスライス上では ϵ と ϵ は S3 上のキリングスピノルである。(6.5) に与えた一般系より

ϵL/R = PL/Rρ(g
−1)ξL/R(x

4), ϵL/R = PL/Rρ(g
−1)ξL/R(x

4) (7.13)
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と置くことができる。これらのスピノルは (6.6) を満足する。4 次元ではスピノルのカイラ
リティを式の両辺でそろえる必要があることに注意して書き換えると、次のようになる。

DµϵL/R = (−/+)
1

2r
γµγ4ϵL/R, DµϵL/R = (+/−)

1

2r
γµγ4ϵL/R (7.14)

これらの式で µ = 1, 2, 3 の場合が (6.6) を与える。L/R は S3 の回転群 SO(4) に対するカ
イラリティを表しており、スピノルのカイラリティとは異なることを注意しておく。これ
らのスピノルが 4 次元のキリングスピノル方程式 (7.12) を満足するためには µ = 4 の場
合にも (7.14) が成り立たなければならない。この条件から ξL/R(x

4) と ξL/R(x
4) の x4 依

存性が決まる。最終的に次のキリングスピノルが得られる。

ϵL/R = e(−/+)x
4

2r PL/Rρ(g
−1)ξL/R, ϵL/R = e(+/−)x

4

2r PL/Rρ(g
−1)ξL/R (7.15)

この式中の ξL/R と ξL/R は x4 にも依存しない定数スピノルである。
指数

I = tr[(−1)FO] (7.16)

を定義するためには一つ超対称性を選ぶ必要がある。ここではキリングスピノル

ϵ = ηε, ε = e
x4

2r γ4ρ(g
−1) ↑L, κ =

1

2r
γ4ϵ. (7.17)

を用いることにする。ただし ↑L は上成分が 1、下成分が 0 である左巻きスピノルを表す。
同様に、↓L は下成分だけが 1 であるスピノルを表す。γ4 はカイラリティの調整のために
挿入した。この量子数は

D(ϵ1) = −1

2
, JL(ϵ1) = +

1

2
, JR(ϵ1) = 0, R(ϵ1) = −1. (7.18)

であり、これと矛盾しないように指数を定義する。その際、まったく逆の量子数を持つキ
リングスピノル

ϵ = ηε, ε = e−
x4

2r PLρ(g
−1) ↓L, κ = − 1

2r
γ4ϵ. (7.19)

も破れずに残る。これらの変換を次のようにも表す。

δ(ηε) = ηQ, δ(ηε) = ηQ. (7.20)

これら二つの超対称性の交換関係を計算しておこう。一般の式 (7.5) より

[δ(ηε), δ(η′ε)] = 2δc(v
µ) + 3iθRR. (7.21)

である。右辺に現れるパラメータは (7.4) に与えられているが、ここで考えている変換に
対しては

vµ = ηη′V µ, θR = − i

r
ηη′V 4, V µ = (εγµε). (7.22)
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である。これを用いると、反交換関係を次のように表すことができる。

{Q,Q} = −2δc(V
µ)− 3

r
V 4R. (7.23)

スピノルの具体系を代入すると、

V µ = (↓)Lgγµγ4g−1(↑)L (7.24)

である。µ = 4 の場合には直ちに
V 4 = 1 (7.25)

が得られる。それ以外の場合には §5.2で行ったのと同様の変形を行えば、S3 上のキリン
グスピノルを与えることを確認できる。実際にやってみよう。

V m =
1

r
(g−1)mMλMNrN (7.26)

ただし gN4 = rN/r は球面上で g ∈ SO(4) に対応する点を指す単位ベクトルである。また
λMN の定義と 0 でない成分は

λMN = (↓)LγMN(↑)L, λ12 = λ34 = i. (7.27)

である。直交座標でのベクトル V の成分を用いれば、V による回転が次のように表される。

V M∂M =
1

r
λMNrN∂M = − i

r
(x1∂2 − x2∂1 + x3∂4 − x4∂3) = − i

r
(T12 + T34) =

2

r
JL3 . (7.28)

従って、反交換関係は次のように書き換えられる。

{Q,Q} =
2

r

(
D − 2JL3 − 3

2
R

)
. (7.29)

このことを踏まえ、コンパクト化を与える演算子O を次のように定義する。

qDO = qD− 3
2
R−2JLtR+2JLx2JR

∏
i

zhii (7.30)

これを用いて定義した指数は q に依存しない。

7.3 局所化による超対称指数の計算

7.3.1 鞍点

ベクトル多重項の変形項は (7.9) は

L(4d)
vector =

1

4
FµνFµν −

1

8
(γµνρσ)RFµνFρσ − (λγµDµλ)−

1

2
DD (7.31)
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であった。ディラック行列の具体的表現を用いれば γ1234R = ϵ123 であることがわかる。補助
場 D の経路積分は単に定数因子を与えるだけであるので以下では無視する。ゲージ場の作
用は

fm =
1

2
ϵmpqFpq − Fm4, fgf ≡ ∂µAµ = 0 (7.32)

を用いて

LA + Lgf =
1

2
fmfm +

1

2
f 2
gf (7.33)

と与えることができる。ただしゲージ固定条件として

fgf = 0, A
(0)
ij = 0 (i ̸= j) (7.34)

を用いる。さらにゴースト項は
Lgh = c∂µD

µc (7.35)

である。鞍点は次のように与えられる。

A = A
(0)
4 dx4. (7.36)

7.3.2 ベクトル多重項の 1ループ計算

ベクトル多重項の非ゼロモードの経路積分は、局所化によってガウス積分に帰着する。
それを実際に計算するには fm と fgf を合わせた 4 成分場をAµ から

f =
1

r
OA (7.37)

と与えるような線形演算子 O を定義し、その行列式を計算すればよい。
S3 上のベクトル場A = (A1, A2, A3) は (jL, jR) = (j ± 1, j) に属する A± と (j, j) に属
する A0 の 3 つの表現に分解することができる。同様に、f も f± と f0 に分解する。す
ると、(7.37) の関係式は次のように表わされる。

f+

f−

f0

fgf

 =


rot+D4

rot+D4

D4 − grad

div ∂4




A+

A−

A0

A4

 (7.38)

以前に与えた S3 上の調和関数に対する公式を用いると、O の固有値が簡単に求められる。
上二つの対角成分は

−(2j + 2− rD4), (2j + rD4) (7.39)

を与える。（表 7.2の [A1] と [A2]）下半分のブロックから現れる行列式は表 7.2の [A3]、
[A4] のようになる。ゴーストはスカラーであるから、簡単にモードの固有値を計算するこ
とができ、表 7.2の [c3]、[c4] が得られる。[A3] と [c3]、[A4] と [c4] は互いに相殺するの
で以下では考慮する必要はない。
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表 7.2: ゲージ場とゴーストのモード

factor

[A1] (j + 1, j)j≥0 rD4 − 2j − 2

[A2] (j − 1, j)j≥1 rD4 + 2j

[A3] (j, j)j≥1/2 r2∂4D4 − 4j(j + 1)

[A4] (0, 0) r∂4

[c3] (j, j)j≥1/2 r2∂4D4 − 4j(j + 1)

[c4] (0, 0) (r∂4)(rD4)

次に、ゲージーノ λ の寄与を考えよう。作用は

L = λDλλ = −(λγmDmλ)− i(λD4λ) (7.40)

である。(4.104) を用いれば、固有値が次のようになることがわかる。（表 7.3の [λ1] と
[λ2]）

rDλ ∼ i(2j +
3

2
− rD4), −i(2j + 1

2
+ rD4) (7.41)

表 7.3: フェルミオンのモード

factors

[λ1] (j + 1
2
, j)j≥0 2j + 3

2
− rD4

[λ2] (j − 1
2
, j)j≥ 1

2
2j + 1

2
+ rD4

ボゾンのモード [A1], [A2] とフェルミオンのモード [λ1], [λ2] について、インデックスの
定義に現れる量子数がどのような値をとるか並たのが表 7.4である。この表から次の一粒

表 7.4: モードの量子数。(· · · )a∼b は括弧の中身が aから bまでの値をとることを意味する。

D − 3
2
R− 2JL R + 2JL

[A1] (j + 1, j)j≥0 iα+ 2(j + 1 +mL)0∼2j+2 2j + 2− 2(j + 1 +mL)0∼2j+2

[A2] (j − 1, j)j≥1 −iα + 2(j −mL)1∼2j−1 2j − 2(j −mL)1∼2j−1

[λ1] (j + 1
2
, j)j≥0 iα+ 2(j + 3

2
+mL)1∼2j+2 2j + 2− 2(j + 3

2
+mL)1∼2j+2

[λ2] (j − 1
2
, j)j≥ 1

2
−iα + 2(j − 1

2
−mL)0∼2j−1 2j − 2(j − 1

2
−mL)0∼2j−1
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子インデックスを読み取ることができる。

Ivectorsp =
∑
α

 ∞∑
j=0

q+iαt2j+2χj(x
2)−

∞∑
j= 1

2

q−iαt2jχj(x
2)


=
∑
α

q−iα
(
− 1− t2

(1− tx)(1− tx−1)
+ 1

)
(7.42)

どちらも α についての和はカルタン部分も含め全てについて取る。ゼロモードの処理に
よって現れる寄与も加えると

I ′vectorsp = −
∑
α ̸=0

q−iα
1− t2

(1− tx)(1− tx−1)
+
∑
α=0

q−iα
(
− 1− t2

(1− tx)(1− tx−1)
+ 1

)
(7.43)

である。

7.3.3 カイラル多重項の 1ループ計算

カイラル多重項の変形項 (7.10) は

R =
6

r2
, K1 = K2 = K3 = 0, K4 =

1

r
, K =

1

r2
(7.44)

を用いれば次のようになる。

L(4d)
chiral =− ϕDµD

µϕ+ ϕDϕ−FF − 1

r2
∆(∆− 2)ϕϕ

− (ψγµDµψ)−
√
2ϕ(λψ)−

√
2(ψλ)ϕ

− 1

r
(∆− 1)

[
2ϕD4ϕ+ (ψγ4ψ)

]
(7.45)

カイラル多重項のスカラー場 ϕ の二次の作用は、鞍点において

−ϕDmD
mϕ− ϕD4D4ϕ− 2(∆− 1)

r
ϕD4ϕ− ∆(∆− 2)

r2
ϕϕ. (7.46)

であり、SU(2)L × SU(2)R の (j, j) 表現に属するモードに対する微分演算子の固有値は次
のように与えられる。

r2Dϕ = (2j + rD4 +∆)(2j + 2− rD4 −∆) (7.47)

これを表にしたのが表 7.5である。
次にフェルミオンの寄与をみてみよう。フェルミオンの作用は

1

r
ψ [−rγmDm − irD4 − i(∆ϕ − 1)]ψ (7.48)
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表 7.5: スカラー場のモード

(jL, jR) D R

[ϕ1] (j, j)j≥0 −irα + 2j +∆ 2
3
∆

[ϕ2] (j, j)j≥0 +irα + 2j + 2−∆ −2
3
∆

表 7.6: S3 × R 上のフェルミオンのモード

(jL, jR) D R

[ψ1] (j − 1
2
, j)j≥ 1

2
−irα + 2j − 1

2
+∆ 2

3
∆− 1

[ψ2] (j + 1
2
, j)g≥0 +irα + 2j + 5

2
−∆ −2

3
∆+ 1

であり、(j + 1/2, j), (j − 1/2, j) それぞれの表現に属するモードに対して、微分演算子の
固有値は次のように与えられる。

rDψ = i (2j + 5/2− rD4 −∆ϕ) , −i (2j − 1/2 + rD4 +∆ϕ) (7.49)

これを表にしたのが表 7.6である。これらのモードについて、インデックスの定義に現れ
る量子数がどのような値をとるかを表 7.7に与える。この表から次の一粒子インデックス

表 7.7: S3 × R 上のモードの量子数

(jL, jR) D − 3
2
R− 2JL R + 2JL

[ϕ1] (j, j)j≥0 −irα + 2(j −mL)0∼2j 2j + 2
3
∆− 2(j −mL)0∼2j

[ϕ2] (j, j)j≥0 +irα + 2(j + 1 +mL)1∼2j+1 2j + 2− 2
3
∆− 2(j + 1 +mL)1∼2j+1

[ψ1] (j − 1
2
, j)j≥ 1

2
−irα + 2(j + 1

2
−mL)1∼2j 2j + 2

3
∆− 2(j + 1

2
−mL)1∼2j

[ψ2] (j + 1
2
, j)g≥0 +irα + 2(j + 1

2
+mL)0∼2j+1 2j + 2− 2

3
∆− 2(j + 1 +mL)0∼2j+1

を読み取ることができる。

Ichiralsp =
∑
ρ

∑
j

(
q−irαt2j+

2
3
∆χj(x

2)χR(z)− qirαt2j+2− 2
3
∆χj(x

2)χR(z)
)

=
∑
ρ

q−irα
t
2
3
∆

(1− tx)(1− tx−1)
χR(z)−

∑
ρ

qirα
t2−

2
3
∆

(1− tx)(1− tx−1)
χR(z) (7.50)

こうして次の式が得られた。
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Isp =−
∑
α ̸=0

q−iα
1− t2

(1− tx)(1− tx−1)
+
∑
α=0

q−iα
(
− 1− t2

(1− tx)(1− tx−1)
+ 1

)

+
∑
ρ∈R

q−irρt
2
3
∆ρzFρ − qirρt2−

2
3
∆ρz−Fρ

(1− tx)(1− tx−1)
(7.51)

7.4 指数と S3 分配関数の関係
指数は S3×S1 上における経路積分によって得ることができるから、S1 の半径が小さく
なる極限においてはS3 上の理論の分配関数を与えるはずである。[13, 14, 15] この関係を
用いると squashed S3 上の分配関数も簡単に得ることができる。また、指数は数係数まで
含めて規格化をあいまいさなく決めることができるので、この関係を通して分配関数の規
格化を定めることができる。（ただし、指数の符号は真空状態のフェルミオン数に依存し、
これは一意的には決まらないので、符号の不定性はこの方法でもきまらない。）
S3 ×R 上の理論をコンパクト化して S3 上の理論を得ることを考えてみよう。[15] その
際に全ての場に対して周期境界条件を課したとすれば、S3 上の理論は単に S3 ×R 上の理
論において ∂4 = 0 という置き換えを行うことで得ることができる。しかし、前節でも見た
ように、このようなコンパクト化は超対称性を破る。実際 (7.31) や (7.45) において置き換
え ∂4 = 0 および A4 = σ を行ったものとS3 上の作用 (6.23) および (6.50) を比較してみる
と、一致しない。補助場の間の関係を

D(4d) = D(3d) +
i

r
σ (7.52)

と取ることにより、ある程度それらの差異を吸収できるが、どうしても次の差が残ってし
まう。

L(3d) − L(4d)|∂4=0 =
1

2r

(
(λγ4λ)−

∑
I

(ψIγ
4ψI)

)
(7.53)

この差を吸収するには、∂4 = 0 と置くかわりに、フェルミオンの微分を次のように置き換
えることにすればよい。

∂4λ =
1

2r
λ, ∂4ψI = − 1

2r
ψI . (7.54)

すなわち、次の式が成り立つ。

L(3d) − L(4d)|∂4=R0/(2r) = 0. (7.55)

このような置き換えを実現するには、コンパクト化の際に次の境界条件をおいて半径が
小さい極限を取ればよい。

e−
β
2r
R0Φ(x+ β) = Φ(x) (7.56)
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ただし R0 は ϕI の電荷を 0 にするようなR チャージである。これは 4 次元の超共形代数
に含まれる R とは異なることに注意すること。これらは次のように関係している。

R0 = R− 2

3

∑
I

∆IFI (7.57)

FI はカイラル多重項 I だけをチャージ 1 でまわすチャージである。
以上より、

ZS3 = lim
β→0

tr[(−1)F qD− 1
2
R0 ] = lim

β→0
I(t = q, x = 1, zI = q

∆I
3 ) (7.58)

という関係が得られる。β → 0 の極限において

Pexp′(qω) =
q
ω
2

1− qω
=

1

eβω/(2r) − e−βω/(2r)
∼ 1

βω/r
(7.59)

が成り立つことを用いれば、

Pexp′
(
− qz − qω1+ω2−z

(1− qω1)(1− qω1)

)
∼
∏∞

n1,n2=0(n1β̂ω + n2β̂ω + β̂z)∏∞
n1,n2=1(n1β̂ω + n2β̂ω − β̂z)

= S2(β̂z, {β̂ω1, β̂ω2})
= S2(z, {ω1, ω2}) (7.60)

が成り立つ。ただし β̂ = β/r とした。従って I に含まれる幾つかの因子の極限は次のよう
になる。

Pexp′

(
−
∑
α ̸=0

q−iα − q2+iα

(1− q)2

)
∼
∏
α ̸=0

S2(−iα(rA)),

Pexp′

(∑
ρ∈R

q−iρ+∆ − qiρ−∆+2

(1− q)2

)
∼
∏
ρ̸=0

1

S2(−iρ(rA) + ∆)
,

Pexp′

(
−
∑
α=0

(
1− q2

(1− q)2
− 1

))
∼
∏
α=0

S ′
2(0)

β̂
=
∏
α=0

2π

β̂
,

∮
[dA4] =

1

|W |

rankG∏
i=1

∮ 2π
β

0

d(rAi)

2π/β̂
(7.61)

従って、

Z = lim
β→∞

∮
[dA4] Pexp

′ Isp =
1

|W |

rankG∏
i=1

(∫ ∞

−∞
d(rAi)

) ∏
α ̸=0 S2(−iα(rA))∏

ρ̸=R S2(−iρ(rA) + ∆)
(7.62)

が得られる。

115

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

squashed S3 を得るには、トレースを取る際に S3 の回転を行えばよい。12 方向につい
て角度 ϕ1 で、34 方向について角度 ϕ2 で回転させてからトレースを取る。超対称性が残
るように R0 による回転の角度を調整することにより、次の指数を定義できる。

I = tr[(−1)F q(D− 1
2
R0)+ϕ1(T12+

i
2
R0)+ϕ2(T34+

i
2
R0)]

= I(q, t = p
1
2
1 p

1
2
2 , x = p

1
2
1 p

− 1
2

2 , zI = q∆Ip
−∆I

3
1 p

−∆I
3

2 ) (7.63)

ただし次の変数を導入した。

pi = q1+iϕi = qωi , ωi = 1 + iϕi, (i = 1, 2). (7.64)

対応する一粒子指数は次のように与えられる。

Isp = −
∑
α ̸=0

q−iα − p1p2q
iα

(1− p1)(1− p2)
−
∑
α=0

(
1− p1p2

(1− p1)(1− p2)
− 1

)
+
∑
ρ∈R

q−iρ+∆I − p1p2q
iρ−∆I

(1− p1)(1− p2)

(7.65)

β → 0 極限では Pexp′ Isp は次のように振舞う。

lim
β→0

Pexp′ Isp =

(
2π

β
√
ω1ω2

)rankG
∏

α ̸=0 S2(−iα(rA), {ω1, ω2})∏
ρ∈R S2(−iρ(rA) + ∆, {ω1, ω2})

(7.66)

積分測度は同様なので、

Z =
1

|W |

rankG∏
i=1

(∫ ∞

−∞

d(rAi)√
ω1ω2

) ∏
α ̸=0 S2(−iα(rA), {ω1, ω2})∏

ρ∈R S2(−iρ(rA) + ∆, {ω1, ω2})
(7.67)

が得られる。
一般に、ϕ1 と ϕ2 によるツイストを導入すると、S3 の対称性は U(1)2 に破れる。しかし、

ϕ1 = ±ϕ2 の場合には SU(2)×U(1) 対称性が残る。これが通常 squashed S3 と呼ばれるも
のである。ϕ1 と ϕ2 の相対符号によって、本質的に異なる二つの場合がある。まず、ϕ1 = ϕ2

の場合には、二つの周期 ω1 と ω2 が等しく、double sine 関数の性質 S2(cz; {cω1, cω2}) =
S2(z; {ω1, ω2}) を用いることで ϕi 依存性を吸収することができる。このため、分配関数は
通常の S3 の場合の (7.62) と同じになる。[16] 一方、二つの角度の符号が異なる場合には、
分配関数は変形パラメータに依存する。

ϕ1 = −ϕ2 = u (7.68)

とおき、さらに

v =
√
1 + u2, b =

1 + iu

v
, b−1 =

1− iu

v
, ai =

rAi
v
, (7.69)

を定義すれば、

Z =
1

|W |

rankG∏
i=1

(∫ ∞

−∞
dai

) ∏
α̸=0 S2(−iα(a), {b, b−1})∏

ρ∈R S2(−iρ(a) + ∆
v
, {b, b−1})

(7.70)

となる。[17]
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第8章 具体例

8.1 超対称 SU(2) チャーン・サイモン理論
S3 上の結び目（knots）や絡み目（links）の研究において、それらを識別する不変量を構
成することは重要な問題であるが、Witten が代表的な結び目不変量であるジョーンズ多項
式をウィルソンループの期待値として定義できることを示して以来、物理的な観点からも
注目されるようになった [18]。N = 2 超対称 Chern-Simons 理論においては、ゲージ場以
外の粒子が物理的自由度を持たないため、それらを積分した後には位相的な Chern-Simons

理論が残る。従って、超対称性による局所化を用いた方法で結び目不変量を計算すること
ができる。
ただし、局所化を用いた方法で計算できるのはBPS 条件を満足するWilson loop として
与えられるような限られた結び目だけである。具体的には、Hopf fibration 中の幾つかの
ファイバーとして与えられる絡み目だけを計算することができる。（ellipsoid 上の理論を考
えれば、より広いクラスの「トーラス結び目」をウィルソンループとして実現することが
できる [19]。）Hopf fiber n 本からなる絡み目を Ln と表わすことにすると、n = 1, 2, 3 に
対して Ln は図 8.1に与える絡み目を表わす。ここでは、これらの絡み目に関するウイルソ

図 8.1: 絡み目 Ln（n = 1, 2, 3）

ンループ

W (L) = trfundP exp

(
i

∫
L

A

)
(8.1)

の期待値を計算して、関係式

⟨W (L)⟩
⟨W (unknot)⟩

= (phase)× J(L, q) (8.2)

が成り立つことを確認しよう。ただし q は Chern-Simons level を用いて次のように定義さ
れる。

q = e−2πi/k (8.3)
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右辺の位相因子も絡み数と関係した幾何学的な量であるが、ここではジョーンズ多項式の
部分のみに注目する。
まず、ウィルソンループを挿入しない分配関数 Z を計算しよう。SU(2) のカルタン代数
を次のようにパラメトライズする。

λ = x

(
1
2

−1
2

)
. (8.4)

すると、SU(2) Chern-Simons 理論の分配関数は次のように与えられる。

ZSU(2) =
1

2

∫
e−

π
2
ikx2s1(x− i)s1(−x− i)

dx√
2

=
1

2

∫
e−

π
2
ikx2(2 sinh(πx))2

dx√
2

=
e−

πi
4

√
k
(q − 1) (8.5)

一本のファイバーは unknot を与える。このときには積分に次の因子を挿入することで
期待値を計算できる。

w(x) = eπx + e−πx (8.6)

n 本のファイバー上のウィルソンループを挿入する場合には、次のように計算できる。

⟨W (Ln)⟩ =
∫
w(x)n(· · · )dx∫

(· · · )dx
. (8.7)

Ln（n = 1, 2, 3）に対する計算結果をそれら絡み目のジョーンズ多項式とともに表 8.1に与
える。（結び目不変量の表は [20]で参照することができる。 ）これらの結果は確かに関係

表 8.1: q = e−2πi/k

n 1 2 3

Ln unknot Hopf link L6n1 (633)

⟨W (Ln)⟩ q
1
4 (1 + q) (1 + q)(1 + q2) q−

1
4 (1 + q)(2 + q2 + q4)

J(Ln, q) 1 −q− 1
2 − q−

5
2 2 + q2 + q4

式 (8.2) が成り立つことを示している。

8.2 Jafferis-Yin 双対性
Jafferis と Yin [21] は随伴表現のカイラル多重項 Φ を含み、チャーン・サイモンレベル
が k = 1 である SU(2) チャーン・サイモン理論が単一のカイラル多重項 X よりなる系と
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等価であることを発見した。この二つの理論の関係は Jafferis-Yin 双対性と呼ばれる。カ
イラル多重項 X はゲージ不変演算子 trΦ2 に対応しており、Φ のワイルウェイトを ∆ と
すれば X のワイルウェイトはその倍、2∆ である。この双対性を確認するために、S3 分
配関数を数値的に計算してみよう。
まず、SU(2) 理論の分配関数は、一般公式より次の積分によって与えられる。

ZSU(2) =
1

2

∫
e−

π
2
ix2 sb(x− i

v
)sb(−x− i

v
)

sb(x− i(1−∆)
v

)sb(− i(1−∆)
v

)sb(−x− i(1−∆)
v

)

dx√
2

(8.8)

分子は SU(2) ベクトル多重項の寄与であり、分母は随伴カイラル多重項 Φ の起用である。
因子 e−

π
2
ix2 の振る舞いを良くするために、積分路を x = e−iϵt, t ∈ R のように傾ける必要

がある。幾つかの ∆ の値に対して数値的に積分を行った結果を表 8.2に与える。b = 1 と
した。ZSU(2) は複素数である。
一方、カイラル多重項 X の分配関数は

ZX =
1

sb(− i(1−2∆)
v

)
(8.9)

によって与えられ、表 8.2に与えたようにこれは実数である。
二つの理論に対する計算結果は異なるが、絶対値を比較すると |ZSU(2)| = ZX が成り立っ
ていることが確認できる。位相因子を詳しく見ると、次の関係が成り立っていることが確
認できる。

ZSU(2) = eiϕZX , ϕ = −π
(
1

4
+

2∆ +∆2

2v2

)
(8.10)

b = 1 の場合にはこの結果は [21]において数値的に [22]において解析的に確認された。こ
の非自明な位相のずれは、decouple した topological sector の寄与ではないかと推測され
る [21] 。|Z| の ∆ 依存性を見てみると、∆ = 1/4 において最小値を取っている。[10]にお

表 8.2:

∆ ZSU(2) ZX

0.10 +0.4530− 0.9248i 1.0298

0.20 +0.0685− 0.7243i 0.7275

0.24 −0.0418− 0.7066i 0.7078

0.25 −0.0693− 0.7037i 0.7071

0.26 −0.0971− 0.7011i 0.7078

0.30 −0.2125− 0.6907i 0.7226

0.40 −0.5463− 0.6196i 0.8261

いて提案された F -maximization の処方によれば、これが IR 固定点における ∆ の値を与
える。
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8.3 ABJM モデルの超共形指数
ABJM理論 [23]は M2-ブレーンの低エネルギー有効理論として提案された、N = 6 超対
称性を持つ理論である。これは U(N)k×U(N)−k Chern-Simons matter理論であり、C4/Zk
上の N 枚のM2-ブレーンを記述していると考えられている。もしそうであれば、k = 1, 2

の場合には超対称性が N = 8 に拡大するはずであり、それを確認することは ABJM 理論
と M2-ブレーンの関係を確立する上で重要な課題であった。
ABJM 理論のラグランジアンは k の値によらず N = 6 対称性を持っており、さらにそ
れが N = 8 にまで拡大することを示すにはR-対称性が SO(6) ∼ SU(4) から SO(8) に拡
大することを示せば十分である。そこで、超共形指数 (5.48) を用いて理論の BPS スペク
トルを調べることにより、そのような対称性の拡大が実際に起こっているらしいというこ
とを見てみよう。
このような指数はモノポールチャージが 0のセクターについては [24]において、モノポー
ルまで含めたセクターについては [7] において計算され、スペクトルが望ましい対称性を
尊重しているというだけではなく、ゲージ群のサイズ N が大きい極限においては重力側の
解析結果 [4]と一致することも確認されている。
超共形指数を用いた解析では、ラグランジアンが持つ N = 6超対称性のうち、N = 2の
超対称性に注目する。このことが対称性を部分的に破ってしまうため、残念ながら SO(8)

の対称性の出現を直接確かめることはできないが、それでも非自明なチェックを行うこと
ができる。
ゲージ群のサイズ N が大きい場合には計算が複雑になるので、ここでは N = 1 の場合
について考える。その場合には重力側の指数との比較を行うことはできないので、対称性
が拡大するかどうかということのみに注目しよう。
N = 2 の超対称多重項を用いて ABJM理論を与えた場合に、そこに含まれる多重項を
表 8.3に与える。V1 と V2 はそれぞれ U(N) のベクトル多重項であり、Ai と Bi（i = 1, 2）
はカイラル多重項である。Ai と Bi に対してはそれぞれ独立に SU(2) 対称性が作用して
いる。表には与えていないが、N = 2 超共形代数に含まれる U(1)R 対称性も存在してい

表 8.3: ABJM 理論を構成する N = 2 超対称多重項

U(N)k U(N)−k SU(2)A SU(2)B U(1)B

V1 adj 1 1 1 0

V2 1 adj 1 1 0

Ai N N 2 1 +1

Bi N N 1 2 −1

る。表にある SU(2)A×SU(2)B 対称性は、この U(1)R とともにN = 6 超共形代数に含ま
れる SU(4)R 対称性の部分群になっている。つまり、ABJM 理論のラグランジアンが持つ
ボゾン的な大域的対称性は SU(4)R×U(1) であり、N = 2 超対称性を選ぶことで次のよう
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に破れる。
SU(4)× U(1) → SU(2)× SU(2)× U(1)× U(1)R (8.11)

一方、もし N = 8 対称性が実現したとして、上と同じN = 2 超対称性を選ぶと、SO(8)R
対称性が次のように破れる。

SO(8)R → SO(6)× U(1)R (8.12)

従って、N = 6 から N = 8 への超対称性の拡大に伴うボゾン的対称性の拡大 SO(6)R ×
U(1) → SO(8) のうち、

SU(2)× SU(2)× U(1) → SO(6) (8.13)

については、超共形指数を用いて非自明なチェックを行うことができる。
SU(2)A × SU(2)B × U(1) 対称性の生成子をそれぞれ JA、JB、QB としよう。JA は

SU(2)A のカルタンの生成子であり、A は ±1/2 の固有値を持つとする。SU(2)B の生成子
JB に対してはB が固有値 ±1/2 を持つとする。U(1)B の生成子 QB はそれぞれの多重項
に対して表 8.3の U(1)B の欄に与えた固有値を持つものとする。さらに、後の計算では

F1 = JA − JB, F2 = JA + JB, F3 =
1

2
QB (8.14)

を定義しておくのが便利である。表 8.4にこれらのチャージに対するカイラル多重項の量
子数を与えておく。一般公式に従って N = 1 の場合の超共形指数を書き下すと次のように

表 8.4: ABJM 理論に含まれるカイラル多重項の量子数

ρ F1 F2 F3 ∆

A1 a− a′ +1
2

+1
2

+1
2

+1
2

A2 a− a′ −1
2

−1
2

+1
2

+1
2

B1 a′ − a −1
2

+1
2

−1
2

+1
2

B2 a′ − a +1
2

−1
2

−1
2

+1
2

なる。

I =
∑
m,m′

∮
da

2π

da′

2π
qik(ma−m

′a′) Pexp Isp (8.15)

(m,m′)は二つの U(1)に対するモノポールチャージ、(a, a′)は二つの U(1)に対するWilson
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line である。一粒子指数は

Isp(a, a
′,m,m′) =

q−i(a−a
′)x

1
2
+|m−m′|

1− x2
(z

1
2
1 z

1
2
2 z

1
2
3 + z

− 1
2

1 z
− 1

2
2 z

1
2
3 )

+
qi(a−a

′)x
1
2
+|m−m′|

1− x2
(z

− 1
2

1 z
1
2
2 z

− 1
2

3 + z
1
2
1 z

− 1
2

2 z
− 1

2
3 )

− qi(a−a
′)x

3
2
+|m−m′|

1− x2
(z

− 1
2

1 z
− 1

2
2 z

− 1
2

3 + z
1
2
1 z

1
2
2 z

− 1
2

3 )

− q−i(a−a
′)x

3
2
+|m−m′|

1− x2
(z

1
2
1 z

− 1
2

2 z
1
2
3 + z

− 1
2

1 z
1
2
2 z

1
2
3 ) (8.16)

である。ゲージ群が U(1) である場合には一粒子指数にはカイラル多重項のみが寄与する。
Isp は a− a′ を通してのみ (a, a′) に依存するから、Pexp Isp を級数展開して得られる全て
の項について qia と qia

′
のべきは等しい。従って両方のべきが CS term の寄与 qik(ma−m

′a′)

によって相殺されるためには m = m′ でなければならず、それ以外の場合には積分の結果
が 0 となる。さらに、k = 1 の場合、m による和を実行すればデルタ関数 δ(a) が現れる
から、a についての積分も行うことができる。その結果、

I = Pexp

[
x

1
2

1− x2
χ4(zi)−

x
3
2

1− x2
χ4(zi)

]
(8.17)

ただし、SU(4) のキャラクターを次のように定義した。

χ4(zi) = z
1
2
1 z

1
2
2 z

1
2
3 + z

− 1
2

1 z
− 1

2
2 z

1
2
3 + z

− 1
2

1 z
1
2
2 z

− 1
2

3 + z
1
2
1 z

− 1
2

2 z
− 1

2
3 ,

χ4(zi) = z
− 1

2
1 z

− 1
2

2 z
− 1

2
3 + z

1
2
1 z

1
2
2 z

− 1
2

3 + z
1
2
1 z

− 1
2

2 z
1
2
3 + z

− 1
2

1 z
1
2
2 z

1
2
3 (8.18)

この結果は系が SU(4) 対称性を持つことを示唆している。
U(1)B 対称性の役割について見るために、QB の固有値が n の状態に注目しよう。その
ような状態は z

n/2
3 という因子を含む項に対応する。z3 と qia は

z
1
2
3 q

−i(a−a′) (8.19)

の組み合わせで入ってくるので、z
n
2
3 項に現れるチャージを相殺するには CS term から

q−i(na−na
′) という因子が現れることが必要である。これは

m = m′ = n (8.20)

であることを意味している。つまり、QB はモノポールチャージに他ならない。このよう
な演算子を組み合わせることで SU(4) の対称性が現れるということは、対称性の拡大が本
質的に非摂動論的であることを意味している。
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8.4 ABJM 行列模型 (I)

ABJM model の S3 分配関数は次の積分（ABJM 行列模型）によって与えられる。[9]

Z =
1

(N !)2

∫
(
∏
i

e−ikπ(λ
2
i−λ̃2i )dλidλ̃i)

∏
i<j sinh

2(π(λi − λj)) sinh
2(π(λ̃i − λ̃j))∏

i,j cosh
2(π(λi − λ̃j))

(8.21)

この積分は AdS/CFT を通して、古典的な 11 次元超重力理論だけではなく、量子論的な
M理論の情報をも含んでいると期待されるため、この積分の評価は非常に重要な問題であ
る。ここでは k を有限に保ちつつ N を大きく取る極限でこの分配関数がどのように与え
られるかを [25]に従って調べてみよう。（この極限はしばしばM理論極限と呼ばれる。）被
積分関数を e−F (λ,λ̃) とおく。

Z =
1

(N !)2

∫
(
∏
i

dλidλ̃i)e
−F (λ,λ̃) (8.22)

関数 F (λ, λ̃) は
f(z) = log [2 cosh(πz)] = log(eπz + e−πz) (8.23)

を用いて次のように表わすことができる。

F (λ, λ̃) =iπk
∑
j

(λ2j − λ̃2j)

− 2
∑
i<j

[
f(λi − λj +

i

2
) + f(λ̃i − λ̃j +

i

2
)

]
+ 2

∑
i,j

[
f(λi − λ̃j)

]
(8.24)

実は、large N 極限の leading contribution を計算するにはこの積分を行う必要はなく、停
留点での被積分関数の値を求めるだけでよい。すなわち

F = minF (λ, λ̃) (8.25)

でよい。最小値を与える固有値分布がどのようなものであるかを調べるのに、数値的な手
法が有効である。この結果、λi と λ̃i は図 8.2にあるような分布をしていることがわかる。
λi と λ̃i はそれぞれ複素平面上のある曲線上に分布している。しかも、λi と λ̃i は実軸に対
して対称な位置に分布している。これら固有値の虚部は N が大きくなる極限においてオー
ダー 1 に留まるのに対して、実部のとる範囲は N のある正べきで大きくなっていく。さ
らに、隣り合う固有値の間隔は N が大きくなるにつれて小さくなっていくことがわかる。
そこで、固有値分布について次の仮定を置くことにしよう。

λi = Nαxi − iyi, λ̃i = Nαxi + iyi, (0 < α < 1). (8.26)
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Re

Im

図 8.2: 固有値分布。赤は λi を、青は λ̃i を表わしている。

さらに、xi の分布を表わすために固有値密度関数

ρ(x) =
1

N

N∑
i=1

δ(x− xi) (8.27)

を導入する。数値計算の結果より。yi は xi の関数として yi = y(xi) のように表わすことが
できると期待される。
これらの関数を用いれば、Chern-Simons term を起源とする (8.24) の一行目は次のよう
に表わすことができる。

iπk
∑
j

(λ2j − λ̃2j) = iπkN

∫
dxρ[(Nαx− iy)2 − (Nαx+ iy)2] = N1+α

∫
dx4πkxyρ (8.28)

(8.24) の二行目と三行目は (8.23) で定義された関数 f(z) を用いて表わされているから、
まずこの関数を N が大きい極限で扱いやすい形に書き換えておくのがよい。z = x+ iy と
おく。まず、N が大きい極限では固有値のペアのほとんどについて、その実部は非常に大
きい。その場合には f(z) をその漸近形

fasym(z) = sign(x)πz |x| ≫ 1. (8.29)

で置き換えることができる。実はこの寄与はポテンシャル中で相殺する。そうすると、問
題なのは固有値のペアの中で実部が接近している場合の補正 f(z)− fasym(z) のみである。
x が 0 に近いところでのみこれは 0 でないから、デルタ関数を用いて次のように表わすこ
とができる。

f(z)− fasym(z) = δ(x)g(y). (8.30)

関数 g(y) を求めるために両辺を x で積分しよう。

g(y) =

∫ ∞

−∞
[f(z)− fasym(z)]dx

=

∫ ∞

0

[log(2 cosh πz)− πz]dx+

∫ 0

−∞
[log(2 cosh πz) + πz]dx

=

∫ ∞

0

log[1 + e−2πz]dx+

∫ 0

−∞
[1 + e2πz]dx (8.31)
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ここで、第１項は∫ ∞

0

log[1 + e−2πz]dx =

∫ ∞

0

∞∑
n=1

e−2πnz

n
dx =

∞∑
n=1

(−1)n−1 e
−2πiny

2πn2
(8.32)

であり、第２項も同様に∫ 0

−∞
log[1 + e2πz]dx =

∞∑
n=1

(−1)n−1 e
+2πiny

2πn2
(8.33)

となるから、これらを合わせることで関数 g(y) を次の無限和として与えられる。

g(y) =
∑
n̸=0

(−1)n−1 e
−2πiny

2πn2
(8.34)

この和は dilog 関数を用いて表わすことができる。dilog 関数 Li2(z) は一般に初等関数で
は表わせないが、(8.34) の和については以下のように初等的に計算することができる。ま
ず (8.34) を二回微分したものは、簡単に和を取ることができる。

g′′(y) =
∑
n̸=0

(−1)n2πe−2πiny =
∑
n̸=0

2πe−2πin(y+ 1
2
) = 2π

[∑
n∈Z

δ(y +
1

2
+ n)− 1

]
. (8.35)

これを二回積分することで次の式を得る。

g(y) =
π

6
− πy2 (−1

2
≤ y ≤ 1

2
) (8.36)

ただし、積分定数は g(y) が y の周期関数であることと
∫ 1

0
g(y) = 0 により決めた。

これを用いて (8.24)の二行目と三行目を書き換えよう。まず、二行目の第１項については

−
∑
i,j

f(λi − λj +
i

2
) = −N2

∫
dx

∫
dx′ρρ′δ(Nα(x− x′))g(y − y′ +

1

2
)

= −N2−α
∫
dxρ2g(

1

2
)

= N2−α
∫
dx

π

12
ρ2 (8.37)

まず、二行目の第２項からも全く同じものが得られる。三行目は

2
∑
i,j

f(λi − λ̃j) = N2

∫
dx

∫
dx′ρρ′2δ(Nα(x− x′))g(y − y′)

= N2−α
∫
dx2ρ2g(2y)

= N2−α
∫
dx
(π
3
− 8πy2

)
ρ2 (8.38)
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である。
以上を全部合わせると、F (λ, λ̃) は N が大きい極限で次のように表わすことができる。

F (λ, λ̃) = N1+α

∫
dx4πkxyρ+N2−α

∫
dx
(π
2
− 8πy2

)
ρ2 (8.39)

これは N 依存性の異なる二つの項から成っている。二つの項がうまく釣り合って極値を
与えるためには、二つの項の N 依存性が同じでなければならない。このことから α = 1/2

であることがわかる。これは F が N3/2 に比例することを意味している。
さらに数係数を決定しよう。そのためには (8.39) によって与えられた F を最小にするよ
うな関数 y、ρ を求めればよい。ただし ρ については∫

dxρ = 1 (8.40)

という拘束条件が課されているため、ラグランジュの未定乗数 µ を導入する。

F = N
3
2

[∫ {
4πkxyρ+

(π
2
− 8πy2

)
ρ2
}
dx− µ

{∫
ρdx− 1

}]
(8.41)

y の変分より得られる式は
4πkxρ− 16πyρ2 = 0 (8.42)

ρ の変分より得られる式は

4πkxy +
(
π − 16πy2

)
ρ− µ = 0 (8.43)

これらを解くと ρ と y の関数形が決まる。

ρ =
µ

π
, y =

πk

4µ
x (8.44)

ただし拘束条件 (8.40) が満足されるためには固有値の分布する範囲は

− π

2µ
≤ x ≤ π

2µ
(8.45)

でなければならない。これらの関数 F に代入すれば、F が µ の関数として次のように得
られる。

F = N
3
2

∫ π
2µ

− π
2µ

(
πk2x2

2
+
µ2

2π

)
dx = N

3
2

(
π4k2

24µ3
+
µ

2

)
(8.46)

さらにこれを最小にするような µ を選べば最終的に次の結果を得る。

F = N
3
2

√
2

3
π
√
k (8.47)

これは超重力理論の予言に一致する。
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8.5 ABJM行列模型 (II)

同じものをまた別の方法 [26] で導出しておこう。出発点は前節と同じ ABJM 行列模型
である。

Z =

∫
1

N !2

(
N∏
i=1

dxidx̃i

)
N∏
i=1

e−πik(x
2
i−x̃2i )

[∏
i<j (2 sinh π(xi − xj)) (2 sinh π(x̃i − x̃j))∏N

i,j=1 (2 cosh π(xi − x̃j))

]2
(8.48)

まず、Caucy identity と呼ばれる関係式∏
i<j sinh(zi − zj) sinh(z̃i − z̃j)∏N

i,j=1 cosh(zi − z̃j)
= det

1

cosh(zi − z̃j)
(8.49)

を用いて、被積分関数の中の因子を行列式の積の形に書き換える。

Z =
1

N !2

∫ ( N∏
i=1

dxidx̃i

)
det
(
δije

−πikx2i
)
det

(
1

2 coshπ(xi − x̃j)

)
× det

(
δije

πikx̃2i

)
det

(
1

2 coshπ(x̃i − xj)

)
(8.50)

さらに、行列式の積は行列の積の行列式であることを用いれば、次のように書くことがで
きる。

Z =
1

N !2

∫ ( N∏
i=1

dxidx̃i

)
det

(
N∑
m=1

e−πikx
2
i

1

2 coshπ(xi − x̃m)
eπikx̃

2
m

1

2 cosh π(x̃m − xj)

)
(8.51)

行列式を展開すると、各項は括弧の中の行列要素の N 個の積である。その中には x̃1, . . . , x̃N
が重複なく必ず一回ずつ現れる。従って、全ての x̃m についての積分を行列式の中に入れ
ることができる。

Z =
1

N !

∫ ( N∏
i=1

dxi

)
det

(∫
dx̃e−πikx

2
i

1

2 coshπ(xi − x̃)
eπikx̃

2 1

2 coshπ(x̃− xj)

)
(8.52)

この式を量子力学的に扱うために、座標演算子 x̂ とその固有状態 |x⟩ を用いて行列式の括
弧の中のはじめ二つの因子を

e−πikx
2
i

1

2 cosh π(xi − x̃)
=

∫
dx(1)⟨xi|e−πikx̂

2 |x(1)⟩
1

2 cosh π(x(1) − x̃)
(8.53)

のように書き換える。一般に∫
dx(1)|x(1)⟩f(x(1) − x) =

√
2πf̃(p̂)|x⟩ (8.54)

と表せることを用いると、さらに次のように書き換えることができる。

e−πikx
2
i

1

2 coshπ(xi − x̃)
= ⟨xi|e−πikx̂

2 1

2 cosh p̂
2

|x̃⟩ (8.55)
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ただし p̂ は
[x̂, p̂] = i (8.56)

を満足する運動量演算子であり、f̃(k) は f(x) のフーリエ変換

f̃(k) =

∫
dx√
2π
f(x)e−ikx (8.57)

である。また、次の二つの関数が互いのフーリエ変換であることを用いた。

f(x) =
1

2 cosh πx
, f̃(x) =

1√
2π

1

2 cosh k
2

. (8.58)

残りの二つの因子についても同様の書き換えを行えば

Z =
1

N !

∫ ( N∏
i=1

dxi

)
det

(
⟨xi|e−πikx̂

2 1

2 cosh p̂
2

eπikx̂
2 1

2 cosh p̂
2

|xj⟩

)
(8.59)

が得られる。これは、一粒子密度演算子が

ρ̂ = e−πikx̂
2 1

2 cosh p̂
2

eπikx̂
2 1

2 cosh p̂
2

(8.60)

によって与えられ、互いに相互作用しない N 個のフェルミオン粒子の分配関数に他なら
ない。
式の形が対称になるようにユニタリー変換を行っておこう。

ρ̂ = e−
πik
2
x̂2 1

2 cosh p̂
2

e
πik
2
x̂2 · e

πik
2
x̂2 1

2 cosh p̂
2

e−
πik
2
x̂2 (8.61)

さらに関係式 e−
a
2
x̂2 p̂e

a
2
x̂2 = p̂− iax̂ を用いればこの演算子は次のように書き換えることが

できる。

ρ̂ =
1

2 cosh( p̂
2
+ πkx̂

2
)
· 1

2 cosh( p̂
2
− πkx̂

2
)

(8.62)

Z =

∫ ∏N
i=1 dxi
N !

det⟨xi|ρ̂|xj⟩ (8.63)

ここまでは何の近似も行っていない。
~ = 1 β = 1

半古典近似を行い、

H = log

[
2 cosh

(
p̂

2~
+
πkx̂

2

)]
+ log

[
2 cosh

(
p̂

2~
− πkx̂

2

)]
(8.64)

非常に N が大きい場合には状態が上の方まで埋まっているから、

H =

∣∣∣∣p+ πkx

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣p− πkx

2

∣∣∣∣ . (8.65)
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エネルギー E 以下の状態の数は

x = ± E

πk
, p = ±E (8.66)

で囲まれた長方形の内部である。

N(E) =
1

2π

4E2

πk
=

2E2

π2k
(8.67)

状態密度は

ρ(E) =
dN(E)

dE
=

4E

π2k
(8.68)

あるエネルギーまでが埋まっていたとしたときの全エネルギーは

Etot =

∫ E

0

ρ(E)EdE =

∫ E

0

4E2

π2k
=

4E3

3π2k
=

√
2

3
πk1/2N2/3. (8.69)

これは以前に計算したものに一致する。
E ∝ N1/2 であり、これがフェルミ面を与える。そして、温度 T = 1 ≪ E の場合、この
フェルミ面の近傍 T くらいの幅の状態がエントロピーに寄与するから、エントロピーは状
態密度と温度の積である。

S ∼ Tρ ∝ N1/2 (8.70)

従って、N3/2 項については内部エネルギーで考えても自由エネルギー F = E − TS で考
えても同じである。

謝辞
このノートのもととなった集中講義を行う機会を与えてくださった京都大学理学部素粒
子論研究室の皆様に感謝いたします。
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付 録A Chern-Simons 項に対する
1-loop 補正

平坦な 3 次元時空においてフェルミオンの 1-loop 効果によるChern-Simons レベルに対
する補正を計算しよう。ユークリッド計量を用いる。フェルミオンの作用は次のように与
えられる。

S = −
∫
d3xψ(D\ +m)ψ, Dmψ = (∂m − iAm)ψ. (A.1)

フォトン場 Aµ は外場として扱い、フェルミオン場 ψ と ψ についてのみ経路積分を実行
する。次のように自由項と相互作用項に分ける。

S0 = −
∫
d3xψ(∂\ +m)ψ, S1 = i

∫
d3xψA\ψ, (A.2)

ここでは特に Chern-Simons 項についての補正を見るために、二本のフォトン外線を持つ
図形を考える。すなわち、次の相関関数を計算する。

Γ(2) = −1

2
⟨S1S1⟩connS0

. (A.3)

S0 から導かれる propagator

⟨ψ(x)ψ(y)⟩S0 =
−1

∂\x +m
δ(x− y) =

∫
dp

(2π)3
ip\ −m

p2 +m2
eip(x−y) (A.4)

を用いれば

Γ(2) = −1

2

∫
d3x

∫
d3ytrA\ (x)⟨ψ(x)ψ(y)⟩S0A\ (y)⟨ψ(y)ψ(x)⟩S0

= −1

2

∫
d3x

∫
d3y

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
trA\ (x)(ip\ −m)A\ (y)(iq\ −m)

(p2 +m2)(q2 +m2)
ei(p−q)(x−y) (A.5)

さらに、Chern-Simons term を得るために、パリティを破る項、すなわちトレースの中に
3 つの γ-行列を含む項のみを抜き出そう。

Γ(2) = −mi
∫
d3x

∫
d3yγmnpAm(x)An(y)

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
(p− q)pe

i(p−q)(x−y)

(p2 +m2)(q2 +m2)

= −m
∫
d3x

∫
d3yγmnpAm(x)∂pAn(y)

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
ei(p−q)(x−y)

(p2 +m2)(q2 +m2)
(A.6)
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二行目へ移る際に (p− q)p を i∂yp で置き換え、部分積分を行った。さらに、運動量積分を
実行する。置き換え

p = k +
l

2
, q = k − l

2
, (A.7)

を行えば exponential factor は ei(p−q)(x−y) = eil(x−y) となる。長距離での振る舞いを見るた
めに、この exponential factor 以外の因子については l は十分小さいとして無視する。そ
うすると運動量積分を簡単に実行できて、次の結果を得る。

Γ(2) = −m
∫
d3x

∫
d3yγmnpAm(x)∂pAn(y)

∫
d3k

(2π)3
1

(k2 +m2)2

∫
d3l

(2π)3
eil(x−y)

= −m
∫
d3x

∫
d3yγmnpAm(x)∂pAn(y)

1

8π|m|
δ(x− y)

=
1

8π
sign(m)

∫
d3xγmnpAm(x)∂nAp(x) (A.8)

これは Chern-Simons レベルが次のような補正を受けることを意味する。

keff = kbare +∆k, ∆k =
1

2
sign(m). (A.9)
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付 録B 特殊関数

B.1 ゼータ関数
リーマンのゼータ関数は

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
(B.1)

によって定義される。Re s > 1 の場合にはこの和は収束し、それ以外の場合には解析接続
によって定義される。一般化されたリーマンのゼータ関数は

ζ(s, a) =
∞∑
n=0

1

(n+ a)s
(B.2)

によって定義される。(B.1) は n = 1 からなのに対し (B.2) では n = 0 を含むことに注意。
ζ(s) = ζ(s, 1) である。ζ 関数正則化に用いる場合には s が 0 および負の整数の場合の特殊
値が重要である。幾つかの例を与えておく。

ζ(0, a) =
1

2
− a, ζ(−1, a) =

1

24
− 1

2

(
a− 1

2

)2

, ζ(−2, a) =
1

12

(
a− 1

2

)
− 1

3

(
a− 1

2

)3

.

(B.3)

特に a = 1 の場合は

ζ(0) = −1

2
, ζ(−1) = − 1

12
, ζ(−2) = 0 (B.4)

となる。この結果を用いると、同じ定数 c を n = 1, 2, 3, . . . に対して無限個掛け合わせた
値は次のように求まる。

∞∏
n=1

c = c
∑∞
n=1 = cζ(0) = c−

1
2 (B.5)

さらに、次のような級数もゼータ関数と呼ばれる。

F (s) =
∑
n

1

asn
(B.6)

n は自然数、あるいは幾つかの自然数に対する和であり、an はそれらの多項式である。こ
の級数は s の実部が大きいところで収束し、それ以外の s に対しては解析接続によって定
義される。

132

Soryushiron Kenkyu



調和関数展開による３次元分配関数の計算 今村洋介

ゼータ関数正則化を用いて発散する無限積を評価するには形式的に成り立つ次の関係式
を用いる。 ∏

n

an = exp

(
− dF (s)

ds

∣∣∣∣
s=0

)
(B.7)

たとえば、an = n+ a の場合には

∞∏
n=1

n =
√
2π,

∞∏
n=0

(
n+

1

2

)
=

√
2 (B.8)

などが得られる。ただし、

ζ ′(s)|s=0 = −1

2
log(2π), ζ ′(s,

1

2
)|s=0 = −1

2
log 2 (B.9)

を用いた。半奇数の積については、整数の積と (B.5) を用いて

∞∏
n=0

(
n+

1

2

)
=

∏∞
n=1

n
2∏n

n=1 n
=

1∏n
n=1 2

=
√
2 (B.10)

のように得ることもできる。

B.2 二重対数関数
多重対数関数は次のように定義される。

Lin z =
∑
k=1

zk

kn
. (B.11)

n = 1 の場合には通常の対数関数によって表わすことができる。

Li1 z = − log(1− x) (B.12)

n = 2 の場合、0 ≤ x ≤ 2π の範囲の実数に対して

Re(Li2 e
ix) =

1

4
(x− π)− π2

12
(B.13)

が成り立つ。これは以下のように示すことができる。まず、定義式より次のように表わす
ことができる。

Re(Li2 e
ix) = Re

∑
k=1

eikx

k2
=

1

2

∑
k ̸=0

eikx

k2
. (B.14)

x で二回微分すれば

d2

dx2
Re(Li2 e

ix) = −1

2

∑
k ̸=0

eikx = −πδperiodic(x) +
1

2
. (B.15)
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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0.5

0.0
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1.0

図 B.1: dilog 関数

ただし δperiodic(x) は x ∈ 2πZ に台を持つ周期的デルタ関数である。(B.14) は周期 2π の
周期関数であるから 0 ≤ x ≤ 2π に限ろう。(B.15) を二回積分し、周期性と 0 ≤ x ≤ 2π で
積分したときに 0 になることを用いて積分定数を決定すれば (B.13) を得る。Mathematica

における PolyLog[2,z] 関数は z ≥ 1 の実軸上に分岐を持つ。分岐の両側で Li2 は次の不
連続性を持つ。

Li2(x+ i0)− Li2(x− i0) = 2πi log x, (x ≥ 1). (B.16)

しばしば Li2(e
x) という関数が現れるが、これは x = 2πn に分岐点を持ち、Mathematica

の PolyLog 関数を用いた場合、そこから伸びる分岐線は x = 2πin + R+ である。それら
の線上での不連続性は

Li2(e
x+i0)− Li2(e

x−i0) = 2πi(x− 2πin), (x ∈ R+ + 2πin) (B.17)

である。すなわち、分岐点 x = 2πin を時計回りにまわり別のシートに移ると関数の値は
2πi(x− 2πin) だけ変化する。このことから、関数 Li2(e

x) には二つの整数 a と b でラベル
されるシートがあり、a = 0, b = 0 のシート上での値からのずれは

2πiax+ (2π)2b (B.18)

のように与えられる。
次の式が成り立つ。

Li2 z + Li2
1

z
= −π

2

6
− 1

2
(log(−z))2 (B.19)

B.3 量子ポッホハンマー関数
ポッホハンマー記号は、階乗の一般化であり、次のように定義される。

(x)n =
n−1∏
k=0

(x+ k) (B.20)
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この量子版は次の量子ポッホハンマー記号である。

(z; q)n =
n−1∏
k=0

(1− zqk) (B.21)

特に z = q の場合がしばしば重要である。

(q; q)n =
n∏
k=1

(1− qk) (B.22)

文献によっては (q; q)n のことを (q)n と表している場合があるので注意が必要である。
以下では n を無限大に取ったものについて考える。この場合、量子ポッホハンマー関数
は |q| < 1 に対して次の無限積によって定義される。

(z; q)∞ =
∞∏
k=0

(1− zqk). (B.23)

この無限級数は一粒子ハミルトニアンの固有値が E = 0, 1, 2, 3, . . . をとるフェルミオン系
の大分配関数

(z; q)∞ = tr((−z)NqE) (B.24)

とみなすことができる。ただし N はフェルミオン数演算子、H は全ハミルトニアンであ
る。フェルミオン数を固定した和を先に取ることにより次の表式が得られる。

(z; q)∞ =
∞∑
n=0

(−z)nq−n
n∏
k=1

qk

1− qk
=

∞∑
n=0

znq−n
n∏
k=1

1

1− q−k
(B.25)

あるいは次のように書くこともできる。

(z; q)∞ =
∞∑
n=0

(−z)n q
n(n−1)/2

(q; q)n
=

∞∑
n=0

zn
q−n

(q−1; q−1)n
(B.26)

n に対する無限和は |z| < 1 であれば |q| < 1 に対しても |q| > 1 に対しても収束する。
|q| > 1に対しては (B.25)の二番目の表式は一粒子ハミルトニアンの固有値がE = 0, 1, 2, . . .

であるボゾンの大分配関数
tr((zq−1)Nq−H) (B.27)

とみなすことができる。ただし N はボゾンの個数、H は全ハミルトニアンである。この
ことから、次の無限積表示を得る。

(z; q)∞ =
∞∏
k=0

1

1− zq−k−1
=

1

(zq−1; q−1)∞
. (B.28)

これは |q| > 1 において収束する。q 平面の異なる領域での二つの無限積表示 (B.23) と
(B.28) はどちらも |q| = 1 の円周上に調密な特異点を持つので、それらを q 平面上で互い
の解析接続とはみなせないことを注意しておこう。
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図 B.2: q-Pochhammer 関数（z = 0.3）。この図からはよくわからないが |q| = 1 の円周上
に極が稠密に分布している。

Mathematica においては |q| ≤ 1 についてのみ次の関数が定義されている。

QPochhammer[z,q] =
∞∏
k=0

(1− zqk). (B.29)

q = e−ϵ < 1 が 1 に近いときの漸近形がしばしば重要になるが、それは次のように対数
をとり、和を積分に直すことで評価できる。

log(z; q)∞ =
∞∑
n=0

log(1− ze−nϵ)

=
1

ϵ

∫ ∞

0

dx log(1− ze−x) +O(1)

= −1

ϵ
Li2 z +O(1) (B.30)

ただし |z| < 1 とした。(qnz; q) に対しても、n > 0 が有限であれば q → 1 の極限で同じ結
果を得る。

B.4 多重正弦関数
多重ゼータ関数を (B.6) において an = n1ω1 + · · ·+ nrωr + z と置いた次の式によって定
義する。

ζr(s, z;ω) =
∞∑
ni=0

(n1ω1 + · · ·+ nrωr + z)−s, Re z > 0, Re s > r. (B.31)

さらにここから多重ガンマ関数を

Γr(z;ω) = exp

(
∂

∂s
ζr(s, z|ω)

∣∣∣∣
s=0

)
=

∞∏
n=0

(n1ω1 + · · ·+ nrωr + z)−1 (B.32)
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によって定義する。無限積表示は形式的な定義であるが、この関数が満足する公式を確認
するのに便利である。さらに多重正弦関数は次のように定義される [27]。

Sr(z;ω) = Γr(z;ω)−1Γr(ωtot − z;ω)(−)r

=
∞∏

n=0

(n1ω1 + · · ·+ nrωr + z)
∞∏

n=1

(n1ω1 + · · ·+ nrωr − z)(−)r+1

(B.33)

二つ目の無限積は n1 から nr の全てについて 1, 2, 3, . . . についての積を取る。特に、ω1 =

· · · = ωr = 1 の場合には単に Sr(z) と表わされる。

Sr(z) = Sr(z;1). (B.34)

S1(z) は通常の sine 関数と次のように関係している。

S1(z;ω) = 2 sin
(πz
ω

)
(B.35)

以下の性質を持つ。
Sr(ωtot − z;ω) = Sr(z;ω)(−1)r−1

(B.36)

Sr(z;ω)

Sr(z + ωi : ω)
= Sr−1(z;ω(i)) (B.37)

ただし、ω(i) は ω から ωi を除いた r− 1 成分のベクトルである。S0(z, ·) = −1 と定義し
ておけば r = 1 の場合にも成り立つ。次の式が成り立つ。

Sr(cz.cω) = Sr(z.ω). (B.38)

z = 0 において Sr(0;ω) = 0 である。微分については、S2 について、次の式が成り立
つ。[28]

S ′
2(0,ω) =

2π
√
ω1ω2

(B.39)

一般の Sr に対しては、z = 0 における微分は初等関数では表わせないようである。[29] 周
期が 1 の場合には、次の式が成り立つ。

S ′
r(z)

Sr(z)
=

(−1)r−1

(r − 1)!
(z − 1)(z − 2) · · · (z − r + 1)π cot(πz) (B.40)

しばしば多重正弦関数の漸近形が必要になるが、それを得るには積分表示を用いるのが
良い。多重ガンマ関数は次のように積分表示することができる。（文献 [30] の式 (3.17) ）

log Γr(z) =

∫ ∞

0

dt

t

[
freg(t, z)− e−tf0(z)

]
(B.41)

ただし、関数 f(t, z) を

f(t, z) =
e−zt∏r

j=1(1− e−ωjt)
(B.42)
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によって定義する。この関数は t = 2πi/ωj の整数倍でポールを持つ。特に t = 0 の周りで
r 位の pole を持つ。従ってそのマクローリン展開は次のようになる。

f(t, z) =
1

tr
f−r(z) +

1

tr−1
f−(r−1)(z) + · · ·+ 1

t
f−1(z) + freg(t, z) (B.43)

ポール部分を除いた部分を freg(t, z) とおいた。
(B.41) より、多重正弦関数の積分表示が次のように得られる。

logSr(
ωtot

2
− iz) = P

∫ ∞

−∞

dt

t
Freg(t, z) (B.44)

ただし F (t, z) は

F (t, z) =
e−itz∏r

j=1[−2 sinh(
ωjt

2
)]

(B.45)

であり、Freg(t, z) は f に対して行ったのと同様に t = 0 における極を取り除くことによっ
て定義する。P は t = 0 における主値を表す。また、原点を下または上に避ける積分路を
それぞれ C− と C+ とすれば、

log Sr(
ωtot

2
− iz) = πiF0(z) +

∫
C+

dt

t
F (t, z)

= −πiF0(z) +

∫
C−

dt

t
F (t, z) (B.46)

のように表すこともできる。C+ 上の積分は Re z → −∞ で 0 になり、C− 上の積分は
Re z → +∞ で 0 になる。これより次の漸近形が得られる。

logSr(
ωtot

2
− iz) ∼ − sign(Re z)πiF0(z), |Re z| → ∞. (B.47)

B.5 二重正弦関数
S3 上の分配関数は二重正弦関数を用いて表わされる。定義式は次のように与えることが
できる。

S2(z;ω1, ω2) =

∏∞
n=0(n1ω1 + n2ω2 + z)∏∞
n=1(n1ω2 + n2ωr − z)

(B.48)

公式 (B.38) のために、ω1 = ω−1
2 の場合に帰着させることができる。関数 sb(z) を次のよ

うに定義するのがしばしば便利である。

sb(z) =
∞∏

p,q=0

b(p+ 1
2
) + b−1(q + 1

2
)− iz

b(p+ 1
2
) + b−1(q + 1

2
) + iz

= S2(
b+ b−1

2
− iz; b, b−1) (B.49)

この関数は次の性質を満足する。

sb(z) = sb−1(z) =
1

sb(−z)
(B.50)
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さらに (B.37) より次の式が成り立つ。

sb(z +
ib
2
)

sb(z − ib
2
)
=

1

2 cosh(πbz)
,

sb(z +
ib−1

2
)

sb(z − ib−1

2
)
=

1

2 cosh(πb−1z)
,

sb(z +
i(b+b−1)

2
)

sb(z − i(b+b−1)
2

)
=

1

[2 sinh(πbz)][2 sinh(πb−1z)]
. (B.51)

(B.47) を用いれば、漸近形は以下のように得られる。

log sb(z) ∼ sign(Re z)πi

(
z2

2
+
b2 + b−2

24

)
, |Re z| → ∞. (B.52)

(B.49)の無限積表示からもわかるように、sb(z)は z 平面上の次の位置に零点と極を持つ。

poles : z = i

[(
p+

1

2

)
b+

(
q +

1

2

)
b−1

]
,

zeros : z = −i
[(
p+

1

2

)
b+

(
q +

1

2

)
b−1

]
. (B.53)

Re

Im

zeros

poles

図 B.3: 関数 sb(z) の z 平面上での極と零点の位置。上の楔形領域内部の × は極を、下の
楔形領域内部の × は零点を表す。

b = 1 の場合、(B.40) より、

d

dz
log s1(z) = iπz coth(πz) (B.54)

これを積分すれば、次の式を得る。

s1(z) = eiℓ(z) (B.55)
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ただし、関数 ℓ は次のように定義される。

ℓ(z) =

∫ z

0

πz coth(πz)dz =
π

12
+
πz2

2
+ z log(1− e−2πz)− 1

2π
Li2(e

−2πz) (B.56)

これは文献 [10]において定義された関数 ℓ(z) とは定義がわずかに異なる。Mathematica に
おける Log 関数は z ≤ 0 の実軸上に分岐を持つことと、(B.16) を用いると、log(1− e−2πz)

と Li2(e
−2πz) はどちらもは実部が負、虚部が整数の値で分岐を持つ。これを用いると、

ℓ(x+ (n+ ϵ)i)− ℓ(x+ (n− ϵ)i) = −2πn, (x < 0) (B.57)

であるから、(B.55) は一価関数である。また、ℓ(z) はその定義からもわかるように奇関数
であり、

ℓ(z) = − π

12
− πz2

2
+ z log(1− e2πz) +

1

2π
Li2(e

2πz) (B.58)

と定義することもできる。ただし今度は実部が正、虚部が整数の部分に分岐が現れる。
一般の b に対する sb は次の式によって計算することができる。

sb(z) = exp

(
−iπ

2
z2 − πi

b2 + b−2

24

)
(−eπib2e2πbz; e2πib2)

(−e−πib−2e2πb−1z; e−2πib−2)

= exp

(
−iπ

2
z2 − πi

b2 + b−2

24

) ∏∞
k=0(1 + e(2k+1)πib2e2πbz)∏∞

k=0(1 + e−(2k+1)πib−2e2πb−1z)
(B.59)

ただし (a; p) は量子ポッホハンマー関数である。Mathematica を用いて計算する場合、こ
の関数は |q| < 1 においてのみ定義されるため、

Im(b2) < 0 (B.60)

の場合にのみ (B.59) を用いることができる。もし Im(b2) < 0 の場合には b と b−1 を入れ
替えて計算すればよい。
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