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本研究会は、「有限温度・有限密度の場の量子論とその応用」という名称のモレキュール型研究会として 1994

年 8月にスタートした。その後、1996年度に公募型研究会となり、1997年度から「熱場の量子論とその応用」

という現在の名称の研究会となり、2013年度の研究会で 19回目を迎える。本報告では「熱場の量子論とその

応用」研究会設立当初の様子について簡単にレビューする。本研究の設立とその後の運営に最も貢献された一

人が中川寿夫氏である。本報告の最後に、研究会開催を前に訃報の届いた中川寿夫氏のグループで進められた

研究について紹介する。

1 本研究会の歩み

「熱場の量子論とその応用」研究会は、1994年 8月に開催されたモレキュール型研究会「有限温度・
有限密度の場の量子論とその応用」を前身とする。当時、RHIC及び LHCでの重イオン衝突実験が
計画される中、牲川章氏を代表世話人として、関連する研究者が集まった研究会は、クォーク・グル
オンプラズマ相の熱場の理論に基づく組織的且つ系統的な研究に向けた土壌作りを目指していた。著
者は大学院生であったが、有限温度・密度相構造の有効模型を用いた取り扱いについて報告させてい
ただいた。
翌年 1995年は、二回目のモレキュール型の研究会が中川寿夫氏、横田浩氏を代表世話人として開催

された。残念ながら著者は二回目の研究会には参加していないが、当時のプログラムを確認すると、松
本秀樹氏が、直前に大連で開催された第４回国際会議「Thermal Field Theory and Their Application」
について報告している。「熱場の量子論とその応用」研究会のタイトルは、この国際会議のタイトル
を参考に決められた様に思う。
２年間に渡ったモレキュール型研究会での成果を踏まえ、また、研究組織の幅を広げていくため、

1996年、「有限温度・有限密度の場の量子論とその応用」研究会を公募型研究会として開催している。
森川雅博氏、山中由也氏を代表世話人として、前年までの素粒子論、原子核理論に加え、宇宙論まで
対象を広げて参加を呼びかけ、参加者数は 40名以上になっている。15件の講演の内、2件の講演が宇
宙論分野から行われている [1]。
研究の主たるテーマが非平衡系に移りつつある状況を踏まえ、1997年度の研究会は「熱場の量子論

とその応用」と名称を変更し、1998年 1月に開催されている。非平衡系を取り扱う熱場の量子論の基
礎的な部分が研究対象となっていること、また非常に幅広い応用分野があることから、多数の分野か
ら参加があった。また、半数以上の講演者がこの研究会が初めての口頭発表という若手であった。若
手研究者による斬新なアイデアの提案は関連分野に新たな風を吹き込み、大きな寄与であった。
1999年の研究会では参加者が倍増して 70名を越え、講演数も 40近くとなった。時間的な制約か

ら、発展途上にある熱場の量子論の基礎的な部分に立ち入った議論が難しくなり、翌 2000年からは
一般講演の詳細はパネル展示するという、ほぼ現在の形での発表方法をとる事になる。
その後、参加者、世話人は入れ替わっていったが、熱場の量子論をキーワードに 100名の研究者が

集まる公募型研究会として、2013年度には第 19回目の研究会を開催することができた。特筆すべき
は、研究会の初期に、大学院生、ポスドクとして講演を行った参加者の多くが、現在は大学、研究機
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関のスタッフとなり、まさに基礎物理学に関連する分野の発展に寄与していることであり、京都大学
基礎物理学研究所で開催された研究会の大きな成果と考えている [2, 3]。

2 中川寿夫氏のグループで進められた研究

2013年 7月 3日、本研究会の設立時から寄与いただいてきた中川寿夫氏の訃報が届いた。著者は 6

月初旬まで本研究会での企画内容についてメールで相談しており、突然の訃報にただただ驚かされた。
以下、中川寿夫氏の進められた研究について、著者の視点から紹介したい。

2.1 有限温度でのスカラー場の理論

有限温度の場の量子論に特有な問題として、高温状態でのボーズ場に関する摂動展開の破綻がある。
例えば、ボーズ場が４点相互作用する λϕ4理論で、ボーズ場の伝搬関数に対する１ループの輻射補正
は結合定数と温度の２乗の積、λT 2、に比例する。このため、結合定数が十分に小さかったとしても
温度が高くなるにつれて輻射補正が大きくなり、摂動展開が破綻する。λϕ4理論については、ボーズ
場の質量をmとして、λT 2/m2に比例する項を系統的に足し上げることで摂動展開の正当性を保つリ
ングダイアグラム再加算法が知られている。次に高温状態で大きくなる項は、λT/mに比例する項で
ある。十分に温度が高くなると摂動展開が破綻することになるが、λT/mに比例する項を足し上げる
簡単な処方は知られていない。
素粒子標準模型はゲージ対称性とその自発的破れに基づいて構成されている。電弱対称性の自発的

対称性の破れを引き起こすのがヒグス粒子である。宇宙初期に電弱対称性のある状態から破れた状態
への相転移が起きたと考えられており、相転移の次数は臨界現象を議論する上で本質的である。理論
の有効ポテンシャルを計算する事で、この相転移の次数を明らかにできる。ここで、ヒグス粒子に対
して単純に λϕ4理論を適用すると相転移温度付近で λT/m ∼ O(1)となり、摂動展開の正当性が保証
できず、摂動展開を越えた解析が必要になる。
中川寿夫氏は横田浩氏と、λϕ4理論の有効ポテンシャルの解析に対し、繰り込み群による改良の研

究を進められた [4, 5]。関連する取り組みとして、当時大学院生であった小暮兼三氏が佐藤丈氏、著
者と補助質量の方法を提案し、1998年の研究会で発表している。補助質量の方法では、スカラー場の
質量を十分に重くとると摂動展開が破綻しないことに注目し、重いスカラー場理論と軽いスカラー場
理論を微分方程式でつなぐ。閉じた組の方程式を得るための近似が必要であるが、数値計算によりス
カラー場の相構造を議論できる [6]。

2.2 有限温度でのゲージ場の理論

ゲージ場においてはゲージ対称性を保持しながら足し上げを行う必要がある。これを系統的に実施
するのが硬熱ループ再加算法である。研究会の立ち上げを前に、中川寿夫氏も牲川章氏と硬熱ループ
再加算を用いた研究を進められていた。
非可換ゲージ場の理論においては、リンデダイアグラムとして知られる量子補正における赤外発散

の問題がある。ゲージ場が遮蔽質量を持つ事で赤外発散の問題は無くなるが、摂動論だと非可換ゲー
ジ場の横波成分に対する補正はゲージに依存しうまく計算できない。この問題に対しては、斎藤卓也
氏が、中村純氏、酒井淳氏と共同で、グルオンの磁気質量を格子 QCDシミュレーションで計算し、
2003年の研究会で発表している [7]。
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非可換ゲージ理論におけるカイラル対称性の動的破れは、有限温度・密度クォーク・グルオン物質
についての議論の基礎になる概念の一つである。対称性の動的破れはクォークと反クォークの複合演
算子が持つ期待値により引き起こされるが、ゲージ理論の摂動展開からは計算できない非摂動現象で
ある。これについても格子QCDは有力な計算処方であり多くの成果が報告されているが、有限密度
系では符号問題による困難を抱えている。他の取り組みとしては、Schwinger-Dyson方程式を用いた
解析がある。著者も、牟田泰三氏、向川政治氏、深澤謙次氏と共同で、ゲージ場に有限温度遮蔽質量
の効果を入れた解析を実施している [8]。
中川寿夫氏は、横田浩氏、笛木祐子氏、吉田光次氏と硬熱ループ再加算法に基づいた Schwinger-

Dyson方程式の定式化を行い、遮蔽質量の効果のみを取り入れた解析では正しく臨界現象を理解でき
ないことを指摘された [9]。その後、中川寿夫氏のグループは、Schwinger-Dyson方程式の近似解が持
つゲージ依存性の問題に対し、ウォード・高橋恒等式と矛盾しないゲージの選び方について研究を進
められ、2007年の研究会で横田浩氏が報告している [10]。
中川氏のグループの研究は、筆者が研究を進めて行く上で大いに刺激となってきた。中川氏の研究

は共同研究者により引き継がれていく事と思うが、筆者もその影響を受けた一人として、摂動論的熱
場の量子論のさらなる発展に寄与していきたい。
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熱QEDにおける準粒子とultrasoftモード

中川 寿夫1, 横田 浩, 吉田 光次

奈良大学教養部

熱QEDとQCDについて, 特に熱QCDの温度・密度に依存する相構造と相転移現象の研究は,現在
理論と実験の両面から注目されている。過去において, 主としてLattice Simulation, Dyson-Schwinger

(DS) 方程式によるフェルミオンの質量項の分析がなされてきた [1]。我々は, 解析的な分析を可能にし
て, なおかつ先行する数々の分析結果と比較検討がしやすい, 熱場理論の硬熱ループ (Hard Thermal

Loop: HTL)予加算を考慮したDS方程式を用いて分析をしてきた [2-5]。本稿では, 熱QED（すなわ
ち, 結合定数は固定）における熱的準粒子 [5]および第 3ピーク（ultrasoftモード）について行った分
析結果を報告する。
フェルミオンに対する硬熱ループ予加算を考慮したDS方程式等の詳細は文献 [2,3]にあるので, こ

こでは必要な以下の式のみ与える。

ΣR(P ) = (1−A(P ))piγ
i −B(P )γ0 + C(P ) (1)

本稿での解析は, ladder近似, IE近似, Landauゲージの下で行った。結合定数は α = e2/4πで定義さ
れる。
準粒子構造を調べるために, symmetric phase (C = 0)でのスペクトル関数 ρ±(p0, p) [6,7], Dispersion

Low および崩壊定数 γ の振る舞いをそれぞれ図 1～3に示す。なお、スペクトル関数 ρ±およびは崩
壊定数 γ(p)は

ρ±(p0, p) = − 1

π
Im

1

D±(p0, p)
= − 1

π
Im

1

p0 +B(p0, p)∓ pA(p0, p)
(2)

SR =
1

2

[
1

D+

(
γ0 +

piγ
i

p

)
+

1

D−

(
γ0 − piγ

i

p

)]
　 (3)

γ(p) = Z−1Im[D+(p0 = ω, p)] (4)

Z =
∂Re[D+(p0, p)]

∂p0

∣∣∣∣
p0=ω

(5)

で与えられる。また、Dispersion Law は Re[D+(p0, p)] = 0の解の (p0 = ω, p)の関係として与えら
れる。
スペクトル関数は、small couplingでは, p ∼ 0 のとき, 3ピーク構造を持つことが分かる（図 1）。

ただし, 論文 [7,8]で指摘されている第 3のピークよりは大きく suppressされている。これは, p0 ∼ 0

でB(p0, p)の虚数部が大きくなるためである。このピークについては, 後で考察する。
Dispersion Law は small (weak) couplingでは, HTL近似とよい一致を与える（図 2）。ここで, m∗

f

はHTL計算の next-to-leading order補正を考慮した thermal massである [9]。
p = 0での崩壊定数は (T = 0.1 ∼ 0.2の範囲で）, small α および large αの両方で,

γ(p = 0) ≃ 1

3
αT ln

(
1

e
+O(1)

)
(6)

の振る舞いをする（図 3）。この振る舞いは, 他の解析の結果と係数も一致する。
1奈良大学名誉教授, 2013年 7月 3日死去
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図 2：Dispersion Law ：点線はHTL
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図 3：崩壊定数の振る舞い

最後に, 第 3のピーク (p0 ∼ 0, p ∼ 0にあるので, ultrasoftモードと呼ぶ）は, 物理的状態であるか
を検討する。以下の理由により, ultrasoftモードは物理的状態とは考えられない。

1) ultrasoftモードの Z 因子（Zus）は, 図 4から分かるように

Z−1
us =

∂Re[D+(p0, p)]

∂p0

∣∣∣∣
p0=ω

< 0

となる。一方, quasifermionおよび plasmon の場合は, Z > 0である。崩壊定数の分析をみても,

Z 因子は (5)式与えるのが自然である。

2) Re[D+(p0 = ω, p)] = 0を満たす状態 (ω, p）の関係（dipersion law）は図 2であるが, スペクト
ル関数のピークを与える (ω, p）の関係（dipersion law）は図 5となる。スペクトル関数のピー
クの場合は, space-likeになるケースが存在する。すなわち, スペクトル関数のピークのすべて
が必ずしも物理的状態とは言えない。

3) ultrasoftモードでは Im[D+(p0, p)]の値が大きい（図は省略）。特に, p0 ∼ 0で急に大きくなる。

以上をまとめると,

1) Dispersion law は, small αでは, HTL再加算近似の結果をよく再現する。

2) 崩壊定数の振る舞いは, 解析的な結論とよく一致する。
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3) ultrasoftモードは, 物理的状態とは考えにくい。

ultrasoftモードに関しては, 他の論文 [7,8]との比較も含めさらに考察を行う予定である。

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2

R
e[

D
+
(p

0,
p=

0)
]/m

* f

p0/m*f

α=0.005
α=0.20
α=1.00

図 4：Re[D+(p0, p)]
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図 5：Dispersion Law

追記：この研究の共同研究者である中川寿夫奈良大学名誉教授は 2013年 7月 3日逝去されました。
中川先生は, この研究会（の前身のモレキュール型研究会）の創設時から関与されていたということ
で, 研究会の最初のセッションは先生への追悼を兼ねていました。この発表も前半は先生の熱場に関
する研究の紹介をさせていただき, 引き続き最後の研究となった今回の内容を発表させていただきま
した。その紹介部分については, 「熱場の量子論とその応用」のサイトのスライドを見ていただくこ
とにし, この研究会報告では研究内容に限らせていただきました。
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強磁場原始中性子星でのニュートリノ反応断面積の非対称性と関連現象

丸山 智幸1

日本大学生物資源科学部

要旨：2 × 1017 Gの強磁場を持つ原始中性子星物質で計算した非等方ニュートリノ吸収断面積の結果を，トロ

イ型の磁場構造を持つ原始中生成の自転減速に応用する計算を行った。その結果，非等方ニュートリノ放出の

効果が通常用いられている磁気双極子放出よりも大きな効果を示した。

近年、1015Gを超える超強磁場を持つ中性子星マグネターの発見 [1, 2]以来、その超強磁場を支える

内部構造に強い興味が持たれるとともに、強磁場が超新星爆発の非対称性に極めて重大な役割を担っ

ていると考えられ、その強磁場に特有な現象は非常に興味深いトピックである。その中でも、マグネ

ターの 4秒から 12秒という長い自転周期 [3, 4]がマグネターの一つの特徴としてその仕組みに多くの

関心が集まっている。

一方，我々は有限温度・密度での中性子星物質におけるニュートリノの散乱・吸収断面積を相対論

的平均場 (RMF)アプローチで計算し，放出ニュートリノが磁場方向に増加し，その反対方向に減少

することを示した。さらに，その結果を用い極性磁場を持つ原始中生子星に応用し，定性的な静的計

算ではあるがパルサーキック現象 [5]に，非対称ニュートリノ放出が大きく寄与することを示した [6]。

ところで、最近の原始中性子星 (PNS)の時間発展シミュレーションは、原始中性子星の磁場が赤道

面上にトーラス状に分布するトロイダル型となり [7]、その強度が極性磁場の 100倍に達することを示

している [8, 9]。このトロイダル型の磁場配位に我々の非等方ニュートリノ放出を応用すれば，磁場方

向により多くのニュートリノが放出され、自転を大きく減速に大きくさせるであろうことが容易に想

像される。そこで本研究では、これまで求めた断面積の計算結果を用いて，ニュートリノの非等方放

出による自転減速への影響の大きさを概算することとした。

まず，原始中性子星中での媒質の時間発展はニュートリノの伝搬時間より十分ゆっくりで，内部の

各所で局所平衡が成り立っているとする。このとき、ニュートリノの位相分布関数は平衡部分 f0と非

平衡部分∆f に分けることができる: f = f0 + ∆f。さらに、吸収だけが寄与し、ニュートリノは直

線軌道上を伝搬するものとすると，座標変数，xL ≡ (r · k)/|k|，RT ≡ r − (r · k)k/k2 を定義するこ

とで，∆fは解析的に以下の形で求められる [6]。

∆f(xL, RT ,k) =

∫ xL

0
dy

[

−
∂εν

∂y

∂f0

∂εν

]

exp

[

−

∫ xL

y
dz

σA(z,RT ,k)

V

]

, (1)

上式で，ニュートリノの σAは吸収断面積であり、RMF理論に磁場の効果を摂動の 1次までとり入

れることで求めた [6]。1017G程度以下であれば，天文学的には強磁場であるが、核力レベルでは 1次

の摂動で取り扱える程度の大きさである。その結果は，密度が ρB = (1 − 3)ρ0(ρ0は飽和密度)，温度

T = 20MeV，磁場B = 2 × 1017Gで，2 − 4%の非対称性を示している。

1
e-mail address: tomo@brs.nihon-u.ac.jp
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表面 SN から放出ニュートリノによる単位時間当たりの角運動量の減少と放出エネルギーの比が以

下の式であたえられる。

(

cdLz/dt

dET /dt

)

=

∫

SN
dΩr

∫

d3k
(2π)3 ∆f(r,k)(r × k) · n

∫

SN
dΩr

∫

d3k
(2π)3

∆f(r,k)k · n
. (2)

上式で nは表面 SN の法線単位ベクトルを表す。そして、自転速度の減少比が以下の式で求められる。

Ṗ

P
=

P

2πcINS

(

cdLz/dt

dET /dt

)

Lν . (3)

ここで P は自転周期，Ṗ はその時間微分，and Lν = (dET /dt) はニュートリノ光度である。

実際の計算では，RMFのパラメーターとしてPM1-L1 [11]を用い，原始中性子星は，質量がMNS =

1.68M⊙，温度が T = 20MeV,レプトン数の全バリオン数に対する比が YL = 0.4であるとした。

さらに，トロイダル型の磁場分布は円筒座標系で以下のような関数で書かれるものと仮定した。

~B = Bφ
4ez/a0

[

1 + ez/a0

]2

4e(rT −r0)/a0

[

1 + e(rT −r0)/a0

]2 (− sin φ, cos φ, 0) 　. (4)

0

1

2

3

4
ρ B

 / 
ρ 0

 p, n 

p, n, Λ

(a)

0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.5

1.0

RT (km)

B
 / 

B
0

(b)

図 1: 上段：計算に用いた中性子星の密度分布 (a)。実
線と破線は、それぞれラムダを含む場合と含まない場合
の結果を示している。下段：トロイダル型磁場の z = 0

での分布。実線と破線はそれぞれ、 r0 = 8km (Mag-A)

と r0 = 5km (Mag-B)の結果を示す。

a0 = 0.5 km， r0 = 8.0 km (Mag-A) と r0 =

5.0 km (Mag-B)の２種類の計算を実行して，両

者の結果を比較する。図 1bに，z = 0での磁場

強度 |B/Bφ|を示した。

最近の数値シミュレーション [8, 9]の結果は，ト

ロイダル型磁場の最大強度がおよそBφ = 1016G，

極性磁場の強度が Bpol = 1014G程度であること

を示している。前者の値を今回の計算に用い，後

者の値は比較のために実行した磁気双極子放射

(MDR)によるスピン減衰率 Ṗ /P の計算に用い

た。MDRの式は以下のように書かれる [10]。

PṖ = B2
pol

(

3M3
NSc3

125π2I2
NS

)−1

. (5)

同様に PNSの初期の状態であるとして自転周

期を P = 10msと仮定した。また，本研究で用

いた模型が非常に表面付近では適応性が高くない

ので，SN を密度が核物質飽和密度となる球面と

とった。ただし，SN の結果への依存性は大きく

ないことは確認した。

結果を表 1に記した。明らかに，非等方ニュー

トリノ放出の効果はMDRの効果よりも大きいことがわかる。ただし，マグネターの遅い自転を説明

するのには十分ではない。

これまでの計算はニュートリノの吸収過程だけをを取り入れたものであるが，散乱や生成断面積の

同じ傾向を示すので，それらをとり入れることで，非等方性が増加し，より大きな減速率が得られる

2
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Comp. INS[g·cm2] Mag.
cdLz/dt
dET /dt

Ṗ /P (s−1)

Ours MDR

p, n 1.36 × 1045
Mag-A 3.34 3.5 × 10−6

9.9 × 10−8

Mag-B 0.48 5.0 × 10−7

p, n, Λ 1.54 × 1045
Mag-A 5.45 6.4 × 10−6

7.8 × 10−8

Mag-B 0.39 4.6 × 10−7

表 1: 自転周期が P = 10msのときの, 原始中性子星の自転減速率の計算結果。1列目:中性子星物質を構成する
バリオンの種類。2列目：中性子星の慣性能率。3列目：トロイダル磁場の配位 (図 1b)。4列目:式 (2)の計算
結果。5列目:非等方ニュートリノ放出による自転減速率 (3)の計算結果 6列目:MDRによる自転減速率 (5)の
計算結果

可能性がある。今後はさらに超新星爆発の数値シミュレーションへ直接挿入することで，最終的な結

論が得ることを将来的な目標としている。
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Hadron-Quark Crossover and Massive Hybrid Stars

益田晃太 A,B、初田哲男 B、高塚龍之 B

東大理 A、理研 B

概要

ハイペロンを含むハドロン相からストレンジクォークを含むクォーク相へのクロスオーバーを仮定
した状態方程式を用いて中性子星の物理について議論する。(i) クロスオーバーが比較的低密度 ((3-

4)ρ0(ρ0:原子核密度)) で生じ、(ii) クォーク相が強く相互作用している、という 2つの条件下でクォー
ク相の影響により、2M⊙ を超え得ることを示す。これは高密度におけるエキゾチックな成分の出現に
よる一般的な状態方程式の軟化と反する結果である [1,2]。またカラー超伝導相の持つ効果についても議
論する。

1 はじめに
2010年に観測された (1.97± 0.04)M⊙ の中性子星 (PSR J1614-2230)の存在は EOSに強い制限を与え、
特にコア部分にエキゾチックな成分が存在する可能性について疑問符を与える [3]。従来、ハイブリッド星
の研究はハドロン相とクォーク相を 1次相転移を仮定し接続してきたが、本研究ではハドロンのパーコレー
ション描像に立ち、クロスオーバー接続を試みる。その際、中性子星内部で実現する高密度状況下ではハイ
ペロン (s-quark)が存在すると思われるため、その効果を取り入れたハドロン相 (クォーク相)を扱う。ハ
ドロン相においては核子間に働く三体力をハイペロンを含むバリオン間に拡張し、ブルックナーハートリー
フォック方程式から得られる状態方程式を採用した [4]。

2 クォーク相状態方程式
ストレンジを含むクォーク相における状態方程式を構築する。0Kにおいてハドロン −クォーククロス
オーバーが予測される原子核密度の数倍の領域ではクォーク同士はまだ強く相互作用することが予測され
る。また高密度では負符号問題により量子色力学 (QCD)の格子上の場の理論 (格子 QCD)による数値計算
は扱えないため、本研究ではカイラル対称性の自発的破れを導く QCDの低エネルギー理論である (2+1)

フレーバー南部 −ヨナ・ラシーニョ (NJL)模型を用いる (u, d, s, e−, µ−)。用いるラグランジアンは

LNJL = q(i∂/ −m)q +
GS

2

8∑
a=0

[(qλaq)2 + (qiγ5λ
aq)2]

+GD[detq(1 + γ5)q + h.c.]− g
V

2
(qγµq)2, (2.1)

とする (ここで iはフレーバー、λは Gell-Mann行列、mはカレント質量)。第 2項はスカラー型 4フェル
ミ相互作用、第 3項は UA(1)対称性を破る Kobayashi-Maskawa-’t Hooft(KMT)6フェルミ相互作用を表
す。第 4項は現象論的ベクトル型 4フェルミ相互作用を意味し、ここではフレーバーに依存しないクォー
ク間にユニバーサルに効く斥力を与えるモデルを採用する。gV の大きさは決まっていないが、先行研究に
従い [5]

0 ≤ gV

GS
≤ 1.5 (2.2)
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の範囲で動かすことにする。このモデルの下、電荷的中性と β 平衡の条件を課し、状態方程式を計算する。

3 クロスオーバー
ハドロン相とクォーク相のクロスオーバー接続を試みる。クロスオーバーを特徴付ける 2つのパラメー
タとして典型的クロスオーバー密度 ρ̄と幅 Γを用意し、既に研究されている 0密度有限温度状況下での両
相のスムーズな現象論的接続を模倣し [6]、

P = PH × f− + PQ × f+, (3.1)

f± =
1

2

(
1± tanh

(
ρ− ρ̄

Γ

))
(3.2)

のような接続を試みる (PH :ハドロン相圧力、PQ:クォーク相圧力)。エネルギー密度 εは熱力学的関係式よ
り求める。ρ̄と Γはパラメータであるが以下の 2つの条件下でふる:(i)熱力学的安定条件 dP/dρ > 0、(ii)

原子核密度でハドロン描像成立 ρ̄− 2Γ > ρ0。

4 結果
求めた状態方程式を用い Tolman-Oppenheimer-Volkov方程式を解く。gV = GS , (ρ̄,Γ) = (3ρ0, ρ0)の
場合の様々なハドロン相 (左図)、今回構築した状態方程式 (右図)から計算されるM − R relationを図 1

に示す。図から見て取れるようにクロスオーバーを仮定した場合確かに強く相互作用するクォークを含む
中性子星の方がハドロン相のみの中性子星よりも重くなり得、更に観測事実にも耐え得る。また最大質量は

M
/M

M
/M

ΛΣ

ΛΣ

(a) (b)

図 1 様々なハドロン相を仮定した場合のM-R relation (gV = GS , (ρ̄,Γ) = (3ρ0, ρ0)) 左図はハドロ
ン相のみ、右図は今回構築した状態方程式により支えられる中性子星を意味する。
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クォーク相 (ベクトル型相互作用の強さ)が決めるが半径はハドロン相がハドロン相が決めることも見て取
れる。

5 カラー超伝導
式 (2.1)に

H

2

∑
A=2,5,7

∑
A′=2,5,7

(q̄iγ5τAλA′Cq̄T )(qTCiγ5τAλA′q) (5.1)

を加えることで JP = 0+ のダイクォーク凝縮を考えることが出来る。H の強さにより現れる相が異なる
(弱い場合高密度で CFL相が出現、強い場合中間密度で 2SC、高密度で CFLが現れる)が、状態方程式の
かたさに与える影響は微小なものであり最大質量を 0.1M⊙ 程減少させるのみであった。今後は中性子星内
部で実現する可能性があるより多くの凝縮形態も考慮にいれ、特に超伝導状態が大きく影響を及ぼすと考
えられる輸送現象 (冷却等)について考察する予定である。

6 まとめ
本研究により強く相互作用するクォーク相の影響が比較的低密度から生じる場合、エキゾチックな成分を
含む中性子星でも 2M⊙ を超え得る可能性が示唆された。状態方程式のかたさはクォーク相によって支配さ
れ、一方半径はハドロン相によって支配される。また、ユニバーサル三体力はハイペロンの出現を遅らせる
効果をもつため、中性子星の冷却を論ずる時には重要な役割を果たす。またカラー超伝導の効果も取り入れ
た場合、状態方程式のかたさはあまり変わらないが、冷却の速さは大きく変わることが予想される。今回の
クロスオーバーを仮定した模型の有限温度への拡張も予定している。
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時空対称性を含む南部-Goldstoneの定理の一般化

日高義将
理研仁科センター

1 はじめに

対称性は現代物理学の重要な概念のひとつである．連続対称性が自発的に破れた時，それにともなっ
て基底状態が無限に縮退する．別の言い方をすると，連続対称性にともなうパラメータ πを空間的に
一様に変化させても系は自由エネルギーを変化させない．もし，この πを空間的にゆるやかに変化さ
せると，自由エネルギーは (∇π)2に比例して大きくなる．そのような変数は弾性変数と呼ばれる [1].

格子結晶中の変位ベクトルやハドロン物理におけるパイ中間子の自由度がそれにあたる．弾性変数は
破れた対称性の電荷密度と正準共役の意味で結合し，いわゆる南部-Goldstone(NG)モードを形成す
る [2, 3, 4, 5]. 自発的に破れた対称性の電荷が陽に座標によらない場合，その弾性変数の数 (NEV)は，
破れた対称性の数 (NBS)に等しい．しかしながら，一般には NGモードの数 (NNG)は必ずしも弾性
変数の数に等しいとは限らない．弾性変数とNGモードの関係は，近年，渡辺-村山ら，独立に私自身
によって次の公式で与えられることがわかった [6, 7]:

NNG = NBS −
1

2
rank⟨[Q̂a, Q̂b]⟩. (1)

ここで， Q̂a は破れた対称性の電荷演算子である．⟨[Q̂a, Q̂b]⟩ ̸= 0 は，Q̂aが電荷であるだけでなくそ
の電荷密度が弾性変数であることも意味する．そのような電荷密度同士が正準ペアとして結合し同じ
NGモードを形成する．したがって，そのようなペアの数だけ独立なNGモードの数は減るのである．
式 (1)の右辺の第 2項はそのペアの数を表している．
一方，電荷が陽に座標による場合は状況が異なる．この場合，式 (1) は必ずしも成り立たない．例

えば，格子結晶中のフォノンは，並進と回転対称性が同時に破れている. 回転対称性に対応した角運
動量演算子は，陽に座標に依存した演算子である．この時，観測されるNGモードは並進にともなう
ものだけで回転に対応したものはない [1]．この場合は，そもそも弾性変数の数が破れた対称性の数に
一致しないのである．本稿では，この弾性変数に注目し，その数と破れた対称性の数の関係を明らか
にする．

2 座標に陽に依存した対称性の自発的破れと弾性変数

2.1 並進共変な演算子と並進不変な電荷

ここではミクロな理論が並進対称性を持つ場合を考える．その時間及び空間並進の演算子をそれぞ
れ Ĥ と P̂ iとする．この時，並進共変な演算子を

Ô(t,x) = eiĤtT̂xÔ(0,0)T̂ †
xe

−iĤt (2)

を満たす演算子として定義する．ハットは量子的な演算子であることを意味し古典量と区別する．こ
こで T̂x = e−iP̂ ·xは有限の並進演算子である．一般に電荷は，この並進演算子に対して

T̂xQ̂aT̂
†
x = ca

b(x)Q̂b (3)
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と変化する．並進演算子の性質 T̂x+x′ = T̂xT̂x′ より，cab(x + x′) = ca
c(x)cc

b(x′)が満たされる．
Hermiteな電荷 (Q̂†

a = Q̂a)に対して， ca
b は実である．電荷が陽に座標によらない場合，電荷は P̂ i

と可換で ca
b(x) = δa

bを満たす．このような電荷を並進不変な電荷と呼ぶ．逆に陽に座標に依存した
電荷は並進不変でない．典型的な並進不変でない電荷の例は，回転演算子 (角運動量演算子)である．
それは式 (3)の元で，T̂xL̂ijT̂

†
x = L̂ij − xiP̂j + xiP̂j と変化する．

以下の議論で使うため，ある任意の演算子 Ôの期待値を ⟨Ô⟩ ≡ tr ρ̂eqÔと定義する．ここで，我々
は ρ̂eqをGibbs分布 [ρ̂eq ≡ exp(−βĤ)/ tr exp(−βĤ) ]に取る．化学ポテンシャルを導入する場合は，
Ĥ を Ĥ − µN̂ に置き換えれば良い．また，ゼロ温度の理論は β → ∞によって得られる．

2.2 弾性変数

ここで，独立な弾性変数と対称性の破れの関係について議論しよう．このために我々は自由エネル
ギーを用いる．弾性変数は，自由エネルギーを変化させない変数として定義される．まず，熱力学ポ
テンシャルを

W [J ] = − 1

β
ln tr exp

[
−βĤ + β

∫
ddxϕ̂i(x)J

i(x)

]
(4)

と定義する．ここで ϕ̂i(x)は線形表現に属する並進共変なHermite演算子の組とする．これは基本的
な場でも複合場でもよい．ただし，ϕ̂i(x)は各破れた電荷に対して少なくとも１つは秩序変数を含む
ように選ぶ．自由エネルギー (F [ϕ])は，熱力学ポテンシャルの Legendre変換で得られる:

F [ϕ] =W [J ]−
∫
ddxJ i(x)

δW [J ]

δJ i(x)
. (5)

２階微分は感受率の逆，

χij(x,y) =
δ2F [ϕ]

δϕi(x)δϕj(y)

∣∣∣∣
ϕ=⟨ϕ̂⟩J=0

(6)

になっており，感受率 χij(x,y) ≡ limJ→0 δ⟨ϕj(y)⟩J/δJ i(x)に対して，
∫
ddwχik(x,w)χkj(w,y) =

δi
jδ(x− y) を満たす．ここで ⟨· · · ⟩J は外場 J の元での期待値を表す．もし，χij(x,y)を演算子と見
た場合， ∫

ddyχij(x,y)ψj(n,k,y) = λn(k)ψ
i(n,k,x) (7)

の固有値方程式を考えることができる．ここで， ψi(n,k,x) = ψi(n,k,x)である. 固有値 λn(k) は
自由エネルギーの凸性から非負である．また，並進は完全には破れておらず，少なくとも１方向には
離散的でも良いので残っているとする．これは，モードを考える上で必要な条件である．その破れて
いない並進は，並進ベクトルRを用いて T̂Rで表される．対応する運動量 (k)は第一 Brillouinゾー
ンを走る. 固有関数は，並進との同時固有関数に取ることができ，この並進 (x → x + R)の元で
ψi(n,k,x +R) = eik·Rψi(n,k,x)と変化する．χij(x,y)のゼロ固有値を持つ固有関数が弾性変数と
なる．
次に自由エネルギーの対称性を考えよう．ハミルトニアンと可換な電荷について，量子異常がなけ

れば自由エネルギーは， ∫
ddy

δF [ϕ]

δϕj(y)
⟨ĥaj(y)⟩J = 0 (8)
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を満たす．ここで ĥai(x) = i[Q̂a, ϕ̂i(x)] = [Ta]j
iϕ̂i(x)である．ここで，弾性変数となる χij(x,y)の

ゼロ固有値の固有関数を探そう．これは，自由エネルギーを対称性変換することで求めることができ
る．自発的対称性の破れは，

i⟨[Q̂a, ϕ̂i(x)]⟩ = lim
J→0

⟨ĥai(x)⟩J ≡ hai(x) ̸= 0 (9)

となる局所場 ϕ̂i(x)が存在することで定義され，hai(x)は秩序変数と呼ばれる．cahai(x) = 0は ca = 0

の時のみという意味で線形独立とし，aは 1からNBSを走ることとする．式 (8)をϕi(x)で微分すると，∫
ddy

δ2F [ϕ]

δϕi(x)δϕj(y)
⟨ĥaj(y)⟩J +

∫
ddy

δF [ϕ]

δϕj(y)

δ⟨ĥaj(y)⟩J
δϕi(x)

= 0 (10)

を得る．J = 0の時，停留点 [δF [ϕ]/δϕj(y) = 0]で第 2項は消え，∑
j

∫
ddyχij(x,y)haj(y) = 0 (11)

を得る．従って，秩序変数 haj(y)はゼロ固有値の固有関数の候補となる．もし秩序変数が座標によっ
ておらず，並進が破れていなければ， haj(y)は固有関数でその数は，NBSに等しい．しかしながら，
一般の場合には haj(y)は必ずしも固有関数にはなっていない．これを見るために，破れてない並進
T̂Rを考えよう．もし，haj(y)の線形結合が固有関数ならば，破れていない並進に対して同時固有関
数になっているべきである．この並進の元で秩序変数は，

hai(x) = i⟨[TRQ̂aT
†
R, T̂Rϕ̂i(x)T̂

†
R]⟩

= ica
b(R)⟨[Q̂b, ϕ̂i(x+R)]⟩

= ca
b(R)hbi(x+R)

(12)

と変換する．従って，線形結合から作られる固有関数 fahai(x)は，fahai(x) = eik·Rfaca
b(R)hbi(x)を

満たさなければならない．自明でない faが弾性数を与え，この式を満たすためには，k = 0でなければ
ならない．さらにAb

a(R) ≡ (δb
a−cab(R))として，任意の並進ベクトルRに対して f bAb

a(R) = 0を満
たさなければならない．よって，独立な弾性変数の数はAb

a(R)の核の次元 (dimkerA = NBS−rankA)

に等しい:

NEV = NBS − rankA. (13)

これが本稿で示したかったことである．添字 a, bは，破れた電荷の足を走る事に注意．この条件は，並
進不変でない電荷は固有関数を生成しないということを意味しない点に注意しよう．例えば，回転対
称性が破れた場合，式 (2.1)より，

⟨[T̂RL̂ij T̂
†
R, ϕ̂k(x)]⟩ = ⟨[L̂ij , ϕ̂k(x)]⟩ −Ri⟨[P̂j , ϕ̂k(x)]⟩+Rj⟨[P̂i, ϕ̂k(x)]⟩ (14)

となる．もし並進が破れていなければ，回転対称性の破れにともなう弾性変数が現れる．一方，もし
回転と並進が同時に破れた場合は，並進のみが弾性変数になる．このような状況は，実際に液晶で起
きる事が知られている．ネマティック相では，空間回転対称性がO(3) → O(2)に破れ，並進は破れな
い．この場合，独立な弾性変数の数は 2つである．一方スメクティックA相では，回転に加え，並進
も破れる．この場合，回転は弾性変数にならない [1]．

Soryushiron Kenkyu



3 まとめ

本稿で，我々は弾性変数と破れた対称性の関係について議論した．弾性変数の数は，式 (13)で与え
られる．これらの弾性変数は，電荷密度と結合しNGモードを作るだろう．並進不変でない電荷に対
して自発的に破れた対称性と分散の関係に対しての一般論は今の所わかっていない1．特に有限温度
の分散関係は複雑なものになると予想される．例えば，ネマティック相のNGモードについて，分散
は，ω = ak2 + ibk2の形になる事が知られている [10]. 実部と虚部は kについて同じ次数で, 温度に
よっては，a = 0となり拡散モードとなってしまい，パラメータに依存した分散となる．また，液体
の表面に現れる表面張力波の分散は ω ∝ k3/2となることが知られており，並進不変な電荷に対する
Nielsen-Chadarの分類 [11]には現れない分散を持つ．これらのモードに対する一般論を構築すること
は今後の課題である．
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電弱バリオン数生成の現状と課題

瀬名波 栄問

October 18, 2013

Abstract

Electroweak baryogenesis is reviewd in light of the 126 GeV Higgs boson. In this
talk, we focus on the minimal supersymmetric standard model (MSSM) and investigate
an overlooked issue associated with a high-temperature expansion of the two-loop effec-
tive potential. As a first step toward the complete analysis of the MSSM, we consider the
U(1) gauge theory and devise a tractable calculation scheme that can greatly simplify
the sunset diagrams involving the gauge bosons without using the high-temperature
approximation.

1 Introduction

According to the cosmological data, the baryon asymmetry of the universe (BAU) is
found to be η = nb/nγ ≃ 10−10 [1]. Clarification of the origin of the BAU is one of
the greatest challenges in particle physics, cosmology and nuclear physics. If the BAU
is generated before T = O(1) MeV, the light element abundances (D,3He,4He,7Li) can
be explained by the standard Big-Bang cosmology. To get the right η (which is called
baryogenesis) from an initially baryon symmetric Universe, the so-called Sakharov’s
conditions have to be satisfied [2]: (i) baryon number (B) violation, (ii) C and CP
violation, (iii) departure from thermal equilibrium. To this end, a lot of scenarios have
been proposed so far [3]. From an experimental point of view, electroweak baryogenesis
(EWBG) [4] among others is the most testable scenario, and thus it is in urgent need
of detailed analysis in the LHC and future ILC eras.

It is known that the possibility of the EWBG in the standard model (SM) has been
ruled out due to the lack of sufficiently large CP violating effect and absence of the
strong first-order phase transition (EWPT) which is needed for satisfying the Sakharov’s
condition (iii). Such a shortcoming of the SM motivates us to look for physics beyond
the SM. Much attention has been paid to the minimal supersymmetric standard model
(MSSM) as a leading candidate for new physics.

In this talk, after reviewing the EWBG mechanism briefly, we derive the sphaleron
decoupling condition in light of the 126 GeV Higgs boson. In order to know a prescrip-
tion for the baryogenesis problems in the SM, the EWPT is also reviewed using the
one-loop effective potential. Then, we move on to the MSSM and point out the unre-
solved issues shortly. After presenting our new calculation method that can solve one
of the issues, we apply it to the U(1) gauge theory as a first step toward the complete
analysis of the MSSM EWBG.

1
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Figure 1: (Left) The bubble expansion. (Right) The Higgs VEV as function of z which is
the direction of the bubble expansion.

2 EWBG mechanism

Foregoing Sakharov’s conditions in the EWBG are satisfied as follows: (i) B viola-
tion is realized by an anomalous process at finite temperature (conventionally referred
as sphaleron process although the sphaleron solution does not exist in the symmetric
phase.) (ii) C is maximally violated by the chiral gauge interactions, CP violation comes
from the Cabbibo-Kobayashi-Maskawa matrix or other complex parameters once the
standard model (SM) is extended. (iii) Out of equilibrium is realized by the first-order
EWPT with bubble nucleation and expansion.

The left panel of Fig. 1 shows a schematic picture of the expanding bubble wall.
The inside of the bubble corresponds to the broken phase where the Higgs vacuum
expectation value (VEV) is nonzero, ⟨Φ⟩ ̸= 0 while the outside of it represents the
symmetric phase where ⟨Φ⟩ = 0. In the right panel of Fig. 1, ⟨Φ⟩ is depicted as a
function of z which is a direction of the bubble expansion. The outline of the EWBG
is as follows.

1. Because of CP violation induced by interactions between the bubble and the
particles in the plasma, chiral charges are asymmetrized.

2. They diffuse into the symmetric phase and accumulate.

3. B is generated via sphaleron process.

4. After decoupling of the sphaleron process in the broken phase, B is fixed.

The last step may leave a detectable footprint in low energy observables. In the follow-
ing, we will look into one of such possibilities.

3 Sphaleron decoupling condition

In order to preserve the generated BAU via the sphaleron process in the symmetric

phase, the B-changing rate in the broken phase (Γ
(b)
B ) must be sufficiently suppressed.

Namely,

Γ
(b)
B (T ) ≃ (prefactor)e−Esph(T )/T < H(T ) ≃ 1.66

√
g∗(T )T

2/mP (3.1)

is satisfied, where Esph denotes the sphaleron energy, g∗ is the degrees of freedom of
relativistic particles in the plasma (g∗ = 106.75 in the SM) and mP stands for the
Planck mass which is about 1.22 × 1019 GeV. Since Esph is proportional to the Higgs

2
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Figure 2: The dimensionless sphaleron energy E(0) vs. λ/g22.

VEV (denoted by v), Eq. (3.1) can be realized if the EWPT is strongly first-order.
Conventionally, the sphaleron energy is parametrized as Esph(T ) = 4πv(T )E(T )/g2,
where g2 denotes the SU(2) gauge coupling constant. Eq. (3.1) is then cast into the
form

v(T )

T
>

g2
4πE(T )

[
42.97 + log corrections

]
. (3.2)

The dominant contributions on the right-hand side is E(T ) while the log corrections
that mostly come from the zero mode factors of the fluctuations about the sphaleron
typically amount to about 10% [5].

As an illustration, we evaluate the sphaleron energy at zero temperature, E(0),
within the SM [6]. Since the U(1)Y contribution is sufficiently small [7], it is enough to
confine ourself to the SU(2)L gauge-Higgs system. To find the sphaleron solution, we
adopt a spherically symmetric configurations ansatz with a noncontractible loop [6].

In Fig. 2, E(0) is plotted as a function of λ/g22. We can see that as λ/g22 increases, E
increases. For the Higgs boson with a mass of 126 GeV, which corresponds to λ ≃ 0.13,
one finds E(0) ≃ 1.92. With this value, Eq. (3.2) becomes

v(T )

T
> 1.16, (3.3)

where only the dominant contributions are retained on the right-hand side in Eq. (3.2).
Note that the use of E(0) in the decoupling criterion leads to somewhat underestimated
results since E(T ) < E(0). In the MSSM, using the finite-temperature effective potential
at the one-loop level, v(TN )/TN > 1.38 is obtained, where the sphaleron energy as well
as the translational and rotational zero mode factors of the fluctuation around the
sphaleron are evaluated at a nucleation temperature (TN ) which is somewhat below
TC [5].

4 Electroweak phase transition

Here, we explicitly demonstrate why the SM EWBG fails, which may give a signpost
searching for new physics. Using a high-temperature expansion, the one-loop effective

3
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potential at finite temperature is reduced to

Veff(φ;T ) ≃ D(T 2 − T 2
0 )φ

2 − ETφ3 +
λT

4
φ4, (4.1)

where

D =
1

8v2

(
2m2

W +m2
Z + 2m2

t

)
, E =

1

4πv3

(
2m3

W +m3
Z

)
≃ 10−2, (4.2)

λT =
m2

h

2v2

[
1− 3

8π2v2m2
h

{
2m4

W log
m2

W

αBT 2
+m4

Z log
m2

Z

αBT 2
− 4m4

t log
m2

t

αFT 2

}]
, (4.3)

with logαB = 2 log 4π − 2γE ≃ 3.91 and logαF = 2 log π − 2γE ≃ 1.14. Appearance
of the cubic term with the negative coefficient dictates that the EWPT should be first-
order. Note that since the origin of the cubic term is the zero Matsubara frequency
mode, the only bosonic thermal loops contribute to E.

The critical temperature TC is defined by a temperature at which Veff(φ;T ) has two
degenerate minima. At TC , Veff takes the form

Veff(φ;TC) =
λTC

4
φ2(φ− vC)

2, vC =
2ETC

λTC

. (4.4)

As we discussed in the previous section, vC/TC >∼ 1 should hold to avoid the washout
by the sphaleron in the broken phase. Since λTC

≃ m2
h/2v

2, one obtains the upper
bound of the Higgs boson mass as

mh <∼ 2v
√
E ≃ 48 GeV. (4.5)

This mass range has been already excluded by the LEP experiments. According to
nonperturbative studies, the EWPT in the SM is a crossover for mh >∼ 73 GeV [8].

From the above argument, one of the straightforward way-outs is to enhance E by
adding the bosonic degrees of freedom.

5 Light stop scenario in the MSSM

Let us consider the MSSM case. The EWBG scenario in this model is the so-called
“light stop scenario (LSS) [9]”, which is now on the verge of being excluded. (see e.g.
[10, 11]).

In order to realize the physical Higgs boson mass, the left-handed stop SUSY break-
ing mass (mq̃) has to be much greater than the right-handed one (mt̃R

). According to
[11], mq̃ may be as large as O(106) TeV. In such a case, the effective theory approach is
more appropriate. The effective theory of the LSS is constructed in [12] and is applied
to the EWBG [13, 11]. Here, to make our analysis simple, we take mh as an input.

In the limit of mq̃ ≫ mt̃R
, the stop masses are reduced to

m̄2
t̃2
= m2

q̃ +
y2t sin

2 β

2

(
1 +

|Xt|2

m2
q̃

)
φ2 +O(g2) ≃ m2

q̃ , (5.1)

m̄2
t̃1
= m2

t̃R
+

y2t sin
2 β

2

(
1− |Xt|2

m2
q̃

)
φ2 +O(g2), (5.2)

where Xt = At − µ/ tanβ. As discussed above, the heavy stop does not play any role
as far as the first-order EWPT is concerned. Also, the small m2

t̃R
and Xt are desir-

able. More precisely, at finite temperature, the light stop receives a thermal correction

4
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(∆m2
t̃R
(T )) which is of the order of T 2 to leading order. So the m2

t̃R
+∆m2

t̃R
(T ) should

be vanishingly small for the strong first-order EWPT, which implies m2
t̃R

< 0 since

∆m2
t̃R
(T ) > 0. In the LSS scenario considered in [13], the color-charge-breaking vac-

uum is the global minimum. On the other hand, the electroweak vacuum is metastable
whose lifetime is longer than the age of the Universe.

For simplicity, we take m2
t̃R

= 0 in the following discussion. The coefficient of cubic
term in the one-loop effective potential at finite temperature is

Veff ∋ −(ESM + Et̃1
)Tφ3, Et̃1

=
y3t sin

3 β

4
√
2

(
1− |Xt|2

m2
q̃

)3/2

. (5.3)

Therefore, Et̃1
can strengthen vC/TC .

5.1 Overlooked issues

There are two problems which have not been properly addressed in the literature, i.e.,
(i) validity of the high-temperature expansion (HTE) of the sunset diagram,
(ii) sphaleron decoupling condition at the two-loop level.

In what follows, we will work out the former issue.

6 Two-loop analysis of thermal phase transition

As a first step toward the analysis in the MSSM, we consider the Abelian-Higgs (AH)
model for the sake of simplicity. The Lagrangian of the AH is

L = −1

4
FµνF

µν + |DµΦ|2 − V0(|Φ|2), (6.1)

where Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, DµΦ = (∂µ − ieAµ)Φ and The scalar potential is given by

V0(|Φ|2) = −ν2|Φ|2 + λ

4
|Φ|4. (6.2)

We parametrize the scalar field in terms of the VEV (v) and fluctuation fields

Φ(x) =
1√
2

(
v + h(x) + ia(x)

)
, (6.3)

where h(x) is a physical state and a(x) is a Nambu-Goldstone boson which is eaten by
the gauge boson. The field-dependent scalar and gauge boson masses are

m2
h = −ν2 +

3λ

4
v2, m2

a = −ν2 +
λ

4
v2, m2

A = e2v2, (6.4)

where we work in the Landau gauge. In our study, the MS scheme is used for renor-
malization.

We adopt a resummation method in which temperature-dependent mass terms
[∆m2] are added and subtracted in the original Lagrangian [14, 15]. The subtracted
terms are considered as the counterterms. As is well known, thermal corrections to the
longitudinal and transverse parts of the gauge boson self-energy are different. Conse-
quently, the resummed Lagrangian is obtained as follows.

LB = LR + LCT

5
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→ LR −∆m2
ΦΦ

†Φ+
1

2
Aµ
[
∆m2

LLµν(i∂) + ∆m2
TTµν(i∂)

]
Aν

+ LCT +∆m2
ΦΦ

†Φ− 1

2
Aµ
[
∆m2

LLµν(i∂) + ∆m2
TTµν(i∂)

]
Aν , (6.5)

where LB(R) are denoted by the bare (renormalized) Lagrangian and LCT by the coun-
terterm. Note that Eq. (6.5) has the gauge invariant form.1 Lµν(p) and Tµν(p) are the
projection tensors which are given by

T00 = T0i = Ti0 = 0, Tij = gij −
pipj
−p2

, (6.6)

Lµν = Pµν − Tµν , Pµν = gµν −
pµpν
p2

, (6.7)

in the rest frame of the thermal bath. With the resummed Lagrangian (6.5), the scalar
and gauge boson propagators take the form

∆h(p) =
1

p2 −m2
h(T )

, ∆a(p) =
1

p2 −m2
a(T )

, (6.8)

Dµν(p) =
−1

p2 −m2
L(T )

Lµν(p) +
−1

p2 −m2
T (T )

Tµν(p), (6.9)

where m2
h,a(T ) = m2

h,a + ∆m2
Φ and m2

L,T (T ) = m2
A + ∆m2

L,T . Explicitly, the thermal
masses are, respectively, given by

∆m2
Φ =

T 2

12
(3e2 + λ), ∆m2

T = 0, ∆m2
L =

e2

3
T 2. (6.10)

Although Eq. (6.9) can be used as the resummed gauge boson propagator [15], we
can devise a more convenient form for two-loop calculations. Using Lµν(p) + Tµν(p) =

Pµν(p), Dµν(p) can be rewritten in terms of Pµν(p) and Tµν(p) or Lµν(p). Let D
(r=0)
µν (p)

be the former case, and D
(r=1)
µν (p) the latter one. The most general expression is cast

into the form

Dµν(p) = (1− r)D(r=0)
µν (p) + rD(r=1)

µν (p)

=

[
−(1− r)

p2 −m2
L

+
−r

p2 −m2
T

]
Pµν(p) +

[
−1

p2 −m2
T

− −1

p2 −m2
L

] (
Tµν(p)− rPµν(p)

)
,

(6.11)

where r denotes an arbitrary real parameter. Note that the noncovariant part yields
less ultraviolet divergent loop integrals. It turns out that loop calculations are greatly
simplified if r is chosen such that gµν(Tµν(p) − rPµν(p)

)
= 0, which leads to r =

(d− 2)/(d− 1).
After fixing r, let us denote Eq. (6.11) as

Dµν(p) = Dcov
µν (p) + δDµν(p), (6.12)

With this gauge boson propagator, together with Eq. (6.8), we will compute the effective
potential.

It turns out that noncovariant parts of the sunset diagrams involving δDµν do not
yield any effects on the thermal phase transition to leading order. For details, see [16].

1For non-Abelian gauge theories, however, this resummation method would break the gauge invariance.
We also note that the thermal masses of h and a would be different if v-dependent corrections were included,
rendering the gauge invariance spoiled. In our analysis, we keep the leading order corrections which are
O(T 2), so the ∆m2

h(T ) = ∆m2
a(T ) = ∆m2

Φ.

6
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Figure 3: vC/TC in the three cases are shown as a function of g3. The input parameters are
given in the text.

6.1 MSSM-like toy model

We discuss the thermal PT using the scheme proposed in the previous section. As a
first step toward the complete analysis of the two-loop driven first-order EWPT scenario
such as the MSSM, we consider an extended AH model in which additional U(1) gauge
boson and complex scalar are introduced. The added Lagrangian is

∆L = −1

4
GµνG

µν + |Dµt̃|2 − (m2
0 + y2|Φ|2)|t̃|2 + λ̃

4
|t̃|4, (6.13)

where Gµν = ∂µGν − ∂νGµ and Dµt̃ = (∂µ − ig3Gµ)t̃.
In the MSSM the stop-stop-gluon sunset diagram enhances vC/TC . We scrutinize

this effect with and without the HTE. The explicit forms of the scalar-scalar-vector and
scalar-vector-vector type sunset diagrams can be found in Ref. [17]. Those sunset dia-
grams are composed of K−−(a1, a2, a3) and the one-loop finite-temperature functions.
Such one-loop thermal functions and two-loop ones of the type of K(a), K−−(a, a, 0),
K−−(a, 0, 0) and K−−(0, 0, a) are evaluated by the numerical integrations. For other
types of K−−(a1, a2, a3) such as K−−(mh/T,ma/T,ma/T ), the mass-averaging approx-
imation is also employed.

In the following, by the HTE case we mean the following replacements

K(a) → KHTE(a) = −π2

3
(ln a2 + 3.48871), (6.14)

K−−(a, a, 0) → KHTE
−− (a, a, 0) = −π2(ln a2 + 3.01398), (6.15)

and all the rest are unchanged.
In FIG. 3, vC/TC is shown as a function of g3. We set v = 246 GeV, mh = 35

GeV, m2
0 = 0, y = 1.0, e = 0.5, λ̃ = 0.3 and µ̄ = 150 GeV. Here, we take mh as an

input instead of using λ. This trade is done at a loop level. The red curve represents
the two-loop calculation, and the blue dashed curve denotes the two-loop calculation
with the HTE. The one-loop calculation of vC/TC is also shown by the dotted black
curve. This figure shows that enhancement of vC/TC due to the t̃-t̃-Gµ diagram can
still persist beyond the HTE. In this specific example, the use of the HTE leads to the

7
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Figure 4: The shown is the effective potential at TC . We take g3 = 1.2. The remaining
parameters are the same as in FIG. 3.

underestimated vC/TC . Note that in the limit of g3 → 0, the results would approach
to those in the AH model. In such a limit, the difference between ‘2-loop’ and ‘2-loop
HTE’ would be decreasing since the sunset diagrams are less important for the PT
analysis. However, we emphasize that evaluation of the sunset diagrams without the
HTE is necessary in the MSSM-like model.

The height of the barrier between the two degenerate vacua in the effective po-
tential is also relevant to dynamics of the first-order PT. The effective potentials at
TC and g3 = 1.2 in the three cases are plotted in FIG. 4. The color and line coordi-
nates are the same as in FIG. 3. We find that vC/TC |1-loop = 186.55/76.75 = 2.43,
vC/TC |2-loop = 191.84/74.80 = 2.56 and vC/TC |2-loop HTE = 204.98/81.31 = 2.52. The
significant increase of TC in the HTE case may be the consequence of the artificial neg-
ative contributions to the quadratic term in the scalar potential. It is also found that
the barrier height at the two-loop level is somewhat higher than that of the one-loop
case, delaying the onset of the PT. However, we may get the overestimated result once
the HTE is used. We observe that generally the larger g3 can bring the larger errors in
vC , TC and the barrier height.

7 Summary

In this talk, the current status of electroweak baryogenesis is briefly reviewed. In
particular, we focused on validity of the high-temperature expansion of the sunset
diagrams in the MSSM. As a first step toward the complete analysis of the MSSM
EWBG, we devised a tractable calculation scheme that can be applicable in the U(1)
gauge theory. Our results suggest that vC and TC can be overestimated if the high-
temperature expansion is used. However, the error of vC/TC may be within a few
percent level. It is concluded that the scalar-scalar-vector type sunset diagram still
plays an important role in enhancing vC/TC .
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電弱スケ－ル温度におけるニュ－トリノスペクトル関数

三浦光太郎1、日高義将2、佐藤大輔3、国広悌二4

1名古屋大学 素粒子宇宙起源研究機構
2,3理化学研究所 仁科加速器研究センター

4京都大学 理学研究科物理第二専攻

電弱スケ－ル温度における左巻きニュートリノのスペクトル関数を、Rξ ゲージにおける 1ループ摂動論に基づ
いて計算する。温度と weak boson質量が同程度の場合、スペクトル関数はゲージ パラメータに依らずに 3種
類の集団励起モードを有する。結果の Resonant leptogenesisシナリオへの含意についても議論する。尚本研究
は論文 [1]に基づく。

研究背景 素粒子物理学における標準理論の範囲内では、観測から示唆される宇宙のバリオン数非
対称性 (Baryon Number Asymmetry、BAU) を説明できない。Thermal leptogenesisは、この困難を
解決する有力仮説の一つである。この仮説においては、標準理論に加えて新しく導入された右巻きマ
ヨラナニュートリノ (NR)がCP不変性を破り、また標準理論のレプトンL = (ν, lL)T 及びヒッグス二
重項Φへの崩壊を通してレプトン数を生成する (図 1参照)。生じたレプトン数は、電弱相転移におけ
るスファレロン過程を通して、所定の割合で BAUに転化される。初期宇宙における素粒子は、有限
温度効果に依る集団励起モードを持つと考えらる。NRの崩壊に参与する素粒子の集団励起モードは、
崩壊率や CPの破れに影響を与える可能性があるとして近年注目が集まっている [2]。
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Figure 1: 右巻きマヨラナニュートリノNR から標準理論のレ
プトン L = (ν, lL)T 及びヒッグス二重項Φへの崩壊。総ての
ダイアグラムに左巻きニュートリノのスペクトル関数 (ρ(ν))
が含まれる。

Resonant leptogenesis [3] に代表
される低エネルギー leptogenesisに於
いては、電弱スケ－ルにおける素粒子
の励起モードがレプトン数生成に寄与
する可能性がある。特に左巻きニュー
トリノの集団励起モードは、図 1のダ
イアグラムに左巻きニュートリノのス
ペクトル関数が含まれる事から示唆さ
れる様に、右巻きマヨラナニュートリ
ノの崩壊モードに含まれ、レプトン数
生成とCPの破れ双方に寄与する。更
に左巻きニュートリノは、quark-gluon
plasma (QGP)における先行研究 [4–6]
からの類推で特殊な ultrasoftモードを持つ事が予想される。実際、ユニタリーゲージにおけるニュート
リノの分散関係の研究により、ニュートリノにも ultrasoft モードが存在する事が示唆されている [7]。
以上から電弱スケールにおける leptogenesisにおいて、左巻きニュートリノの有限温度スペクトル関
数は、重要な役割を果たすと期待される。本研究 [1]では、左巻きニュートリノの電弱スケ－ル温度
におけるスペクトル関数について解析する。有限温度スペクトル関数のゲージ不変性と ultrasoft モー
ドの有無を Rξ ゲージにおいて考察し、更に本研究の結果がレプトン数生成に与える影響についても
議論する。

計算方法と近似 電弱理論のレプトンセクター Lagrangianを出発点とし、1ループ摂動論の範囲
で左巻きニュートリノの self-energy (図 2) を計算する。有限温度効果は self-energyのループ積分に
おいて松原 formalismを用いて評価する。Self-energyの real-partと imaginary-partを用いてスペク
トル関数をもとめる。電弱理論のパラメータは以下の値を用いる: 真空中のヒッグスの真空期待値

1e-mail: miura@kmi.nagoya-u.ac.jp、登壇者
2e-mail: hidaka@riken.jp
3e-mail: daisuke.sato@riken.jp
4e-mail: kunihiro@ruby.scphys.kyoto-u.ac.jp
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v0 = 246(GeV)、真空中のヒッグス質量 mH = 126(GeV)、ワインバーグ角 sin2 θw = 0.2325、SUW(2)
ゲージ結合定数 g = 0.6515。
左巻きニュートリノ 質量は、注目するスケール∼ 100(GeV)に較べて非常に小さく、スペクトル

関数への影響は無視できると考えられる Ref. [5]。この仮定に基づき零質量近似を用いると、左巻き
ニュートリノのスペクトル関数 (ρ(ν))は、以下の様に分解できる:

ρ(ν)(p, ω; T ) =
∑
s=±

[
PRΛs,pγ0PL

]
ρ(ν)

s (|p|, ω; T ) , PL/R =
1 ∓ γ5

2
, Λ±,p =

1 ± γ0γ · p/|p|
2

. (1)

有限温度効果は、spinor 構造に依らずに係数 ρ
(ν)
s=±(|p|, ω; T ) で記述される点が重要である。

Figure 2: 標準理論における零質量ニュートリノの 1ループ
self-energy。

尚、零質量近似においては左巻きニ
ュートリノ間のフレーバー混合は現れ
ない。図 2の内線に現れるweak boson
の有限温度質量 (MW,Z(T ))は、v0 =
246(GeV)を有限温度に於ける期待値
v(T )に置き換えて評価する。この近似
は、補正項として現れる thermal 質量
gT に較べMW,Z(T ) ∼ gv(T )が十分大
きい温度領域 (T < v(T ))で有効であ
る。尚 v(T )はヒッグス有効 potential
の最小点から決める。また図 2内線に
現れる荷電レプトン liに対し零質量近似を用いる。この近似はループ内に於ける支配的なスケールが
weak boson質量∼ gv(T ) である限り有効であり、上記と同様の温度領域 T < v(T )で妥当である。
ヒッグス有効 potentialは、tree-levelに加えてRξ ゲージにおけるヒッグス粒子と weak bosonの

thermal 1ループ効果を考慮する [8]。一般的にゲージ理論に於ける有効 potentialにはゲージ依存性
の問題があるが、本研究で用いる potentialはゲージ依存しない利点がある。本研究の potentialは 2
次相転移を記述し、v(T )及びMW,Z(T )は温度の関数として連続的に変化する。従って T ∼ MW,Z(T )
を満たす温度領域が存在する。これは実際の電弱相転移において期待できる性質かもしれない。なぜ
なら、発見されたヒッグス粒子の質量 126GeVに対しては、電弱相転移は標準理論の範囲内ではクロ
スオーバーであり [9]、MW,Z(T )が T の連続関数であると考えられるからである。

主要結果 図 3の左図に、T/v0 = 0.5におけるスペクトル関数 ρ
(ν)
+ v0のエネルギー運動量依存性を

示す。ゲージは’t Hooft-Feynmanゲージを採用している。この温度領域では、T & MW,Z(T )が成立
する。低運動量領域に現れる 3ピーク構造が特徴的である。中央の ω/v0 ∼ 0付近に現れる “ultrasoft
モード”は、温度 T が他のスケールを圧倒する場合 (Hard Thermal Loop (HTL)近似)には現れず、
従って 2つのスケール T 及びMW,Zの存在に依って生じる新規な集団励起モードである。一方他の二
つのモードのピーク位置は、HTL近似に於ける集団励起モードとして知られる quasiparticleモード及
び antiplasminoモードに対応する事が確かめられる (詳細はRef. [1]参照)。尚、類似する 3ピーク構
造は、有限温度中のクォークとメソン ソフトモードの相互作用系 (カイラル相転移近傍におけるQGP
の有効模型)において報告されている [4–6]。この類似性は、本研究で考えている系 (電弱スケール温
度 + 零質量ニュートリノ + ヒッグス機構で質量を獲得したweak boson)と上記の有効模型 (QCDス
ケール温度 + 零質量クォーク + カイラル相転移で質量を獲得したメソン ソフトモード) の間の数学
的類似性に由来する。
一般的に物理量はゲージ不変であり、実際零温度の電弱理論においては、弱結合展開の各オーダー

で物理量のゲージ不変性が保証されている。しかし有限温度効果によって生じるスケール (gT や g
√

T )
は、T が大きい場合、弱結合展開を破綻させる恐れがあり、この破綻は物理量のゲージ依存を引き起
こす。スペクトル関数における 3ピーク構造のゲージ依存性を調べる事は、弱結合展開の有効範囲で
得られているかどうかを検証する上で重要である [6]。図 3の中図に、3ピーク構造が顕著に見られる
パラメータセット (|p|/v0, T/v0) = (0.02, 0.05)におけるスペクトル関数 ρ

(ν)
+ v0を、幾つかのゲージパ
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ラメータ ξに対して示す。ユニタリーゲージの結果 [4] も比較の為に示されている。この図から明ら
かな様に、3ピーク構造を持つスペクトル関数はゲージ不変であり、従って物理的な励起モードであ
る事が判る。言い換えれば、中間温度領域 (T & MW,Z(T ))においては、図 2における右巻きマヨラナ
ニュートリノの崩壊先が 3ピークで表される励起モードである可能性が強く示唆された。

3ピーク構造がスファレロン凍結温度 T∗ よりも高温で存在すれば、BAUに寄与する可能性があ
る。ここで T∗は、「Netなバリオン数生成率が宇宙の膨張率を上回る温度領域の下限」として定義さ
れる。スペクトル関数の評価に用いたヒッグス potentialを用い T∗を見積もると、T∗/v0 ' 0.65が得
られる (詳細はRef. [1]、Sec. V参照)。図 3の右図に、T ∼ T∗におけるスペクトル関数の温度発展を
示す。運動量は |p|/v0 = 0.007に固定している。図から 3ピーク構造は T ∼ T∗において存在する事
が判る。但し中央の ultrasoft モードが現れるのは運動量が非常に小さい領域 (|p|/v0 . 0.01)に限ら
れる。また凍結温度は T∗/v(T ) ∼ 1を満たし、本研究で用いた weak bosonや荷電レプトンに対して
用いた近似が良い近似ではなくなる温度領域にさしかかっている事が判る。これは、更なる定量的な
研究を行い、本研究で得られた結果を検証して行く必要性を示している。
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Figure 3: 左図: 中間温度領域 T/v0 = 0.5におけるニュートリノ-スペクトル関数 ρ
(ν)
+ v0のエネルギー

運動量依存性。中図: (|p|/v0, T/v0) = (0.02, 0.05)におけるスペクトル関数 ρ
(ν)
+ v0 のエネルギー依存

性、及び幾つかのゲージパラメータ ξに対する比較。右図: スファレロン凍結温度T/v0 = T∗/v0 ∼ 0.65
付近のスペクトル関数 ρ

(ν)
+ v0の温度発展。運動量は |p|/v0 = 0.007に固定。

まとめと今後の課題 本研究では、電弱スケール温度における零質量 左巻きニュートリノのスペク
トル関数を、Rξゲージにおける 1ループ摂動論に基づき評価した。温度とweak boson質量が同程度
の場合、スペクトル関数はゲージパラメータに依らずに 3種類の集団励起モード (quasiparticleモー
ド、antiplasminoモード、ultrasoftモード)を有する。またこれらのモードはスファレロン凍結温度
付近に於いても存在する可能性があり、右巻きマヨラナニュートリノNR の崩壊から生じるレプトン
数生成及びCPの破れに影響を与える事を示唆する。今後の最重要課題は、本研究で得られた左巻き
ニュートリノのスペクトル関数を用いて NR の崩壊によるレプトン数の生成率を具体的に見積もり、
特に ultrasoftモードのレプトン数生成への影響について考察する事である。加えて、スペクトル関数
の計算において、ループの高次効果や有限のレプトン 質量効果からくる補正効果を定量的に見積もる
事も重要である。
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Brane-Antibrane at Finite Temperature in the Framework of
Thermo Field Dynamics

Department of Physics, Hokkaido University Kenji Hotta

E-mail: khotta@particle.sci.hokudai.ac.jp

Previously we have investigated the thermodynamical properties of brane-antibrane pairs in
the framework of Matsubara formalism. In this talk, we show the calculation of the thermal
vacuum state and the partition function for a single open string on a brane-antibrane pair
in the framework of thermo field dynamics. From this we can obtain free energy of multiple
strings, and it agrees with that in the framework of Matsubara formalism.

1 Brane-Antibrane at Finite Temperature in the Framework of
Matsubara Formalism

It is well known that ideal string gas has a characteristic temperature called the Hagedorn

temperature. We can compute the one-loop free energy of strings by using path integral in

Matsubara method. The one-loop free energy of strings diverges above this temperature. This

Hagedorn temperature is limiting temperature for perturbative strings.

We have previously discussed the behavior of brane-antibrane pairs at finite temperature

in the constant tachyon background [1]. At zero temperature, the spectrum of open strings

on these unstable branes contains a complex scalar tachyon field T . In the brane–antibrane

configuration, we have T = 0, and the potential of this tachyon field has a local maximum at

T = 0. The tachyon potential has a non-trivial minimum, and the tachyon falls into it at zero

temperature. The potential height of the tachyon potential exactly cancels the tension of the

original brane-antibrane pairs. This implies that these unstable brane systems disappear at the

end of the tachyon condensation.

We have calculated the finite temperature effective potential of open strings on these branes

based on boundary string field theory. In this case we are confronted with the problem of the

choice of Weyl factors in the two boundaries of the one-loop worldsheet, because the conformal

invariance is broken by boundary action. Our calculation is based on the one-loop amplitude of

open strings, which has been proposed by Andreev and Oft [2]. Their choice of Weyl factors is

natural in the sense that both sides of the cylinder worldsheet are treated on an equal footing.

Although brane-antibrane pairs are unstable at zero temperature, there are the cases that they

become stable at finite temperature. For the D9-brane–D9-brane pairs, a phase transition occurs

at slightly below the Hagedorn temperature and the D9-brane–D9-brane pairs become stable

above this temperature. On the other hand, for the Dp-brane–Dp-brane pairs with p ≤ 8, such a

phase transition does not occur. We thus concluded that not a lower dimensional brane-antibrane

pairs but D9-brane–D9-brane pairs are created near the Hagedorn temperature.

1

Soryushiron Kenkyu



2 Brane-Antibrane at Finite Temperature in the Framework of
Thermo Field Dynamics

Let us turn to consider the finite temperature system of Brane-antibrane pair in the framework

of thermo field dynamics. The thermal vacuum state for bosonic D-brane has been calculated

by Vancea [3]. We treat an open string on these branes as first quantized string, since second

quantized string field theory is quite difficult. Using the light-cone coordinates, we can express

partition function for a single string as

Z1(β) = Tr exp

(
− 1

2
βp0

)
= Tr exp

[
− 1

2
β

(
p+ +

|p|2 +M2

p+

)]
. (1)

Here we explain the calculation for Neveu-Schwarz string, which represents spacetime boson,

and show only the results for Ramond string, which represents spacetime fermion. The mass

spectra of Neveu-Schwarz open string is expressed as

Mb
2 =

1

α′

 ∞∑
l=1

9∑
I=2

αI
−lα

I
l +

∞∑
r= 1

2

9∑
I=2

rbI−rb
I
r + 2|T |2 − 1

2

 , (2)

where αl (α−l) are annihilation (creation) operators for bosonic oscillators, and br (b−r) annihi-

lation (creation) operators for fermionic oscillators. α′ is the slope parameter, which is the only

dimensionful parameter string theory has.

In the framework of thermo field dynamics, the thermal vacuum state is obtained from

the Bogoliubov transformation of the vacuum state. In our case the generator of Bogoliubov

transformation is given by

Gb = i
∞∑
l=1

1

l
θl (α−l · α̃−l − α̃l · αl) + i

∞∑
r= 1

2

θr
(
b−r · b̃−r − b̃r · br

)
, (3)

where the dot denotes inner product on transverse space. The thermal vacuum state is calculated

as

|01b(θ)⟩⟩ =
∞∏
l=1

{(
1

cosh(θl)

)8

exp

[
1

l
tanh(θl)α−l · α̃−l

]}

×
∞∏

r= 1
2

{
(cos(θr))

8 exp
[
tan(θr)b−r · b̃−r

]}
|0⟩⟩

∣∣p+⟩ |p⟩ . (4)

Following the recipe of thermo field dynamics, we can compute the free energy for a single string

from this thermal vacuum state, Hamiltonian operator and an appropriate entropy operator,

2
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although we omit to show explicit calculation. The partition function for a single Neveu-Schwarz

string on a Dp-brane–anti-Dp-brane pair can be obtained by exponentiating this free energy as

Z1b(β) =
16π4βVp

βH
p+1

∫ ∞

0

dτ

τ
τ−

p+1
2 e−4π|T |2τ

{
ϑ3(0|iτ)
ϑ1

′(0|iτ)

}4

exp

(
− πβ2

βH
2τ

)
, (5)

where βH denotes the inverse of the Hagedorn temperature, and Vp the volume of the system.

Similarly, partition function for a single Ramond string can be calculated as

Z1f (β) =
16π4βVp

βH
p+1

∫ ∞

0

dτ

τ
τ−

p+1
2 e−4π|T |2τ

{
ϑ2(0|iτ)
ϑ1

′(0|iτ)

}4

exp

(
− πβ2

βH
2τ

)
. (6)

From these single string partition functions, free energy of multiple strings can be obtained from

the following equation.

F (β) = −
∞∑

w=1

1

βw
{Z1b(βw)− (−1)wZ1f (βw)} . (7)

We finally obtain

F (β) = − 16π4Vp

βH
p+1

∫ ∞

0

dτ

τ
τ−

p+1
2 e−4π|T |2τ

[(
ϑ3(0|iτ)
ϑ1

′(0|iτ)

)4
{
ϑ3

(
0

∣∣∣∣∣ iβ2

βH
2τ

)
− 1

}

−
(
ϑ2(0|iτ)
ϑ1

′(0|iτ)

)4
{
ϑ4

(
0

∣∣∣∣∣ iβ2

βH
2τ

)
− 1

}]
. (8)

This equals to the free energy based on Matsubara formalism. It should be noted that we have

not been confronted with the problem of the choice of Weyl factors like in the case of Matsubara

formalism. This implies that our choice of Weyl factors in that case is quite natural. We need to

use second quantized string field theory in order to compute the free energy for multiple strings

directly from their thermal vacuum state. We leave this calculation for future work.
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格子上の細谷機構
Hosotani Mechanism on the Lattice

韓国高等研究院 (KIAS)　幡中　久樹

概 要

素粒子物理における電弱ゲージ・Higgs統合模型で電弱対称性の破れを担う機構として細
谷機構がある。我々は格子ゲージ理論での計算と、摂動論で計算した有効ポテンシャルに基づ
く相構造を調査し、両者の対応関係を明らかにした。（この講演は共同研究 [1]に基づく。）

イントロダクション
素粒子物理のゲージ・ヒッグス統合模型 [2, 3, 4, 5]において電弱対称性の破れを担うのは

余剰次元方向のゲージ場成分がつくるウイルソンラインの真空期待値であり、その破れの機構
を細谷機構 [6, 7]と呼ぶ。ここでは d次元時空で１次元が半径 Rの円 (S1)にコンパクト化し
た場合を考え、ここでの SU(3)ゲージ理論でNfd(Nad)個の基本表現（随伴表現）フェルミオ
ンが結合した模型を考える。この場合コンパクト化した次元方向のゲージ場は非零の真空期待
値 ⟨Az⟩ = diag[θ1, θ2, θ3]/(2πeR),

∑
i θi = 0を持つことが許され、とくに S1 に沿った方向に

線積分したウイルソンラインW = P exp i
∮
dzgAz は物理自由度として残る。連続理論での１

ループ有効ポテンシャルは以下の形をとる:

Veff = V g+gh
eff +NfdV

fd
eff +NadV

ad
eff , V g+gh

eff = (d− 2)
3∑

j,k=1

V (θj − θk, 0),

V ad
eff = −2⌊d/2⌋

3∑
j,k=1

V (θj − θk + αad,mad), V fd
eff = 2⌊d/2⌋

3∑
j=1

V (θj + αfd,mfd),

V (θ,m) = − Γ(d/2)

πd/2(2πR)d−1

∞∑
n=1

cos(nθ)− 1

nd
Bd/2(mR), Bd/2(x) =

xd/2Kd/2(x)

2
d
2−1Γ(d/2)

, (1)

ここでmfd,ad はフェルミオンの質量、αfd,ad は境界条件 ψfd,ad(z + 2πR) = eiαfd,adψfd,adψ(z)
である。
この表式は物質場の表現や質量、境界条件に依存する一方で、ゲージ結合 gを陽に含まず、

また次元 dへの依存性も小さい。紫外発散は抑制され、θiに依存する部分では現れない。これ
らの性質はゲージ対称性や群の性質、時空の幾何学構造からくるものが大きく、ゲージ理論が
d(> 4)次元で摂動論的に繰り込み不可能であるにも関わらず、（５次元やより高次元で構成さ
れた）ゲージヒッグス統合模型での対称性の動的な破れを摂動論的手法で扱う根拠となってい
ると言える。
上記の考察から細谷機構が格子ゲージ理論の計算でも起きていてもおかしくはない。以下

では、3+ 1次元において連続理論での計算と、格子ゲージ理論で弱結合 β ≡ 6/g20 ≫ 1での振
る舞いが少なくとも定性的に一致することをしめす。以下の解析では、163 × 4格子（格子数
の少ない方向がコンパクト化した次元と見なす）に基づき、格子フェルミオンにはスタッガー
ドフェルミオンを使った。（そのためNfd = 0, 4, 8 · · · , Nad = 0, 2, 4 · · · が許される）

ゲージ場+随伴表現フェルミオン

ここでは (Nad, Nfd) = (2, 0)で、αad = 0の場合を扱う。この場合、連続理論では SU(3)
対称性の破れが見られる。図 1ではフェルミオン質量mad によって有効ポテンシャルの形が
変わる様を表した。
ポテンシャルの最低点（白いところ）での配位と対称性,そして基本表現ポリャコフループ

P3 = 1
3 (e

iθ1 + eiθ2 + eiθ3)の値は
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• SU(3): A1,2,3 : (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0), (± 2
3π,±

2
3π,±

2
3π), TrP3 = 1, e2πi/3, e−2πi/3,

• SU(2)×U(1): B1,2,3 : (θ1, θ2, θ3) = (0, π, π), (± 2
3π,∓

1
3π,∓

1
3π), TrP3 = − 1

3 ,
1
3e

∓πi/3

• U(1)2 : C : (θ1, θ2, θ3) = (0, 23π,−
2
3π) TrP3 = 0,

と表される。またこれらのポリャコフループで特徴付けられる相をそれぞれ A,B,C相とする。
質量が大きくなるにつれて C → B → Aと相が転移することがわかる。
図 2では、格子ゲージ理論でのポリャコフループの分布を示した。（各ポリャコフループは

余剰次元方向と直交する３次元面の各点から余剰次元方向に沿ってとった。）まず β が小さい
ところでは、強結合のため confinementが起きている相 X(confined相)

X : (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0)?, TrP3 = 0? (2)

が現れる。図 1と図 2を比べると、C相では連続理論でのポテンシャル最低点と格子での分布
の最大となるところは一致しているが、それ以外の相では TrP3 の分布は似ているものの、θi
の分布では図 2の色の濃い部分と図 1の白い部分では様子が大きく異なる。（格子ゲージ理論
での計算は [9]によってポリャコフループ TrP3 の分布が調べられていたが、θi の分布は調べ
られていなかった。）また X相と C相は TrP3の分布も原点に集中しており、その本質的な違
いがわからない（そのため C 相は reconfined相等とも呼ばれている）
連続理論での結果と、格子の結果を分けるものには、確率分布への Haar測度による因子∏

i>j

sin2
θi − θj

2
(3)

がある。これは上記有効ポテンシャルの計算では取り込まれなかった（取り込んだ場合は θi
間の “斥力”ポテンシャルとなる）が、格子計算では必然的に入ってくる要素である。図 3で
は、Haar測度の寄与（図最左）の寄与を用いて、ポリャコフループの分布を計算し直したも
のである。まず、X(confined) 相においては、Haar測度で割ることによって非一様な分布が打
ち消され一様な分布になる。これは confined相においては量子ゆらぎが大きくなりポリャコ
フループの分布がランダムになるという予想と一致する。これにより X相と C相の違いが鮮
明になった。また A相、B相に於いても, 分布が最大になるところは連続理論でのポテンシャ
ルの最低点と一致する。これによって連続理論と格子でのポリャコフループの挙動が対応する
ことが明確に示された。我々はまた、基本表現と随伴表現のポリャコフループ |TrP3|, P8の値
と感受率をもちいて図 4で示されるように、[9]よりも広いパラメータ (βとフェルミオン質量
ma)領域での相構造を決定した。我々は主に固定されたmaの値で βを変えて解析したが、β
を固定してもmaが大きくなるにつれて C → B → A と相が変化することが確認された。こ
れは連続理論での予想と一致する。

ゲージ場+基本表現フェルミオン

随伴表現の代わりに基本表現フェルミオンを用いた場合を調べた。ここでは Nfd = 4とす
る。図 5では、連続理論での有効ポテンシャルをプロットした。図からわかるように、αfdが
増えるに従い、ポテンシャルの最低点はA2 → A1 → A3 → A2と移る。また最低点は常にこの
３つのいずれかであり、αfd = 0, 2π/3, 4π/3で非連続的に入れ替わる。また、この状況はフェ
ルミオンの質量mfd に依らない。
図 6では、格子理論でのポリャコフループTrP3の分布をプロットした。ここでも βが小さ

いところでは、分布は原点付近で αfdについて連続的に変化するが、βが大きくなるに従って
離散的に変化するようになり、連続理論での振る舞いと同じになる。我々は随伴表現のときと
同じようにポリャコフループの期待値と感受率を用いて、相構造を決定した (図 7)。β > 5.20
での相の振る舞いは連続理論での振る舞いを再現している。これらの結果はまた、有限温度
QCDでクオークが虚数化学ポテンシャルを持った場合の結果 [10, 11]と整合する。よってユー
クリッド化された場の理論での細谷機構と虚数化学ポテンシャルを持つ有限温度系の対応が直
接示された。
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展望
今回は 3 + 1次元での連続理論と格子ゲージ理論で、コンパクト化した空間における細谷

機構による対称性の破れを調べた。特に今回は基本表現ポリャコフループのトレースだけでな
く固有値の分布も見ることで、有効ポテンシャルのパラメータ {θi}との関係もより明確にな
り、二つの理論の対応関係を詳しく調べることが出来た。
細谷機構が格子ゲージ理論でも起きていることは明らかとなったが、まだ理解すべきこと

は多い。例えば、連続理論での理論パラメータ（ゲージ結合定数、コンパクト化の半径、フェ
ルミオンの質量）と格子ゲージ理論でのパラメータ（β,maと格子サイズの大きさ、余剰次元
とそれ以外の方向の格子サイズの比）との関連はまだ詳しくわかっていない。これは格子の連
続極限の問題と関係があり今後解決しなくてはならない。
最終的な目標である、余剰次元をもつ現象論模型への応用に向けても、まだまだ課題は多

い。まず５次元以上の空間での格子ゲージ理論計算というまだ未解決な問題があり、また現
象論的にリアリスティックなものにするには余剰次元のオービフォールド化や歪んだ余剰次元
（Randall-Sundrum時空など）の実現も必要となろう。これらの問題解決については、また諸
氏の助言と協力を仰ぎたい。
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図 1: Nad = 4の場合の連続理論での、madRの値ごとの有効ポテンシャル。(θ1/π, θ2/π)平面で
表した。明るい色がポテンシャルの低い方である。
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図 2: 163 × 4格子における各 βでの、Polyakovライン固有値分布。それぞれ左側が TrP3を、右
側は (θ1/π, θ2/π)平面での分布を表す。暗い色が分布が濃い方を表す。βの値とともに対応する相
(X,A,B,C)も記した。
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をHaar測度の寄与で割ったもの。
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図 5: Nfd = 4での連続理論での有効ポテンシャルを (θ1/π, θ2/π)平面でプロットしたもの。明る
い色がポテンシャルの低い部分を示す。
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原子気体のボース凝縮系における最近の進展：
人工ゲージ場の効果を中心として

笠松健ー1

近畿大学理工学部　理学科物理学コース

講演では冷却原子気体におけるボース・アインシュタイン凝縮体（BEC）における超流動現象（量子流体力
学）に関連した最近の研究を紹介し，レーザー光と原子の相互作用によって生み出される「人工」ゲージ場2と
それがもたらす豊富な物理現象を原子気体 BECの研究の新たな展開として紹介した。この報告書では、講演で
あまり時間のとれなかった人工ゲージ場に関するトピックス、およびスピン軌道相互作用をもつ BECの性質に
ついて述べる。

1 中性原子に対するゲージ場
物性物理学における主役は電子である。電子系における多くの興味深い現象は、系に電場や磁場、

さらに強いスピン軌道相互作用がある時に発現する。近年、物性物理学で精力的に調べられている強
相関系等の多体問題の物理を模倣する系を冷却原子系で作り、その動力学を原子系でシミュレーショ
ンするという研究が注目されており、「量子シミュレーション」と呼ばれている [1, 2]。しなしながら、
冷却原子系は粒子が中性である（電荷をもたない）ために粒子とゲージ場との結合はなく、スピン軌
道相互作用もない。一方で、原子と光の相互作用を制御することにより、静的な外場として原子に作
用する可換および非可換なゲージポテンシャルが生じる事が提案された [3, 4]。また、この研究の重要
な応用として、縮退原子気体に対して実効的な「スピン軌道相互作用」を作り出すことがあった [5]。
電子系におけるスピン軌道相互作用の効果は物性では活発に議論されており、有名な例の一つとして
最近発見されたトポロジカル絶縁体がある [6]。縮退原子気体におけるスピン軌道相互作用は、この系
の独特の性質を相まって、これまでに考えられた事のない新しい物理をもたらすと期待できる。2009
年から NISTの Spielmanの実験グループによりこの提案が実行され、人工的な一様なゲージポテン
シャル [7]、一様磁場 [8]、一様電場 [9]、およびスピン軌道相互作用 [10]が生成された。
この報告では、NISTで行われた実験的研究およびスピン軌道相互作用をもつボソン系の研究の発

展に関して簡単に総説する。スピン軌道相互作用をもつボソン系というのはこれまで物理では全く調
べられていない新しい系である。同様に冷却原子のフェルミオン系に対してもスピン軌道相互作用を
生成することに成功しており [11, 12]、電子系との対応が注目されている。

2 NISTの実験
2009年、NISTの Spielmanらの実験グループは 87Rb原子の BECを用いて初めて一様なベクトル

ポテンシャルを実現した [7]。実験の概略図を図１ (a)に示す。87Rb原子はスピン3F = 1をもち、そ
の３つの超微細状態 |F,mF 〉 = |1,−1, 0,+1〉は外部から（本物の）磁場をかける事でゼーマン分裂し

1e-mail address: kenichi@phys.kindai.ac.jp
2初期の研究では “artificial gauge fields”と呼ばれる事が多かったが、文献 [8]で ‘synthetic magnetic field”というタイ

トルがつけられて以来、synthetic gauge fieldと呼ばれる事が多くなっている。日本語では「人工ゲージ場」か「合成ゲー
ジ場」と呼べると思われるが、この報告書では前者を用いる。

3アルカリ原子のスピンは電子の持つスピン S と原子核のスピン I から合成される。 BEC が起こる極低温では S と I
を結合させる超微細結合の相互作用エネルギーの大きさが温度に比べて十分大きく、その合成スピン F = S + Iが原子の
スピンを記述する。
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ている。x方向を向く二つの対向伝搬するレーザービームを BECに照射し、原子の微細準位 |1,−1〉
と |1, 0〉、および |1, 0〉 と |1, 1〉 間にラマン遷移を誘起する。準位間がラマン結合した原子のハミルト
ニアンは

H =


k2

x

2m
+ ε1

Ω
2
e2ik0x 0

Ω
2
e−2ik0x k2

x

2m
Ω
2
e2ik0x

0
Ω
2
e−2ik0x k2

x

2m
− ε2

 (1)

によって与えられる。ここで、k0 = 2π/λであり、λは二つのラマンレーザーの波長、2k0は２光子過程に
よって原子に移る運動量である。対角項に現れるパラメーターは ε1 = ∆1+δω+∆2、ε2 = ∆1+δω−∆2

と書け、∆1 は１次のゼーマンエネルギー、δω は２つのラマンレーザーの振動数差、∆2 は２次のゼー
マンエネルギーを表す。非対角項に表れる Ωはラマン過程におけるラビ振動数を与える。
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図 1: (a) NISTの実験の概略図。２つの対向伝搬するラマンレーザーを BECの気体に照射する。上
の図は３つの F = 1の準位がどのようにラマン結合しているかを表す概略図である。(b) と (c) はそ
れぞれ一様な可換ベクトルポテンシャルおよび非可換なゲージ場を与える場合の式 (3)から得られる
分散関係を表す。最低エネルギーのブランチを太線で示した。

ここで、ユニタリー変換

U =

 e−2ik0x 0 0
0 1 0
0 0 e2ik0x

 (2)

を波動関数に適応して見方を変える。このとき、ハミルトニアンは

H ′ = UHU † =


(kx + 2k0)2

2m
+ ε1

Ω
2

0
Ω
2

k2
x

2m
Ω
2

0
Ω
2

(kx − 2k0)2

2m
− ε2

 (3)

となる。ここで ε1 と ε2 の両方が比較的大きい場合を考えよう。H ′を対角化して得られる１粒子エ
ネルギー分散を図１ (b)に示す。Ω = 0のときは、極小がずれた３つの独立した放物型の分散が得ら
れるが、Ω 6= 0では準位交差が起こる所でエネルギーの分裂が起こる。ε1, ε2 � 1では最低ブランチ
で有限の波数の値にある極小が他のブランチと大きく分離することで、系の低エネルギーの振る舞い
は有効ハミルトニアンHeff = (kx − Ax)2/2mで与えられる。このときの固有状態は裸の原子の状態
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|F,mF 〉が光によって結合した「ドレスド状態」となっている。ここで、Axは定数である。Heff の形
から、一様なベクトルポテンシャルが系に生じていると見なせる。
続く実験で、Spielmanらのグループは系に y方向に沿った（本物の）磁場勾配を加えた [8]。この

場合はゼーマンエネルギーが空間変化することで ε1 および ε2 が y 依存性をもち、Ax は定数ではな
く y の関数となる。この場合は有限の「人工」磁場 Bz = −∂yAx 6= 0が生み出される事が分かる。彼
らは（本物の）磁場勾配の強さを変化させる事により、ある臨界「人工」磁場の強さ以上でBECに複
数の量子渦が生成することを観測した [8]。これは回転する超流動における量子渦形成に対する臨界回
転振動数に相当するものである。別の実験では、Ax を時間依存させて有限の電場 Ex = −∂tAx 6= 0
を作り出すことに成功した [9]。彼らは電場のパルスの後に BECの集団振動を観測した。
興味深い事に、彼らの実験のセットアップは保ったままでパラメーターを調整する事のみにより、

非可換ゲージ場が生み出される興味深い場合に議論が拡張される。非可換ゲージ場はスピン軌道相互
作用と見なせ、2011年に同じく Spielmanらのグループにより「スピン軌道相互作用をもつBEC」と
いう新しいボース凝縮系が実現した [10]。
ゼーマンエネルギーとレーザーの振動数を調整することにより、∆1 + δω ≈ ∆2となる様にする。こ

のとき、ε2 ≈ 0 であるが、ε1 ≈ 2∆2 は大きな値のままである。この場合の式 (3)の分散を図 1(c)に
示した。この場合の低エネルギーの振る舞いを決定する分散には二つのエネルギーの極小が含まれて
おり、 その極小それぞれは |1,−1〉 と |1, 0〉 状態に支配されている。従って、|1,−1〉 と |1, 0〉 の２つ
の状態のみを保持した低エネルギー有効ハミルトニアンを導く事ができる。２つの状態を残したハミ
ルトニアン

H =

 k2
x

2m
+
ε2
2

Ω
2
ei2k0x

Ω
2
e−i2k0x k2

x

2m
− ε2

2

 (4)

を考える。ここで、エネルギーの基準を式 (1)のものから変えた。前と同様に、波動関数にユニタリー
変換

U =

(
e−ik0x 0

0 eik0x

)
(5)

を適応してハミルトニアンの表示を変えると、

H ′ = UHU † =

 (kx + k0)2

2m
+
ε2
2

Ω
2

Ω
2

(kx − k0)2

2m
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2

 (6)

=
1

2m
(kx + k0σz)2 +

Ω
2
σx +

ε2
2
σz. (7)

を得る。実際、擬スピンの回転 σx → −σz、σz → σxにより、上記のハミルトニアンは

H ′ → HSO =
1

2m
(kx + k0σx)2 − Ω

2
σz +

ε2
2
σx, (8)

と同様である。これはスピン軌道相互作用を記述するハミルトニアンとなっている4。最初の項はラシュ
バ型 (kxσx + kyσy) とドレッセルハウス型 (kxσx − kyσy) スピン軌道相互作用の大きさが等しい場合
と見なす事ができる。（多くの文献ではラシュバ型は kxσy −kyσx、ドレッセルハウス型は kxσy +kyσx

と記載されている場合があるが、これらはスピンの回転 σx → −σy と σy → σx で同等となる。）実験
4半導体中の伝導電子に働くスピン軌道相互作用では重要なものが２種類あり、ラシュバ項とドレッセルハウス項と呼ば

れている。ラシュバ項は InGaAs/GaAsの構造で界面付近に形成される２次元電子系に垂直方向に電場がかかったときに
発生し、ドレッセルハウス項は半導体の結晶構造の非対称性に由来する。
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では、図１ (c)に対応する２つの極小に対応するドレスド状態の凝縮体のドメインが相分離する様子
が観測された [10]。
式 (8)のハミルトニアンで k0σx = −Âxとおくと、この項は 2×2行列のベクトルポテンシャルと見

なせるが、１次元の x成分しかないので、可換なゲージポテンシャルである。一般的に他の方向の成
分もあれば、Âの各成分は交換しないので、これは非可換なゲージポテンシャルと見なせる。ラシュ
バ型とドレッセルハウス型を含む２次元以上のスピン軌道相互作用をどのように作り出すかに関して
は様々な提案がなされており [3, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]、実験的実現が待ち望まれて
いる。

3 スピン軌道相互作用をもつBEC

人工ゲージ場とスピン軌道相互作用の効果は一粒子問題で理解できるが、それらが存在するときの
多体問題が物性としてはさらに重要である。冷却原子系は光格子やフェシュバッハ共鳴でその相互作
用の強さを制御できるというユニークな特色をもつ系であり [23]、以上の効果を融合すれば、得られ
る現象の多彩さは非常に豊かなものとなる事が予想される。この節ではスピン軌道相互作用がある場
合の弱く相互作用する（平均場近似が有効的と思われる）ボース粒子系に関する研究に関して簡単に
総説する。ここで強調したい点は、ラシュバ型のような等方的なスピン軌道相互作用の場合、１粒子
エネルギー分散において無限の縮退が生まれ、粒子間の相互作用の効果が劇的に増大する事である。
その結果、相互作用そのものの強さは弱い状況でもその効果が本質となる。粒子間相互作用によって
系は多体基底状態を選択し、低エネルギーの揺らぎの性質が決定される。スピン軌道相互作用をもつ
BECに関するレビューは H. Zhai [24]、X. Zhou et al. [25]などがあるので詳細はそちらを参照され
たい。
弱く相互作用するボース気体ではガスパラメーターが a3ρ� 1 (aは s-波散乱長で ρ は原子数密度)

であり、２体の散乱過程が重要である。原子間の相互作用は次の接触型ポテンシャル

Vint(r − r′) =
4π~2a

m
δ(r − r′) = g δ(r − r′). (9)

で近似的に記述される。BECの凝縮体波動関数Ψ = 〈Ψ̂〉のダイナミクスは平均場近似の枠内では次
のグロスピタエフスキー方程式 [23]

i~
∂Ψ(r, t)
∂t

=
[
− ~2

2m
∇2 + V (r) + g|Ψ(r, t)|2

]
Ψ(r, t), (10)

によって記述される。これは非線形光学系で知られる非線形シュレディンガー方程式と同等の形をし
ている。V (r)は原子気体を閉じ込めるための外部ポテンシャルで、通常は調和振動子型で与えられ
る。非線形項は密度 ρ = |Ψ(r, t)|2に比例する。この非線形項によって記述される相互作用の効果は
理想気体と比較してダイナミクスを劇的に変え、BEC実現直後から続く超流動性に関する多くの研究
（素励起や量子渦の形成など）からも明らかである [26, 27]。
スピン軌道相互作用は相互作用する縮退ボース気体にどのような効果を与えるであろうか？この問

いに関してはすでに多くの著者らによって調べられている [15, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37]。
ここではスピン軌道相互作用が基底状態に与える影響に関して述べる。一般的なハミルトニアンは

Ĥ =
∫
dr Ψ̂†

[
1

2m
(p − Â)2 + V (r) + Ĝ(Ψ̂, Ψ̂†)

]
Ψ̂ = Ĥ0 + Ĥint, (11)

ここでスピン軌道相互作用はゲージポテンシャル Â で記述されている。Ψ̂ は多成分の秩序変数、
V (r) = mω2r2/2は振動数 ωをもつ閉じ込めポテンシャルである。原子間相互作用の正確な形 Ĝ(Ψ̂, Ψ̂†)
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は問題の物理的セットアップの詳細に依存する [23, 28, 29]。前節で見たように典型的には場の演算子
Ψ̂ はドレスド状態（裸の原子準位の重ね合わせ）と関連し、Ĝ(Ψ̂, Ψ̂†)に入っている２体の散乱長は異
なる裸の原子状態に依存する。例えば Ĝµν(Ψ̂, Ψ̂†) = gµνΨ̂µΨ̂†

ν (gµν 6= const)のように書く事ができ、
これはゲージポテンシャル Âに独立である [28, 29].
ここでは「擬」スピン 1/2をもつボース粒子系（２成分ボース系）で等方的なラシュバスピン軌道

相互作用がある系の基底状態の性質について述べる。Ψ̂ = (Ψ̂1, Ψ̂2)T , であり、 Â はパウリ行列を用
いて Â = ~κ(σ̂x, σ̂y)と簡単に書ける。このとき、一様系 (V (r) = 0) の１粒子エネルギースペクトル
は二つのエネルギー分枝 E±(k) ∝ (|k| ± κ)2 を持つ。この分散関係を図２に示した。ラシュバ型の相
互作用 Âが系に与える主要な特徴として、自由粒子の場合に凝縮する波数 kmin(Â = 0) = 0 を有限
の波数 kmin(Â 6= 0) = κに変え、さらにその極小が波数平面でリング上に連続的に分布することであ
る。これらの縮退した一粒子基底状態は多体問題に大きく影響する。ラシュバ型スピン軌道相互作用
の存在下では、BECの基底状態は原子間相互作用と非相互作用のモデルでのパラメータ（トラップ振
動数 ωやラシュバ結合の強さ κ）との複雑な競合で決まり、原子間相互作用は弱いとしても主要な効
果を与える [24, 25]。

kx

ky

E

E

E+

図 2: ラシュバ型スピン軌道相互作用をもつ期待の１粒子エネルギー分散。

3.1 一様系の場合

一様系 V (r) = 0におけるスピン軌道結合 BECの基底状態の平均場の相図は簡単な相互作用項に
よって説明される [28]

Ĥint =
∫
dr
(
gn̂2

1 + gn̂2
2 + g12n̂1n̂2

)
, i.e., Ĝµν =

[
g1̂µν +

g12

2
σ̂(x)

µν

]
Ψ̂µΨ̂†

ν (12)

ここでスピンに依存する原子間衝突を説明するモデルとして、２つの結合定数 g と g12 を導入した。
n̂µ = Ψ̂†

µΨ̂µ は密度演算子を表す。以下に述べる平均場の相図はWangらによってハミルトニアン (11)
と (12)式から導出された２成分秩序変数Ψ(r) = 〈Ψ̂(r)〉に対するグロスピタエフスキー方程式を解く
事によって得られた [28]。特徴としては以下の二つの場合に分けられる。(i) g12 < gのとき、二つの
スピン成分に対する密度 ρ1,2(r) = |Ψ1,2|2は空間的に一様であるが、凝縮体の位相 θ1,2 = arg[Ψ1,2(r)]
はある一方向にそって周期的に変化する。この状態は自発的に回転対称性を破っている。この「平面
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波相」を特徴づける波動関数は次の簡単な形

Ψ(r) =

√
ρ1 + ρ2

2
eiκx

(
1
1

)
. (13)

で書ける。ここで、一般性を失う事なしに、平面の方向を x方向にとった。(ii) g12 > gのとき、凝縮
体はこの二つの平面波の重ね合わせで記述される。

Ψ(r) =
1
2
√
ρ1 + ρ2

[
eiκx

(
1
1

)
+ e−iκx

(
1
−1

)]
=

√
ρ1 + ρ2

(
cos(κx)
i sin(κx)

)
, (14)

この場合スピン密度は ρs(r) = |Ψ1(r)|2 − |Ψ2(r)|2 = (ρ1 + ρ2) cos(2κx)と書かれ、周期的な空間変調
を生み出す。この相は「ストライプ超流動」または「定常波相」と呼ばれる [28]。グロスピタエフス
キー方程式から得られた一様系の平均場相図はスピン軌道相互作用 Â の (円筒対称性を失わない)変
形や追加で加わる場（ゼーマン項など）の存在下でも一般的に成立する [24]。

3.2 トラップ系の場合

冷却原子気体系に一般的に存在する調和型の閉じ込め V (r) = mω2r2/2 によって基底状態の相図は
より豊かになり、新しい相が出現する。ここでは Sinha達による研究を紹介する [29]。まず、すべて
の原子間相互作用の項はスピンに依存しない形 Ĝµν = geffΨ̂†

µΨ̂ν をもつと仮定する。ここで geff はす
べての衝突を記述する有効的な散乱長である [29]。この問題の簡略化により、スピン軌道結合 BEC
においてトラップポテンシャルによって引き起こされる効果が浮き出る。調和トラップにより、更な
るエネルギースケール ~ω が上記で議論した一様系の問題に導入される。Sinha等は無次元パラメー
タ G = geffm/~2 と K = κl0 (l0 =

√
~/mω) をスキャンして、トラップされた２次元スピン軌道結合

BECの相図を解明した。
スピン軌道相互作用が支配的な原子間相互作用のない場合では (G = 0, K � 1), 上側の分枝 E+(k)

は無視でき、１粒子波動関数 Ψ(k) = ψ(k)u−(k)を得る。ここで、

u−(k) =
1√
2

(
1

(kx + iky)/k

)
=

1√
2

(
1
eiϕ

)
(15)

は低エネルギー分枝 E−(k)における一様系の固有状態である。ϕは kの方位角を表す。１粒子ハミ
ルトニアンに閉じ込めポテンシャルを加え、 H(k) ∝ (~k − Â)2 −∇2

k とし、相当するシュレディン
ガー方程式を次のアンザッツ ψ(k) =

∑
l k

−1/2fl(k)eilϕ, を用いて解くと、固有エネルギー

Enl =
(l + 1/2)2

2K2
+ n+

1
2
, (16)

を得る。ここで n はメキシカンハットポテンシャルの極小 k ≈ κの周りの動径方向の励起のラベルで
あり、l ∈ Z である。エネルギー固有値より、量子数 n = 0と l = {0,−1}の状態は縮退しており、そ
の基底状態の波動関数は

Ψl={0,−1}(k) ∝ e−(k−κ)2l20/2+ilϕu−(ϕ) (17)

となる。実空間では、極座標 (r, θ) を使うと二つの縮退した基底状態が

Ψ0(r, θ) ∝

(
J0(Kr)
eiθJ1(Kr)

)
, Ψ−1(r, θ) ∝

(
e−iθJ1(Kr)
J0(Kr)

)
. (18)
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と書ける [15, 29, 28, 24, 25] 。これらは半整数渦状態として知られ、様々な物理系（トポロジカル量
子コンピューティング [38]、超流動 3He [39]、スピントリプレット超伝導など）に現れる。式 (18)に
おける縮退状態とそれらの任意の線形結合は回転対称な密度分布を生み出す。文献 [29] で指摘されて
いるように、この半整数渦の相はある有限の相互作用の強さ G < G1 まで生き残る。ここで G1 ∼ K−2

は基底状態 (|l+1/2| = 1/2) と高エネルギー (|l+1/2| = 3/2) 状態間のエネルギーの差を表す。実際、
スピン軌道相互作用が大きいK2 � 1の場合、逐次的な角度方向の励起間のエネルギー差 [式 (16)] は
動径方向の励起に比べて非常に小さい。従って、高い角運動量を持つ状態 (l ≥ 1) のポピュレーショ
ンはKが大きくなるにつれて増える傾向にある。相互作用が大きくなると、|l+ 1/2| = 3/2を満たす
高い角運動量状態をもつ凝縮相が現れ、相互作用パラメータのある範囲 G1 < G < G2でおこる。
もっと強い相互作用 G > G2 の場合、気体は渦の格子相に入り、密度は六角形型格子の形に変化す

る。興味深い事に回転対称性が破れ、格子の周期が相互作用の強さ G に依存しない。実際、格子の最
小間の距離はスピン軌道結合の強さ Kで与えられる。結果として生じる運動量分布は６つのピークを
もつ頑固なリング型構造をもつ。
上記で議論した３つの相はすべて共通してその密度分布は回転又は離散的な回転対称性を保ってい

る。より大きな相互作用の場合 (G � G2)ではこの事は成り立たない。この大きな相互作用の領域で
は、スピン軌道相互作用により BECの状態はストライプ相へと入り、密度はある方向へと周期的に
変調する。この非等方状態はスピンに依存する相互作用 g12 > gをもつ一様系でみられたストライプ
相と類似性をもっている。

4 まとめ
この報告書では人工ゲージ場に関する実験とスピン軌道相互作用をもつ BECの基底状態に関して

簡単にレビューした。スピン軌道結合 BECの理論に関して、その動的な振る舞いを扱った研究は少
なく、今後活発に議論されていくと思われる。また、本講演では扱っていないが、光格子がある場合
にはより粒子間の相関が強まり、多彩な量子相が実現する事が予言されている [3, 4]。こちらの方も今
後の急速な研究の展開が期待される。
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ユニタリー・フェルミ気体の一粒子スペクトル関数に対する和則の構築

Philipp Gublera,1, 西田祐介 b, 山本直希 c,d, 初田哲男 a

a理化学研究所、仁科センター, b東京工業大学,
c京都大学、基研物理学研究所，dUniversity of Maryland

ユニタリー・フェルミ気体における一粒子自己エネルギーの虚部に対する和則を演算子積展開の結果から導

出し、最大エントロピー法を用いて解析する。その結果から得られる一粒子スペクトル関数の運動量に対する

変化を調べ、超流動ギャップなどのユニタリー・フェルミ気体の基本的な性質を引き出すことができる。本稿で

は、この手法の基本的な考え方について説明し、これまでに得られた結果を簡単に紹介する。

1 導入

ユニタリー・フェルミ気体は 2 成分を持つ非相対論的なフェルミ粒子からなる気体であり、その異
なる成分の間の相互作用の強さの指標となる散乱長 a が無限大になる強結合な量子多体系である。一
般的な量子多体系を考えるときに、kFa (kF:フェルミ運動量) が展開パラメータとしてよく使われる
が、ユニタリー・フェルミ気体の場合にはこのような摂動論は破綻するはずなので、非摂動論的な手
法が必要となる。
そこで、ユニタリー・フェルミ気体の様々な性質を摂動論的な方法に頼らずに理解するためには演

算子積展開法（Operator Product Expansion, OPE）が近年注目されてきている [1, 2]。特に、[3] で
は一粒子グリーン関数に対して演算子積展開が行われ、一粒子スペクトル関数の kFより大きい高運
動量領域において、演算子積展開法の結果が量子モンテ・カルロ法の数値シミュレーションから得ら
れる振舞いとよく一致していることが分かった。この結果を低運動量領域に拡張し、超流動ギャップ
などの物理量を評価することが本稿で紹介する研究の主な目的である。
そのためには、QCD の研究において以前から使われているQCD 和則 [4, 5] の方法に倣い、一粒子

自己エネルギー Σ(ω) のエネルギー ωの関数としての解析性に基づいて、ImΣ(ω)についてのある種
の和則を構築する。この和則を最大エントロピー法（Maximum Entropy Method, MEM）を用いて
解析し、ImΣ(ω)の最も確からしい形を抽出することで、最終的には一粒子スペクトル関数を引き出
すことができる。
本稿では、和則の導出を説明した後、MEMの解析によって得られた一粒子自己エネルギー（の虚

部）を示し、その結果から得られる一粒子スペクトル関数の中に現れるピークが運動量の関数として
どのように動くかについて考察する。最後にこれまでに得られた結果をまとめ、今後の展望について
述べる。

2 和則の導出

ImΣ(ω)に関する和則を導くためには、まず |ω| → ∞の極限において有用な Σ(ω)に対する何らか
の展開式を用意する必要がある。このような展開式は演算子積展開法を用いれば実際に導出すること
ができ [3]、以下の形で表せる：

ΣOPE(ω + i0+, y) = −4
√
2

3π

1√
−ω − i0+

+
0.207498

3π2
ζ

1

ω + i0+
−

√
2

15π
(3ξ − 5y2)

1

(
√
−ω − i0+)3

. (1)

1e-mail address: pgubler@riken.jp

Soryushiron Kenkyu



ω

C

ω

C

図 1: 和則を導くための ωの複素平面上の経路 C。実軸上の波線は Σ(ω)のカットを表している。

この展開が意味を持つためには ω ≫ ϵk ≫ ϵFの条件が成り立つ必要がある。上の式を簡単にするた
めに Σと ωをフェルミエネルギー ϵFを単位として表しており、yは運動量を表すパラメータである
(y = k/kF)。また、ξと ζ はそれぞれはエネルギー密度 E とコンタクト密度 Cを無次元化した形で表
したパラメータである：

E = ξ
k5F

10π2m
, C = ζ

k4F
3π2

. (2)

この二つのパラメータの具体的な値としては量子モンテ・カルロ法の数値シミュレーションから得ら
れた ξ = 0.372(5) [6]と ζ = 3.40(1) [7]を用いる。なお、この値は両方ともゼロ温度のものである。式
（1）は演算子積展開の結果を y2/ωについて展開し、１次の項まで残した結果を示しているが、y2/ω

についての展開を行わない定式化も可能である。ただし、本稿では議論を簡潔にするためにその具体
的な式などを省略する。
さて、式（1）から和則を導くためには図 1に示してあるような ωの複素平面上の経路Cを考える。

Σ(ω)は実軸上以外のωの複素平面上で解析的であるとすると、図 1にある経路Cに沿った積分は０に
なるはずである。同様に、ΣOPE(ω)も実軸上以外の ωの複素平面上で解析的であるため、Cに沿った
積分は０になるはずである。しかも、これらの関数に任意の解析的な関数K(ω)をかけても、同じよ
うに経路Cに沿った積分は０になる。さらに、ΣOPE(ω)は |ω| → ∞の半円上の経路では本当のΣ(ω)

の良い近似になるはずなので、K(ω)ΣOPE(ω)の半円上の経路に沿った積分はK(ω)Σ(ω)の同じ積分
と（今使っている近似の範囲内で）等しくなる。従って、K(ω)は実軸上では実になることを要請し、
最後に虚部をとれば、以下のような和則を導けることが分かる：∫ ∞

−∞
dωK(ω)ImΣ(ω) =

∫ ∞

−∞
dωK(ω)ImΣOPE(ω). (3)

上の式の右辺は、K(ω)の具体的な形を指定すれば、式（1）を使って解析的または数値的に計算でき
るはずである。K(ω)の選び方としては色々な形が考えられるが、QCD 和則の経験から指数関数的に
減数する Borel Kernel

Kn(ω,M) = ωne−ω2/M2
, (n = 0, 1, 2, . . . ) (4)

がその後の和則の解析をよりやりやすくすることが知られているため、本研究でもこのBorel Kernel

を用いる。ここに現れるパラメータM は Borel massと呼ばれている。
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図 2: MEM解析により得られた一粒子自己エネルギーの虚部：ρ(ω) ≡ − 1
π ImΣ(ω)。

3 和則の最大エントロピー法による解析

前の sectionで導出した和則から物理量を引き出すためには式（4）から ImΣ(ω)に関する情報を抽出
する必要がある。このためには、ベイズの定理に基づき、与えられた情報から最も確からしい ImΣ(ω)

を引き出すことができる最大エントロピー法（MEM）という手法を用いる。MEMが近年QCD和則の
解析に応用されるようになり [5]、様々なハドロンの性質を引き出すために使われてきた [8, 9, 10, 11]。
その最大の利点は、抽出しようとする関数が持つ形に関して強い仮定をおく必要がないところにある。
MEMを用いて和則を解析するときの具体的な計算法などは文献 [5, 12]に譲り、ここでは結果のみを
紹介することにする。
まずは、ρ(ω) ≡ − 1

π ImΣ(ω)についての結果を図 2に示す。ここでは、OPEの結果を y2/ωについ
て展開しない式を使った。この結果を以下のKramers-Kronig関係式に代入し、数値的に積分すれば、
自己エネルギー Σ(ω)の実部もただちに求まる。

ReΣ(ω) = −P

∫ ∞

−∞
dω′ ρ(ω

′)

ω′ − ω
(5)

これまでに述べた計算法より自己エネルギーが完全に決まるので、その形を

A(ω, y) = − 1

π
Im

1

ω + i0+ − y2 − Σ(ω, y)
(6)

に代入することで、一粒子スペクトル関数A(ω, y)も求まる。A(ω, y)の中に現れるいくつかのピーク
の位置を運動量 kの関数として図 3に示している。図の中では、原点に最も近い二つのピークを実線
で示してあるが、その二つのピークが最も近づく運動量（k ∼ 0.4kF）から超流動ギャプ∆が読み取
れる。その具体的な数値は∆ = 0.53ϵFであり、量子モンテ・カルロ法の数値シミュレーション [13]や
実験データの解析 [14]から得られた値と矛盾しない結果となっている。
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図 3: 一粒子スペクトル関数A(ω, y)が持つピークの運動量 kによる振る舞い。赤い実線は原点に最も
近い二つのピークの位置を示し、赤い破線は ω > 0領域にある二つ目のピークの位置を示す。黒い破
線は化学ポテンシャル µに対応している。

4 まとめ

本稿では、演算子積展開法と最大エントロピー法を用いてユニタリ・フェルミ気体の一粒子スペク
トル関数を求める手法を議論した。まずは、一粒子自己エネルギーΣ(ω)に関するOPEが与えられた
ときに、その解析性から一般的なKernel K(ω) を持つ和則をどのように導くかについて説明した。さ
らに、Kernelとして式（4）にあるようなBorel Kernelを用いた和則をMEMにより解析した結果を
簡単に紹介し、一粒子スペクトル関数のピークは運動量の関数としてどのように振る舞うかを示した。
今後の展望としては、本稿で紹介した手法を有限温度を持つユニタリ・フェルミ気体に拡張し、擬

ギャップなどの興味深い現象を調べることや、これまでにその OPEがまだ詳しく調べられていない
物理量に適用するなど、いくつかの方向性が考えられる。
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量子渦生成にともなう超流動崩壊の前駆現象
國見昌哉1, 加藤雄介2

東京大学大学院総合文化研究科

Bose-Einstein凝縮体中を一定速度で動くポテンシャルがあるときに、Gross-Pitaevskii方程式と Bogoliubov

方程式を用いて臨界速度近傍の励起スペクトルとゆらぎを計算した。その結果、第１励起エネルギーのスケー
リング則と局所的な低エネルギーの密度ゆらぎの増大を見いだした。これらは量子渦生成にともなう超流動崩
壊の前駆現象とみなすことができる。詳細は [1]を参照されたい。

1 イントロダクション
超流動状態を特徴付ける性質の一つとして臨界速度の存在が挙げられる [2, 3]。すなわち、臨界速度

以下の状態では散逸が生じないが、臨界速度を超えると散逸が生じる状態になる。臨界速度以上では
量子渦ができることが多い。このことは冷却原子系の実験において実際に観測されている [4, 5, 6, 7]。
超流動の崩壊の研究では、その系の励起状態の性質を調べることが重要な課題となる。しかしなが

ら、量子渦生成が起きる系では、量子渦の多彩な非線形ダイナミクスが数多く報告されているものの
[8, 9, 10, 11]、この系における励起状態、ゆらぎの解析は行われていなかった。
本論文では Bose多体系に対する平均場理論であるGross-Pitaevskii(GP)理論 [12]と、秩序変数の

最低次のゆらぎを記述する Bogoliubov理論 [13]を用いて解析を行った結果を報告する。

2 モデル
N 個のBose粒子が２次元のトーラス状の容器 [−L/2, L/2)× [−L/2, L/2)に閉じ込められている系

を考える。また、速度−v(v ≡ vex, v > 0とする。exは x方向の単位ベクトル)で動くポテンシャル
U(r+ vt)があるとする。ここで、ポテンシャルとともに動く座標系では、Bose-Einstein凝縮の秩序
変数Ψ(r)(凝縮体波動関数と呼ばれている)は以下のGP方程式

− ~2

2m
∇2Ψ(r) + U(r)Ψ(r) + g|Ψ(r)|2Ψ(r) = µΨ(r), (1)

に従う。ここで、µは化学ポテンシャルで粒子数N =
∫
dr|Ψ(r)|2を一定にするように決める。外部

ポテンシャルはガウス型 (U(r) ≡ U0 exp [− (r/d)2])を採用する。g(> 0)は斥力相互作用の大きさを
表す。また、座標変換を行ったことにより、境界条件は周期境界条件ではなく、捻られた境界周期境
界条件

Ψ(r + Lex) = eimvL/~Ψ(r), Ψ(r + Ley) = Ψ(r), (2)

となり、ここにポテンシャルの速度の情報が含まれる。ここで、ey は y方向の単位ベクトルである。
この境界条件は変換 v → v+2π~n/(mL)(nは任意の整数)に対して不変である。以下では vを小さく
していったときに、|v| < π~/mLの基底状態になるブランチに着目する。
Bose凝縮体中の励起状態は以下の Bogoliubov方程式[

L −g[Ψ(r)]2

g[Ψ∗(r)]2 −L

][
ui(r)

vi(r)

]
= ϵi

[
ui(r)

vi(r)

]
, (3)

L ≡ − ~2

2m
∇2 + U(r)− µ+ 2g|Ψ(r)|2, (4)

1e-mail address: kunimi@vortex.c.u-tokyo.ac.jp
2e-mail address: yusuke@phys.c.u-tokyo.ac.jp
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図 1: (a) 凝縮体密度の空間プロファイル (b)凝縮体波動関数の位相の平面波成分 eimvx/~を除いたも
のの空間プロファイル。パラメータは L = 48ξ, U0 = 5ϵ0, d = 2.5ξ, v = 0.426545vsである。 白丸ま
たは黒丸がGVPの位置を表す。

を対角化することで得られる。ここで、ui(r)と vi(r)は励起状態 iの波動関数で、ϵiが励起エネルギー
を表す。励起状態の波動関数に対する境界条件はそれぞれ ui(r+Lex) = eimvL/~ui(r), ui(r+Ley) =

ui(r), vi(r + Lex) = e−imvL/~vi(r),　 vi(r + Ley) = vi(r)である。
以下では長さ、速度、エネルギーをそれぞれ回復長 ξ ≡ ~/√mgn0、音速 vs ≡

√
gn0/m、ϵ0 ≡

~2/(mξ2) = gn0で測ることにする。ここで、n0 ≡ N/L2は平均粒子数密度である。以下では1/
√

n0ξ2 =

0.1の結果を示す。数値計算の詳細は [1]を参考にされたい。

3 結果
初めに、臨界速度近傍におけるGP方程式の安定定常解を図 1に示す。特徴的な振る舞いとして密度

の小さい領域に量子渦が対で存在していることがわかる。このような量子渦対は幽霊渦 (Ghost vortex

　 pair, GVP)[14, 11]と呼ばれている。GVPの存在はただちに超流動性が失われていることを意味
しない。この状態には励起状態の異常性が見られないからである。
次に、第１励起状態のエネルギー (エネルギーギャップ)の速度依存性を図 2(a)に示す。図より、２

つの特徴的な振る舞いが見て取れる。1つ目が速度が小さい領域における線形の振る舞いである。こ
れはポテンシャルが無いときの一様系の性質が反映していると考えられる。なぜなら、一様系の第１
励起状態のエネルギーは∆uni = 2πgn0/(L/ξ)[−v/vs+

√
π2/(L/ξ)2 + 1]と書け、vについて線形であ

るからである。２つ目が臨界速度近傍におけるエネルギーギャップの急激な減少である。これを特徴
付けるため、フィッティング関数を∆ = ∆0 [(vc − v)/vc]

cと仮定し、臨界速度近傍の点を用い、フィッ
ティングを行った。フィッティングパラメータは∆0、c、vcで、vcは臨界速度を表す。結果を図 2(b)

に示す。フィッティング結果より、我々は c = 1/4を得た。この指数の値は GP方程式の定常解の分
岐構造を反映していて、我々の結果は先行研究のもの [9]とコンシステントである。このスケーリン
グ則の存在は、物理的には、臨界速度に近づくにつれて特徴的な時間スケールのベキ的な発散がある
ことを示している。
以上のように、我々は臨界速度近傍の励起スペクトルのスケーリング則を見い出したが、これだけ

では量子渦の情報が得られない。これを見るために、我々は密度ゆらぎに着目した。凝縮体波動関数
と、励起状態の波動関数を用いて、密度ゆらぎは以下のように書けることが知られている：

δni(r) ≡ Ψ∗(r)ui(r)−Ψ(r)vi(r). (5)

この計算結果を図 3に示す。ポテンシャルの速度が十分小さいときには、図 3(a)から見てとれるよう
に、低エネルギー領域における密度ゆらぎはほとんど存在しない。ポテンシャル速度を大きくしてい
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図 2: (a) L = 32ξ、d = 2.5ξのときの、エネルギーギャップの速度依存性。(b)(a)をフィッティング
した結果。黒線は [(vc − v)/vc]

1/4を表す。

図 3: L = 48ξ, U0 = 10ϵ0, d = 2.5ξ, x = 0のときの局所的な密度ゆらぎの大きさを示したもの。 (a)、
(b)、(c)はそれぞれ速度が v = 0.1vs、0.42vs、0.43033vsの結果である。

くと図 3(b)、(c)のように、低エネルギー領域での密度ゆらぎの増大が見られる。この大きな密度ゆ
らぎにより、ポテンシャルにピン止めされていたGVPがピン止めから外れ、ポテンシャルの外の領
域に出てくるものと考えられる。

4 まとめ
ポテンシャルが一定速度で動いているとき、Gross-Pitaevskii方程式とBogoliubov方程式を数値的

に解いた。臨界速度近傍では第１励起状態のエネルギーにスケーリング則∆ ∼ |vc − v|1/4が成立する
ことと、局所的な密度ゆらぎの増大を見いだした。これらの振る舞いは量子渦生成における超流動の
崩壊の前駆現象であると言える。
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Thermodynamical Property of Entanglement Entropy for Excited

States

野崎 雅弘 1、Jyotirmoy Bhattacharya2、高柳 匡 3、宇賀神 知紀 4

京都大学 基礎物理学研究所 1,3,4、Kavli IPMU2,3,4

概要

我々は本研究によって非常に部分系を小さく取った時、そのエンタングルメント・エントロピーは
理論の詳細に依らないユニバーサルな有効温度 Tentを通じて熱力学第一法則に似た関係式に従うこと
を見出した。

導入

昨今、多岐にわたる分野においてエンタングルメント・エントロピーが注目を集めている。例えば、
物性理論においては零温度においても用いることができる量子的なオーダーパラメタとして注目を集
め、素粒子理論においてはAdS/CFT 対応や重力理論を深く理解するための道具として注目を集めて
いる [1][2][3]。
我々はこの様に現代物理学において非常に重要な物理量であるエンタングルメント・エントロピー

の統計力学的側面に注目して本研究を行った。エンタングルメント・エントロピーは、非平衡系にお
いても定義可能な物理量であるため、統計力学の分野では非平衡系の物理におけるエントロピーとし
て用いようという試みがある。この様な試みにおいて、エンタングルメント・エントロピーの基本的
な性質を明らかにしておくことは重要である。我々は熱力学エントロピーが従う熱力学法則に注目し、
エンタングルメント・エントロピーにも類似した従うべき基本法則が存在するかどうか調べた。
その結果、Large N の非常に多くの場を含む強結合のゲージ理論において、高エネルギーではエン

タングルメント・エントロピー∆SAと内部エネルギー∆EAが従うべき熱力学第一法則に似た法則

∆EA = Tent · ∆SA (1)

が存在し、この時、定義される有効温度 Tentはこの様なゲージ理論の詳細には依らないことを見出し
た [4]。この基本法則と有効温度 Tentに関して詳しく説明していく。

エンタングルメント・エントロピー

初めにエンタングルメント・エントロピーの定義とその性質に関して簡単に説明する。ある時刻に
おいてヒルベルト空間Hを部分系HA,HBに分割する。この時に部分系HBの自由度に関しトレース
を取り、その自由度を無視する。この時に定義される密度行列

ρA = TrBρ (2)

を用いて、フォン・ノイマン・エントロピーとしてエンタングルメント・エントロピーは

SA = −TrA ρA log ρA (3)

1
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と定義される。
このエンタングルメント・エントロピーは状態の持つ量子的なもつれを定量的に測定する量である。

例えば

|ψ〉 =
1
2

(|↑〉A + |↓〉A) ⊗ (|↑〉B + |↓〉B) (4)

の様に直積状態で書かれる量子的にもつれていない状態に対してはエンタングルメント・エントロピー
は零になる。しかし、

|ψ〉 =
1√
2

(|↑〉A ⊗ |↓〉B + |↓〉A ⊗ |↑〉B) (5)

の様にAのスピンの状態が観測されると同時にBのスピンの状態が分かる、量子的にもつれた状態に
対してエンタングルメント・エントロピーは零ではなく、log2という値を持つ。この様にエンタング
ルメント・エントロピーは状態の量子的なもつれを定量的に測定する物理量である。

ホログラフィック エンタングルメント・エントロピー

前節で定義したエンタングルメント・エントロピーについて、場の理論で解析を行う事は技術的に
困難である。そのため、我々は AdS/CFT 対応に基づいて解析を行った。この AdS/CFT 対応とは
d次元の多くの場を含む強結合のゲージ理論がもう一つ次元の高い d + 1次元のAdS時空上の古典重
力理論に等価であるという予想である。この対応は大雑把にいえば、ゲージ理論の物理量と重力理論
の幾何的な量との対応を予言したものである。つまり、エンタングルメント・エントロピーにもホロ
グラフィック エンタングルメント・エントロピーとよばれる対応するある幾何的な量が存在する。
このホログラフィック エンタングルメント・エントロピーは次の様に定義される。ある時刻におい

てAdS時空の境界を部分系AとBに分割する。この時、この部分系AとBの境界を ∂Aと呼ぶ。こ
の ∂Aからバルク中に伸びていく曲面の内、最も面積が小さくなる曲面は最小曲面 γAと呼ばれる。こ
の曲面の面積 Area(γA)を重力定数GN で割ったものとしてホログラフィック エンタングルメント・
エントロピーは

∆SA =
Area(γA)

4GN
(6)

と定義される。我々はこのホログラフィック エンタングルメント・エントロピーに関して解析を行い、
エンタングルメント・エントロピーが従うべき基本法則が存在するかどうか調べた。

基本法則について

我々はエンタングルメント・エントロピーに対しても熱力学第一法則の様な基本法則が存在するか
調べる為、次の様なセットアップで解析を行った。

セットアップ

d次元の共形場理論において熱化や量子熱化の様な何らかの方法によって系を少しだけ励起させる
ことを考える。この時、系の状態は一般に非平衡状態になる。この様な場の理論に対応する重力理論
は境界から非常に離れた部分を変形したAdS時空上の重力理論となる。計量の形として

ds2 =
R2

z2

[
−f(z)dt2 + g(z)dz2 +

d−1∑
i=1

(
dxi

)2

]
(7)

を仮定する。この時、zが零の近傍では g(z), f(z)はそれぞれ

g(z) ' 1
f(z)

' 1 + mzd (8)

2
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と展開できる。ここで現れるmというパラメタは対応する場の理論の励起エネルギーのスケールと
なっている。この様に系を励起させた際に生じる部分系に含まれるエネルギーの変化とその部分系に
対するエンタングルメント・エントロピーの変化を調べた。

エンタングルメント・エントロピーとエネルギー密度

この様なセットアップの下、エンタングルメント・エントロピー ∆SAと部分系に含まれる内部エ
ネルギー∆EAについてホログラフィックに解析を行った。この時、部分系として球形の場合とスト
リップの場合を考えたがここでは簡単のため、球形の場合の結果について述べる。また、前述した様
に系の励起エネルギーは非常に小さく取った。これは定量的には部分系の特徴的な大きさ lを

mld ¿ 1 (9)

を満たすように取ることを意味する。この時、エンタングルメント・エントロピーとこの部分系に含
まれる内部エネルギーはホログラフィックにそれぞれ

∆SA =
π

d−1
2

4(d + 1)Γ
(

d−1
2

) · Rd−1

GN
· mld,

∆EA =
π

d−3
2

8Γ
(

d−1
2

) · Rd−1

GN
· mld−1,

(10)

と求まる。この時、エンタングルメント・エントロピーは (9)の条件の下、mldについて展開を行い、
その一次まで評価した結果である。この結果から

∆EA = Tent · ∆SA (11)

という関係がエンタングルメント・エントロピーと内部エネルギーの間に成り立つ事が分かる。また
この時、定義される有効温度 Tentは

Tent =
d + 1
2πl

(12)

と求まる。(12)からこの有効温度 Tentは部分系の特徴的な大きさの逆数に比例するが重力定数GN や
AdS半径R等には依存しないため、理論の詳細に依らない事が分かる。

まとめと展望

強結合で Large N のゲージ理論において、(9)を満たす非常に高エネルギーではエンタングルメン
ト・エントロピーは理論の詳細に依らないユニバーサルな有効温度 Tentを通じての熱力学第一法則に
類似した関係式 (11)に従うことを見出した。
今後の展望としては熱力学第二法則の様な他の熱力学法則に類似した基本法則がエンタングルメン

ト・エントロピーに対しても存在するか調べることや、有効温度についてのより深い物理的な理解を
行う事が挙げられる。
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[arXiv:1212.1164].

3

Soryushiron Kenkyu



新奇な非平衡臨界現象を記述する現象論1

南　佑樹

理化学研究所

最近、定常電流が流れる非平衡定常系で、新奇な相転移がゲージ・重力対応により理論的に見出された。本

研究では、この相転移を理解するための第一歩として、現象論の構成をする。ここでは、平衡相転移のランダ

ウ理論の拡張を議論する。

1 導入

　最近、定常電流が流れる非平衡定常系で新奇な相転移がゲージ・重力対応により理論的に見出さ

れた [1] 。以下で、どのような相転移なのかについて簡単に紹介する。

まず、定電場Eが掛けられており定常電流 J が駆動されている、非平衡定常系を考えよう。電場が

弱ければ、定常電流は電場に比例する。この領域は線形領域と呼ばれる。電場を強くしていくと、こ

の線形関係は破れ、電流は電場に対して非線形な応答を示すことになる。この領域では線形応答理論

が使えず、理論的に微視的に扱うのが非常に困難な状態である。しかしながら、ゲージ・重力対応で

は、この領域も計算可能であり、実際、微分抵抗（∂E/∂J）が負になる非線形領域に特徴的な現象も

[2, 3]、理論的に再現されている [4] 。

この非線形領域で 系と接している熱浴の温度を変化させると、電場と電流の関係に特異性が表れ、

微分抵抗に関する相転移のように見えるというのが、最近、ゲージ・重力対応により見出された新奇

な相転移である。図 1が、電流と電場の関係が温度によりどう変化するか、ゲージ・重力対応により

計算したものである。一番上の曲線が臨界温度以下、T < Tcで、真ん中の曲線が T = Tcのとき、下

の曲線が T > Tcである。
2 どれも、電流が小さい領域では微分抵抗が負で、一方、大きい領域では微

分抵抗は正となっている。

まず、T < Tcでは、微分抵抗が正負の領域はスムーズにつながっている。次に、T = Tcの曲線を

みると、連続的につながっているが、ある臨界電流 Jcで電場の傾きが発散している。つまり、微分抵

抗に特異性が表れる。最後に T > Tcでは一見、電場は連続的に見え、点DからGの間で多価になっ

ている。しかし、この曲線のD→ E→ Fの部分は不安定であると考えられている [1] 。つまり、低電

流領域から電流を大きくしていくと、点Dから点 Fに不連続にジャンプすることになる。この振る舞

いは、微分抵抗が負から正への 1次相転移のように見える。さらに、T = Tcの振る舞いは 2次相転

移、T < Tcはクロスオーバーのようにみえる。これらの振る舞いを相転移とみなし相図を書くと、図

1の右上部のようになる。この相図をみると、1次相転移線の端点が 2次相転移点になっており、気液

相転移の相図やQCD相図と似ていることがわかる。

さらに、この 2次相転移点近傍では非線形電気伝導度（σ ≡ J/E ）がスケール則を示すことが見出

されている [1] 。一次相転移線に沿って、臨界点に近づくと

σ − σc ∼ (T − Tc)
1/2 (1)

また、T = Tcに保って J > Jcから近づくと

σ − σc ∼ (J − Jc)
1/3 (2)

1この講演は、日高義将氏と中村真氏との共同研究に基づきます。
2ここでは、定性的な振る舞いに興味があるとして、「Tc の値がどのくらいなのか？」などは考えないことにする。詳細

については、文献 [1]を参照。
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と振る舞う。ここで、σcは非線形伝導度の臨界点での値。

以上が、ゲージ・重力対応より見出された新奇な非平衡相転移である。これは非平衡定常系で起こ

るまったく新しい相転移であり非常に興味深い現象である。しかし、ここで問題になるのが、ゲージ

重力・対応では「どのような物理がおこっているのか？」がわからないということである。また、こ

の相転移は非線形非平衡状態で起こる現象であり、どのような理論形式で記述できるのかについても、

全く明らかではない。

平衡相転移では、拡張した自由エネルギーをオーダーパラメーターについて最小化することにより、

定性的な振る舞いが一般に記述できることが知られている。これはランダウ理論と呼ばれ、新しい相

転移を解析する際にとられる最初の一歩となっている [5]。

本研究では、この平衡相転移のランダウ理論の非平衡相転移への拡張を試みる。非平衡定常状態に

そもそも拡張できるかどうか明らかではないが、ここではチャレンジしてみることにする。これによ

り、新奇な非平衡相転移を理解するための第一歩を踏み出すことを目指す。
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図 1: 電場ー電流曲線の温度依存性。△:T < Tc、

□:T = Tc、○:T > Tcを表す。図の右上部は相図。

PDC、NDCはそれぞれ微分抵抗が正負の領域を表

す。CPは二次相転移点を表す。文献 [1]より抜粋。

図 2: 散逸をオーダーパラメータの関数として書い

た概略図。T > Tcでは、二重井戸型でJを変化させ

ることにより一次相転移を起こす（左図）。T < Tc

では、一重井戸型で最小値は J に対してスムーズ

に変化する（右図）。

2 ランダウ理論の拡張

2.1 母関数としての散逸

ランダウ理論の拡張を考えた際にまず問題になるのが、「非平衡定常系で自由エネルギーにあたる

ものは何か？」ということである。ここで、平衡状態の自由エネルギーに代わるものとして、電流の

関数として書いた散逸 W (J, T )を考えよう。これを、電流で微分すれば、与えられた J, T での電場を

得る。

∂W (J, T )

∂J
= E(J, T ) (3)

つまり、散逸を電場の母関数、平衡系での自由エネルギーにあたるものとみなす。
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簡単な例として、線形領域におけるジュール熱を考えてみよう。ジュール熱は

W (J) =
1

2σ
J2 (4)

で与えられる。ここで σは線形電気伝導度。このとき、電場は

E(J) =
∂W

∂J
=

1

σ
J (5)

となる。つまり、通常の線形関係

J = σE (6)

を得る。

今、非線形領域への拡張を考える。

W (J) = aJ2 − bJ4 + cJ6 (7)

ここで、a, b, cはある正のパラメーター。非線形性を表すために、6次の項まで加えた。これにより、

電場のクロスオーバー的な振る舞いを記述できる。

2.2 オーダーパラメーターの導入

さて、散逸関数にオーダーパラメーター ϕへの依存性を導入することで、相転移を記述できるよう

に拡張しよう。ランダウ理論のアナロジーから、拡張した散逸をオーダーパラメーターについて最小

化することにより、定常状態が決まると仮定する。つまり、

∂W (ϕ, J, T )

∂ϕ
= 0 (8)

の解、ϕ̄(J, T )が、与えられた J, T でのオーダーパラメーターの値である。さらに、これを拡張した

散逸に代入したものW (ϕ̄(J, T ), J, T )が、J, T での散逸で、

∂W (ϕ̄(J, T ), J, T )

∂J
= E(J, T ) (9)

と電場の母関数になるとする。

さて、拡張した散逸の具体的な関数形を考えよう。まず、オーダーパラメーターとカップルし特異

性を生む部分と、スムーズな部分に分けて書くことにする。

W (ϕ, J, T ) = Wsing(ϕ, J, T ) +Wreg(J, T ) (10)

Wsingが特異性を生む部分。Wregがスムーズな変化を与える部分であり、ここでは (7)式で与えられ

るものとする。Wsingは二次相転移点近傍で

Wsing(ϕ, J, T ) = −r(T − Tc)ϕ
2 +

u

4
ϕ4 − d(J − Jc)ϕ　 (11)

と書けると仮定する。ここで、r, u, dは定数。このとき、電場は

E(J, T ) = Ereg(J, T )− dϕ̄(J, T ) (12)

となる。ここでEreg = ∂Wreg/∂J である。つまり、オーダーパラメーターの特異性は電場にそのまま

反映される。
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今、Wsingは T > Tcで、図 2のように二重井戸型であり、J が Jcより大きくなると、最小値が左

の井戸の底から右に飛ぶことになる。つまり、J = Jcで、一次相転移を起こす。また、T < Tcでは、

一重井戸型になるので J を変化させても、最小値はジャンプせずスムーズに変化する。つまり、クロ

スオーバーである。一次相転移とクロスオーバーが定性的に記述できることがわかる。

次に、スケール則についてみる。T = Tcに固定して臨界点に近づくと、(11)式の最小化から

ϕ̄(J, Tc) ∼ (J − Jc)
1/3, (13)

σ − σc ∼ (J − Jc)
1/3 (14)

を得る。さらに、J = Jcに固定して、近づくと

ϕ̄(Jc, T ) ∼ (T − Tc)
1/2, (15)

σ − σc ∼ (T − Tc)
1/2 (16)

を得る。式 (1)、(2)のスケール則を再現できていることがわかる。

2.3 まとめ

本研究では、定常電流が流れる非平衡定常系での新奇な相転移を理解するための第一歩として、平

衡相転移のランダウ理論の拡張を議論した。その結果、拡張した散逸の最小化により、一次相転移、

クロスオーバーの定性的振る舞い、および、スケール則が記述できることがわかった。また、この相

転移を記述するためには、変数として、電流 J、電場E、温度 T のほかにオーダーパラメータが必要

であることが示唆された。さらに、そのオーダーパラメータは臨界点近傍で、式 (13)、(15)のように

振る舞うであろうことが分かった。

しかし、この現象論には記述できない点が一つだけある。図 1をみると、J = Jc, T = Tcで、電場

の傾きは左から近づくと−∞となるが、右から近づくと正の有限の値となっている。しかし、(11)式

の最小化では、電場の傾きは、どちらから近づいても−∞となり記述できない。この傾きが、臨界点
に近づく方向により違うという現象は、平衡相転移の場合と大きくことなる点である。

今後の展望としては、「記述できない点がなぜ現れるのか？」、「オーダーパラメータはどのような

物理量に対応するのか？」、この現象論の統計力学的な基礎付け、などがあげられる。
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AdS/CFT対応における定常粘性流

小川 軌明1

韓国高等科学院 (KIAS)

外力の作用により速度勾配が定常に保たれた流体系は、時観的に不変でありながらエネルギー・運動量の散

逸が存在する非平衡定常系である。本研究ではそのような系に対して、強結合領域で AdS/CFT対応に基づく

重力双対の構成と、それに基づく散逸の計算を試みた。その結果、無質量クォーク流体の場合、エネルギーお

よび運動量の散逸に荷電カレント勾配の 2乗から始まる粘性項が現れることを見出した。

1 セットアップ

ゲージ対称性 SU(Nc)を持つ N = 4 Yang-Mills理論にN = 2の超対称性を持つNf 組のクォーク
(ハイパー多重項)が結合した理論を考える。ここで前者 (グルーオン・セクタ)は一定温度のプラズマ
状態にあり、後者のクォーク流体が外力を受けて流速勾配を持っているとする。ここでNc � Nf で
あれば前者の熱容量は後者に比べてはるかに大きく、後者の振る舞いに注目すれば前者は熱浴の役割
を果たす。本稿では以下、この非平衡定常系に対してAdS/CFT対応による重力双対を構成し、その
散逸を計算する。

2 重力双対

この理論には重力側で、表 1のようなD3-D7配位が対応することが良く知られている [1]。ゲージ理
論側のNc, Nf はD3およびD7の枚数にそれぞれ対応し、Nc � Nf でD7はD3のつくる背景時空上の
プローブとして扱ってよい。すなわち、このとき背景時空は熱浴温度に対応したAdS5-Schwartzchild

ブラックホール時空

ds2 = − (1− (z/zH)4)2

z2(1 + (z/zH)4)
dt2 +

dz2

z2
+

1 + (z/zH)4

z2
(dx21 + dx22 + dx23) + dΩ2

5 (1)

であり、その上を運動するプローブD7ブレーンのDBI作用

SD7
DBI = −NfTD7

∫
d8ξ

√
−det (g̃ + 2πα′F ) (2)

を考えれば良い。ここで g̃µν はD7ブレーン上の誘導計量、Fµν はD7ブレーン上のU(1)ゲージ場Aµ

の強さである。またD7ブレーンの埋め込み形状 θ(z)の遠方 (z → 0)での振る舞いがクォーク質量に
対応する (θ(z) ∼ mqz +O(z2))が、特にクォーク質量が 0の場合には θ(z) ≡ 0となる。簡単のため、
以下では専らこの場合を扱う。
また、クォーク・セクタのエネルギー運動量テンソルおよび散逸は、重力側ではD7上でゲージ場Aµ

が作るエネルギー運動量テンソルから求められる [2]. 特に散逸は、重力側ではエネルギーや運動量の
ホライズンへの流入と捉えることができ、エネルギー散逸は T z

0
(D7)、x1方向の運動量散逸は T z

1
(D7)

となる。非平衡定常系ではこれらは外力の仕事および力積と釣り合う必要がある (エネルギーや運動
量の流入と流出が等しい)。従って外力の大きさ F およびその仕事率W は

F = T z
1
(D7) , W = −T z

0
(D7) , (3)

と表されることがわかる。
1e-mail address: noriaki@kias.re.kr
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t x1 x2 x3 r θ φ σ1 σ2 σ3

D3 ◦ ◦ ◦ ◦
D7 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ θ(r) ◦ ◦ ◦

表 1: D3-D7配位。x4 ∼ x9の R6を極座標表示し、S5を S2上の S3ファイバーで表した。θ, φはそ
れぞれ S2の緯度・経度座標、σ1 ∼ σ3は S3の座標を表す。

3 解の構成

ここで速度勾配に代え、定常なクォークカレント勾配のある配位を考える2。具体的には

J0 = J0
(0) , J1 = J1

(0) + x2J
1
(1) +O(x22) , J2 = J3 = 0 , (4)

とし、x2の領域および勾配 J1
(1)は小さいとして、これらでの展開を考える

3。すると D7上のゲージ

場Aµは関数 a
(0)
0 (z), a

(0)
1 (z), a

(1)
1 (z)を用いて

A0(z) = µ+ Ex+ a
(0)
0 (z) = µ+ Ex+

J0
(0)

2π2NfTD7α′2 z
2 +O(z3) , (5)

A1(z) = a
(0)
1 (z) + x2a

(1)
1 (z) =

J1
(0) + x2J

1
(1)

2π2NfTD7α′2 +O(z3) , (6)

と表すことができる。最右辺は無限遠 (AdS境界)z → 0における漸近形である。またここで x1方向
の一様電場Eを導入した。
この式を作用 (2)に代入すれば、具体的に運動方程式を解くことができる。またそれを用いてT z

0
(D7)

および T z
1
(D7)を求めることができ、最終的に外力およびその仕事率は

F = EJ0
(0) +

E3(J0
(0))

3

211 (NfTD7)
3 (J1

(0))
2
(J1

(1))
2 +O

(
(J1

(1))
3
)
, (7)

W = E
(
J1
(0) + x2J

1
(1)

)
+

E3(J0
(0))

2

211 (NfTD7)
3 J1

(0)

(J1
(1))

2 +O
(
(J1

(1))
3
)
, (8)

と求められる。これらのうち各々右辺第 1項は抵抗によるジュール熱を表しており、勾配 J1
(1)に依存

する第 2項が粘性の寄与と考えられる。またここで J0
(0)および J1

(1)はEの関数として求められる [1]

ことにも注意されたい。

4 議論

上記結果は、粘性応力らしきものがカレント勾配の 2次から始まるという一見して奇妙なものであ
る。AdS/CFTを用いた通常の線形応答理論による計算で、この系のクォーク・セクタの擦り粘性係
数は 0でないことがわかっている [3]。その結果との整合性を保つためにも、流速勾配とカレント勾配
の関係を整理すること、用いている近似の妥当性を検証する4ことなどが少なくとも必要である。そ
れらが解決されれば、数値解析などにより非線形領域を調べることも可能になると考えられる。

2非相対論的な場合にはこれらは単なる比例関係であり問題はない。ただ以下の計算はmq = 0の場合であり、クォーク
対生成が容易に起こるために一般に両者には大きな違いが生じている。ポスターセッションにて中村真氏にご指摘頂いた。

3高次の効果を取り入れるには偏微分方程式を解く必要があり、解析的に扱うことには困難があると予想される。ただ、
数値的な取扱いは可能であろう。

4本稿で考えた摂動項は、重力側で z の領域によっては必ずしも小さいと見なすことができない可能性がある。ポスター
セッションにて高柳匡氏にご指摘頂いた。
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冷却原子系を用いた量子シミュレーション：
格子場の理論に対する新奇シミュレーション技術の現状と未来

一瀬郁夫
名古屋工業大学大学院工学研究科

現在、冷却原子系は実験・理論ともに精力的に研究され急速に進歩している物理学分野のひとつである。特

にその中で冷却原子系にレーザーを当て、光格子を構成し、そこに原子を自在にトラップさせる技術が開発さ

れた。この技術を用いて、現存する計算機シミュレーション（古典シミュレーション）では解明が難しかった

量子系、有限密度 QCDや強相関電子系などの研究を行うことが提案され、量子シミュレーションと呼ばれて

いる。このレビュー講演では、その現状を概観し、特に興味深いテーマについて詳細に紹介する。その後、今

後の展開を議論する。本テーマについてのレビュー講演は未だ多く為されてはいないので、広い意味での素粒

子論研究者を聴衆と考えて講演の構成を行った。

1 Introduction

まず、量子シミュレーションについて簡単に説明しておこう。この考えは、量子コンピュータと同
時期に、Feyman によって提唱されたことになっている。いつの時代にも物理的に興味のある量子系
は存在し、なお且つその幾つかは解析的にその構造を解明することが難しく（だから面白い）、また
その時代の計算機技術では信頼する解析が出来ないという状況が現れる。現在の例としては、有限密
度量子色力学 (QCD)や高温超電導を代表とする強相関電子系がその範疇である。Einsteinの言葉を
借りると「問題はそれが生まれた枠内では解決することが出来ない。」この「名言」が意味するよう
に、上記のような問題の解決には、別の枠組みの出現が必要であると考えるのが自然であろう。
量子シミュレーションとは、興味のある量子系に対して疑似的な量子系を人工的に構成し、その物

理的性質を調べ、元の量子系について新しい知見を得ることである [1]。この疑似系は十分に制御可能
でなくてはならない。また、汎用性も要求されるであろう。疑似系を用いた実験では、系のパラメー
ターは自在にコントロール出来、また物理現象を実際に時間を追って観測出来ることが望ましい。
ここで、素粒子物理学と物性物理学における「理論」およびシミュレーションの意味合いの違いにつ

いて注意しておく。素粒子論ではQCD, QED に代表されるように自然を統括する理論はシンプルで
あり、基本的にその理論を「解く [2]」ことが目標とされる。この「解く」目標に量子シミュレーショ
ンは向かうこととなる。一方物性物理学においては、高温超電導現象に代表されるように、発見され
た物理現象の本質的な起源は明らかではなく、理論モデルはそれぞの研究者の好みで提唱される。理
論モデルは物質のある側面のみを記述していると考えるべきで、量子シミュレーションはどのモデル
が本質を捉えているかというように、モデルの識別に使われることになるであろう。
現在、この量子シミュレーションを実現する量子系として、希薄原子系が注目を集めている。この

系は磁場や電場でトラップされた 106 ∼ 107個からなる原子集団であり、その次元や粒子間相互作用
を自在にコントロール可能な点がその他の系と大きく異なっている。更に近年この原子系にレーザー
を当て、人為的に空間格子を構築し、その格子点に原子をトラップすることが可能となった。これを
光格子と呼ぶ。これにより、格子場の理論と密接に関連した量子系が存在することとなった。
ここで原子と素粒子との関係について説明しておこう。原子は内部自由度を持つ。この事実を積極

的に使い、相対論的場の量子論の量子シミュレーターとして冷却原子系を用いることが可能となる。
例えば aおよび bという２つの原子があり、その励起状態をそれぞれ a∗, b∗ としよう。散乱により
a+ b→ a∗ + b∗となる過程を考える。ここで a∗, b∗はその磁気的、電気的性質が a, b と異なるため、
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別の粒子に変化したと見なすことが出来、実際 a, a∗を別の光格子にトラップすることが可能である。
そのトラップポテンシャルの形状が異なるために、２つの粒子は異なる質量を持つことが出来る。素
粒子論的に見ると、上記の過程は２体粒子の散乱により、別の粒子が生成されたことになる。この例
のように、原子系では原子そのものが消滅・生成されることはないが、その励起状態を上手く使うこ
とにより、素粒子間の相互作用を疑似的に表現することが出来る。
この講演においては、光格子上の冷却原子系が興味ある量子系を疑似的に表す例を３つほど挙げ、

その基本的な性質を説明することとする。

2 SU(N) 反強磁性スピンモデルとCPN−1 シグマモデル：　

1/N-展開法の信頼性の実験的検証

このセクションではまず強相関物性系の典型である反強磁性量子スピン系についての量子シミュレー
ションを紹介しよう。またこの量子系は場の量子論の興味深いモデルである CPN−1 シグマモデルと
密接に関連している。
電子のスピンは言うまでもなく 1/2であり、格子サイト上の強い斥力下では、電子数と格子数が同じ

ときにはスピンの自由度のみが生き残り、系は反強磁性スピンモデルで記述される。これを Heisenberg

モデルで表すとその Hamiltonian は、

HSU(2) = J
∑
⟨i,j⟩

Ŝi · Ŝj , (1)

である。ここで Ŝiは２次元正方格子のサイト i上のスピン演算子である。このスピン演算子を粒子の
生成・消滅演算子で記述することを考えよう。スピン ↑, ↓に対応して２種類のボソン演算子 ẑi,1, ẑi,2

を導入すると、スピン演算子は Ŝi =
1
2 ẑ

†
i σ⃗ẑi と表されるがスピンの大きさが 1/2なので、ボソンの

Hilbert 空間に
∑

a ẑ
†
i,aẑi,a|Phys⟩ = |Phys⟩ と制限を付ける。この表現は Schwinger ボソン表現として

知られるが、その経路積分表示に対応する変数
∑

a |zi,a|2 = 1は CP1 変数 (Complex Projective) と
呼ばれる。スピンの SU(2)対称性は、この CP1 変数の SU(2)-unitary変換に対する対称性に他なら
ない。
ここでスピンの大きさが大な系を考えよう。単純に考えると、スピンが大きくなれば量子揺らぎは

小さくなり、古典スピンに近づくと期待される。電子のスピンは 1/2と決まっているが、原子では例
えば 132Cs, 9Be, 135Ba などがスピン 3/2を持ち、これらの原子は光格子にトラップされることが知ら
れている。本来これらの反強磁性系も対称性としてスピン SU(2)を持つが、on-site の原子間相互作
用を調節することにより、その対称性を最大の SU(4)にまで、高めることが可能であることが示され
る [3, 4]。原子はスピン 3/2を持つので、その z-成分は (3/2, 1/2,−1/2,−3/2)であり、SU(4)対称性
はこの４成分を混ぜる unitary 変換に他ならない。同様にスピン ℓ/2 (ℓ=odd)まで拡張すると、その
系は SU(2ℓ+1)対称性を持つことになる。そしてこの SU(2ℓ+1)Heisenberg model は上記のCPN−1

変数 zi,a(a = 1, 2, · · · , N)を用いて表される。ただしここでN = 2ℓ+ 1である。
拡張された SU(N)Heisenbergモデルの低エネルギー励起は、以下の連続時空間で定義されたCPN−1

シグマモデルで表されることが知られている、

Z =

∫
Dz̄DzDσ exp

(
− N

2g

∫
d3r[D̄µz̄Dµz + σ(|z|2 − 1)]

)
, (2)

ここでDµ = ∂µ − (z̄∂µz)であり、σは CPN−1の物理的状態の拘束条件を架すためのmultiplerであ
る。また結合定数 gは系の anisotropy λ = Jx/Jy により g = (1 + λ)/(

√
2λ)と表される。系が対称
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である場合は λ = 1に対応し、gは小さく系は自発的に対称性を破っているが、anisotropy が大きく
なると gは大きくなり、対称性の破れは回復する。つまり、gを変化させていくと、量子相転移が起
ることになる。場の理論のモデルである式 (2)は、local gauge 変換 zx → eiαxzxに対して不変である
ことに注意しよう。この対称性は元のスピン演算子が zx の bilinear で出来ていることから生じてい
る。また、Axµ ≡ i(z̄∂µz)と定義すると、Axµはゲージ場の役割を果たし、自然な形でこの複合ゲー
ジ場を新たな自由度として理論に導入することが可能であることが実際の計算により示すことが出
来る。さて、モデル式 (2)の相構造を調べることを考えよう。ここでN が十分大きな場合を考える。
すると結合定数 gの大きさには制限を付けることなく 1/N を展開パラメーターとして、モデルの性
質を解析的に求めることが出来る。1/N 展開の leadingでは、先のゲージ場とのカップリングを無視
することが出来、非自明な期待置として ⟨zN ⟩と ⟨σ⟩を考えればよく、それらの有効ポテンシャルは
za(a ̸= N)の単純なガウス積分を実行することにより、求めることが出来る。その結果、予想される
ように２つの相が存在し、それらの内 ⟨zN ⟩ ̸= 0, ⟨σ⟩ = 0の相は反強磁性の長距離秩序をもつ相であ
り、また、⟨zN ⟩ = 0, ⟨σ⟩ ̸= 0の相はエネルギーギャップを持つ常磁性相である。この２つの相間の
相転移は２次転移であり、1/N の高次の効果を考えてもその結果は変わらない [5]。
さてここで、連続極限を取る前の有限格子上で定義された格子CPN−1理論を考えよう [4]。格子上

のモデルに対しては、数値計算的手法のモンテーカルロ・シミュレーションが適応できる。CPN−1拘
束についてはその変数を三角関数を用いて正確に表現することが出来る。ただし、あまり大きなN に
ついては変数の数が多くなるので計算に長い時間を取り、実行は難しくなる。実際の計算結果を格子
CP2モデルについて示すと、図 2に見るように、比熱がシステムサイズ依存性を示し、その依存性が
有限サイズスケーリングで綺麗にフィット出来ることから転移が２次であると結論できる。格子CP1

モデルについても、同様な結果が得られている。

図 1: 格子CP2モデルの比熱システムサイズ依存性と有限サイズスケーリングの結果。２次の相転移
の存在を強く示している。C1 ≡ N/g。

さて次に注目しているN = 4の結果を、図 2に示そう。内部エネルギーはC1 ∼ 4.5付近で飛びを示
し、さらに比熱は非常に大きな値を持っている。この振る舞いは転移が１次であることを強く示して
いる。この考察を確かめるために状態密度のエネルギー分布N(E)を計算した結果が、図 3 である。
C1 = 4.498でN(E)はダブルピークを示し、内部エネルギーが異なる２つの状態が共存していること
を示している。これらの計算結果より、N = 4のモデルでは１次転移と考えて良さそうであるが、い
ずれにしても計算は有限系で行われており、確定した結果とは言い切れない。
以上の結果は連続理論の 1/N -展開の結果と、格子上の理論の数値計算の結果が矛盾していること

を示している。可能な解釈としては 1/N―展開の収束半径は有限で、1/4より小さいとなるが、最近
の研究ではN ≥ 4の全てにおいて１次転移との結論が得られている [6]。そこで先に述べた極低温原
子系での実験が実現すれば、この問題に対する回答が得られると期待される。
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図 2: 格子CP3モデルの内部エネルギーと比熱の結果。１次の相転移の存在を強く示している。C1 ≡
N/g。

図 3: 格子CP3モデルの状態密度のエネルギー分布。１次の相転移の存在を強く示している。C1 ≡ N/g。

3 Schwinger model (cQED2)

近年、格子ゲージ理論の量子シミュレーションを実現するために種々の提案がなされている。基本的
に空間格子は先に説明した光学格子により実現し、時間は連続の実時間である。つまりHamiltonian

形式となる。クォーク等の fermionは格子サイトに配置され、ゲージ場の役割を担う bosonはリンク
上に置かれる。この実験設定は現時点で可能と考えてよい。問題となるのは局所ゲージ対称性の出現
である。
現時点で格子ゲージ理論の定式化には２つの方法がある。この章ではそのうちの一つを紹介し、もう

ひとつは次の章で説明しよう。モデルとしては最も簡単で、また詳しく調べられている２次元 compact

QED(Schwinger modelと呼ばれる)を考える。
一般的に格子サイト上に置かれた物質場 ψnはゲージ変換により ψn → Vnψnと変換される。ここで

Vnはゲージ群の元である。一方、ゲージ場 Un,kは Un,k → VnUn,kV
†
n+kと変換される。先に述べたよ

うにモデルは連続時間形式で定式化されるので、Un,kに共役な演算子として電場En,kが導入され, 交
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換関係
[En,k, Um,ℓ] = δn,mδk,ℓ (3)

が満たされる。原子系においてゲージ理論を実現するためには、この交換関係 (3)を満たすことを考
えなくてはならないことになる。そこで、quantum link model (QLM) と呼ばれる以下の方法を紹介
しよう。
各リンク上に２つの原子（より正確には、同じ原子の２つの異なる状態）a と bを置き、それぞれ

の粒子数演算子をNa, Nbとする。リンク上の粒子数の和Na +Nbは一定で 2ℓとする。角運動量演算
子を作る要領で以下の昇降演算子 L+, L− および z成分演算子を定義する。

L+ = a†b, L− = b†a、Lz =
1

2
(Na −Nb). (4)

上の演算子 (4)で定義される角運動量の大きさは ℓであることが容易に確かめられる。さてここで、
L+ ↔ U,L− ↔ U †, Lz ↔ Eと対応させると、ゲージ理論の交換関係 (3)が再現されることに注目し
よう。この事実をもちいてゲージ理論を原子で表現する提案をQLMと呼ぶ。各リンク上に２つの原
子を準備するので、pure gauge ではないことに注意する。このゲージー角運動量対応を用いて容易に
Kogut-Susskind ゲージ理論 Hamiltonianが定式化出来る。更に詳しい検討は fermionについての説
明の後に行う。
格子 fermionについては staggerd fermionについて説明を行う。Wilson fermionについても提案がな

されていることだけ、記しておく。格子点を even site, odd siteに分け、それぞれ cおよび dの fermion

を置き、cn(n ∈ even), dn(n ∈ odd)とする。（ここで c, d fermionは同じフェルミ原子の異なる内部
状態であることを注意しておく。）質量項をHM =M

∑
n(−1)nψ†

nψn、ここで ψn = cn(dn), n =even

(n =odd)である。実験においてDirac seaを実現するには、oddサイト上の d原子のみを詰めた状態か
ら始めればよいことが分かる。また、有限密度系を実現するには更に evenサイト上の c原子を必要なだ
け置けばよいことになる。ゲージ場とのカップリングは以上のことよりHP = λ

∑
n(ψ

†
nL+,nψn+1+h.c.)

となる。ここで空間１次元の場合について書いたが、高次元への拡張は明らかである。
以上説明した方法で、光学格子上にQEDを再現することが出来る。非可換ゲージ理論を作りたけ

れば、複数のボソンをリンク上に準備すればよい。局所ゲージ不変性はHP で与えられる a, b boson

と c, d fermion の相互作用において全角運動量が保存するので、それぞれの z-成分を電荷と読み替え
れば実現されていることが分かる [7]。以下に問題点を述べておく。

1. 角運動量のHilbert 空間は有限次元である。一方、ゲージ場の空間は無限次元である。

2. L+, L−は unitary 演算子ではない。ただし ℓ→ ∞では unitaryとなる。

3. QLMと格子ゲージ理論の相構造の対応を古典シミュレーションで明確にしておく必要がある。

4. この compact QED はM や密度を変化させると相転移が起ることが期待される。実際に実験で
その転移はどのように観測されるのか？

4 格子ゲージ理論: Gauge-Higgs model

先の章ではゲージ場を表すのに角運動量の演算子を用いた。もうひとつの可能性としてリンク上
に作られた BECを用いる方法がある [8, 9]。図 4に正方格子のリンク上に作られた BECの図を示
す。そこに示したように、４種類の異なる内部自由度をもつ BECをΨk (k = 1, · · · , 4)で表すと系の
Hamiltonianは（連続空間表記で）

H = Ψ†(x)
[
δkℓ
(
− ∇2

2m
+ Vk(x)

)
+Ωkℓ

]
Ψℓ + gkℓΨ

†
k(x)Ψ

†
ℓ(x)Ψℓ(x)Ψk(x), (5)
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図 4: 格子リンク上に置かれた BECとその間の相互作用。1, · · · , 4は BECの種類を表す。

で与えられる。ここで Vk(x)は原子 kのポテンシャル、gkℓは相互作用であり、Ωkℓはラマン散乱によ
るラビ振動を表す。それぞれのパラメターで有限の値を持つ量は図 4に示してある。また、化学ポテ
ンシャルの項は省略している。
さて、上記の BECの位相をゲージ場と見なすわけであるが、数学的にその構造を見るために、以

下のような変数を導入する。
Ψri =

√
ρ̂ri e

iθ̂ri , ρ̂ri = ρ0 + η̂ri. (6)

ここで ρ0は平均密度（化学ポテンシャルで制御される）であり、演算子 {η̂ri, θ̂ri}は互いに共役な演算
子である。従って、θ̂riを格子リンク (r, i)上のゲージ場と見なしたときに、η̂riは電場と理解される。
この変数を用いてHamiltonian (5)を書きなおす。そのときに式 (5)の相互作用項の gkℓを調節して、
密度（電場）η̂riがガウス則を近似的に満たすようにする。

Ĥa =
1

2γ2

∑
r

(∑
i

∇iη̂ri
)2

+V0
∑
r,i

η̂2ri+ ĤL({θ̂ri}),

ĤL = 2g′ρ0
∑
r,i<j

(
cos(θ̂ri − θ̂rj) + · · ·

)
. (7)

ここで γ2 ∝ (gkℓ)
−1であり、 また V0はポテンシャルからくるパラメーターである。

Hamiltonian (7)の第１項において、γ → 0の極限を考えると、明らかにガウス則を満たす状態
(
∑

i∇iη̂ri)|Phys⟩ = 0のみが物理的な有限エネルギー状態として現れ、その subspaceでの有効理論を考
えれば良いことになる。これはこの極限における有効理論では局所ゲージ対称性が出現することを意味する。
しかしながら、この極限は fine tunning であり、原子系の実験では厳密にこの極限を実現することは
難しい。そこで、この条件を緩めたときにどのような理論が出現するかを調べることにする [9]。詳し
く調べるために、以下では経路積分表示に移ることにする。
経路積分表示で分配関数 Z は

Za =

∫ ∏
x,i

[dηxidθxi] exp
[∑

x,i

(
− iηxi∇4θxi−∆τV0η

2
xi

)
−∆τ

2γ2

∑
x

(∑
i

∇iηxi
)2

−∆τ
∑
x4

HL({θxi})
]

(8)

となる。∆τ は時間方向の格子間隔である。ここで問題となる因子

G̃ ≡
∏
x

exp[(−∆τ/2γ2)Q2
x], Qx ≡ −

∑
i

∇iηxi

に注目すると、

G̃ ≃
∫ 2π

0

∏
x

dθx4
2π

exp

(
γ2

∆τ
cos θx4 − iθx4

∑
i

∇iηxi

)
, (9)
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と、時間方向のリンクに乗ったゲージ場の第４成分 θx4を用いて表すことが出来る。この式 (9)を式
(8)に代入し、ηxiについてのガウス積分を実行すると、以下の式が導かれる

Za =

∫
[dU ] exp(Aa), Aa = AI +AP +AL,

AI =
∑
x,µ

c1µ cos θxµ, AP =
∑

x,µ<ν

c2µν cos θxµν ,

AL =
∑

x,µ<ν

c3µν
[
cos(θxµ − θxν) + cos(θxµ + θx+µ,ν)

+ cos(θx+µ,ν − θx+ν,µ) + cos(θxν + θx+ν,µ)
]
. (10)

ここで、Uxµ = eiθxµ , c14 = γ2/∆τ, c1i = 0、c2i4 ≃ (2∆τV0)
−1 であるが、それらの項を含み上記モデ

ルを冷却原子系で実現するための提案が多くなされている。そこでここではモデル (10)について詳し
く調べることにする。
モデル (10)は明らかに局所ゲージ不変性を破る。しかしここで、サイト上に新たにボソン場ϕx = eiφx

を導入することにより、局所ゲージ不変な形にモデル (10)を書き換えることができる。その結果

ZGH =

∫
[dϕ][dU ] expAGH({Uxµ}, {ϕx}),

AGH = A′
I +AP +A′

L,

∫
[dϕ] ≡

∏
x

∫ 2π

0

dφx

2π
,

A′
I =

∑
x,µ

c1µ cos(φx + θxµ − φx+µ),

A′
L =

∑
x,µ<ν

c3µν
[
cos(φx+ν + θxµ − θxν − φx+µ)

+ cos(φx + θxµ + θx+µ,ν − φx+µ+ν)

+ cos(φx+µ + θx+µ,ν − θx+ν,µ + φx+ν)

+ cos(φx + θxν + θx+ν,µ − φx+ν+µ)
]

(11)

はモデル (10)と等価である。実際, 以下のゲージ不変性を用いて、ZGH = Zaを示すことが出来る。

θxµ → θ′xµ = θxµ + Λx+µ − Λx,

ϕx ≡ eiφx → ϕ′x = eiΛxϕx (φx → φ′
x = φx + Λx). (12)

以上の変換性より、ϕxはHiggs 場と理解することが出来る。
種々の gauge-Higgs モデル (11)について、モンテ-カルロ・シミュレーションにより調べた相構造

を以下に示そう。モデルのパラメターの定義は表 13に与える。

Model c14 c1i c2i4 c2ij c3i4 c3ij

IP c1 c1 c2 c2 0 0

ItPtLs c1 0 c2 0 0 c3

ItPLs c1 0 c2 c2 0 c3

PL 0 0 c2 c2 c3 c3

(13)

それらのモデルの (3+1)次元系の相構造を図 5に示そう。相は Higgs相、閉じ込め相およびクー
ロン相からなる。ここで冷却原子系の言葉で各相を理解すると、Higgs相は BEC相に対応し、閉じ
込め相はモット相、そしてクーロン相は gapless の励起が存在しながら長距離相関が無い相であり、
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図 5: 表 13に示したモデルの c2 − c1,3平面での相構造。相境界の数字は転移の次数をあらわす。
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図 6: static source (quark-antiquark)による原子密度の揺らぎの模式図。∆ρr ≡ (
∑

i η
2
ri/3)

1/2 を示す。

plaquette項を持つモデル特有の相と言える [10]。この plaquette項が小さい場合、図 5に示すように、
先の γの大きさを小さくしていくと、Higgs相から閉じ込め相への転移が観測されるはずである。
数値計算ではゲージ場の位相に対応するBECの位相が変数となっているが、実際の冷却原子の実験

では、原子密度の空間依存性がまず始めに観測される量であろう。ゲージ理論における static source

はポテンシャル Vk(x)を変形させることにより、比較的容易に冷却原子系に持ち込むことが出来ると
予想される。quark-antiquark を static sourceとして系に持ち込んだときの電場＝密度揺らぎを図 6

に表しておく。

5 まとめと将来の展望

1. この講演では現在提案されている量子シミュレーションの具体例を紹介した。

2. 実験技術の向上により、提案された種々の格子モデルは実現可能となるであろう。

3. その中で、ゲージ理論としては gauge-Higgs モデルが最初に実現されると期待される。
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4. local gauge 対称性を実現する新しいアイディアの提唱が待たれる。

5. 実験的には温度をコントロールすることが出来れば、得るところは多い。

6. 時間変化を追いながら相転移現象が観測出来ことが期待される。

7. 有限密度ゲージ理論の実現には符号問題等の大きな問題がないので、
近い将来の実現が待望される。
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一次元量子気体の二重極振動の減衰における量子位相滑り 

 

発表者: 

段下一平、京都大学基礎物理学研究所 

 

概要: 

近年の光格子中の一次元ボース気体を用いた実験において、閉じ込めポテンシャルを突

然ずらすことによって引き起される二重極振動が調べられ、高次元系には見られない顕

著な減衰が観測されている[1]。我々はこの振動の顕著な減衰を量子位相滑りによる超

流動流の崩壊と関連付けて議論した。振動が減衰する間のエネルギー損失についての定

性的な考察とtime-evolving block decimation法による厳密な数値計算から、振動の減衰率

が位相滑りの生成率を流速で割った量に比例することを見いだした。この関係式とさら

なる数値計算から、実験で観測された振動の減衰の原因が主として量子位相滑りによる

ものであると主張した。さらに、有限温度において流速を変化させた際に減衰率が普遍

的なクロスオーバー的振る舞いを示すことを提案した。この発表の内容は発表者の最近

の原著論文[2]に基づく。 

 

[1] M. Cazalilla, R. Citro, T. Giamarchi, E. Orignac, and M. Rigol, Rev. Mod. Phys. 83, 1405 

(2011). 

[2] I. Danshita, Phys. Rev. Lett. 111, 025303 (2013).  
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2重井戸型ポテンシャルに捕捉された冷却原子気体の非平衡初期分布緩和過程に
対する非平衡Thermo Field Dynamics

中村祐介, 桑原幸朗, 山中由也, 早大基幹理工電子光システム

1 はじめに

実時間正準場の理論形式であるThermo Field Dynamics (TFD)は、空間の自由度を倍加することによ

り、熱的な混合状態期待値を倍加された空間における純粋状態の期待値として表現する形式である [1, 2]。

我々は超演算子形式 [3]における準粒子描像という概念から非平衡TFD形式を導き、非平衡TFDでは仮

定であった密度演算子の特別な構造が、より基本的な要請から自然に得られることを示した [4]。この際非

摂動ハミルトニアンの構造も同時に決定され、非摂動ハミルトニアンに許されるパラメータは時間依存す

る 2つの実パラメータのみであることが導かれた。その 2つのパラメータはぞれぞれ粒子分布の時間変化

および準粒子エネルギーと解釈される。本研究では、仮定した要請の一部を見直し、非摂動ハミルトニア

ンに準粒子の寿命と解釈できる第三のパラメータが許されることを示す。さらにこのもとで、2重井戸型

ポテンシャルに捕捉された冷却原子気体系の非平衡緩和過程に対する数値計算を行う。

2 超演算子形式から非平衡Thermo Field Dynamicsへ

最初に論文 [4]で導入された超演算子形式の方法を簡単にレビューする。本稿では表記簡単化の為、1

モードの Bose粒子系の場合のみを記す。Fermi粒子系、多モードの系への拡張は容易である。

生成消滅演算子 a, a†の粒子数状態
{∣∣m⟩} で張られる Fock空間Hを考える。Hに作用する線形演算子

の集合は Liouville空間と呼ばれる線形空間 H̄をなす。H̄の要素を
∣∣A⟩⟩の様に二重ブラケットで表記する

ことにし、その内積を
⟨⟨
A
∣∣B⟩⟩ = Tr[A†B] と定義する。H上の演算子 Aを別の演算子Bに変換する超演

算 Ô : A 7→ Bは、超演算子形式では Ô
∣∣A⟩⟩ =∣∣B⟩⟩ と表記される。超演算 ǎ, ǎ†, ã, ã†をそれぞれ

ǎ : A 7→ aA , ǎ† : A 7→ a†A , ã : A 7→ Aa† , ã† : A 7→ Aa (1)

と定義すると

ǎ
∣∣m,n⟩⟩ = √

m
∣∣m− 1, n

⟩⟩
, ǎ†

∣∣m,n⟩⟩ = √
m+ 1

∣∣m+ 1, n
⟩⟩
, (2)

ã
∣∣m,n⟩⟩ = √

n
∣∣m,n− 1

⟩⟩
, ã†

∣∣m,n⟩⟩ = √
n+ 1

∣∣m,n+ 1
⟩⟩

(3)

及び交換関係

[ǎ, ǎ†] = 1 , [ã, ã†] = 1 , otherwise = 0 (4)

が成立する。ただし
∣∣m,n⟩⟩ ≡∣∣∣∣m⟩⟨n∣∣⟩⟩である。超演算子形式では熱的な期待値は Tr[Aρ] =

⟨⟨
I
∣∣A∣∣ρ⟩⟩ と

書くことが出来る。ここで
⟨⟨
I
∣∣ =∑m

⟨⟨
m,m

∣∣である。さらに ∣∣m,n⟩⟩は ǎ, ãに対する Fock空間とみなす

ことも出来る： ∣∣m,n⟩⟩ = 1√
m!n!

(
ǎ†
)m (

ã†
)n∣∣0, 0⟩⟩ (5)

この見方では倍加された Fock空間 {
∣∣m,n⟩⟩}上の純粋状態 ⟨⟨I∣∣、∣∣ρ⟩⟩の内積によって熱的期待値が記述さ

れている。これが TFDの形式である。

Schrödinger描像における Liouville-von Neumann方程式 i ddtρS(t) = [HS , ρS(t)] で記述される熱的な系

を考える。超演算子形式では Liouville-von Neumann方程式を i ddt
∣∣ρS(t)⟩⟩ = ĤS

∣∣ρS(t)⟩⟩ と表すことが出
来る。ただし ĤS = ȞS − H̃S である。
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次にある非摂動ハミルトニアン Ĥu(t)を選び、相互作用描像を定義する：

i
d

dt
Û(t) = Û(t)Ĥu(t) , ǎ(t) = Û−1(t)ǎSÛ(t) , ã(t) = Û−1(t)ãSÛ(t) , (6)

Liouville空間や密度演算子は相互作用描像の {ǎ, ã}-演算子を通して構築されるため、Ĥu(t)を選び、準粒

子描像を明確に定義することが重要である。しかし熱的状況（特に非平衡系）においてその選択は自明で

はない。これらは以下の 3つ基本的な要請を課すことによって決定することが出来る：(a) 各時刻におい

て準粒子描像が存在する。(b)未来のマクロな量が現在に影響を及ぼさない、という熱的な因果律が成立

する。(c) t = ∞で熱平衡になる。
要請 (a)より、密度行列がエルミート性、正値性、規格化が任意の時間で保証されていなくてはならな

い。その為には非摂動ハミルトニアンが

Ĥu = ω
(
ǎ†ǎ− ã†ã

)
+ i
{
ζ1ǎã+ ζ2ǎ

†ã† + ζ3

(
ǎ†ǎ+ ã†ã

)
− ζ2

}
(7)

となっている必要がある。ただし

ζ1 = ṅ+ κ , ζ2 = ṅ+
n

1 + n
κ , ζ3 = −ṅ− 1 + 2n

2(1 + n)
κ (8)

である。つまり３つの実数パラメータ (ṅ, ω, κ)を含んでいる。このうち ṅは分布関数の時間微分、ωは準

粒子エネルギーであることがすぐ分かるが、κの物理的意味は非自明であった。

ここで以下の伝搬関数を考える：

∆(t1, t2) = −i
⟨⟨
I
∣∣T [Â1(t1)Â2(t2)

]∣∣ρ⟩⟩ (9)

= −iθ(t1 − t2)
⟨⟨
I
∣∣Â1(t1)Â2(t2)

∣∣ρ⟩⟩− iθ(t2 − t1)
⟨⟨
I
∣∣Â2(t2)Â1(t1)

∣∣ρ⟩⟩ (10)

ただし Âは ǎ, ǎ†, ã, ã†の何れかである。T積の為、後の時刻の演算子が
⟨⟨
I
∣∣に掛かることに注意する。従っ

て要請 (b)を守るためには、
⟨⟨
I
∣∣Â(t)がマクロな量に依存してはいけない。

先行研究 [4]では ωは微視的な量であり、ṅは巨視的な量であることを前提とした。また κの物理的な

意味は非自明であったが、非摂動ハミルトニアンの虚部に現れることから ṅと同様、巨視的な量であると

解釈した。
⟨⟨
I
∣∣Â(t)が κと ṅに依存しないためには、κ = 0が必要であることがすぐ分かる。このように

して非摂動ハミルトニアンが ω, ṅの 2つのパラメータしか持たないと結論付けた。

3 非摂動ハミルトニアンの第3のパラメータ

パラメータ κを

γ = 2(1 + n)κ (11)

と γに置き換え、更に式 (7)に熱的 Bogoiubov変換

ξµ = Bµνaν , ξ̄µ = āνB−1,νµ , Bµν =

(
1 + n −n
−1 1

)µν

(12)

を施す。ここでAµ =
(
A Ã†

)t
, Āν =

(
A† −Ã

)
という熱的 2重項表記を用いている。すると式 (7)は

Ĥu = (ω − iγ)ξ†ξ − (ω + iγ)ξ̃†ξ̃ + iṅξ†ξ̃† (13)

となる。相互作用描像の a 演算子に関する Heisenberg 方程式 i∂ta
µ = [aµ, Ĥu] と ξ の定義 (12) より

i∂tξ
µ = [ξµ, Ĥu − iṅξ†ξ̃†] であり、これを解くと

ξ(t) = ξ e
∫ tds [−iω(s)−γ(s)] , ξ†(t) = ξ† e

∫ tds [iω(s)+γ(s)] (14)
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となっている。従って γは準粒子の寿命の逆数と解釈できる微視的な量である。
⟨⟨
I
∣∣Âは γには依存して

いないので、熱的因果律に対する要請 (b)は γ ̸= 0を許している。このようにして非摂動ハミルトニアン

に第 3のパラメータ γ が許されるようになった。正しい解釈として、熱的期待値
⟨⟨
I
∣∣â†(t)â(t)∣∣ρ⟩⟩で制限

される n(t)やその時間微分 ṅ(t)は巨視的な量であり、ω, κのようにその種の制限のない量は微視的な量

であると見做せば良い。

式 (13)から分かる通り非摂動ハミルトニアンは非エルミートである。しかしブラ
⟨⟨
I
∣∣とケット ∣∣ρ0⟩⟩は

共役の関係にないため、ハミルトニアンが非エルミートであっても物理量が複素数にはならない。物理量

の実性に必要なのは
⟨⟨
I
∣∣Ĥu = 0であって、これは γ ̸= 0であっても成立している。このようにして、TFD

では準粒子の寿命という概念を相互作用描像のレベルで自然に取り入れることが出来る。

4 2重井戸型模型に対する数値計算

前章で得られた γの効果を確認するために、以下の様な冷却 Bose原子気体に対する単純な 2重井戸型

模型を考える：

H = −J
∑
ℓ

(
ψ†
LℓψRℓ + ψ†

RℓψLℓ

)
+
∑
ℓ

νℓ

(
ψ†
LℓψLℓ + ψ†

RℓψRℓ

)
+
U

2

∑
ℓ1ℓ2ℓ3ℓ4

gℓ1ℓ2ℓ3ℓ4

(
ψ†
Lℓψ

†
LℓψLℓψLℓ + ψ†

Rℓψ
†
RℓψRℓψRℓ

)
. (15)

Fig. 1: 左右の井戸の粒子数の偏りの時間変化。+1は全ての
粒子が左の井戸に、−1は全ての粒子が右の井戸に、0は左右均
等に存在していることを示している。点線は非摂動ハミルトニ

アンにおいて γ = 0とした場合の計算結果である。

ここで J は井戸間のホッピング項、U は井戸内の相

互作用定数、ℓは井戸内の準位である。各井戸は 1次

元調和振動子で作られ、その励起エネルギーは νℓ =

Ω(ℓ+1/2)である。相互作用項には井戸内の準位に

応じた係数 gℓ1ℓ2ℓ3ℓ4 =
∫
dz uℓ1(z)uℓ2(z)uℓ3(z)uℓ4(z)

が掛かっている。ここで uℓ(z)は調和振動子の固有

関数である。

冷却原子系の非平衡初期分布の緩和に関する典型

的な実験を模すために、t < 0では J = 0であり、系

は全ての粒子が左の井戸に集まっているものとする。

そして t = 0で瞬間的に J を正にし、系を非平衡に

する。このように用意した状態を初期条件とし、非

平衡 TFDを用いて導出した量子輸送方程式を解い

た結果を Fig. 1に示す。γの効果によって粒子が時

間の経過に伴って左右の井戸に均等に分配し、緩和

していくことが分かる。一方 γ = 0とした計算では

緩和しない。γを非摂動ハミルトニアンに取り入れることが、緩和現象を記述するにあたって重要である。
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Numerical Simulation of Quantum Transport Equation for
Bose-Einstein Condensate system of Cold gases

in One Dimensional Optical Lattice

Y. Kuwahara, Y. Nakamura, and Y. Yamanaka
Department of Electronic and Photonic Systems, Waseda University

1 Introduction

The system of cold neutral atomic gas has attracted attentions since Bose-Einstein condensates
were realized. The time scales of the thermal processes are sufficiently slow to observe various
nonequilibrium phenomena. We apply the nonequilibrium Thermo Field Dynamics (TFD) [1] to
the system, and derive the non-Markovian quantum transport equations [2, 3].

In our previous work [3], we considered the one dimensional system of cold neutral atomic Bose
gas confined by combined harmonic and optical lattice potentials. We investigated the thermal
process for the system after a sudden displacement of the former potential by solving the quantum
transport equation numerically, but assumed there was no condensate. In this work, we extend
the previous one to the case where the system has a condensate, and derive the coupled equations
consisting of the quantum transport equation, the time-dependent Gross-Pitaevskii (TDGP) one
and the time-dependent Bogoliubov-de Gennes (TDBdG) one.

2 Model Hamiltonian

We consider the following Bose-Hubbard Hamiltonian [4] which describes the one dimensional system
of cold neutral atomic Bose gas confined by a combined harmonic and optical lattice potentials:

H(t) =

Is∑
i=1

[
−Jψ†

i (t)(ψi+1(t) + ψi−1(t)) + {νi(t)− µ}ψ†
i (t)ψi(t) +

U

2
ψ†
i (t)ψ

†
i (t)ψi(t)ψi(t)

]
, (1)

νi(t) = (i− Ic + θ(−t)d)2V, (2)

where the field operator ψi satisfies the following canonical commutation relations:

[ψi(t), ψ
†
j(t)] = δij , [ψi(t), ψj(t)] = [ψ†

i (t), ψ
†
j(t)] = 0. (3)

The parameters J , V , µ , U , i , Is , Ic, and d represent the inter-site hopping, the strength of the
harmonic potential, the chemical potential, the on-site coupling, the site index, the total number
of sites, the center site index, and the harmonic potential displacement, respectively. The step
function θ(−t) indicates a sudden displacement of the harmonic potential at t = 0.

Considering the existence of the condensate, we divide the field operator ψi(t) into a classical
part ζi(t) and a quantum one φi(t) by the criterion ⟨0|φi(t)|0⟩ = 0. The order parameter ζi(t) =
⟨0|ψi(t)|0⟩ is an arbitrary time-dependent function at this stage because the vacuum has been not
specified yet and will be done self-consistently later. We note that due to the time-dependence of
ζi(t) the unperturbed Hamiltonians for ψi(t) and φi(t) in the interaction picture are different from
each other. We choose the unperturbed Hamiltonian for ψi(t) as follows:

H0 =
∑
ij

[
1

2
φ̄α
i

(
Tαβ
0,ij + δTαβ

ij

)
φβ
j + φ†

i (h0,ijζj + δijδCi) + φi(h0,ijζ
∗
j + δijδC

∗
i )

]
, (4)

where

φα
i (t) =

(
φi(t)

φ†
i (t)

)α

, φ̄α
i (t) =

(
φ†
i (t) −φi(t)

)α
, (5)
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Tαβ
0,ij(t) =

(
L0,ij(t) M0,ij(t)

−M∗
0,ij(t) −L0,ij(t)

)αβ

, (6)

L0,ij(t) = −J(δi,j+1 + δi,j−1) + δij(νi(t)− µ+ 2U |ζi(t)|2), (7)

M0,ij(t) = Uδijζ
2
i (t), (8)

h0,ij(t) = −J(δi,j+1 + δi,j−1) + δij(νi(t)− µ+ U |ζi(t)|2). (9)

The counter terms δTαβ
ij (t) and δCi(t) are to be determined self-consistently. The criterion ⟨0|φi(t)|0⟩ =

0 at any t leads

δCi = iζ̇i −
∑
ij

h0,ijζj , (10)

and the unperturbed Hamiltonian for φi(t), denoted by Hφ
0 (t), becomes

Hφ
0 =

∑
ij

1

2
φ̄α
i

(
Tαβ
0,ij + δTαβ

ij

)
φβ
j . (11)

Because the matrix Tαβ
0,ij(t)+δT

αβ
ij (t) is time-dependent, the field operator φi(t) should be expanded

in terms of the 2 × 2-matrix time-dependent orthonormal complete set {Wiℓ(t)} [5] each of which
obeys the TDBdG equation:

φα
i (t) =

∑
ℓ

W−1,αβ
iℓ (t)aβℓ , φ̄β

i (t) =
∑
ℓ

āαℓW
αβ
iℓ (t), (12)

aαℓ =

(
aℓ
a†ℓ

)α

, āαℓ =
(
a†ℓ −aℓ

)α
, (13)∑

i

Wiℓ1(t)W
−1
iℓ2

(t) = δℓ1ℓ2 ,
∑
ℓ

W−1
i1ℓ

(t)Wi2ℓ(t) = δi1i2 , (14)

iẆ−1
iℓ (t) =

∑
ij

(T0,ij(t) + δTij(t))W
−1
jℓ (t). (15)

3 Applying nonequilibrium TFD

In this section, we apply nonequilibrium TFD to the condensed system above. The time-dependent
number distribution function nℓ(t) is introduced as an unknown parameter [1], then the parameter

nℓ(t), the counter term δTαβ
ij (t) and the order parameter ζi(t) are simultaneously determined by the

self-consistent renormalization conditions. Calculating the self-energy at one-loop level in Feynman
diagram method and according to the renormalization conditions on the time-dependent on-shell
self-energy which we have proposed recently [6], the quantum transport equation and the counter

term δTαβ
ij (t) are fixed as

ṅℓ(t) = 4U2Re
∑
ℓ1ℓ2

∫ t

0
ds [C1[ζ,W ; t]C∗

1 [ζ,W ; s]{nℓ1nℓ2(1 + nℓ)− (1 + nℓ1)(1 + nℓ2)nℓ}s
+ C2[ζ,W ; t]C∗

2 [ζ,W ; s]{nℓ1(1 + nℓ2)(1 + nℓ)− (1 + nℓ1)nℓ2nℓ}s
+ C3[ζ,W ; t]C∗

3 [ζ,W ; s]{(1 + nℓ1)nℓ2(1 + nℓ)− nℓ1(1 + nℓ2)nℓ}s
+C4[ζ,W ; t]C∗

4 [ζ,W ; s]{(1 + nℓ1)(1 + nℓ2)(1 + nℓ)− nℓ1nℓ2nℓ}s] , (16)

δTαβ
ij (t) = δijU

(
2ñi(t) m̃i(t)
−m̃∗

i (t) −2ñi(t)

)αβ

. (17)

The subscript s of the braces in Eq. (16) denotes the time argument of n, and the coefficients
Ck[ζ,W ; t] (k = 1, · · · , 4) depend on both the order parameter ζi(t) and the eigenfunctions {Wiℓ(t)},
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though their explicit expressions are suppressed for simplicity here. The elements in the matrix of
Eq. (17) are

ñi = ⟨0|φ†
iφi|0⟩ =

∑
ℓ

[
nℓ

(
W 11

iℓ W
−1,11
iℓ −W 21

iℓ W
−1,12
iℓ

)
−W 21

iℓ W
−1,12
iℓ

]
, (18)

m̃i = ⟨0|φiφi|0⟩ =
∑
ℓ

[
nℓ

(
W 22

iℓ W
−1,12
iℓ −W 12

iℓ W
−1,11
iℓ

)
+W 22

iℓ W
−1,12
iℓ

]
. (19)

On the other hand, the order parameter ζi(t) is restricted by the criterion of ⟨0|φi(t)|0⟩ = 0, from
which follows the TDGP equation,

iζ̇i(t) =
∑
j

(h0,ij(t) + δij2Uñi(t)) ζj(t) + Um̃i(t)ζ
∗
i (t)− iγ(t)ζi(t), (20)

γ =
1

2
∑

i |ζi|2
∑
ℓ

ṅℓ

(
W 11

iℓ W
−1,11
iℓ −W 21

iℓ W
−1,12
iℓ

)
. (21)

Here we have included the contributions to δCi(t) up to two-loop order, and the last term in Eq. (20)
comes from the two-loop order and is necessary to conserve the total particle number.

Thus we have derived a set of the coupled equations, i.e., the quantum transport equation (16),
the TDBdG one (15), and the TDGP one (20). The interactions between the condensate and non-
condensed excitation modes are taken account of properly. The crucial point in our derivation is that
the coupled equations have been derived systematically from the single concept of the self-consistent
renormalization. It is remarked that the quantum transport equation derived in our approach has
an additional term which is absent in the other methods, namely the last term on the right side
of Eq. (16), which we call the triple production term. The term corresponds to the process where
three quasiparticles are created or annihilated. The process prevents the system from the thermal
relaxation because the collision term is always non-zero (1 + nℓ1)(1 + nℓ2)(1 + nℓ) − nℓ1nℓ2nℓ > 0.
If the negative energy mode does not exist in the system, the process is forbidden because of the
energy conservation, but once the negative energy mode appears, the triple production term induces
the decay of the condensate. This corresponds to the scenario of the Landau instability.

As a future task, we will perform numerical calculations of the set of the coupled equations.
It will be an interesting subject then to trace temporal behaviors of the system with the Landau
instability in detail.
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Abstract.
超弦理論におけるAdS/CFT対応の発見以降、AdS/CFT対応を応用したQCDの解析が試みら

れるようになった。特に近年では、重イオン加速器実験の進展に伴い、クォーク・グルオン・プラズ
マ状態 (QGP)をブラックホールを用いて解析することが盛んになされている。しかし、AdS/CFT
対応がある程度対応が確立しているのは、あくまで超対称性ゲージ理論と 10次元超重力理論の間で、
超対称性を持たない QCDの QGP状態に対してブラックホールを用いた解析がどの程度信頼出来
るのかきちんとした理解はなされていない。そこでこの研究ではWittenと酒井杉本によって提唱さ
れた D4ブレーンを用いた Holographic QCDの模型を解析し、その模型での QGP状態がどのよう
に bulk理論で実現するのか検証した。その結果ブラックホールでない重力解が QGPと対応するこ
とを示した。これは QCDの QGPを古典重力におけるブラックホールでは記述できないことを超
弦理論が示唆しており、これまでの期待とは大きく異なる結果である。

1. Introduction
AdS/CFT対応を用いると、large-N SU(N) p + 1次元 maximally supersymmetric Yang-Mills
theoryが有限温度で強結合にある場合、10次元古典超重力理論における black Dp brane解とい
うある種のブラックホール解を用いて解析できることを示せる [1]。そこでこのアイデアを拡張し
一般に有限温度の強結合の場の理論も、なんらかの古典重力理論におけるブラックホール解で解
析出来るのではないかという主張がなされるようになった。
このようなアイデアに基づいた研究の 1つに、QCDへの応用がある。特に重イオン加速器実験

の進展に伴い、QCDのQGP状態をブラックホール解を用いて解析することが盛んに行われてき
た。そして適当な重力理論を用意し、古典重力の解析をおこなうと、それなりに実験や格子ゲー
ジ理論の結果を再現出来ることが知られるようになった。ただしここで注意しなければならない
のは、このような解析は現象論的に行われており、古典重力理論におけるディラトン場のポテン
シャルなどを適当に tuneすることによって、いくらでも欲しい結果が得られる点である。そのた
め既存のQCDの結果を重力理論として解釈することは出来るが、新しい現象に対する予言能力は
あまりなく、模型としてどこまで有用なものなのかはよくわかっていない。またQCDを記述する
ための重力の模型自体が多数ありどのような模型が良いのかもよく理解されていない。
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そこで我々はWittenによって提唱されたD4ブレーンを用いたHolographic QCDの模型 [2]1

を用いて、本当に QCDの QGPをブラックホールで記述出来るのか検証した [4]。この模型の利
点として、現象論的なHolographyの模型と異なり、QCDを超弦理論からきちんと導出出来るた
め、原理的にはQCDと bulkの理論の対応を厳密につけられる。(超弦理論における Holography
ではゲージ理論に対応する理論が必ずしも単なる古典超重力理論であるとは限らない。量子重力
的な補正や高階微分項の補正が一般には必要である。そのため単なる重力理論とは区別して、こ
の論文では「bulkの理論」と呼ぶことにする。) そして単なる古典重力で本当にQCDを記述出来
るのかという問題について議論していく。
実はこの D4ブレーン模型におけるQGPの解析はすでに行われており、black D4 brane解と

呼ばれる重力解でQGPを記述出来るという予言がなされてきた [5, 6]。しかし我々の検証の結果、
これらの予言は誤りであることが証明され、さらに別のブラックホール解ではない bulk理論の解
でQGPが記述出来るとこが示された。詳しくは本文で議論するが、この結果はQGPを bulk理
論で記述するためには、単純な重力理論を考えるだけでは難しく超弦理論的な補正が必要なこと
を強く示唆している。

2. WittenのD4ブレーンを用いた holographic QCDの模型の紹介
Wittenは 4次元 large-N SU(N) pure Yang-Mills理論 (YM4)に対する bulk理論を得るために、
D4ブレーンを用いて以下に示すような構成を行った。まずN 枚のD4ブレーンを考えると、その
有効理論は 5次元 U(N) SYM理論 (SYM5)で与えられ、その作用は次のようになる 2。

S =
N

λ5

∫
d5xTr

(
1

4
F 2
µν +

1

2
(DµΦ

I)2 +ΨDΨ+ · · ·
)

(1)

ここで λ5は SYM5の ’t Hooft結合定数で、ΦIとΨは各々adjoint表現に属するmasslessの scalar
場と fermion場である。この理論で Large-N 極限をとり強結合領域を考えると、10次元超重力理
論における記述が良くなる [1]。そのため SYM5は強結合領域で重力による解析が可能である。
一方、我々が興味があるのはYM4である。そこでWittenは SYM5を S1コンパクト化し、そ

の S1方向に対し、fermionに半周期境界条件 (=有限温度の fermionと同じ境界条件)を課すこと
を考えた。

S =
N

λ5

∫
d4x

∫ L4

0
dx4Tr

(
1

4
F 2
µν +

1

2
(DµΦ

I)2 +ΨDΨ+ · · ·
)
, Ψ(x4 + L4) = −Ψ(x4) (2)

ここでこの S1の半径をL4とし、この理論の無次元有効結合定数を λ4 ≡ λ5/L4とする。するとこ
の系では fermionが質量 1/L4を持つため低エネルギーでは decoupleする。これにより超対称性
が破れ、adjoint scalar ΦI や 5次元方向のゲージ場A5も量子補正で質量 (∼ λ4/L4)を獲得する。
その結果、低エネルギーでもmasslessで残るのは、ゲージ対称性でmassが守られた 4次元ゲー
ジ場のみである。そのため SYM5から 4次元の pure Yang-Mills理論 (YM4)を低エネルギーで得
ることが出来る。もう少し正確に SYM5からYM4を得るための条件を述べると、YM4における
dynamical QCD scale ΛQCDがKK scale 1/L4に比べて十分小さくなる必要があり、そのために
は λ4 ≪ 1という弱結合極限をとる必要がある [2]。(直感的には強結合ではKKモードがmassless
場と結合するため、YM4を得るためには弱結合をとる必要がある。)

1 Wittenは D4ブレーンを用いて 4次元 large-N pure Yang-Mills理論に対する dualな bulk理論の構成を行った。
さらに酒井杉本によって、この模型に D8ブレーンを組み合わせることで、カイラル対称性を持ったクオーク場を導入
出来ることが示された [3]。これにより 4 次元 large-N QCD を bulk理論で解析する方法が理解された。ただし、こ
れらの研究は 4次元 QCDを bulk理論で記述するためには弦理論的な補正項が必要なことを示唆しており、単なる古
典重力で QCDを記述出来るとは主張していない。またこれらの研究では温度 0の閉じ込め相に関して議論しており、
QGPに関しては触れていない。我々の研究 [4]はWittenや酒井杉本の研究に基づいており、これらの研究に問題があ
るといっているわけではない。
2 一般に 5次元のゲージ理論は繰り込み不可能であると考えられている。しかし 5次元 SYM理論は 6次元 (2,0) 超
共型場理論という繰り込み可能な理論を S1 コンパクト化した場合の低エネルギー有効理論として定義出来ると考えら
れているので、6次元まで理論を拡張すれば問題はないと期待されている。
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このようにして D4ブレーンから弱結合極限をとることで YM4を得ることができることが理
解出来たので、次は bulk理論でYM4に対応する解を得る方法について議論する。そのためには
ゲージ理論同様に 10次元超重力理論を S1コンパクト化し、低エネルギー極限 (λ4 ≪ 1)を考えれ
ばよい。まず bulkを S1コンパクト化し、fermionに半周期境界条件を課すと、D4ソリトン解と
いう超重力解が強結合領域 (λ4 ≫ 1)で安定に存在することが解明された。この解は SYM5の強
結合領域 (λ4 ≫ 1)を記述するので、YM4を得るためにはこの解の弱結合極限 (λ4 ≪ 1)を取れば
良い。しかし、この解で弱結合極限を取ると超重力による記述が悪くなり、必ず弦の励起モード
を取り入れなければならないことを示せる。このような励起モードを取り入れるためには、bulk
理論でRnのような高階微分項による補正を付け加える必要がある。
そのためYM4を bulk理論で記述するためには超重力理論に高次の高階微分項を加えて解析す

れば良い。ただしこのような高階微分項を評価するのは非常に困難なことが知られており、この
理論を用いてYM4を解析するのは現実的ではない。そこでWittenやその後の研究者達は、YM4
を直接 bulk理論で記述するのはあきらめ、(高階微分を無視した)強結合における超重力理論でも
定性的にYM4の性質を外挿出来るのではないかと主張した [2, 3, 5, 7]。このアイデアは格子ゲー
ジ理論における強結合展開と似ている。

強結合領域 弱結合領域 (YM4)
格子ゲージ理論 強結合展開による解析 MCによる数値解析
WittenのD4ブレーン模型 超重力理論による解析 高階微分を取り入れた理論による解析

格子ゲージ理論もWittenの模型も強結合では解析が容易だが、YM4を得るための弱結合領域で
は解析的な計算が難しい。しかし強結合領域で計算した結果でも弱結合領域の物理を外挿し、定
性的に議論出来ることがある。一般的にもこのような強結合展開を用いた解析は定性的なレベル
ではそれほど悪くないことがある。ただしこのような強結合展開からの外挿が正しく機能するた
めには、強結合領域と弱結合領域の間で相転移が起きずに物理量が連続的につながる必要がある。
また格子ゲージ理論の doublerのように非物理的なモードが強結合領域では存在する可能性があ
るので、それらのモードをうまく取り除く必要がある。これらの点に注意すれば強結合展開は定
性的にはそれほど悪くない解析だと期待出来るので、D4ブレーン模型の強結合領域を古典超重力
で解析し、YM4と比較することは意味があると考えられる。実際にこのアイデアに基づき、D4
ソリトン解の性質を調べるとYM4の閉じ込め相と定性的に似た性質を持つことがわかる。さら
に D4ソリトン解を用いて glueball spectrum [7] やQCDのmeson spectrum [3]などが計算され
格子QCDなどと興味深い一致が見られてきた。

3. 有限温度におけるWittenのD4ブレーン模型の解析
前節で議論したように、WittenのD4ブレーン模型は強結合展開を通した定性的なレベルではあ
るがQCDを記述出来る。そこでこの模型を有限温度に拡張し、QGPの性質を bulk理論で解析す
るというのは自然なアイデアである。有限温度のQCDを評価するためには、時間 tをユークリッ
ド化して、周期 βを持たせればよい。念のため 10次元時空におけるD4ブレーンの配位を示すと

(t) 1 2 3 (4) 5 6 7 8 9
D4ブレーン ○ ○ ○ ○ ○ - - - - -

(3)

となる。ここで ()で囲った座標は S1コンパクト化されている。
前節で議論したように SYM5からYM4を得るためには弱結合である必要がある。さらに有限

温度の場合は、少なくとも温度が KK modeの質量よりも低くなる必要がある。それらは次のよ
うな条件で与えられる。

λ4 ≪ 1, β ≫ L4

λ4
. (4)

そのため bulk理論を強結合領域で解析し、この条件を課したときにどのようなことが起こるのか
外挿することで、QGPの性質を議論出来る。
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Figure 1. D4ブレーンを S1
β ×S1

L4
にコンパクト化した場合の相図。P/APは S1

β ×S1
L4
に対する

fermionの周期性 (周期/半周期)を表している。青い領域は古典重力における解析が信頼出来る強
結合領域である。一方、緑の領域は弱結合極限 (4)により YM4が得られる領域である。(左図の
左下の緑の領域はYM4に β ↔ L4という変換を課すと得られる領域である。詳細は文献 [4]参照)
その他の空白の部分はあまり良い解析法を持たない領域で、そこでの相構造は外挿によって推測
されたものである。赤い実線は相の境界 (相転移点)を表しており、黒い実線はその相の境界を外
挿したものである。(左図の黒い点線上は相転移が起こる可能性があるが明確な証拠がない。) 各
領域でのオーダーパラメータである Polyakov loopの値も記した。右図でも左図でも低温領域で
は、YM4の閉じ込め相と D4ソリトン (solitonic D4)が同じ相に属することを示唆している。一
方、高温領域では fermionの周期によって振る舞いが大きく異なる。左図では bulkの高温で出現
する black D4解とYM4の非閉じ込め相が異なる相に属し、両者の間で必ず相転移が起こる。一
方、右図では bulkの高温で出現する localized D3ソリトン解とYM4の非閉じ込め相が同じ相に
属している。これは高温における bulkの物理が、YM4の物理と連続的につながることを示唆し
ており、強結合展開でYM4のQGPを解析出来ることを意味している。

ただしここでもう一点注意する点がある。それは SYM5の adjoint fermion Ψのユークリッド
時間 S1

β に対する周期性である。一般に理論に S1コンパクト空間がある場合、fermionには境界
条件として、周期境界条件か半周期境界条件のどちらかを課す必要がある。今の場合、興味のあ
るYM4では fermionは存在せず、SYM5の adjoint fermion Ψは非物理的なモードである。また
条件 (4)をとることで fermionは decoupleする。そのためYM4の物理には、fermionの周期性は
影響を与えないはずである。具体的に式で表すと次のようになる。

ZSYM5
(AP,AP) = Tr e−βHSYM5 → Tr e−βHYM4 , (λ4 → 0, L4/λ4β → 0),

ZSYM5
(P,AP) = Tr(−1)F e−βHSYM5 → Tr e−βHYM4 , (λ4 → 0, L4/λ4β → 0). (5)

ここで (A)Pは (半)周期境界条件を表し、F は fermion数である。各分配関数で周期性を 2つ書
いたのは、考えている有限温度 SYM5において、温度に対する S1

β と、元々YM4を得るために用
いた S1

L4
の 2つが存在し、その各々に対する fermionの周期性を表すためである。(1つ目の周期

性が S1
β に対するもので、2つ目が S1

L4
に対するものである。)

一方、我々が実際に解析を行うのは bulkの強結合領域であり、そこでは fermionが強く結合
しているため、fermionの周期性によって物理的な性質が変わりうる。そこで fermionの寄与をき
ちんと調べるために我々は通常の有限温度の系で課す半周期境界条件の他に周期境界条件も課し、
各々の結果を比較してみることにする。

3.1. 有限温度 D4ブレーン模型の相構造
有限温度における D4ブレーン模型の相図を Fig. 1にのせた。ここでは逆温度 βと有効結合定数
λ4の 2つのパラメータによる相構造を図示してある。また fermionの S1

β 方向に対する周期性を、
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APと Pの二種類とったため、2つの図で示した。

3.1.1. オーダーパラメータ まず相構造を見ていく上で有用なオーダーパラメータを定義する。
今 SYM5は S1

β と S1
L4
という 2つの S1にコンパクト化されている。そのため各々の S1に対する

Polyakov loopをオーダーパラメータとして定義する。

W0 =
1

N
TrPei

∫ β
0 A0dx0

, W4 =
1

N
TrPei

∫ L4
0 A4dx0

. (6)

よく知られているようにW0 = 0の場合が confinementを表し、W0 ̸= 0の場合が deconfinement
を表す。

3.1.2. (AP,AP)境界条件の場合 はじめに温度 S1
β に半周期境界条件を課した場合の結果を見

る。我々の研究以前はD4ブレーン模型ではこの周期境界条件しか調べられていなかった。
まず bulkでの記述が良い強結合領域に関して議論する。(図 1左図 青色の領域) この領域では

低温でD4ソリトン解が安定に存在する。この解は 2節ですでに議論した閉じ込め相に対応する
重力解である。だがこの解より熱力学的に安定な black D4ブレーン解と呼ばれる重力解が高温
(β < L4)で現れ、両者の間での相転移が β = L4上で起こる。
実は長年この相転移がYM4における閉じ込め・非閉じ込め相転移と対応し、black D4ブレー

ン解が YM4の deconfinement相と対応すると考えられていた [5]。しかしこの相図を見るとすぐ
にこの対応に問題があることに気がつく。それは black D4ブレーン解とYM4の非閉じ込め相の
間で相転移が起きていることである [6]。またこれと関連してオーダーパラメータW4の値がこれ
ら 2つの相で異なる。(オーダーパラメータに関しての詳細は文献 [4]で詳しく議論してある。) こ
れは black D4ブレーンでの物理量が、YM4の非閉じ込め相の物理量と連続的につながらないこ
とを意味しており、長年信じられてきた black D4ブレーン解とYM4の非閉じ込め相の対応が
誤りであったことを示している。そのため (AP,AP)境界条件の場合はQGPなど高温でのYM4の
振る舞いを bulk理論でこのまま解析することは出来ない 3。

3.1.3. (P,AP)境界条件の場合 次に温度 S1
βに周期境界条件を課した場合の結果を見る。この場

合も低温では閉じ込め相に対応するD4ソリトン解が安定に存在する。そして高温にいくと相転
移が

Tc ∼
λ4

L4
(7)

で起こり、localized D3ソリトンと呼ばれる解がこの温度より高温では安定に存在する。ここで
重要なのはこの localized D3ソリトン解がYM4と同じオーダーパラメータの振る舞いを示し、両
者の間に相転移が起こらない可能性が高いことを示唆する点である。これは localized D3ソリ
トンがYM4の非閉じ込め相に対応し、温度 (7)での bulk理論の相転移がYM4での閉じ込め・
非閉じ込め相転移に対応することを強く示唆している。特に相転移温度 (7)が λ4に比例するのは
良い傾向で、YM4が出現する弱結合極限 (4)で、この相転移が実際に YM4の現れる低温に向か
うことを意味している。(図 1 右図)
ただしここで一点注意することがある。この相転移温度 (7)は結合定数 λ4 に比例し、強結合

領域では非常に高温で起こる。このような高温では温度 S1
β の半径が非常に小さくなり、stringス

ケールに達してしまうため、通常の超重力理論の解析が信頼出来なくなる。しかしこの問題は温
度 S1

β に対して T-dualをとることで、回避することができT-dualをとった後の理論では超重力

3 black D4ブレーン解を YM4と連続的につながらない非物理的な解だと見なし、無視することで、(AP,AP)境界条
件でも YM4を解析できる可能性がある。実際 β = L4 の相転移は一次相転移なので D4ソリトンはこの温度より高温
でも安定に存在できる。そしてある程度高温では、(AP,AP)境界条件も (P,AP)境界条件の場合と同様に D4ソリトン
が不安定化し、YM4の閉じ込め・非閉じ込め相転移を記述できると期待されている。
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の解析が信頼出来る [4]。(T-dualをとる前の超重力理論は IIA型で、T-dualをとった後の超重力
理論は IIB型である。D4ソリトンは IIA型で記述され、localized D3ソリトンは IIB型で記述さ
れている。)
このようにT-dualをとらなければ、YM4の非閉じ込め相を超重力理論で記述出来ないと言う

ことは重要である。これはYM4の低温から高温までの全ての温度領域を記述するような 1つの重
力理論は存在していないことを意味している。

YM4の非閉じ込め相に対応する localized D3ソリトン解は、(T-dualをとる前の)IIA型超重力
の視点だと弦の励起によって構成された解となっており、もはや IIA型超重力の範疇では記述出
来ない。逆にYM4の高温での記述が良い IIB型超重力理論では、YM4の低温のを記述するため
には IIB型の弦の励起を取り入れる必要がある。
このように YM4の閉じ込め・非閉じ込め相転移を記述するために (IIAの視点では)弦の励起

を取り入れる必要があるという今回の bulkの解析の結果は、Yang-Mills理論による既存の閉じ込
め・非閉じ込め相転移の描像と定性的に似ている。Yang-Mills理論では閉じ込め・非閉じ込め相
転移はQCD stringのハゲドロン不安定性と関係があるとされていた [8]。一方、今回の解析で
は、相転移点 (7)近傍で、D4ソリトン時空が stringの効果で不安定化することを示せる。そして
この不安定 stringとYM4のQCD stringの不安定性は定性的に類似していることがわたった [4]。
これは我々の解析は自然にYM4を記述できることを示唆している。

4. Conclusion
この研究ではWittenによって提唱されたD4ブレーン模型を用いて、4次元YM理論の非閉じ込
め相や閉じ込め・非閉じ込め相転移が bulkの理論でどのように記述されるのか議論した。そして
既存の black D4ブレーンを用いた解析では本質的に問題があることを指摘し、localized D4ソリ
トン解を用いることで、この問題を回避出来ることを示した。そしてこの結論は様々な重要な点
を示唆している。

4.1. universal viscosity ratio
viscosity ratio η/sは高階微分のないアインシュタイン重力における black hole解に関しては常に
1/4πという一定値をとることが知られている [9]。しかし今回の結論はQGPに対応する bulk理
論では弦の励起が重要なことを示唆しており、単なるアインシュタイン重力による記述はおそら
く悪い。そのため viscosity ratioが 1/4πとなる根拠はない。実際に viscosityがどのような値を
取るのか localized D3ソリトンで評価すれば良いのだが、その解析はいくつかの困難のためなさ
れていない。またそれが出来たとしても強結合展開に頼る bulkの解析では定量的な議論は難しい
と考えられる。

4.2. 有限温度におけるカイラル対称性の回復
今回問題があることが解明された black D4ブレーン解は、酒井杉本模型における高温でのカイラ
ル対称性の回復の機構を説明するためにも用いられた [6]。そのため black D4ブレーン解を応用
し、有限密度や磁場がカイラル対称性に与える影響を調べるという研究が数多くなされてきた。し
かし今回の研究で black D4ブレーン解自体に問題があることが理解されたため、カイラル対称性
の研究も localized D3ソリトンを用いて見直す必要がある。

localized D3ソリトンを用いてカイラル対称性がどのように高温で回復するかは、文献 [4]です
でに議論されているので、有限密度や磁場を加えた解析もそれほど難しくはないのではと考えら
れている。

4.3. 現象論的な holographic QCDの模型に関するコメント
この研究では、YM4の閉じ込め・非閉じ込め相転移や非閉じ込め相を記述するためには bulkで
弦の励起を取り入れるか、T-dualをとって解析する必要性が理解された。この結果を深刻にとら
えると、これまで現象論的に構成されてきた holographic QCD(AdS/QCD)における重力の模型
は弦の励起をあまり考慮していないので、きちんと QGPの性質をとらえ切れていない可能性が
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高い。(もちろんある特定のパラメータ領域や特定の性質は現象論的にうまくYM理論を再現出来
る可能性はある。) 今後の課題として、QGPの性質でどのような性質が単純な重力理論で記述で
き、どのような性質に弦理論的な補正が重要になるのかを理解する必要がある。
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Magnetic QCD Critical Point
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1 Introduction

Quantum chromodynamics (QCD) is known to have rich phase structures at finite temperature T
and baryon chemical potential µB. Understanding the QCD phase diagram is particularly relevant
to the physics of heavy ion collisions, neutron stars, and the early Universe. However, these systems
are often subject to a strong magnetic field B. It is thus important to unravel the QCD phase
diagram in the presence of B in addition to T and/or µB.

In this work, we present a general argument for the possible existence of a new critical point
associated with the deconfinement transition in the (T,B) plane. For the detail, see Ref. [1]. In the
following, we assume the homogeneous magnetic field with the magnitude B in the ẑ direction.

2 QCD in a strong magnetic field

We first consider the regime at eB ≫ Λ2
QCD, where the strong coupling constant is sufficeintly small,

αs ≪ 1, and the analysis is under theoretical control. If we turn off the interactions, the energy
levels induced by the magnetic field (Landau levels) are given by

E2
n = p2z + (2n+ 1)eqB − 2eqBSz, (1)

where n is nonnegative integer, eq are the charges of the quarks, (eu, ed, · · · ) =
(
2
3 ,−

1
3 , · · ·

)
e, and

Sz is the spin in the ẑ direction. For the low-energy physics well below
√
eB, quarks in the higher

Landau levels (n ≥ 1) are irrelevant, and we can concentrate on the quarks in the lowest Landau
level (LLL) with n = 0. Now turning on the interactions, the quarks in the LLL acqure the mass
gap, which is given by

Mdyn = C(αs)
√

|eqB|, (2)

where the explicit form of C(αs) is found by solving the self-consistent gap equation [2]. Here we
just note that Mdyn → ∞ for B → ∞ instead of giving the detailed expression for C(αs). Then,
quarks in the LLL also decouple from the low-energy dynamics well below

√
eB at sufficiently large

B.
That all the quarks decouple from the low-energy physics at large B means that the low-energy

effective theory there is pure gluodynamics. In the presence of the magnetic field, the rotational
invariance is explicitly broken. Thus, the lowest-order effective theory for low-energy dynamics is
described by an anisotropic pure SU(3) gauge theory of the form

L0
eff = −1

4
F a
µνΓ

µν
αβF

aαβ , Γµν
αβ ≡ gµαg

ν
β + (ϵzz − 1)(δµ3δν0δα3δβ0 + δµ0δν3δα0δβ3), (3)

where ϵzz ≫ 1 [2]. Higher order terms are suppressed by factors of p/Mdyn at low energy, where p
is a characteristic momentum.

3 Magnetic critical point

One immediately notes that the low-energy effective theory in Eq. (3) has an emergent center
symmetry. For the isotropic pure SU(3) gauge theory, it is well known that the center symmetry is
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Figure 1: Putative phase diagram in the (T,B) plane. Tc(B) denotes the critical temperature of
the first-order deconfinement transition as a function of B that ends at the critical point P .

unbroken at T = 0 while it is broken at higher T , and the deconfinement phase transition between
the two is first order [3, 4]. We assume it is also the case for our anisotropic effective theory in Eq. (3).
Note that this assumption can be directly checked in the lattice studies relatively straightforwardly
as it does not require the calculation of a fermion determinant. Then, it follows that the underlying
theory, namely, QCD at sufficiently large B, must have a first-order deconfinement transition as a
function of T too, because small corrections of the effective theory cannot smear the transition due
to the existence of a nonzero latent heat.

On the other hand at B = 0, it has been well established from lattice QCD calculations that
the deconfinement regime emerges as a result of a crossover at finite T [5]. Therefore, the line of
first-order deconfinement transitions at large B above has to terminate at some point. The most
natural way for this to occur is for it to terminate at a critical point in the T -B plane—(Tc, Bc)
as shown in Fig. 1. Although other scenarios are also possible logically, we suspect that they are
unlikely to be realized in QCD [1]. As QCD with B does not have a sign problem unlike QCD
with µB, practical lattice QCD studies can distinguish between these scenarios and determine the
location of the magnetic critical point.

4 Experimental signatures

What is the possible experimental signatures of the magnetic critical point P in heavy ion collisions?
The magnetic critical point is characterized by the vanishing screening mass of the glueball [6]. Due
to the mixing between the glueball and the flavor-singlet meson q̄q, the divergence of the Polyakov
loop susceptibility at the point P is reflected in that of the chiral susceptibility,

χ =

∫
d3x⟨q̄q(x)q̄q(0)⟩c ∼ ξ2−η, (4)

where “c” denotes the connected part of the static correlator, ξ is the correlation length, and η is
the anomalous dimension.

In the presence of nonzero quark masses and small µB, as is the realistic case in the heavy ion
collisions, the symmetry does not forbid a mixing between these order parameters and the baryon
number density nB. Then, unless the point P disappears by a small perturbation of µB, the singular
behavior is also reflected in the baryon number susceptibility. Therefore, physical observables of
the magnetic critical point are similar to the conventional QCD critical point.

5 Cosmological implications

Figure 1 also points to an interesting possibility in the cosmology. If a large magnetic field of
order (or above) ΛQCD existed at the first 10−5–10−4 second of the early Universe, the QCD phase
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transition at that time would be strengthened to be first order by the magnetic field; this would then
result in the hadronic bubbles when the quark-gluon plasma supercools, implying the inhomogeneous
big bang nucleosysthesis (see, e.g., Ref. [7] and references therein). The first-order deconfinement
transition may also generate some relics, e.g., the strange quark matter as dark matter. This should
be contrasted with the scenario without (or with weak) magnetic fields, where the QCD is known
not to have phase transitions from the first principle QCD calculations [5] and nothing remarkable
happens.

Conversely, if the astrophysical constraints could ever disfavor the first-order deconfinement
transition in the early Universe, the position of the magnetic critical point (Bc) would in turn give
the upper bound of the strength of the magnetic field at the time of the hadronization.

6 Conclusion

In this work, we have argued a possible new critical point in the phase diagram on the (T,B) plane.
We have also discussed its possible experimental signatures in heavy ion collisions and cosmological
implications. Among others, it would be most interesting to determine the location of this critical
point in the lattice simulations without suffering from the sign problem. Whether the magnetic
critical point persists at large µB would also be an interesting question to be explored in the future.
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重イオン衝突実験における非ガウスゆらぎ

北沢正清1

大阪大学大学院理学研究科

近年重イオン衝突実験での観測が精力的に進む保存電荷のバルクなゆらぎ、特に高次キュムラントについて、

ハドロン相中における散逸が観測値に及ぼす効果を拡散マスター方程式を用いて考察する。また、実験で測定

される高次キュムラントのラピデティ幅依存性を利用して、重イオン衝突終状態のゆらぎが持つ物理的意味を

探る手段を提案する。

1 はじめに

有限温度QCDが持つ、非閉じ込め・カイラル相転移や、臨界温度付近の物質が持つ強結合性等の
物性現象は、ハドロン物理のみならず、様々な分野から注目を集める興味深い研究課題である。これ
らの物理現象に実験的に迫る手段として、重イオン衝突実験が世界各地で活発に行われている [1, 2]。
また、格子QCD数値解析による高温物質の研究も、臨界温度付近の強結合物質の非摂動論的側面を
第一原理的に調べる手段として精力的に推し進められている。近年、これらの分野において、保存電
荷ゆらぎ、特にゆらぎの非ガウス性を特徴づける高次キュムラントが持つ観測量としての有用性が注
目を集め [3, 4]、観測・研究が活発に行われている [1, 2]。重イオン衝突実験では、イベント毎解析に
より衝突終状態のある位相空間内の保存電荷数ゆらぎを観測することができる。一方、保存電荷ゆら
ぎは格子 QCD数値解析でも測定可能であり、重イオン衝突実験での測定値は格子QCDの数値解析
結果と直接比較することができる。これらそれぞれの系で測定される保存電荷ゆらぎを相互に比較し、
またこれらを理論的に考察することにより、QCD相図上におけるQCD臨界点の存在の実験的確認な
ど、様々な物理が明かになることが期待されている。
ただし、このような比較をするうえで注意しなくてはいけないのが、格子QCDを含む多くの理論研

究において考察されるゆらぎは大正準集団の平衡状態におけるそれに相当するのに対し、重イオン衝
突の終状態におけるゆらぎは完全には熱平衡化していないということである。実際、重イオン衝突終
状態でのゆらぎの非平衡性は最近のいくつかの研究により強く示唆されている。まず、LHCのALICE

実験で観測された電磁電荷の 2次ゆらぎが、ゆらぎを観測するラピデティ幅に強く依存するという結
果が得られた [1]が、このような振る舞いはゆらぎが熱平衡に至っているとすると説明できない。ま
た、最近行われた、格子QCD計算と RHICの STAR実験での実験結果 [2]との比較においても、粒
子収量から決められた温度と、ゆらぎの観測値から推定された温度とに有意な差があるという結果が
得られており [5]、重イオン衝突終状態のゆらぎが熱平衡化してないことを示唆している。
これらの結果が意味するのは、重イオン衝突実験で観測されるゆらぎの性質を正しく理解し、また

格子QCDを含む理論計算との比較を適切に進めるためには、衝突で生成された高温物質中でのゆら
ぎの非平衡性を考慮し、時間発展の様相を正しく記述することが不可避だということである。反面、
終状態のゆらぎが熱平衡に至っていないということはまた、観測されるゆらぎが高温物質の時間発展
の歴史を記憶しており、それゆえに非平衡性を正しく記述することにより、この観測量を重イオン衝
突全体のダイナミクスを理解する新たな情報源として利用できることを示唆している。高温物質中で
のゆらぎの時間発展に関しては、ガウスゆらぎ、すなわち 2次のゆらぎに関しては先行研究が存在す
る [6]ものの、最近注目を集めるようになった高次ゆらぎに関する研究はこれまで行われてこなかっ
た。本研究では、この問題に取り組むため、拡散マスター方程式を用いて高次ゆらぎの時間発展を記
述することを試みる [7]。また、この解析で得られる結果を実験で観測されるゆらぎのラピデティ幅依
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存性と比較することにより、重イオン衝突終状態におけるゆらぎの物理的性質を正しく理解するため
の具体的手段を提案する。

2 拡散マスター方程式

流体の時間発展を記述する基本方程式である流体方程式は決定論的であり、初期条件を定めればそ
の後の時間発展は一意に決定される。一方、現実の流体においては、マクロにはまったく同じ初期条
件から時間発展を開始しても、熱運動などのランダムな運動によって、一定の時刻が経過したあとの
物質の状態は流体方程式の解の周りにゆらぎを持って分布することができる。このようなゆらぎを記
述する理論的形式として、流体ゆらぎの理論を挙げることができる [8]。この理論では、流体方程式は
確率論的な揺動項が付加された、Langevin型の方程式となる。流体ゆらぎの理論はガウスゆらぎの範
囲では様々な問題に適用され、広く成功を収めている。しかし、この形式を非ガウスゆらぎに適用す
ることは、そう自明な問題ではない。ガウスゆらぎに関しては、揺動項が揺動散逸関係で決定するの
に対し、高次ゆらぎに関しては同種の自明な関係が存在しないためである。また、重イオン衝突実験
が観測するゆらぎは Poisson分布に近いのだが [1, 2]、流体方程式のように粒子の離散性が粗視化に
よって消失した形式では、離散系で自然に現れる分布である Poisson分布に従う高次キュムラントを
論じるのが難しいという困難も挙げられる。Poisson分布に従う高次キュムラントを記述するために
は、粒子の離散性を保った枠組みを用いる必要がある [7]。

図 1: 拡散マスター方程式 (1)によっ
て記述される系の概念図。

本研究では、このような要請を満たすモデルとして、以下のようなもの採用する [7]。まず、図 1に
示すように空間を長さ aの離散的なセルに分割し、各セルに存在する粒子が単位時間あたり一定の確
率 γで隣接するセルに移動すると仮定する。このとき、m番目のセルに含まれる粒子数がそれぞれ nm

である確率 P (n)は、拡散マスター方程式

∂τP (n, τ) = γ
∑
m

[(nm + 1){P (n+ em − em+1, τ) + P (n+ em − em−1, τ)} − 2nmP (n, τ)], (1)

に従う。この模型で各セルの長さ aを小さくする連続極限を取れば、各粒子は相互に無相関なブラウ
ン粒子として振る舞う。また、この極限でD = γa2が拡散係数に相当するので、極限はDを固定した
うえで取る必要があり、このとき粒子数の期待値及びガウスゆらぎの時間発展は通常の確率論的拡散
方程式と一致する [7]。この方程式を解き、ある固有時刻 τ に空間のある領域に存在する粒子数Q(τ)

の高次キュムラントを解析すれば、重イオン衝突実験の終状態におけるゆらぎと比較することができ
る。特に、実験では保存電荷のキュムラントをラピデティ幅∆ηの関数として測定することができるの
で [1]、∆η依存性を (1)式から得られる結果と比較することで様々な物理を論じることが可能となる。

3 高次キュムラントの∆η依存性

図 2に、拡散マスター方程式 (1)で計算されたQ(τ)の 2次および 4次キュムラントの振る舞いを示
す。ただし横軸は 1/X = ∆η/

√
Dτ である。図のそれぞれの線は異なる初期状態に対応しており、左

の図が初期状態でゆらぎが全く存在しなかった場合、右図は比較的小さいが有限のゆらぎが存在する
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図 2: 時刻 τ に、ラピデティ幅∆ηの領域に存在する保存電荷のネット粒子数Q(net)の 2次および 4次
キュムラント [7]。横軸は 1/X = ∆η/

√
Dτ。

場合である。また cは初期状態に依存したパラメータ。詳細は文献 [7]に示してある。実験で観測され
るゆらぎが固定されたフリーズアウト時刻 τ のものであると思えば横軸は∆ηに比例するので、これ
らの結果は実験における各キュムラントの∆η依存性と直接比較することができる。
図を見ると、2次のゆらぎは∆ηの増大とともに減少していくが、この結果は最近ALICEで観測さ

れた電磁電荷ゆらぎの振る舞い [1]と整合する。一方、4次キュムラントは広いパラメータ領域に渡っ
て 2次のゆらぎよりも小さい値を持っている。4次ゆらぎの∆η依存性は現状では観測されていない
が、ここで得られた 4次ゆらぎが 2次より抑制されるという結果は、高次ゆらぎの測定値に対する最
初の理論的予言であり、今後実験的に検証されることが望まれる。
また、図 2からは、∆ηの関数としての各次数のキュムラントが初期条件に強く依存して特徴的に

振る舞うことが見て取れる。特に 4次キュムラントは、初期条件によっては単調減少でない振る舞い
をするし、負にすらなり得る。このように、高次キュムラントの∆η依存性が初期条件に強く依存す
ることは、終状態のキュムラントの∆η依存性を観測することで初期状態の性質を実験的に明かにで
きることを示唆している。このように、各種キュムラントの∆η依存性は非常に興味深く重要な観測
量であり、今後これらの量の実験的測定が行われることにより、重イオン衝突全体のダイナミクスの
理解が深まることが期待される。
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3フレーバーPNJL模型によるQCD相転移の研究

山崎加奈子1、松井哲男
東京大学駒場

概要

メソン励起を取り込んだ 2フレーバー PNJL模型を 3フレーバーに拡張し、ゼロ密度で状態方程式の計算
を行った。3フレーバーに拡張したことで、低温相では π 中間子の他にK 中間子などのストレンジクォーク
を含むメソンが現れる。本講演では、低温でのメソンの圧力への寄与の仕方や、相転移に伴いそれらがどう
変化するかについて議論する。

1 はじめに
クォーク-ハドロン相転移の研究はQCDの重要な課題の一つである。QCD相転移についての研

究は有効模型や格子QCD計算で数多く行われているが、ハドロン相とクォーク相の中間領域がど
うなっているのか未だ明らかではない。この研究の目的はハドロン相とクォーク相の間で自由度が
どう変化するかを知るために、状態方程式の振る舞いを調べることである。我々はクォークと反
クォークの場で書かれた有効模型から出発し、クォーク-反クォーク間に相関を取り入れることでメ
ソンを記述する。カイラル相転移と非閉じ込め相転移を同時に取り扱うため、Nambu-Jona-Lasinio
model with the Polyakov loop (PNJL模型)[1]を用いる。本研究では、2フレーバー PNJL模型で
メソン励起を取り込み状態方程式の計算を行った我々の先行研究 [2] を 3フレーバーに拡張し、ス
トレンジネス自由度を取り込んだ。この報告は [3]に基づく。

2 モデルセットアップ
PNJL模型の分配関数を以下のように導入する。

Z(T,A4) =
∫

[dq][dq̄]exp
[∫ β

0

dτ

∫
d3xL(q, q̄, A4)

]
. (1)

L =
3∑

i,j=1

q̄i(i /D − m̂)ijqj + L4 + L6 (2)

ここで、4点相互作用 L4 は、

L4 = G
8∑

a=0

[
(q̄λaq)2 + (q̄iγ5λ

aq)2
]

(3)

1e-mail address: kyamazaki@nt1.c.u-tokyo.ac.jp
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L6 は

L6 = −K
[
det q̄(1 + γ5)q + det q̄(1 − γ5)q

]
(4)

である。 q̄ = (q̄1, q̄2, q̄3) = (ū, d̄, s̄), Dµ = ∂µ + gA0δµ,0 で、ゲージ場はダイナミカルな場ではな
く外場として取り扱われる。分配関数を計算する際、相互作用にクォーク場の 4次と 6次の項があ
るため、このままではクォーク場についての積分を実行することが出来ない。そこで 4次と 6次の
項を取り除くため、補助場 φa, πa を導入し、ダミー積分を挿入することでボソン化を行う。この
手続きによって、フェルミオン場の最高次が 2次になり、フェルミオン場についての積分が実行で
きる。さらに補助場として導入したメソン場の積分を鞍点法て処理することで、熱力学ポテンシャ
ルが温度の関数として以下のように求まる。

Ω(T ) = T
(
I0 +

1
2
TrM ln

δ2I

δφaδφb
+

1
2
TrM ln

δ2I

δπaδπb

)
. (5)

第一項目は平均場近似に相当し、二項目、三項目がメソン励起の寄与である。

3 状態方程式
平均場近似での圧力 pMF は (5)式の一項目から

pMF (T ) = p0
MF + 2 × 3

∑
f

d3p

(2π)3
p2

3Ef
fΦ(Ef ) − U(T, Φ) (6)

となる。fΦ(Ef )はクォークの分布関数で温度と Poluakovループに依存する。U(T,EΦ)は高温で
グルーオンの圧力を再現するように与えられたポテンシャルである。
メソン励起の圧力は (5)式の二項目、三項目から

pM = −
∑

n

∫
d3q

(2π)3
{

3lnMπ(ωn, q) + 4lnMK(ωn, q) + lnMη(ωn, q) + lnMη′(ωn, q)

+lnMσ(ωn, q) + 4lnMκ(ωn, q) + 3lnMa0(ωn, q) + lnMf0(ωn, q)
}

(7)

MM (ωn, q) =
1

2G′
M

− ΠM (ωn, q). (8)

と書ける。G′
M は各メソンについて 4点相互作用の結合定数Gと 6点相互作用の結合定数K を適

当な重みで足したもの、ΠM は各メソンの自己エネルギーである。平均場近似で得られた圧力とメ
ソンの効果を取り込んだ圧力を図 1に示す。ただしこの計算ではメソンは π, K, σ のみを取り込
んだ。平均場のみの圧力 (図 1, 青)とメソンを取り込んだ圧力 (図 1, 赤)で、低温での振る舞いに
顕著な差が現れる。メソンが無い場合、低温では Polyakovループがクォークの励起を抑えるため
圧力はほぼゼロになるのに対し、メソンを取り込んだ場合、Polyakovループはメソンの励起には
効かないためメソンが低温での圧力を支配する。高温になると、メソンを取り込んだ圧力はクォー

2
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図 1: 圧力の温度変化。赤：メソン励起を取り込んだ圧力。青：平均場の圧力。

クと手で与えたグルーオンが支配する平均場の圧力に近づく。このことはあるところで collective
modeとしてのメソンが溶け、クォーク-反クォークの熱励起に変わったことを意味している。また
この計算では π, K, σを取り込んだ計算を行ったが、低温の圧力はほぼ πとK の寄与から成り、σ

からの寄与はほとんど無い。

4 まとめ
クォーク-ハドロン相転移を、カイラル相転移と非閉じ込め相転移を同時に取り扱うことが出来

る 3フレーバー PNJL模型で調べた。SU(3)フレーバー対称性が破れた状況下では、4種類の擬ス
カラーメソン (π, K, η, η′)と、4種類のスカラーメソン (σ, κ, f0, a0) が異なる質量を持つメソン
として現れる。このうち低温での圧力は πとK によって支配され、それらのメソンは温度上昇に
伴いクォーク・反クォークに溶ける。その結果、十分高温で圧力はクォーク、反クォークと手で与
えたグルーオンによって支配される。

参考文献
[1] K. Fukushima, Phys. Lett. B 591 (2004) 277.
[2] K. Yamazaki and T. Matsui, Nucl. Phys. A 913 (2013) 19.
[3] K. Yamazaki and T. Matsui, arXiv:1310.4960.
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AdS/CFT対応による非平衡定常系の有効温度の解析

名古屋大学大学院理学研究科 中村　真1

E-mail: nakamura@hken.phys.nagoya-u.ac.jp

Introduction

非平衡統計物理学は現代物理学のフロンティアの一つである。特に、平衡から離れ線形応答領
域を超えた系の記述に関しては、まだ未知の部分が多い。本研究では、線形応答領域を超えた非
平衡定常系において、物理自由度の揺らぎを AdS/CFT対応の枠組みで解析し、非平衡定常系に
おける有効温度とその振る舞いについて解析した。本稿ではその概要を報告する。
非平衡系は大きく二つに分類することが出来る。一つは時間に依存する系であり、もう一つは

非平衡だが時間には依存しない非平衡定常系である。本研究では、後者の非平衡定常系、特に

1. 電場と平行な方向に定常電流の流れる系（定常電流系と呼ぶことにする）

2. 熱浴中を一定の外力によって一定速度で牽引されるテスト粒子の系（ランジュバン系と呼ぶ
ことにする）

ついて考える。これらの非平衡定常系はいずれも「着目系」「熱浴」および「外力を与える外部系」
から構成されている。上記の例では荷電粒子の集合やテスト粒子が着目系に対応する。着目系は一
定温度 T の熱浴と接しているものと仮定する。着目系には外部電場や外力が供給されており、熱
浴との相互作用により絶えず熱が生成され、非平衡にドライブされている。熱が生成される一方
では着目系を定常に保つことができないが、熱生成と同じ割合で熱を熱浴に逃がして着目系の熱
収支をバランスさせると、マクロ変数が時間変化しない非平衡定常状態が実現される。熱浴の自
由度、つまり熱浴の比熱は十分大きくとり、着目系からの熱流入に関わらず熱浴の温度は一定値
を保つものとする。
ここで一つの基本的な問いを考えることにしよう。

熱平衡にある系では、系の巨視的な性質は、温度などのごく少数の巨視的パラメータ
で特徴づけることができた。それでは、非平衡定常系においても、系を巨視的に特徴
づける少数のパラメータは存在するであろうか。そしてもし存在すれば、どのような
振る舞いをするのであろうか？

ここでは、この問いをさらに具体化し、非平衡定常状態に温度と類似の概念が存在するか、存
在するとしたらどのように定義され、どのように振る舞うのか、について考察する。以後、非平
衡定常系における「温度」を「有効温度」と呼ぶことにする。

AdS/CFT対応

AdS/CFT対応とは、あるクラスの強結合量子ゲージ理論を古典重力理論にマップする枠組み
である。この対応を用いると、ゲージ理論側の非摂動的解析を重力理論を用いて行うことが可能
となり、QCDや物性系への応用に向けた研究がなされている。特に、物性物理学への応用上注目
すべき点は、多自由度系の扱いが簡略化され得る点であろう。AdS/CFT対応を用いてゲージ粒子
の多自由度系を重力理論にマップすると、巨視的物理量の従う関係式が、重力理論の古典力学の

1本研究はカリフォルニア工科大学／ KIPMUの大栗博司氏との共同研究に基づきます。
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関係式として容易に得られる場合がある。また重力理論という異なる描像に移ることで、統計系
に対する新たな視点が得られる場合もある。
本研究で特に注目するのは、AdS/CFT対応による重力理論側での温度概念についてである。通

常、平衡系での温度 T を定義するにはいくつかの方法が存在する（以下、kB = 1とする。）：

1. 統計分布 P による定義：P ∝ exp[−E/T ]
　ここでEは注目する状態のエネルギーである。

2. 熱力学第一法則による定義：dE = TdS

　Eは系の内部エネルギー、Sはエントロピーである。

3. 揺動散逸定理による定義：D = Tµ

　ここでは例としてブラウン粒子系を考え、「揺らぎ」として拡散係数Dを、「散逸」とし
て易動度 µを用いたが、一般に「揺らぎ」と「散逸」の比から温度を決めることができる。

一方、重力理論側では第 4番目の定義方法が存在する：

4. ホーキング温度による定義：ξµ∇µξν = 2πTξν

　ここで ξµは時空のKilling vectorであり、この式はホライズン上で求めるものとする。ホ
ライズン上において ξµは光円錐面に直交する。

これらの平衡系での温度の定義式のうち、非平衡定常系へ一般化可能と思われる定義はどれで
あろうか。まず、非平衡系では統計分布がどのような形となるのか先験的には非自明であり、1の
定義を採用するのは危険であろう。2については、非平衡系においても熱力学第一法則が存在する
のか、また存在するとしても非平衡系におけるエントロピーをどのように定義したら良いのか、に
ついていずれも非自明であるから、この定義を用いるのも得策ではない。一方、非平衡系におい
ても揺動、散逸は定義・測定可能であるから、少なくとも 3を用いた定義は可能である。実際、非
平衡物理学の研究者の間では、揺動散逸関係式による有効温度の定義が用いられることがある [2]。
本研究での主張は以下の通りである。

• AdS/CFT対応で非平衡定常系を扱う場合、4のホーキング温度（ただし、以下で述べるよ
うに、通常のブラックホールに対するものとは異なる）による有効温度の定義が自然に現れ
る。さらに、このホーキング温度による有効温度の定義は、3の揺動散逸関係式による定義
と等価となる。

• 非平衡定常系での揺らぎの相関関数は、この有効温度で特徴付けられる。

• 非平衡にドライブすることで、有効温度が熱浴の温度よりも「低くなる」場合が存在する。

以下、紙数が許す範囲でこれらの主張について説明をしたい。

重力側における有効ホライズン

非平衡定常系は「着目系」「熱浴」「外力を供給する外部系」から構成されることは既に述べた。
ここで「外部系」については、適切な外力を境界条件等の形で理論に課すことで表現できる。ま
た、重力理論側において、熱浴の構成は比較的容易である。AdS/CFT対応によれば、熱平衡にあ
るゲージ理論系は高次元のブラックホール時空に対応することが知られている2。そこで重力側に
ホーキング温度 T のブラックホール時空を用意することによって、温度 T の熱浴を系に用意した
ことになる。

2ここでは非閉じ込め相にあることを仮定する。

Soryushiron Kenkyu



AdS/CFT対応の枠組みでの着目系については、通常、適切なオブジェクトを、このブラック
ホール時空に挿入することで実現される。例えば、ランジュバン系のテスト粒子は、重力時空の
境界からブラックホールのホライズンに向かって伸びる弦で表現される。この場合、境界上の弦
の端点には「端点の移動速度 v」を境界条件として課す。また定常電流系の場合は、着目系は重力
時空の境界からホライズンに向かって伸びる D-braneで表現され、D-brane上には一定の外部電
場Eを境界条件として課す。
さてここで、テスト粒子の位置の「揺らぎ」や定常電流系の電流密度の「揺らぎ」に着目する

ことにしよう。これらの揺らぎは、重力理論側における弦の振動やD-brane上の電磁場の振動と
して表現される。そこで重力側のこれらの自由度の従う方程式を、非平衡定常状態に相当する解
の近傍で求めてみると、以下のような式が得られる：

∂µ
[√

−ggµν∂νδx
]

= 0, (1)

∂µ

[√
−g̃g̃µνδfνρg̃

ρλ
]

= 0. (2)

ここで、δx、δfµν はそれぞれ弦の微小変位、および D-brane上の電磁場の field-strengthの微小
変位であり、変位の 2次以上の項は無視した。これらの方程式から気づくことは、gµν や g̃µν を計
量とみなすと、これらの方程式は曲がった時空上のクラインゴルドン方程式、あるいは曲がった
時空上のマックスウェル方程式に他ならないことである。従って、今着目している微小振動は gµν

や g̃µν で現される「有効時空」上の自由度と見なすことができる。一般に、この有効時空は、弦や
D-braneが挿入された、熱浴を表すブラックホール時空とは異なる時空となっている。
この有効時空上には、これらの微小変位の波動が逃げ出すことのできない領域が存在する。こ

の領域は、ちょうどブラックホールにおける光が逃げ出すことのできない領域に類似しており、ブ
ラックホールのホライズンと同様、微小変位が脱出できる限界の位置が有効時空上に存在する。こ
の限界の位置を「有効ホライズン」と呼ぶことにする。有効ホライズン近傍の微小変位の従う運動
方程式は、ブラックホール時空上の場の運動方程式と全く同じ形をしているため、ブラックホー
ルのホーキング輻射と同様に、この有効ホライズンは微小変位を輻射することになる。従って、こ
の微小変位が感じる「ホーキング温度」を「有効ホライズン」上で定義することが出来る。この
有効ホライズンで定義されるホーキング温度を「有効温度」と呼ぶことにする。
この有効温度は物理的に意味を成すのであろうか。実際、非平衡定常状態まわりの微小変位の相

関関数はこの有効温度に支配されていることを示すことができる。また、非平衡定常状態まわりの
揺動散逸関係式に現れる温度は、熱浴の温度ではなく有効温度であることも示される。AdS/CFT
対応では、このような有効温度がホーキング温度の描像で現れることは興味深い。
本研究では、このような有効温度の視点を明確にするとともに、様々な系について具体的に有効

温度を外力の関数として計算した。その結果、外力を加えて非平衡にドライブすることで、系の
有効温度を周囲の熱浴の温度よりも「下げる」ことが出来る例を多く構成することが出来た。一
見、外力を加えることで有効温度が下がることは直観に反するように感じるが、実はそのような
振る舞いを示す物性モデルも構成されており [3]、このような振る舞いは何ら物理的理由で禁止さ
れていない。なお、熱浴の温度と有効温度の差異は、外力の 2次のオーダーから現れるため、こ
のような効果は線形応答領域を超えて初めて見られる効果である。
本稿では、紙数の関係上、研究の詳細を具体的な形で紹介するよりも、概略を述べる形とさせて

頂いた。詳細や、より正確な記述は文献 [1]や、そこで引用されている文献を参考にして頂きたい
が、この記事を読まれて詳細に興味を持たれた方々は、遠慮なくコンタクト頂ければ幸いである。

参考文献：
[1] Shin Nakamura and Hirosi Ooguri, “Holographic Refrigerator,” arXiv:1309.4089 [hep-th]. な
お、本稿中の [2][3]は、この論文での引用文献 [9][8]をそれぞれ参照して頂きたい。
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First Order phase transition in
Maxwell-Chern-Simon QED3 in

covariant gauge

Yuichi Hoshino,Tomohiro Inagaki,Yuichi Mizutani
Kushiro National College of Technlogy,Hiroshima University

October 19, 2013

Abstract

We study the Örst order phase transition which is caused by tiny value
of the Chern-Simon term above which the chiral order parameter vanishes
and parity violating phase remain in three dimensional QED with Chern-
Simon term.

1 Introduction

IN 1995 Kondo and Maris discussed the parity violating e§ects of Chern-Simon
term in three dimensional QED with Chern-Simon term in Dyson-Schwinger
equation with four component fermion and non-local gauge.They argued that
there exists critcal value of Chern-Simon coe¢cetnt c above which the chiral
order parameter vanishes and parity violating phase remains.Below the critical
value c chiral symmetry and parity are both broken.In 2011 Raya and his
coworkers tried this problem in the Laddar Landau gauge.They obtained the
value about c = :008e2:In the gauge covariant approximation which satisfy
Ward-Takahashi identity we would like to solve this problem and test the gauge
invariance of the results .

2 results

We adopted the Ball-Chiu ansatz for the vertex which satisfy Ward-Takahashi
identity for the vertex function and the fermion propagator.

(p q)(p; q) = S1(q) S1(p): (1)

Simplest solution of this equation was given by Ball,Chiu(1980).Assuming the
following form of the vertex function

L(p; q) = a(p; q) + b(p; q)(p+ q)  (p+ q)  c(p; q)(p+ q); (2)

1
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Their solution is given

L(p; q) =
A(p) +A(q)

2
 +

A(p)A(q)
2(p2  q2)

(p+ q)  (p+ q)


B(p)B(q)
p2  q2

(p+ q): (3)

We apply these to the Dyson-Schwinger equation in Euclidean space

D1
 (p) = D1

0;(p) Z1e
2

Z
d3q

(2)3
Tr[S(q)(q; k)S(k)]; (4)

S1(p) = S10 (p) + Z1e
2

Z
d3q

(2)3
S(q)(q; p)D0;(k); (5)

with k = (q  p):The general form of the dressed fermion propagator S(p; )
and the photon propagator D(p; ) with massless loop correction is given by

S(p; ) =
i  pA(p; ) +B(p; )
p2A2(p; ) +B2(p; )

;

D(p; ) = ( 
pp
p2

)DT (p)
p
p2

DO(p) + 
pp
p4

DT (p) =
p2 + cjpj

(p2 + cjpj)2 + 2p2
; DO(p) =

p2

(p2 + cjpj)2 + 2p2
;

where c is a vacuum polarization function for massless loop T (p) = e2=8jpj,c =
e2=8; DO(p) is a parity odd part of the photon propagator.There is a nice ex-
planation about gauge covariant approximation and the Ball,Chiu type vertex
function in Ref[1].Fortunately we Önd the resonable solution of Dyson-Schwinger
equation in which the discontinuity of the chiral order parameter


  

at c

indicates Örst order phase transion in quenched Landau gauge and the case with
screening e§ect by massless fermion loop which was Örst analysed by Kondo and
Maris.The value of c is about c ' :01e2 in both cases.At present we could not
get the Önal answer for the BC vetex by round o§ error comes from third terms
in BC (p; q): Detailed results may be shown in[4].

3 References

[1] C.S.Fischer,R. Alkofer,T, Dahm, and P.Maris,Phys.Rev.D70:073007,(2004).
[2] K.I Kondo,P.Maris,Phys.Rev.Lett.74(1995)18-21,Phys.Rev.D52(1995)1212-
1233.
[3]S.S.Madrigal,C.P.Hofman,A.Raya,J.Phys.Conf.Ser.287:01208,2011.
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カイラル線形シグマ模型における磁気効果の非摂動くりこみ群を用いた解析

青木 健一, 佐藤 大輔1, 山田 雅俊
金沢大学

1 はじめに

一定外部磁場の加わった量子色力学 (QCD)では，その磁場に対してカイラル凝縮が単調に増加す
るmagnetic inhibition(MI)と呼ばれる現象が知られており [1]，格子 QCDシュミュレーションでは
低温度において実証されている．この現象は，空間次元の減少と関連させて良く説明される．古典論
では荷電粒子が磁場の方向に巻き付いて横方向の運動が制限されるが，量子論ではこの横方向の運動
量が離散化されて Landau準位が現れる．荷電フェルミオンはこの Landau準位に零モードがあるた
めに，ループ補正の infrared singularityの次数が上がり，1 + 1次元の時空間でのものと同じになる．
この singularityのために，平均場近似では必ずカイラル対称性の自発的破れが起こる．これをもって
空間次元の減少に関連付けるが，本当に次元が下がるわけでわない．なぜなら 1 + 1次元以下では，
Mermin–Wegner–Coleman (MWC)の定理により連続対称性の自発的破れは禁止されてしまうからで
ある．
しかし，最近，格子QCDシュミュレーションで，カイラル相転移温度が逆に磁場に対して減少す

る結果が報告された [2, 3]．低温での結果と相反することから，この現象の理由がいかに非自明かが分
かる．ここではこの現象をmagnetic inhibition (MI)と呼ぶ [4]．MIを説明する機構として，この報
告では福嶋氏と日高氏らの仕事 [4]を取り上げる．彼らは，MWCの定理に注目した．MWCの定理
では，南部・Goldstoneモードの量子補正の infrared singularityが重要になるが，荷電パイメソンは
磁場程度の質量を持ったように振る舞うため脱結合してしまうし，中性のパイメソン π0は磁場を感
じない．しかし，クォークで構成される π0の内部構造が効いてくるほどの磁場の強さがあれば，π0

は磁場を感じ，その量子補正の infrared singularityのために対称性が回復する可能性がある．特に，
有限温度では松原周波数の周期性のためにフェルミオンよりボソンの寄与が支配的になって，MIが
起きると考えられる．
我々はこのMIの機構を非摂動くりこみ群 (NPRG) を使って検証する．その定式化の一つとして

Wetterichのフロー方程式 [5]

∂tΓk[Φ] = STr

( −→
δ

δΦt
Γk

←−
δ

δΦ
+Rk

)−1

∂tRk (1)

を用いる．ここで，Γk[Φ]は量子補正がスケール kで赤外切断された有効作用で，Rkはその赤外切断
を与える正則化関数である．今，紫外から赤外に向かって解くのでくりこみのスケールパラメータを
t = logΛ/kとおいている．Λは理論を定義する初期スケールで，理論を定義する作用 S0を初期条件
Γk=Λ = S0 として式 (1)を解けば，フルな量子補正が取り込まれた有効作用 Γk→0 = Γが得られる．
この方程式を厳密に解くことはできないので近似を用いる必要があるが，この近似を改善する系統的
な方法を伴うために非摂動現象の解析に威力を発揮する．

1e-mail address: satodai@hep.s.kanazawa-u.ac.jp
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2 線形シグマ模型

MIの検証を行うために，クォーク場 ψを基本自由度とするNJL模型の解析を行いたいが，NPRG

を用いた解析では 4-fermi結合定数の発散をうまく取り扱わなければならず，直接的な方法では難し
い [6]．そこで，今回はNJL模型を補助場の方法を用いてメソン場ϕt = (σ, π)を導入した模型，所謂，
線形シグマ模型について，一定外部磁場B = (0, 0, B) = ∇ ×Aのもとでの解析を行う．実際には，
local potential近似を改善した以下の有効作用を考える：

Γk[Φ] =

∫
x

{
Z

∥
ϕ

2
(∂∥ϕ)

2 +
Z⊥
ϕ

2
(∂⊥ϕ)

2 + Uk(ϕ) + ψ̄ i
(
/D + ḡτ t · ϕ

)
ψ

}
. (2)

ここで，クォークの共変微分をDµ = ∂µ − iqAµとした．メソン場の運動項は磁場Bに対して縦の成
分と横の成分の微分 ∂∥,µ = δµ,4∂4 + δµ,3∂3に分け，その係数 Z

∥
ϕ, Z

⊥
ϕ を区別する．これらはメソン場

の波動関数くりこみの逆数に対応しており，初期スケール k = Λで零になるべきである．しかし，そ
れではメソン場の伝播関数の分母が零になって解析できないので，徐々に零に近づけてその極限で得
られた結果を採用する．
メソン場に関する有効ポテンシャルは，その最小値を与える点 ρ0 = σ20/2の周りで展開して途中で

止める近似を行う:

Uk(ϕ) ≡ Uk(ρ, σ) =
3∑

n=0

λ̄i
n!
(ρ− ρ0)n − c̄σ. (3)

ここで ρ = (σ2 + π2)/2とおいた．c̄σはカイラル対称性を陽に破る線形項である．実際には，カイラ
ル極限 c̄→ 0で評価するが，数値計算の都合でこの線形項を導入した．
ここで解析する模型ではクォークのフレーバー数Nf を１としたので，NGモードの数は一つであ

る．QCDの有効模型としては，Nf = 2が適しているが，荷電パイメソン π±は磁場程度の質量を持
つ一方，中性パイメソン π0はその影響を受けない．このため，磁場が大きい (qB ∼ f2π 程度)場合に
は，Nf = 1の模型で十分である．

3 背景場フロー

有効作用 (2)のくりこみ群発展は， Wetterich方程式 (1)を背景場の導入により修正した背景場フ
ロー方程式 [7, 8]を用いて評価する．ここでは，背景場フローについて簡単に説明する2．例えばス
カラー場 ϕ(x)の理論では，通常の正則化関数Rk(−∂2)は微分を引数とするが，この方法では背景場
ϕ̃を導入して定義した有効作用 Γk[ϕ, ϕ̃]の２点関数 x̃ := δ2

δϕ2
Γk[ϕ, ϕ̃]

∣∣∣
ϕ=ϕ̃

を引数にする．この方法は

元々，ゲージ不変なくりこみ群フローを得るために導入された．ここでは，背景場と通常の場を同一
視する近似を行う：ϕ̃ = ϕ. その結果，フロー方程式の左辺が proper-time表示で表される:

1

2
Tr

1

x+Rk(x)
∂tRk(x) = −Tr

∫
ds

s
∂tfk(s)e

−sx. (4)

ここで，fk(s)が proper-time sについて正則化を与える関数であり，Rk(x)から一意に決まる．同様
にして，フェルミオンの自由度が加わった有効作用 (2)についての背景場フロー方程式が得られる．
この背景場フローの方法の利点は，伝播関数が proper-time表示で表現できるので，Schwingerの

方法 [9]が使えることである．これにより，伝播関数が運動量固有状態で表せるので，微分（運動量）

2詳しくは他の記事で解説する: K.-I. Aoki, D. Sato and M. Yamada in preparation (2013).
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展開が容易に行え，運動項の係数につていのくりこみ群方程式の導出が可能となる．最終的には次の
有効ポテンシャル Uk(ρ, σ)とメソン運動項の係数 Z

∥
ϕ, Z

⊥
ϕ に関するくりこみ群方程式が得られる：

∂tUk(ρ) =

∫ ∞

0

ds

s

∫
p
∂tfk(s; a)

[
−e−s(ω2

n+p
2
3+v

2
⊥p

2
⊥+M2

σ) − e−s(ω
2
n+p

2
3+v

2
⊥p

2
⊥+M2

π)

+ 4Nce
−s

(
ν2n+p

2
3+

tanh qBs
qBs

p2⊥+M2
ψ

)]
,

(5)

∂tZ
∥
ϕ =4Ncḡ

2

∫ ∞

0

ds

s

∫
p
∂tfk(s; a) s

2e
−s

(
ν2n+p

2
3+

tanh qBs
qBs

p2⊥+M2
ψ

)
, (6)

∂tZ
⊥
ϕ =4Ncḡ

2

∫ ∞

0

ds

s

∫
p
∂tfk(s; a) s

2 tanh(qBs)

qBs
e
−s

(
ν2n+p

2
3+

tanh qBs
qBs

p2⊥+M2
ψ

)
. (7)

ここで，ωn = 2nπT , νn = (2n+ 1)πT，p2⊥ = p21 + p22とおいた．メソン σ, πとクォーク ψの質量に
対応するものはそれぞれ，

M2
σ = Z

∥
ϕ

−1 (
∂ρU + 2ρ∂2ρU

)
, M2

π = Z
∥
ϕ

−1
∂ρU, M

2
ψ = 2ḡ2ρ (8)

と与えられる．proper-timeの正則化関数は ∂tfk(s; a) = (sk2)ae−sk
2
/Γ(a)の形をとる．ここで，Γ(a)

はGamma関数である．式 (5)–(7)中にメソンの横運動量 p2⊥の係数として横速度の２乗 v2⊥ = Z⊥
ϕ /Z

∥
ϕ

が現れる．この小ささが対応するループ補正の infrared singularityの大きさに対応する．
ここでの解析では a = 5/2に選ぶ．また，ここでは湯川結合定数 ḡの補正を無視している．
実際の解析では，赤外 (t→∞)での有効ポテンシャルの最小点 σ0を評価する．この点の値がパイ

メソンの崩壊定数 fπ に一致する．模型のパラメータとしては，湯川結合定数はクォークの構成質量
と fπ との比から ḡ = 3.2と決まる．初期スケール Λは現実的な有効模型の値と比べて大きな値に選
び（Λ = 2 GeV），T = qB = 0で fπ = 0.030 GeVとなるように他の模型パラメータを設定する [10]．
ここで，現実的な値から Λを大きく取り，fπ を小さく取ったのは模型の cutoff artifactを避けつつ，
磁場 qBのスケールが fπ より十分大きな領域を調べたいからである．

4 結果と議論

異なる外部磁場 qBにおける fπ の温度 T 依存性を計算した結果を図 4に載せる．この結果から分
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図 1: 左図：崩壊定数 fπ の温度依存性．それぞれの線は異なる外部磁場 qBでの結果を表す．右図：
横運速度の二乗 v2⊥の温度依存性．
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かるように，磁場を大きくしても相転移温度 Tcは単調に増加するのみである．したがって，magnetic

catalysis(MC)しか見られず，期待されたmagnetic inhibition(MI)の兆候は現れなかった．実際，MI

を引き起こす横速度 v⊥が磁場に対して小さくなりきれていないように思われる．
式 (5)から，クォークの量子補正によるMCは横速運動量の２乗 p2⊥の係数 tanh qBs/qBsが小さ

くなることから現れると解釈できる．従って，これとパイメソンの量子補正によるMIとの競合が起
きるには，横速度の２乗がこの係数と同程度に小さい必要がある：

v2⊥ ∼
k2

qB
. (9)

ここで qB ≫ k2と，proper-time sが ∂tf(s; a)のピーク値から s ∼ k−2と見なすことができる事実を
使った．今，相転移の次数が２次であると仮定しているので，有効ポテンシャル Uk(ϕ)の原点ϕ = 0

での振る舞いを調べれば十分である．さらに，Z∥
ϕとZ⊥

ϕ に対するメソンからの補正は小さいとして無
視し，Lowest Landau levelを取る近似をすると，零温度 T = 0での横速度の２乗は

v2⊥ ∼
2k2

qB
log

Λ2

k2
(10)

となり，式 (9)より大きくなってしまう．この結果，MIは起きないと結論できる．有限温度の場合は
自明でないが，クォークの温度方向の半周期性により松原モードに零エネルギーがなくなって横速度
v⊥の減少が抑えられてしまうことから，MIは起きないと考えられる．
零温度での結果は，具体的に秩序変数を評価したわけではないが文献 [1]ですでに指摘されていた．

文献 [4]でMIが見える結論に至っていたのは，パイメソンの横運動量に
√
qB程度の切断を入れてい

たからである．実際，我々の解析にこの運動量切断を導入したところ，（その結果は示さないが）Tcが
磁場に対して非単調な振る舞いを示した．しかし，この様な有限磁場 qB ̸= 0における切断とゼロ磁
場 qB = 0における切断とを繋げることのできる有効模型は自明でない．
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Weak Solution of the Non-Perturbative Renormalization Group

Equation Encountering the First Order Phase Transition.

Ken-Ichi Aoki, Yasuhiro Fujii, Shin-Ichiro Kumamoto, and Daisuke Sato
Institute for Theoretical Physics, Kanazawa University

Abstract

We propose quite a new method of analyzing the dynamical chiral symmetry breaking.
Starting with the non-perturbative renormalization group equation for the Wilsonian fermion
potential, we define the weak solution of it in order to mathematically authorize solutions
with singularity. The weak solution successfully predicts the physically correct vacuum, chiral
condensates, dynamical mass, through its auto-convexizing power for the effective potential.
Thus it works perfectly even for the first order phase transition in the finite density Nambu-
Jona-Lasinio model.

1 Introduction

We analyze the dynamical chiral symmetry breaking by solving non-perturbative renormalization
group equations (NPRGEs) of the Wilsonian effective potential VW(x, t) and the mass function

M(x, t) ≡ ∂VW(x,t)
∂x , where x and t are the bilinear fermion operator ψ̄ψ and the renormalization

scale log(Λ0/Λ) respectively. These NPRGEs are nonlinear partial differential equations (PDEs).
In case that the dynamical chiral symmetry breaking occurs, these PDEs encounter some singu-
larities at t = tc even though the initial functions at t = 0 are continuous and smooth. Therefore,
we can not go beyond tc, and there is no way to calculate infrared physical quantities such as the
chiral condensates or the dynamical mass.

Various methods have been used to bypass these singularities, e.g., the bare mass[10], auxiliary
fields[3, 4, 9], etc. Here we propose a new direct method to solve the NPRGEs as PDEs [14, 15].
Such singular evolutions are unacceptable as classical solutions of the PDEs, but it is known that
we can treat such solutions as the weak solutions of the PDEs. Taking the finite density Nambu-
Jona-Lasinio model, we construct the weak solutions by using the method of characteristics.

2 Partial differential equations and the method of characteristics

The NPRGEs of VW(x, t) and M(x, t) in the local potential approximation are

∂VW(x, t)

∂t
+ f(M, t) = 0, (1)

∂M(x, t)

∂t
+
∂f(M(x, t), t)

∂x
= 0. (2)

Here

f(M, t) = −e
−3t

π2

[
θ
(
e−2t +M2 − µ2

)√
e−2t +M2 + θ

(
−e−2t −M2 + µ2

)
µ
]
, (3)

where µ is the chemical potential. The initial conditions are VW(x, 0) = 2π2gx2 and M(x, 0) =
4π2gx, where g is the coupling constant of the NJL 4-fermi interaction. The equation (1) can
be viewed as the Hamilton-Jacobi type equation well-known in the analytical mechanics, where
t, x, VW(x, t), M(x, t) and f(M, t) correspond to the time, the coordinate, the the action, the

1
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momentum and the time-dependent Hamiltonian respectively. The equation (2) is derived from
the equation (1) and it should be noted that it takes the form of the conservation law, where
M(x, t) and f(M, t) correspond to the charge density and the current flux.

We obtain the ordinary differential equations (ODEs) equivalent to (1) and (2) by the method
of characteristics,

dx

dt
=

∂f

∂M
,

dM

dt
= −∂f

∂x
= 0,

dVW
dt

=M
∂f

∂M
− f.

(4)

The ODEs of x(t) and M(x, t) correspond to the canonical equations of Hamilton in the analogy
of analytical mechanics. Their solution x(t) are called characteristics which are also contours of
M(x, t) in this simple case (Fig. 1 (a)). There are regions where three or five contours simulta-
neously passes at a point, which represent a multi-leaf structure that M(x, t) seems to have the
“multivalued” solution after tc (Fig. 1(b)).
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Figure 1: g = 1.7gc, µ = 0.7. (a) Characteristics. (b) Evolution of mass function.

3 Weak solution of conservation law

The mass function M(x, t) must be a single-valued function because it is the physical quantity
defining the effective action at scale t. Instead of throwing away the NPRGE description after tc,
we introduce the weak solution of the PDE (2) [11, 14, 15]. We will make a patchwork of the leaves
to define a single-valued function M(x, t), but with discontinuities, so that it might be the weak
solution.

The integral form of the PDE (2) is∫ ∞

0
dt

∫ ∞

−∞
dx

[
∂M

∂t
+
∂f(M, t)

∂x

]
φ(x, t) = 0, (5)

where φ(x, t) is an arbitrary test function that is continuously differentiable and vanishes at x =
±∞ and t = +∞. We integrate it by parts and obtain∫ ∞

0
dt

∫ ∞

−∞
dx

[
M
∂φ

∂t
+ f(M ; t)

∂φ

∂x

]
+

∫ ∞

−∞
dx M(x, 0)φ(x, 0) = 0. (6)

2
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In contrast to the equation (5), the equation (6) makes sense even for the discontinuous M(x, t).
The weak solution of the PDE (2) is defined as to satisfy the equation (6) for any smooth and
bounded test function φ(x, t). The weak solution satisfies the original PDE (2) except for the
points of discontinuities. The position of discontinuity x = D(t), which is called the shock, is
controlled by the Rankine-Hugoniot (RH) condition,

dD(t)

dt
[M+ −M−] = f(M+, t)− f(M−, t), (7)

where M+ and M− are right and left limits at the position of discontinuity respectively. The
graphical interpretation of the RH condition for M(x, t) is that the discontinuity must cut off
lobes of equal area as shown in Fig. 2(a), where the solid lines show the weak solution[12]. In this
way we uniquely determine the shock D(t) which is showed in Fig. 2(b), where two shocks appears
pairwisely and they move towards the origin to be merged finally.
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Figure 2: (a) Equal area rule. (b) Characteristics and shock of mass function.

4 Weak solution results for physical quantities

We show the results in the finite density NJL model where the first order phase transition occurs.
Snapshots in the course of renormalization are shown in Fig. 3, where the mass function M(t, x),
the Wilsonian effective potential VW(x, t) and the Legendre effective potential VL(x, t) for

⟨
ψ̄ψ

⟩
are plotted. The five-fold structure of M(x, t) appears at the second row of Fig. 3, which means
a pair of shocks are generated. At the third row, the mass function is five-fold even at the origin,
which corresponds to the three-fold local minima in the Legendre effective potential. The time
when the two shocks are merged with each other at the origin is exactly the first order phase
transition point where the free energy of three local minima coincide. Finally at the fourth row,
the chiral symmetry is dynamically broken with the unphysical metastable symmetric phase at the
origin.

It is astonishing that our method of weak solution uniquely determines their singularity struc-
tures and the resultant Legendre effective potential is always convexized. This means the dynamical
mass and the chiral condensates are uniquely calculated, and perfectly correct in the sense that
even in case there are multi local minima, the lowest free energy minimum is always chosen au-
tomatically. This feature is quite a new finding and shows powerfulness of the purely fermionic
non-perturbative renormalization group and its weak solution[15]. This analysis has been applied
to QCD, even with finite density or non-ladder, and proved to work perfectly to give physical
quantities without any ambiguity[13].
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Figure 3: Evolution of physical quantities by weak solution (NJL g = 1.7gc, µ = 0.7, t = 0.01, 0.5,
0.6, ∞). (a) Mass function. (b) Wilsonian fermion potential. (c) Legendre effective potential.
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ＱＣＤ物質の緩和と相対論的流体方程式の輸送係数

室谷　心1

松本大学総合経営学部

相対論的な双曲型流体方程式である Israel-Stewart 方程式の輸送係数を、ハドロンの分子動力学モデルの数

値シミュレーションで評価する。ハドロンの分子動力学モデルとしては、確率的衝突事象生成コードURASiMA

を用いる。Israel-Stewart 方程式に新たに表れる輸送係数 αや β の振る舞いを議論した．

1 はじめに

RHICでの v2の振る舞いに対する成功以来，流体モデルは高エネルギー重イオン衝突で生成され
るQGPの時空発展を記述する現象論的モデルとして，一定の評価を得たといってよいであろう．多
くの場合，現象論として使われているのはQGPに対する完全流体モデルである [1]．完全流体は緩和
時間ゼロの理想的な系であり，強く相互作用しているであろうQGPを記述するモデルとしては自然
なものである．しかし，次のステップとして緩和の一次のオーダーを取り込むように理論を進めるこ
とも解析の自然な進歩であろう．
緩和の影響を取り込んだ流体方程式としてはナビエ・ストークス方程式がよく知られている．しか

しながらナビエ・ストークス方程式は時間微分については 1階で空間微分については 2階の拡散型方
程式であり，相対論的に共変になっていない．相対論から要請されるように，時空の扱いが対等にな
るようにナビエ・ストークス方程式を拡張した方程式として，イスラエルとスチュアートによる因果
的流体方程式が知られている．イスラエル・スチュアート方程式には熱力学流について時間の２階微
分の項や異なった熱力学流との相互作用項が存在し，時間微分と空間微分が対称に入っていて，相対
論的には好ましい形に作られている．これらの新しい項の存在は，通常のナビエ・ストークス方程式
にはなかった新しい輸送係数がモデルに存在することを意味し，流体モデルの立場からはこの新しい
係数も，流体方程式を解く前に温度や密度といった熱力学量の関数としてあらかじめ与えられている
べきものである．イスラエル・スチュアートにしたがって時間の 2階微分の項の係数を β，異なった
流れの間の相互作用項の係数を αと描くことにする．

2 輸送係数の微視的な表式

相対論的流体の微視的な表式については，ボルツマン方程式に基づく議論がよくなされているが [4]，
ここでは，輸送係数を熱力学量の関数として求める際により扱いやすい，非平衡密度演算子に基づく
方法をとる．すでに文献 [5]で議論したように，Nakajima-Zubarev流の非平衡密度演算子

ρ̂ = Q−1exp

[∫
dxµ

{
β(x, t)Uν(x, t)T̂µν(x, t) − β(x, t)µ(x, t)Uν(x, t)Ĵν(x, t)

}

−
∫
dµx

∫ t

−∞
Uρdxρe

ε(t′−t)

T̂µν(x, t
′)∂µ(βUν(x, t′)) +Ĵν(x, t

′)∂ν(β(x, t′)µ(x, t′))
]

からスタートし，熱力学的な力 ∂µ(βUν(x, t′))や ∂ν(β(x, t′)µ(x, t′))の変化は巨視的なものであると
考えて，微視的な相関の外に出してやれば，熱力学量を通してのみ場所の関数であるような局所的な
係数を持つ時空発展の方程式が得られる．

1e-mail address: muroy@matsu.ac.jp
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上式右辺の指数関数で第一項目だけとれば熱力学的な力のない局所平衡分布関数 ρlとなる．エネル
ギー運動量テンソルの期待値 ⟨Tµν⟩，電荷流の期待値 ⟨Jµ⟩を上の非平衡密度行列でとり，熱力学的力
の項を無視すれば，局所平衡分布関数 ρlの期待値で

⟨T̂µν(x)⟩l = (ε+ P )UµUν − Pgµν (1)

⟨Ĵµ(x)⟩l = nJµ (2)

となり，両辺の発散を取れば完全流体の方程式と電荷流保存の式が得られる．非平衡密度演算子の指
数部第 2項の熱力学的な力の部分を展開して，線形応答の範囲で一次までとることにする．展開した
演算子の熱力学的力の部分を期待値を取る演算子 T̂µν(x)や Ĵµ(x)の座標点の周りで展開し 0次（巨
視的変化なので微視的には時空点によらず定数）だけを考えれば，粘性∫

d3x′
∫ t

−∞
dt′e(t−t′)(T̂µν(x), T̂ρσ(x

′))

や電気伝導率 ∫
d3x′

∫ t

−∞
dt′e(t−t′)(Ĵµ(x), Ĵρ(x

′))

を与えるカノニカル相関の久保公式となる．ここで　 (Ô, O′)はカノニカル相関である．
さらに座標に関する展開の１次までとれば∫

d3x′
∫ t

−∞
dt′e(t−t′)(T̂µν(x), Uλ(xλ

′ − xλ)T̂ρσ(x
′))

や ∫
d3x′

∫ t

−∞
dt′e(t−t′)(T̂µν(x), (xλ

′ − xλ)Ĵρ(x
′))

がイスラエル・スチュアートの流体方程式に現れる輸送係数 β や αを与えることがわかる．つまり，
通常の粘性係数や電気伝導率は熱力学流や電荷電流のカノニカル相関の積分で与えられるが，イスラ
エル・スチュアートの新しい輸送係数は，熱力学流や電荷電流のカノニカル相関に二つの演算子の時
間差や距離の重みを付けて積分したものとなる．βは時間差の重みを付けて自己相関を取ったものな
ので，すでに知られているようにそのカレントの緩和時間となる．αは異なったカレントとの相関な
のでキュリーの定理で落ちてしまいそうに思えるが，重みとして入った時空間距離が対称性の違いを
補償することになる．したがってゼーベック効果やペルティエ効果のような異なったカレント間の相
関の効果が現れる．詳しくは [5]を見てほしい．

3 HadroMorecular な計算

輸送係数がカノニカル相関で与えられることが解ったので，あとは，これを有限温度場の理論で計
算すれば，QGPやハドロン流体の方程式の係数が完全に決まることになる．しかしながらこの計算
は，現実問題としては非常に難しいので，ここではハドロンの分子動力学的な計算による評価でとり
あえずは我慢することにする．
ここで使うハドロン分子動力学系は，散乱衝突事象生成子URASiMAに基づくものであり [6]，我々

は１０年ほど前に，拡散係数や輸送係数の評価を行った [7]．また，ずれ粘性エントロピー比 η/sの評
価も行ったことがある [8]．今回この統計力学系を使って，時間や距離の重みの付いたカノニカル相関
の評価を試みた．
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流れの演算子 Ô1，Ô2のカノニカル相関積分

⟨⟨O1|O2⟩⟩ = lim
ζ→0+

∫ t

−∞
dt′e−ζ(t−t′)

∫
d3x′

(
Ô1(x, t), Ô2(x

′, t′)
)
,

を考え，そのうちの時間積分だけ残し空間積分を実行した∫
d3x′

(
Ô1(x, t), Ô2(x

′, t′)
)
,

を ⟨Ô1(t)|Ô2(t
′)⟩とする．分子動力学的に評価し，この ⟨Ô1(t)|Ô2(t

′)⟩の非零領域が有限な時間内にお
さまっていれば，時間積分も適切に実行することができる．
温度が 140MeV 程度のハドロンガスの場合についてバリオン数流とずれ粘性の間のクロス相関で

現れる αのための，相関 ⟨IB|x|π⟩を計算してみたところ，図１のようになった．
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図 1: ⟨IB|x|π⟩ 横軸は時間/fm．エネルギー密度を一定にしバリオン数密度を変え
た場合 (左) および，バリオン数密度を一定にしエネルギー密度を変えた場合 (右)

図１のグラフを積分すれば，バリオン流とずれ粘性の間の係数 αを，バリオン数密度とエネルギー密
度の関数として求めることができる．現在，さらに解析を進めているところである．
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相対論的場の理論における散逸モードの微視的同定

斎藤陽平 （高エネルギー加速器研究機構）

本講演は、共同研究 [1]に基づく。詳細な議論については、そちらを参照されたい。

1 はじめに

重イオン衝突におけるクォーク・グルオン・プラズマ（QGP）の時間発展 [2] を始め、BECの低エネルギー励
起 [3]や超新星爆発のシミュレーション [4] など、系の相関長 ξや相関時間 τ と比べ、はるかに長い空間・時間
的スケールの現象を記述する際には、巨視的な有効理論である流体方程式が広く用いられている。流体方程式
において、粒子間衝突などの、τ, ξと比べはるかに小さいスケールで起きる過程は積分されて定数（輸送係数）
として扱われ、その結果ダイナミクスはエネルギーや運動量といった巨視的な物理量（保存量）で記述される。

次にQCD臨界点のサーベイなどで重要となる、臨界点近傍におけるダイナミクスに興味がある場合の有効理論
を考える。系が臨界点 (T = Tc)に近づくと、大きな揺らぎのために秩序変数の相関長 ξおよび相関時間 τ が

ξ ∼ |T − Tc|−ν , τ ∼ ξz , (1)

のように発散する。特に τ の発散は、平衡状態への緩和が非常に遅くなることを意味する。ξ, τ の発散に伴い、
いくつかの輸送係数も臨界点で発散する1。T ∼ Tc でダイナミクスの時間スケールが非常に大きくなる現象を
動的臨界現象と呼ぶ。臨界領域における系の振る舞いを調べるには、動的臨界現象の理解が必要不可欠である。
また式 (1)中の zは動的臨界指数と呼ばれ、秩序変数の相関時間だけでなく、輸送係数の発散も決定する。すな
わち、臨界ダイナミクスそのものを特徴づける量である。臨界ダイナミクスは巨視的なスケールの現象ではあ
るが、相関長・相関時間の発散により、ξ, τ よりはるかに大きなスケールを扱う流体方程式は破綻してしまう。
しかし臨界領域では系の自由度の時間スケールが分離しており、自由度を遅い変数と速い変数に分けることがで
きる。動的臨界現象は非常に長時間のダイナミクスであるため、系で最も遅い変数である、秩序変数と散逸モー
ド（分散が p0 ∝ −ip2 で与えられるモード）の時間スケールでみればよい。このとき、他の速い変数は白色ノ
イズとして扱うことができる。このようなメゾスコピックな有効理論（モード結合理論 [7, 8]）は、動的臨界指
数 zの評価に大きな成果を上げ、QCDの臨界ダイナミクスにも適用されている [5, 6]。

以上のように、どのスケールの現象に興味があるかによって、用いる有効理論は変わってくる。一方どのよう
なスケールであろうとも、原理的には微視的な方程式からダイナミクスを理解することは可能である。しかし
微視的な理論は粒子同士の衝突を直接扱うため、無数の衝突過程が含まれる巨視的スケールの現象を、単純な
摂動論で扱うことは困難である [9]。そこで無数の衝突効果を再足し上げにより取り込むことで、微視的な理論
から巨視的スケールの現象を記述することを目指した。二粒子既約（2PI）有効作用 [10, 11] は、場の期待値
〈ϕ〉に加え、その 2点相関関数 (∼ 〈ϕϕ〉)も自己無撞着な方程式で与えることにより、2点関数までの再足し上
げを系統的に行うことができる手法である。本稿では、O(N) ϕ4 模型を 1PIおよび 2PI有効作用の 1/N 展開
next-leading-order (NLO)で扱い、ϕの 2点相関関数が長距離・長時間（赤外領域）で散逸モードを持つかどう
かを調べる。さらに臨界点における 2点相関関数から、相関時間 τ の発散を表す動的臨界指数 zの評価を行う。

2 微視的モードの同定

非保存量の秩序変数 ϕは、現象論的には長距離・長時間で拡散方程式に従う。そのため ϕの 2点関数は、

Gpheno(p0,p) ∼ 1
−ip0/Γ + p2 +m2

, (2)

の様に散逸的に振る舞う。式 (2)を時間についてラプラス変換すると、Gpheno(t,p) ∼ e−Γ(p2+m2)tとなるため、
Γは緩和時間を与える緩和係数であることが分かる。

1例えば、QCD 相転移と同じ普遍性クラスとされている気液相転移 [5, 6] では、ずり粘性係数が発散する。
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次に微視的な理論で ϕの緩和を扱う。流体描像が有効な平衡状態近傍においては、線形応答理論を適用できる。
従って ϕの緩和は、平衡状態における ϕの遅延相関関数GR(p) で与えられる。GR(p)は形式的に、GR(p0,p) =
[−p2

0 + p2 +m2
0 − Re ΣR(p0,p)− iIm ΣR(p0,p)]−1 と書けるため、Im ΣR(p)が

γ−1 ≡ lim
p→0

lim
p0→0

(
∂

∂p0
Im ΣR(p0,p)

)
6= 0, ∞ , (3)

を満たせば、GR(p)は式 (2)の Gpheno(p)と同様、長距離・長時間（赤外領域）で散逸的に振る舞うといえる。
我々は、式 (3)を散逸モードが存在するための条件とした。

本稿では相対論的 O(N) ϕ4 模型

S[ϕ] =
∫
dtddx

[
1
2
∂µϕa(x)∂µϕa(x)− m2

0

2
ϕa(x)ϕa(x)− λ0

4!N
(ϕa(x)ϕa(x))2

]
, (4)

を用いて、式 (3)を評価する。ただしm0, λ0 は、それぞれ裸の質量と裸の結合定数であり、場の添え字 aは、
a = 1, · · · , N である。また O(N)対称性から、遅延相関関数 GR(p0,p)は、

GR(p0,p)δab = GabR (p0,p) =
∫
dtdx ei(p0t−p·x) θ(t) Tr

{
e−βH [ϕa(t,x), ϕb(0,0)]

}
, (5)

で与えられる。散逸は熱浴中の粒子との散乱により生じるので、散乱過程が含まれる 1/N 展開の NLOを用い
る。このとき自己エネルギーのダイアグラムは、図 1で与えられる。

+ +

図 1: 自己エネルギーの 1/N 展開NLOダイアグラム。点線部分はバブルダイアグラムの足し上げを表している。

ここでバブルダイアグラム Π と、Π を足し上げた相関関数 D ∼ 〈
ϕ2ϕ2

〉
を定義する。特に遅延相関関数

ΠR(p), DR(p)は、

ΠR(p) =
∫

dq0dq

(2π)d+1
n(q0) ρ(q)[GR(p+ q) +GA(q − p)] , (6)

DR(p) =
ΠR(p)

1 + λ
6 ΠR(p)

, (7)

で与えられる。このとき自己エネルギーの虚部 Im ΣR(p)は、

Im ΣR(p) =
λ

6N
λ

6

∫
dq0dq

(2π)d+1
ρ(q) ρD(p+ q) [n(q0)− n(p0 + q0)] , (8)

となる。ただし ρ(p), ρD(p)はそれぞれGR(p), DR(p)のスペクトル関数で、n(x) = (eβx− 1)−1である。式 (3)
より γ−1 は、

γ−1 = − λ

6N
λ

6

∫
dq0dq

(2π)d+1
ρ(q0, q) ρD(q0, q) n′(q0) , (9)

となる。式 (9)より、ρ(p), ρD(p)が積分領域にオーバーラップを持てば、γ−1 6= 0となることが分かる。

まず 1PI有効作用で評価する。ρ(q)は質量殻上（q2
0 − q2 = m2）に δ 関数のピークを持ち、一方 ϕ2 のスペク

トル関数 ρD(q)は、ϕ2 → ϕϕと ϕ2ϕ → ϕ （およびその逆過程）に対応して、それぞれ s = q2
0 − q2 > (2m)2

と s < 0に 0でない値を持つ（図 2左）。従って ρ(q), ρD(q)はオーバーラップを持たず、γ−1
1PI = 0となり、1PI

NLOで散逸モードは存在しないことが確認できた。
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次に 2PI有効作用で評価を行う。2PIの枠組みでは、2点相関関数が自己無撞着な方程式（Kadanoff-Baym方程
式）で与えられる。すなわち自己エネルギーダイアグラムに現れる相関関数は、自由場の相関関数ではなく、相
互作用効果の入った相関関数（full propagator）となる。式 (3)中のスペクトル関数にも、すでに熱浴との多重
散乱効果が取り込まれている。そのため ρ(q)は δ関数ではなく、有限の幅を持つ。また ρD(q)にも同様に熱浴と
の散乱による効果が取り込まれている。多重散乱効果によるスペクトル関数の広がりを評価すると、ρ(p), ρD(p)
は積分領域のほぼ全領域に 0でない値を持つことが分かる。従って積分領域にオーバーラップが生じ（図 2右）、
2PI NLOでは γ−1

2PI 6= 0となる。さらに次元解析などを用いて、γ−1
2PI 6=∞も示すことができる。これらの結果

から、散逸モードの導出には多重散乱効果が重要であることが分かった。

図 2: それぞれ 1PI NLO(左図)と 2PI NLO（右図）について、スペクトル関数 ρ(q0, q)（赤線）と ρD(q0, q)
（青線）の概形を図示した。ただし 2PI NLOの方は、ρ(q0, q)のみ再足し上げの効果を取り入れた概形を描いた
（ρ, ρDのオーバーラップをみるには、これで十分である）。1PI NLOでは二つのスペクトル関数はオーバーラッ
プ領域を持たないが、2PI NLOではオーバーラップを持つことが分かる。

3 動的臨界指数 zの評価

系が臨界点に近づくと大きな揺らぎが生じ、相関長と相関時間が発散する。このとき空間と時間のスケール変換
に対する不変性が発生する。特に 2点相関関数はスケール変換に対して、

GR(p0,p) = b2−η GR(bzp0, bp) , (10)

となる（ただし b > 1）。ここで ηは静的臨界指数で、O(1/N)の量である。さらに b = Λ/|p|とおくと2、

GR(p0,p) =
(

Λ
|p|
)2−η

·GR

(
Λzp0

|p|z ,Λ
)

= Λ−2

(
Λ
|p|
)2−η

· G̃R

(
Λz−1 p0

|p|z
)
, (11)

となり、動的臨界指数 zが p0と pの冪の比として得られることが分かる。また GR(p)の質量次元が−2である
ことを用い、無次元量の関数 G̃R を定義した。

臨界点における GR(p)の関数形について考察する。赤外領域における 2点相関関数が散逸的であること、およ
び静的臨界現象による Re ΣR(p)の評価を行うと、

GR(p0,p) ∼ 1
−iΓ−1 p0 + Ληp2−η = Λ−2

(
Λ
|p|
)2−η

· 1
−iΓ−1 Λ−η p0/|p|2−η + 1

, (12)

となる。式 (11), (12)を比較すると、z = 2− ηが得られる。
式 (12)では、緩和係数 Γが臨界点においても定数であると仮定したが、一般的には pに依存し得る。緩和係数
の主要な寄与を Γ ∼ Γ0|p|−c と置くと、臨界点における GR(p)の関数形は、

GR(p0,p) ∼ 1
−iΓ−1

0 (Λ/|p|)c p0 + Ληp2−η = Λ−2

(
Λ
|p|
)2−η

· 1
−iΓ−1

0 Λc−η p0/|p|2−η+c + 1
, (13)

となる。式 (11), (13)を比較すると、zを形式的に z = 2− η + cと書くことができる [1]。
2ここで Λ は臨界温度 Tc と同じオーダーの量である。
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ここまでが論文 [1]に基づく内容であるが、今回講演者はさらに式 (13)を用いて、自己無撞着に Schwinger-Dyson
方程式を解き、cの値を求めることを試みた。臨界ダイナミクスは赤外領域の物理で記述されるため、ϕの相関
関数 GR(p)だけでなく、ϕ2 の相関関数 DR(p)についても、周波数 p0 について 1次近似をして評価を行った。
その結果、動的臨界指数として z = 3 +O(1/N)を得た。しかしN →∞の極限では相互作用が弱くなるため、
臨界点でも緩和係数 Γは特異的な振る舞いはせず定数のままであり、従って z = 2 + O(1/N)となるはずであ
る。このことから、自己無撞着な方程式による cの評価は未だ不十分であり、その原因は DR(p)を周波数につ
いて 1次近似したことにあると考えられる。

2 4 6 8 10 12
N

2.50

2.55

2.60

2.65

2.70

2.75

2.80

z

図 3: 臨界指数 zをN の関数としてプロットした。

4 まとめと今後の展望

本稿では、まず相対論的 O(N) ϕ4模型の 1/N 展開を用い、T 6= Tcにおける 2点相関関数GR(p)が、赤外領域
に散逸モード（p0 ∝ −ip2）を持つかどうかを調べた。その結果、1PI有効作用の NLOには散逸モードが現れ
ないが、再足し上げによる多重散乱効果を取り込める 2PI有効作用を用いると、NLOで散逸モードが現れるこ
とを確認できた。

続いて、臨界領域における系のダイナミクスを特徴づける、動的臨界指数 zの評価を行った。T = Tcにおける
2点相関関数GR(p)の散逸的振る舞いから、我々は z = 2− ηという値を得た。さらに臨界点における緩和係数
Γの運動量依存性（Γ ∼ Γ0 p

−c）を考慮することで、臨界指数の値が z = 2− η + cと改善されることについて
も触れた。cの正確な評価については今後の課題としたい。
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量子電磁力学に基づく原子分子系における時間発展の計算方法の研究

市川和秀1、福田将大、立花明知
京都大学工学研究科

量子電磁力学 (Quantum ElectroDynamics, QED)に基づいて原子や分子系の時間発展をシミュレートする
方法の定式化を行い、いくつかの近似のもとで水素原子と水素分子について数値計算を行った。その結果、電
子電荷密度の時間変化に高速の振動が見られ、その周期は電子質量の２倍の逆数に対応するものであった。こ
の振動は、仮想電子陽電子の対生成対消滅に起因すると考えられる。また、電子の自己エネルギープロセスを
考慮するとこの振動の周期は減少することが見いだされた。

1 はじめに
QEDに基づいて原子や分子系の時間発展をシミュレートするためには、摂動論によって散乱振幅を

計算するいわゆる普通のQEDでは現れなかった状況が生じる。それは、(i)原子核が存在する、(ii)物
質粒子が束縛状態にある、(iii)系の発展を時々刻々追う（非平衡系を扱う）、というものである。これ
らの場の量子論的取り扱いは、それぞれではある程度方法が確立されているが、三つの要素を同時に
扱う方法はわれわれの知る限り行われていない。以下ではわれわれの試みを紹介する [1, 2]。(i)につ
いては原子核場をシュレディンガー場として電子と光子のQEDに追加することを試みているが、本
稿では Born-Oppenheimer近似を採用し、原子核の自由度は扱わないことにする。(ii)については平
面波ではなく局在した関数で場の演算子を展開するということで対処する。特に、電子場は外場存在
下でのディラック方程式の解を展開関数にとる。(iii)については、ハイゼンベルク表示を用いて、場
の方程式に従って時間発展を追うことにしている。

2 時間発展方程式
電子場を ψ̂(x)、光子場を Âµ(x)で表す。電子場はディラック場の方程式 ih̄γµD̂eµ(x)ψ̂(x) = mecψ̂(x)

に従う。ここで、ゲージ共変微分は、D̂eµ(x) = ∂µ + iZee
h̄c Âµ(x) (Ze = −1)である。上で述べたよう

に電子場を ψ̂(ct, ~r) =
∑ND
n=1

∑
a=± êna(t)ψna(~r) のように展開する。ここで ψn+(~r)と ψn−(~r)は４成

分ディラック-ハートリー-フォック (DHF)方程式の n番目のそれぞれ電子解と陽電子解で、NDはそ
れら展開関数の数である。これらは

∫
d3~r ψ†

na(~r)ψmb(~r) = δnmδabのように正規直交している。この記
法では ên+ が電子消滅演算子で、ên− が陽電子生成演算子である。この展開方法は Furry表示 [3, 4]
と呼ばれるものに類似しているが、われわれは生成消滅演算子の時間発展をエネルギー固有値で決め
るということはしない。これらは同時刻反交換関係

{
êna(t), ê†

mb(t)
}

= δnmδabに従い、場の方程式に
従って時間変化するものと考える。ディラック場の方程式に上の展開を代入して得られる生成消滅演
算子の時間発展方程式は、

ih̄
∂êna

∂t
=

ND∑
m=1

∑
b=±

hnamb êmb +
ND∑

m,p,q=1

∑
b,c,d=±

(namb|pcqd)ê†pc êqd êmb

− 1
c2

ND∑
m=1

∑
b=±

3∑
k=1

∫
d3~r d3~s jknamb(~r)

ĵkT (cu,~s)
|~r − ~s|

êmb

1e-mail address: kazuhide@me.kyoto-u.ac.jp
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−
√

4πh̄2√
c(2πh̄)3

ND∑
m=1

∑
b=±

3∑
k=1

∑
σ=±1

∫
d3~p√
2p0

[
F knamb(~p)ek(~p, σ)e−icp

0t/h̄ â~pσ êmb

+F knamb(−~p)e∗k(~p, σ)eicp
0t/h̄ â†~pσ

êmb

]
, (1)

である。ここで、各種係数行列は以下のように定義されている。第１項目の hnamb ≡ Tnamb +Mnamb +∑Nn
a=1(Zae)Vnamb(~Ra)は、電子運動エネルギー積分Tnamb ≡ −ih̄c

∫
d3~r ψ†

na(~r)γ0~γ · ~∇ψmb(~r)と電子質
量エネルギー積分Mnamb ≡ mec

2
∫
d3~r ψ†

na(~r)γ0ψmb(~r)と核引力積分（原子核のスカラーポテンシャル
への寄与）Vnamb(~R) ≡ (Zee)

∫
d3~s

ψ†
na (~s)ψ

mb (~s)

|~s−~R|
の和である。第２項目は電子のスカラーポテンシャル

への寄与であるが、ここで二電子積分 (namb|pcqd) ≡ (Zee)2
∫
d3~r d3~sψ†

na(~r)ψmb(~r) 1
|~r−~s|ψ

†
pc(~s)ψqd(~s)

を定義した。第３項目は、Âµ(x)をYang-Feldman方程式 [5]のように自由輻射場と遅延ポテンシャルの
項の和で書いた時の後者からの寄与であるが、本稿ではこれを無視する近似を行っているため、説明は
[1, 2]に譲る。よって本稿で考慮する光子場のベクトルポテンシャルの寄与は自由輻射場 Âkrad(ct, ~r) =√

4πh̄2c√
(2πh̄)3

∑
σ=±1

∫ d3~p√
2p0

[
â~pσe

k(~p, σ)e−icp
0t/h̄ei~p·~r/h̄ + â†~pσ

e∗k(~p, σ)eicp
0t/h̄e−i~p·~r/h̄

]
のみである。ここで、

â~pσは運動量 ~pでヘリシティーσの光子の消滅演算子で、~eは偏極ベクトルである。われわれはクーロン
ゲージを採用している。ここにでてくる積分は電子電流の関数 jk

namb(~r) ≡ Ze e c
[
ψ†
na(~r)γ0γkψmb(~r)

]
のフーリエ変換で、F k

namb(~p) ≡
∫
d3~r jk

namb(~r)ei~p·~r/h̄ という定義である。これらの積分は展開関数が
ガウス型関数の和で表されていれば、解析的に行うことができ、その表式はよく知られている。
われわれが計算したい物理量は電子電荷密度演算子 ρ̂e(x) = Zee

ˆ̄ψ(x)γ0ψ̂(x) の期待値である。こ
れを生成消滅演算子で表すと、ρ̂e(x) =

∑ND
n,m=1

∑
a,b=± ρnamb(~r)Ênamb(t)と書け、ここで ρnamb(~r) ≡

(Zee)ψ
†
na(~r)ψmb(~r)で、励起演算子 Ênamb ≡ ê†na êmbを定義した。必要なのは、励起演算子の期待値（こ

れを密度行列と呼び、Enamb ≡ 〈Φ|Ênamb |Φ〉と表す）の時間発展である。（実際には t = 0での物理量の
真空期待値がゼロになるように、ρe(x) =

∑ND
n,m=1

∑
a,b=± ρnamb(~r)

{
Enamb(t) − E0

namb(t = 0)
}
を計算

している。ここで E0
namb ≡ 〈0|Ênamb |0〉である。）密度行列の閉じた時間発展方程式を得るためには３

次以上の演算子の項の期待値を因子分解するなどして近似的に密度行列で表すことが必要である。例
えば、スカラーポテンシャルの電子からの寄与の項では 〈ê†na ê

†
pc êqd êre〉 ≈ EnareEpcqd −EnaqdEpcre とす

る。自由輻射場の項については、二種類の近似方法を考えている。一つ目は、〈ê†na â~pσ êre〉 ≈ 〈â~pσ〉Enare

とするもので、初期光子状態がコヒーレント状態（光子消滅演算子の固有状態）である場合に有限の
寄与を与える。この時、密度行列の時間発展は ∂E

namb

∂t = O†
namb + Onamb で、

ih̄Onamb =
ND∑
r=1

∑
e=±

hmbreEnare +
ND∑

r,p,q=1

∑
e,c,d=±

(mbre|pcqd)
(
EnareEpcqd − EnaqdEpcre

)

− 1√
2π2h̄c

ND∑
r=1

∑
e=±

3∑
k=1

∑
σ=±1

∫
d3~p√
2p0

[
Fmbre~pσ

(t)〈â~pσ〉Enare + F∗
remb~pσ

(t)〈â~pσ〉
∗Enare

]
.(2)

と表される。ここでFnamb~pσ
(t) ≡

∑3
k=1 F

k
namb(~p)ek(~p, σ)e−icp

0t/h̄ を定義した。もう一つの近似では、
上の因子分解を行わずに、Ena~pσmb ≡ 〈Φ|ê†na â~pσ êmb |Φ〉の時間発展を密度行列のものと連立させて解
くということを行う。この場合は、

ih̄Onamb =
ND∑
r=1

∑
e=±

hmbreEnare +
ND∑

r,p,q=1

∑
e,c,d=±

(mbre|pcqd)
(
EnareEpcqd − EnaqdEpcre

)

− 1√
2π2h̄c

ND∑
r=1

∑
e=±

3∑
k=1

∑
σ=±1

∫
d3~p√
2p0

[
Fmbre~pσ

(t)Ena~pσre + F∗
remb~pσ

(t)E∗
re~pσna

]
, (3)
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を用いることとなり、これと ∂E
na~pσmb

∂t = Q∗
mb~pσna + Pna~pσmb と連立させて解くことになる。ここで、

ih̄Pna~pσmb =
ND∑
r=1

∑
e=±

hmbreEna~pσre − 1√
2π2h̄c

ND∑
r=1

∑
e=±

1√
2p0

F∗
remb~pσ

(t)(n~pσ + 1)Enare , (4)

ih̄Qna~pσmb =
ND∑
r=1

∑
e=±

hmbreE∗
re~pσna − 1√

2π2h̄c

ND∑
r=1

∑
e=±

1√
2p0

Fmbre~pσ
(t)n~pσEnare , (5)

で、n~pσ はモード (~p, σ)の光子の占有数である。これを導くのに 〈ê†na â~pσ â~qτ êre〉 ≈ 〈â~pσ â~qτ 〉〈ê
†
na êre〉や

〈ê†na â~pσ â
†
~qτ
êre〉 ≈ 〈â~pσ â

†
~qτ
〉〈ê†na êre〉 のような因子分解を行った。二番目の方法では電子が光子を放出

して再吸収するプロセスを考慮していることになり、電子の自己エネルギーの寄与が取り込まれると
考えられる。

3 結果と展望
上では二つの近似方法を提案したが、それらに従って水素原子と水素分子について電子電荷密度の

時間変化を数値計算した。電子場の展開関数はDIRACコード [6]によりDHF法で基底関数 STO-3G
を用いて計算したものを使用している。単位は原子単位系（me = e = h̄ = 1で c = 137.035999679）
を使用している。初期状態はDHF法で得られた基底状態としている。水素原子の原子核の位置は原
点とし、水素分子の原子核の位置は (x, y, z) = (0, 0,±0.7)とした。
図 1の左図に一番目の近似方法の結果を示す。水素原子の (x, y, z) = (0, 0, 1)における電子電荷密度

の時間発展を計算したものである。上パネルは初期状態に光子が無い場合で、周期が 2π/(2mec
2) =

1.67 × 10−4の高速の振動が見られ、これを電子陽電子振動と呼ぶことにする [2]。この振動は、仮想
電子陽電子の対生成対消滅に起因すると考えられるものである。中と下パネルでは初期光子状態をコ
ヒーレント状態にとった。ここではコヒーレント状態 |{α}〉の固有値を â~pσ |{α}〉 = α(~p, σ)|{α}〉のよ
うに書いた時、α(~p, σ) = αjδ

(3)(~p− ~pj)δσ,σj のようにある単一モード (~pj , σj)のまわりでデルタ関数
的になっていることを仮定した。ここでは ~pj は x軸正方向で、σj = +にとり、中パネルは p0 = 10、
下パネルは p0 = 20 としたものである。このようなコヒーレント状態は、古典的な振動電磁場に対応
していて、その周期が p0で 2π/(p0c)のように決まる。p0 = 10、20は 4.59× 10−3、2.29× 10−3に対
応し、そのような周期の振動で電子陽電子振動が変調されていることが図に現れている。
図 1の右図に二番目の近似方法の結果が示されている。水素原子（上パネル）と水素分子（下パネ

ル）の (x, y, z) = (0, 0, 1)における電子電荷密度の時間発展を計算したもので、赤実線は自己エネル
ギープロセスを考慮しない場合で、緑破線が考慮した場合である。初期状態には光子が無い場合を考
えるため、すべてのモードで n~pσ = 0である。水素原子・分子いずれの場合も自己エネルギープロセ
スを考慮すると電子陽電子振動の周期が短くなっていることが見られる。この周期は電子質量の逆数
で決まることを考えると、自己エネルギーによって質量が増加したように見え、自己エネルギーの効
果として妥当な解釈ができる結果となった。なお、この効果が有限であることは、電子場の展開を有
限個の離散スペクトルに限っているためであると考えられる。
今後の課題としては、ベクトルポテンシャルの中の遅延ポテンシャルの寄与を取り入れることがあ

るが、これは少なくとも二次元の数値積分が時間ステップごとに必要となるため、効率的な近似方法
を考案する必要がある。また、自己エネルギーのプロセスを入れた場合のくりこみを行う必要がある
が、われわれの設定でどのように行うべきかは未解決の問題である。
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図 1: 左図は水素原子の (x, y, z) = (0, 0, 1)における電子電荷密度の時間発展。上パネルは初期状態に
光子が無い場合、中（下）パネルは初期光子状態を p0 = 10（20）でx軸正の方向のモードのコヒーレン
ト状態にとった場合を示す。右図は水素原子（上パネル）と水素分子（下パネル）の (x, y, z) = (0, 0, 1)
における電子電荷密度の時間発展を、自己エネルギープロセスを考慮しない場合（赤実線）と考慮す
る場合（緑破線）で比較したもの。見易さのため、考慮しない場合の値は、水素原子の場合と水素分
子の場合でそれぞれ 104倍と 102倍されている。
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熱的状況下の自由度二重化

山中 由也1、中村 祐介2、桑原 幸朗3

早稲田大学基幹理工学部

1 はじめに

本発表では、非平衡TFD（Thermo Field Dynamics）[1, 2, 3]の理論構造や妥当性をより深いレベル

から理解することを目指して、二つの話題を紹介する。一つは密度行列の立場から、それを超演算子形

式にしてどのような物理的条件下で非平衡 TFDに至るかという内容で [3]、もう一つは最近 Galleyに

よって提唱された自由度を二重化する古典力学の定式化 [4]を場の量子論に拡張することによって非平

衡 TFDが導かれること [5]である。

熱的状況下の実時間形式場の量子論としては、CTP（Closed Time Path あるいはKeldysh-Schwinger

method とも呼ばれる）[6] と TFD が知られている。どちらも”自由度を倍加”して 2 × 2-行列プロパ

ゲーターが用いられることから、同等な理論と受け取られがちであるが、決してそうではない。時間

依存演算子の量子論期待値は、相互作用描像で通常の T-積の期待値とならないが、CTPでは時間の

往路→復路である Keldysh経路上で順に並べる Tc-積導入することによって Tc-積の期待値としている

hψH(t)i = hS−1T [ψ(t)S]i = hTc [ψ(t)Sc]i（Sは通常の、また ScはKeldysh経路上の S-行列演算子であ

る）。往路上の演算子 ψ1、復路上の演算子 ψ2 と表すとき、
h
ψ1(t),ψ

†
2(t)

i
∓
6= 0のように一般にお互い

（反）交換しない。つまり、CPTは時間軸の二重化であって、本質的な自由度の二重化ではない。

非平衡 TFDの重要な要素は次の 4つである：(ア) 自由度の二重化（a → a , ãのようにチルド演算

子を導入）、(イ) 物理量は時間依存しない熱的真空の期待値、(ウ) 未定の時間依存個数分布 n(t)の導

入、(エ) 相互作用描像で 2× 2-行列プロパゲーターに基づく Feynman diagram methodで計算された

因果グリーン関数に対する繰り込み条件から n(t)に対する量子輸送方程式の導出。(ア)の自由度二重化

の理由は、幾何分布の混合状態期待値（ρ0 = (1 ∓ f)Pm f
m|mi、平衡系なら f = e−βω）を熱的真空

（h0th| =
P
m hm, m̃| , |0thi = (1∓ f)

P
m f

m|m, m̃i）による純粋状態期待値で表すことができると、こ

れまで説明されてきた。

hF (a, a†)i = Tr
h
ρ0F (a, a

†)
i
= h0th|F (a, a†)|0thi .

倍加された演算子は同時刻で（反）交換する（[a(t), ã(t)]∓ = · · · = 0）するので、明らかに自由度の二

重化である。

2 超演算子形式から非平衡TFDへ

上の議論で幾何分布という制限は重要である。それなら非平衡TFD でなぜその分布に限られるのか。

また、非平衡TFDで n(t)の導入は時間依存Bogoliubov変換で実現されるが、Bogolibov変換には非自

明なパラメーターが存在し、n(t)以外の 2つのパラメーターがなぜ固定されて現れないのか。こうした点

は、本質的には密度演算子形式である超演算子形式から非平衡TFDを導くことによって明らかになる。

その導出の詳細は参考文献 [3]に譲る。位相変換対称性を有しかつ自発的にも破れていない系の超演

算子形式に対して、次の三つの要請だけで非平衡 TFDが導出される。(r1) 各時刻に準粒子描像が成り

1e-mail address: yamanaka@waseda.jp
2e-mail address: nakamura@aoni.waseda.jp
3e-mail address: a.kuwahara1224@asagi.waseda.jp
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立ち、時間と共に変化する非摂動 ρ0(t)が存在する。(r2)（thermal causality）　因果グリーン関数にお

いて巨視的量であるである n(t)は未来（過去）の微視的運動に影響する（しない）。(r3) 長時間経過後、

系は熱平衡に緩和する。

(r1)は、非摂動表現が時間と共に変更されるという相互作用描像の新たな定式化である。また、ρ0(t)

の存在を前提に、次のように TFDの熱的真空に対応させる。

ρ0(t) =
X
m

pm(t)|mihm|→ |0thi ,
X
m

|mihm|→ h0th|

これは Bogolibov変換に現れる一つのパラメータ α(t)を α(t) = 1と固定することにあたる [1]。また、

この固定によって Feynman diagram methodの使用が可能となる。(r2)によって、残り一つのパラメー

ターが定められ、結局非摂動ハミルトニアンの虚部は ṅに比例する項だけになる。最後に (r3)は t =∞
で成り立つ pm+1(∞)/pm(∞) = f(∞)（mに依存しない）という関係を意味するが、それを使うと任意

の時刻で pm+1(t)/pm(t) = f(t)成り立つこと、即ち幾何分布となることがが証明される [3]。

この超演算子形式の議論から、非平衡 TFDの定式化が導かれることを示した。それは時間とともに

変化する幾何分布を持つ密度行列 ρ0(t)を非摂動状態に採用した理論となっている。

3 Galleyの古典力学から非平衡TFDへ

最近非保存（散逸）系に対する古典解析力学として、自由度を二重化したHamilton原理がGalleyに

よって提唱された [4]。彼の主張は次のようなものである：通常の Hamilton原理は作用 S[q]に対して、

初期時刻 ti と終期時刻 tf における仮想変位 δq(ti) = δq(tf ) = 0という境界値条件として与えられるが、

その原理から導かれる運動方程式は初期値問題として解かれる。しかし、対象系と環境系からなる全体

系を考え、環境系を消去して対象系のみの有効理論を導く際、全体系の Hamilton原理から出発し、初

期条件の下で運動方程式を解いて環境系変数を消去して得られる対象系の有効理論（非保存系）ではも

はやHamilton原理は成立しない。この問題の根源は、Hamilton原理が終期時刻の座標も用いて定式化

されていることにある。

　彼は初期時刻の座標だけを用いる次の Hamilton原

理を提案した。(c1) （時間経路二重化） 経路を ti →
tf → ti とする。（ti → tf の座標 q1(t)、tf → ti の座標

を q2(t)と表す。）(c2) （初期条件） t = ti で条件を課

す：q1(ti) = q1i、q2(ti) = q2i（一般に q1i 6= q2iである）。

(c3) （equality condition） t = tf では固定しないが、

すべての仮想経路で q1(tf ) = q2(tf )、q̇1(tf ) = q̇2(tf )と

する。(c4)（physical limit） 導かれる運動方程式の解

の内で qsol1 (t) = q
sol
2 (t)だけが物理的解である。

GalleyのHamilton原理の重要な点は、初期条件だけが固定されていることと自由度が二重化されて

いることである。(c1)から CTP同様の時間軸の二重化と結論するのは間違いである。実際ラグランジ

アン L̂ = L(q1, q̇1) − L(q2, q̇2)、一般化運動量 pμ = εμ
∂L̂
∂q̇μ

(μ = 1, 2)とから得られるハミルトン形式

で次のようにポアソン括弧 {{A, B}} = P
μ εμ

³
∂A
∂qμ

∂B
∂pμ
− ∂A

∂pμ
∂B
∂qμ

´
(ε1 = 1 , ε2 = −1)を定義すると、

{{qμ, pμ0}} = εμδμμ0 ,{{qμ, qμ0}} = {{pμ, pμ0}} = 0となる。この結論には条件 (C)が本質的であり、結

果は q1 と q2 が独立な自由度で、自由度二重化になっている。

この新しいHamilton原理を場の量子論系に拡張する。これまでCTPやTFDで”自由度を倍加”は量

子期待値計算が起源であったのに反し、ここでは既に古典レベルで自由度が二重化されている。場の量子

論系への拡張では、equality condition (c3) と physical limit (c4)をどのように実現するかがポイントで

ある。我々は次の 5つの要請を置くと、得られる理論が非平衡TFDに他ならないことを示した [5]：(R1)
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物理量AH（添え字のHはHeisenberg描像演算子を示す）は独立な hΨb|と |Ψkiの行列要素 hΨb|A|Ψki
で与えられる。(R2) q1H(t)↔ q2H(t)と入れ替える操作を記号 ∼ で表すことにする。physical limitを、

次のように因果グリーン関数が ∼ の下で不変であることに対応させる。

(hΨb|T[q1H(t1)p1H(t2) · · · ]|Ψki)∼ = hΨb|T[q2H(t1)p2H(t2) · · · ]|Ψki

(R3) equality conditionは、次のような hΨb|に対する終期時刻演算子による状態条件で実現することと

する。

hΨb|
(
q1H(tf )

p1H(tf )

)
= hΨb|

(
q2H(tf )

p2H(tf )

)
(R4)前節 (r2)と同じ thermal causalityを要請する。(R5)前節 (r3)と同じ、熱平衡への緩和を要請する。

(R1)～(R3)の要請で前節の (r1)、即ち各時刻に準粒子描像が成り立ち、時間と共に変化する非摂動

密度行列が存在する定式化と等価な理論を導くことが出来る。さらに、(R4)と (R5)を追加して非平衡

TFDを導く議論は、前節で (r2)と (r3)を要請したものと同じである。

4 まとめ

本論文の議論で、密度演算子形式に対応させるならば、非平衡 TFDは各時刻最適な粒子描像に対応

するように時間と共に変化する非摂動表現を取る形式ということが明らかになった。さらに推し進めて、

自由度二重化の古典力学の場の理論への拡張という視点に立つなら、非平衡 TFDには密度行列が存在

する前提も不要となる。マクロ変化のミクロダイナミクスへの影響の制限である thermal causalityと熱

力学法則である熱平衡への緩和という二つの物理的要請が、非平衡TFD成立について決定的役割を担っ

ている。

参考文献

[1] H. Umezawa, Advanced Field Theory – Micro, Macro, and Thermal Physics, (AIP, New York,

1993).

[2] Y. Nakamura and Y. Yamanaka, Ann. Phys. (N.Y.) 326 (2011) 1070.

[3] Y. Nakamura and Y. Yamanaka, Ann. Phys. (N.Y.) 331 (2013) 51.

[4] C. R. Galley, Phys. Rev. Lett. 110 (2013) 174301.

[5] Y. Kuwahara, Y. Nakamura and Y. Yamanaka, “From Classical Mechanics with Doubled De-

grees of Freedom to Quantum Field Theory for Nonconservative Systems”, to be published in

Phys. Lett. A （arXiv:1307.1235 [quant-ph]).

[6] J. Schwinger, J. Math. Phys. 2 (1961) 407; L. V. Keldysh, Sov. Phys. JETP 20 (1965) 1018;

L. P. Kadanoff and G. Baym, Quantum Statistical Mechanics, (Benjamin, New York, 1962);

P. Danielewiecz, Ann. Phys. (N.Y.) 152 (1984) 239; K. Chou, Z. Su, B. Hao and L. Yu, Phys. Re-

ports 118 (1985) 1; T. Kita, 物性研究 90 (2008) 1; Prog. Theor. Phys. 123 (2010) 581-658.

Soryushiron Kenkyu



高温高密度多フレーバーQCDにおける一次相転移の終点

江尻信司1

新潟大学大学院 自然科学研究科

多フレーバー QCDによるテクニカラー模型が実現した場合、その模型の電弱相転移が強い一次相転移にな

り、電弱バリオン生成シナリオが実現可能かどうか興味深い。本研究では２つの軽いフェルミオンとNf 個の重

いフェルミオンが存在する系で、有限温度相転移の次数がその質量の関数としてどのように変化するかを議論

する。その結果、Nf が大きくなるにつれて、さらに、化学ポテンシャルが大きくなるにつれて、一次相転移の

領域が広がることが分かった。

1 多フレーバーQCDによるテクニカラー模型

ヒッグス粒子が複合粒子であるかどうか関心がもたれている。その複合ヒッグス模型の代表例であ
るテクニカラー模型が、多フレーバーQCDによって構築できるかどうかを調べるために、現在、い
くつかの研究グループによって格子QCDの数値シミュレーションが行われている。そこで、もしそ
のテクニカラー模型が実現した場合、次の段階として、その模型の電弱相転移が強い一次相転移にな
り、宇宙初期での電弱バリオン生成のシナリオが描けるかどうか興味深い [2]。素粒子標準模型での電
弱相転移の次数については、一次相転移にならないことが分かっている [3]。
ゲージボゾンに吸われる３種類を除き、実験で検証可能なエネルギー領域にテクニ・南部・ゴール

ドストン (NG)・ボゾンはないので、ゲージボゾンに吸収されるNGボゾンを作る質量ゼロの２フレー
バーが質量ゼロで、そのほかのテクニ・フェルミオンの質量は実験にかからにような重さでなければ
ならない。また、QCD相転移の知識から、３フレーバー以上のQCDの有限温度相転移は、カイラル
極限で一次相転移なので、すべての質量が軽い領域で一次相転移になるはずである。２種類だけ質量
ゼロの場合は二次相転移、さらに、どの質量も軽くない場合はクロスオーバーになることが推測され
る。その場合、どの質量までが一次相転移で、電弱バリオン生成を引き起こすことができるかを数値
シミュレーションで調べることが重要である。

2 ヒストグラム法による一次相転移の終点の測定

本研究では、質量ml、化学ポテンシャル µの２つの軽いフェルミオンと、質量mh、化学ポテンシャ
ル µhのNf 個の重いフェルミオンが存在する系で、有限温度相転移の次数がその質量の関数としてど
のように変化するかを議論する。２フレーバーのシミュレーションを行い、残りのNf 個のフェルミ
オンの動的効果は reweighting法によって取り入れる。Nf が十分大きい場合に、プラケット変数 P の
ヒストグラムを計算して、その形から相転移の次数を判定する。一次相転移の場合は、相転移点で２
つの相が等確率で実現するので、確率分布関数は２つの異なる P でピークを持つはずである [4, 5, 6]。
以下のように定義された P についての確率分布関数（ヒストグラム）を考える。

w(P ;β,ml, µ,mh, µh) =

∫
DUDψDψ̄ δ(P − P̂ ) e−Sq−Sg

=

∫
DU δ(P − P̂ ) e6βNsiteP̂ (detM(ml, µ))

2(detM(mh, µh))
Nf (1)

1e-mail address: ejiri@muse.sc.niigata-u.ac.jp,
この報告は KEKの山田憲和氏との共同研究 [1]に基づいています。
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図 1: reweighting法によ
る有効ポテンシャルの変
化。
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図 2: 左：プラケットの関数とした lnR(P ;h, 0)。右：実線は lnR(P ;h, 0)

の曲率。○印と◇印付破線は d2V0/dP
2(P )。

ここで、Sg、Sq はゲージ場とクォーク場の作用で、M はクォーク行列、Nsite ≡ N3
s × Nt は格子

数、β = 6/g20 はシミュレーションパラメータである。δ(P − P̂ )は演算子 P̂ を値 P に拘束するとい
う意味である。P̂ は一般化されたプラケットで、改良されたゲージ場の作用にも適用できるように、
P̂ = −Sg/(6Nsiteβ)と定義する。標準作用の場合は 1 × 1 Wilson loopである。さらに、有効ポテン
シャルを Veff(P ;β,m, µ) = − lnw(P ;β,m, µ) と定義する。
２フレーバーQCD(mh = ∞)から reweighting 法で有効ポテンシャルを求めるとすると、

Veff(P ;β,m, µ) = V0(P ;β0)− lnR(P ;β,m, µ;β0) (2)

で得られる。ここで、V0(P ;β)は µ = 0での２フレーバーQCDの有効ポテンシャルで、Rは

lnR(P ;β,m, µ;β0) = 6(β − β0)NsiteP + ln

〈(
detM(ml, µ)

detM(ml, 0)

)2 (detM(mh, µh)

detM(∞, 0)

)Nf
〉

P :fixed

(3)

である。〈· · ·〉P :fixed ≡ 〈δ(P − P̂ ) · · ·〉β0/〈δ(P − P̂ )〉β0 は P を固定した期待値で、〈· · ·〉β0 は µ = 0の
２フレーバー・シミュレーションを β0、mlで実行したときの期待値である。β0はシミュレーション
点で βと違ってもよい。図 1に一次相転移が現れるときの予想を図示した。２フレーバーで質量がゼ
ロでないときはクロスオーバーなので常に有効ポテンシャルは P について２次関数 (分布関数はガウ
ス分布)で、lnRが大きな曲率をもった関数なら、有限質量でＷ型 (分布関数が２山)になり得る。κ
はホッピングパラメータで、質量の逆数に比例するものである。式 (3)から、M があらわに βに依ら
ない場合、βの依存性は P の１次項にしか現れない。２階微分 d2Veff/dP

2に注目すれば、βの依存性
がなくなり、Veff の形を議論する際に β を相転移点に調節する必要がなくなる [4]。Veff(P )の最小点
は βの選び方でどこにでもできるので、d2Veff/dP 2の曲率が負になる P の領域があれば、W型ポテ
ンシャル、一次相転移という意味である。さらに、２フレーバーの d2V0/dP

2の計算は、ガウス分布
になることを仮定すれば、ヒストグラムを描いて求める必要もなく、d2V0/dP 2 = 6Nsite/χP から簡
単に得られる。χP は P の感受率、χP ≡ 6Nsite〈(P − 〈P 〉)2〉 である。
ここで、Nf フレーバーは重いと仮定する。式 (3)の２番目の行列式は、標準Wilsonフェルミオン

の場合、質量の逆数 κhの展開の初項で、

ln

[
detM(κh)

detM(0)

]
= 288Nsiteκ

4
hP̂ + 12N3

s (2κh)
Nt

[
cosh(µh/T )Ω̂R + i sinh(µh/T )Ω̂I

]
+ · · · (4)

と近似できる。ここで、Ω̂R、Ω̂I は Polyakov loop の実部と虚部である。その近似を用いて、図 2

は、[7]で得られた配位で計算したゼロ密度の lnR(P )(左図)、d2V0/dP 2(P )(右図の赤と黒の破線)と
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図 3: mud、ms、µの関数とした相転移温度での相転移の次数の変化。左がクォーク質量が軽い領域
の臨界面の予想図で、右が [8]で計算されたクォークが重い領域の臨界面。

ゼロ密度の d2 lnR/dP 2(P )(右図の誤差棒付の実線)の結果である。(p4-improved staggered action、
擬スカラー・ベクトル・メソン質量比mPS/mV ≈ 0.7、格子数 16 × 4で配位を生成した。) hは重
いフェルミオンの質量を表すパラメータで、グラフの色で hを表し、値を図の脇に書いた。Wilson

フェルミオンの場合、h = 2Nf(2κh)
Nt が定義である。h が 0.06 を超えると、P ≈ 0.81 あたりで

d2Veff/dP
2 = d2V0/dP

2 − d2 lnR/dP 2 が負になることが分かる。これは有効ポテンシャルがＷ型に
なることを意味している。ちょうど P の一点だけで Veff(P )曲率ゼロになる hの臨界点を見積もると、
臨界点は、hc = 0.0614(69)であることが分かった。
フェルミオンが重いという近似では、κhは hの中にしか現れず、臨界点での κcrith のNf 依存性は、

κcrith =
1

2

(
hc
2Nf

)1/Nt

(5)

となる。このことから、Nf が大きくなるにつれて、κcrith が小さくなることが分かる。ここで用いた
κhが小さいという近似も、Nf がある程度以上大きければ正当化される。得られた結果をまとめると、
質量を無限大から減少させたところ、かなり重い質量でクロスオーバーから一次相転移になった。そ
の一次相転移になる質量はNf が増加するにつれて大きくなることが分かった [1]。

3 QCD相転移の理解へのフィードバック

Nf がある程度大きければ、２フレーバーの配位 (κh = 0)からの reweighting で簡単に臨界質量の
計算ができることが分かった。この性質を用いて、現実のQCD相転移に近いアップ・ダウン・スト
レンジの動的クォークを含む 2+1フレーバーQCDの相転移の理解へ、フィードバックを考える。
低密度でクロスオーバーであったQCDの相転移が、ある密度で二次相転移になり、さらに高密度

で一次相転移になることが予想されていて、その相転移の次数が変わる臨界点を見つけることが、現
在、理論・実験どちらからも注目されている。格子QCDのシミュレーションで素朴に化学ポテンシャ
ルを大きくすると、符号問題が起きて数値計算ができなくなるので、温度、密度だけでなく、クォー
ク質量もパラメータとして、密度ゼロから徐々に臨界点の質量依存性を調べることによって、現実世
界の臨界点を議論することは有効な手段である。図 3(左)は、QCD相転移に関与する、アップ・ダウ
ンクォークの質量 (mud)とストレンジクォークの質量 (ms)と化学ポテンシャル (µ)の関数とした、相
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図 4: µ/T = 1.0, µh = 0(左)、µ/T =
√
2, µh =

0(右)での lnR(P ;h, µ)の曲率
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図 5: 右: (h, µ) 面での臨界線。○印が
µh = 0で、◇印が µh = µの結果。

転移温度での相転移の性質の変化の予想を図示したものである。赤い網で描いた面がクロスオーバー
(右側)と一次相転移 (左側)の領域を分ける二次相転移の面である。＊印から上に伸びた青い破線が現
実のクォーク質量で、この線が臨界面を超える点が臨界点 (○印) である。このような臨界面を µが小
さいところから調べ上げることができれば、低密度でのクロスオーバーが高密度で一次相転移に変わ
る µが分かる。すべてのクォークが十分重いときも一次相転移で、臨界面があり、[8]ではその臨界面
を任意の µで調べ上げることができた。結果は図 3(右)である。クォークが十分重いとして、式 (4)

の近似式を用いることによって、すべての µで臨界面を計算した。しかし、物理として重要なクォー
クが軽い領域の臨界面は、クォーク質量が非常に軽い領域にあり、その研究を行うためには大変な計
算コストがかかることが予想され、その臨界面が物理的質量点の線と交わる方向に傾いていくのかど
うかも確認されていない。
本研究では、2 +Nf フレーバーQCDで、その臨界点が化学ポテンシャルと共にどのように変化す

るかを議論する。[4]では [7]で得られた p4-improved staggered action で生成した配位を用いて、２
フレーバーQCDの有限密度での臨界点を探索した。その計算に重いNf フレーバーを加えて計算を行
い、臨界点での重いフェルミオンの質量が µと共にどのように変化するかを調べる。有効ポテンシャ
ルの曲率の結果は図 4で、左図が µ/T = 1.0、右図が µ/T =

√
2 の (µh = 0とした)結果である。µ

が増えるに従って、d2 lnR/dP 2の最大値が大きくなることが分かる。つまり、µが増加すると、より
小さな hでも有効ポテンシャルの曲率が負になることを意味している。その負の曲率が現れる臨界点
をプロットした結果が図 5である。赤の○印が µh = 0の結果で、青の◇印が µh = µの結果である。
臨界線より上が一次相転移の領域である。密度が高くなるに従い、hの臨界点が小さくなっている。
h = 2Nf(2κh)

Nt なので、µが大きくなると、一次相転移になる κhが小さくなることが分かった。本
研究も [4]同様、µが小さい領域だけで正しい近似を使っていて、高密度領域で正しい保証はないが、
少なくとも低密度でO(µ2)までは厳密である。仮にNf を小さくしていっても同じような結果が得ら
れるとすれば、2+1フレーバーQCDの一次相転移の領域は密度が高くなると大きくなり、物理的質
量の点では、臨界点でクロスオーバーが一次相転移に変わることを示唆している。
この解析はNf が大きい場合にだけ妥当であるが、例えば、２フレーバーの質量がゼロのところに

あると予想される三重臨界点付近でのスケーリング則はNf によらずユニバーサルであると言われて
いる。Nf が大きい場合から研究し、徐々に 2+1フレーバー QCDに近付けるようなアプローチも有
効であると考えられる [6]。
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4 まとめ

多フレーバーQCDによるテクニカラー模型が実現した場合、その模型の電弱相転移が強い一次相
転移になり、宇宙初期での電弱バリオン生成のシナリオが描けるかどうかという問題が動機で、２つ
の軽いフェルミオンとNf 個の質量のあるフェルミオンが存在する系の有限温度相転移を調べた。２フ
レーバーのシミュレーションを行い、残りのNf 個のフェルミオンの動的効果は reweighting法によっ
て取り入れた。Nf が十分大きい場合に、プラケットのヒストグラムを計算して、その形から相転移の
次数を判定した。質量を無限大から減少させたところ、かなり重い質量でクロスオーバーから一次相
転移になり、その一次相転移の領域は Nf が増加するにつれ広くなることが分かった。さらに、フェ
ルミオンに化学ポテンシャル µを課し、有限密度の効果を調べた。µが大きくなるにつれて一次相転
移の領域が広がることが分かった。この研究は、一次相転移の領域が狭いために研究が難しい 2+1フ
レーバーQCDの相構造の解明に向けた、重要な１ステップになることが期待される。
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カイラル相転移臨界点におけるクォークスペクトル

根本幸雄 (聖マリアンナ医大)1, 北沢正清 (阪大), 国広悌二 (京大)

有限温度、有限密度で起こると考えられているカイラル相転移において、以前我々はカイラル凝縮
の揺らぎがクォーク間の強結合性によって臨界点付近で非常に大きくなるという指摘 [1] に注目し、そ
れがクォークスペクトルに与える影響についての研究を行った [2, 3]。そのときの研究ではクォーク
の質量をゼロとしていたため、カイラル相転移は低密度側で二次相転移をなし、相転移線上では常に
ソフト化するモードが存在している。そしてクォークスペクトルはこのソフトモードとの結合によっ
てそのピーク構造が大きく変化することを指摘した。本研究ではカレントクォーク質量を有限にお
き、クォーク質量効果として特にカイラル相転移点付近に着目し、スカラー、擬スカラー密度揺らぎ
とクォークとの結合からクォークスペクトルがどのように変化するかを、Nambu-Jona–Lasinio(NJL)

模型を用いて調べた。なお結果の一部はすでに 2007年の熱場の量子論とその応用で発表済みである
が [4]、この度あらためて再計算を行い、以前の発表で不完全であったところも含めて考察を深めた。
u, dクォークがカレント質量を持つ場合、カイラル対称性があらわに破れ、カイラル相転移は低密

度側でクロスオーバーになり、ある温度、密度で一次相転移が終わる臨界点が現れる 2。二次相転移
になるのはこの点のみであるが、対応するソフトモードはカイラル極限の場合とは異なり、シグマ中
間子モードではない。これは臨界点においてもカイラル対称性があらわに破れているためで、NJL模
型ではスカラー密度揺らぎの space-like領域にソフトモードが現れることが知られている [5]。シグマ
中間子モードは time-like領域にあるが、その質量は ∼ 2mであり (mは構成クォーク質量)、臨界点
においてもゼロにはならない。本研究ではクォーク伝播関数に、これらの寄与を含むスカラー密度揺
らぎと、パイオンモードを含む擬スカラー密度揺らぎを 1ループレベルで取り入れた自己エネルギー
を考慮し、臨界点付近のクォークスペクトルのふるまいを調べた。
初めにクロスオーバー領域となる低密度側を調べるため、近似的にカイラル対称性の相が移り変わ

る温度として擬臨界温度 (TPC)を定義し、TPCまわりのクォークスペクトルを調べることとした。TPC

は一意に定義することができないが、例えば臨界点のソフトモードに起因するスカラー密度揺らぎの
スペクトルのピークが、ある密度で温度を変えていったときに最大になる温度をもってそれを定義す
ることができる (臨界点では発散する)。また、このときパイオンの結合エネルギーがゼロになる温度
(TZB)も同時に求めてみると、すべてのクロスオーバー領域の密度において TPCよりも高いことがわ
かる。すなわち TPCと TZBの間の温度ではクォークと結合状態のパイオンが共存することになり、す
ぐ後で示すように、このパイオンがクォークスペクトルに大きな影響を及ぼす。
図 1の上段にゼロ密度における T = 206MeVでのゼロ運動量のクォークスペクトル ρ+(p0)を示す

(反クォーク部のスペクトルは射影して落としている)。この温度はカイラル動的感受率が最大になる
温度である。またゼロ密度では TZB = 216MeVである。この図から p0 ≃ 25MeVに準粒子ピークが
あることがわかる。平均場近似によって得られる構成クォーク質量mは 118MeVであるから、これ
は揺らぎとの結合によってクォークの質量が約 100MeVほど下がったことを意味する。このような大
きな質量シフトの要因は、図 1下段に示されたクォークの自己エネルギー (Σ+(p0))から知ることが
できる。自己エネルギーの虚部に注目すると、p0 ≃ ±50MeVで（負側に)大きな値を持っていること
がわかるが、実際にはこれらは発散している。自己エネルギーの虚部はクォークが揺らぎのモードと
結合することで生ずる（結合）状態密度を表しているため、この発散は状態密度の発散をあらわして
いる。クォークと個々の揺らぎのモードとの結合を調べてみると、この発散は結合状態のパイオンが

1e-mail address: nemoto@marianna-u.ac.jp
2カラー超伝導などの効果や多様な相互作用を考慮すると臨界点の消失や複数個の臨界点が現れる可能性があるが、ここ

ではカイラル対称性のみを考慮したシンプルな 2フレーバ型 NJL模型を用いているため、現れる臨界点は一つである。
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図 1: T = 206MeV、ゼロ密度におけるクォークスペクトル関数と、対応するクォーク自己エネルギー。

クォークと結合することによって生ずることがわかる。パイオンの分散関係を ωπ(q) と書くと、結合
状態密度には

∫
d3qδ(p0 +Eq − ω(q))という形をもつものがある。Eq =

√
q2 +m2 はクォークの分散

関係である。この項はパイオンとクォークの群速度が等しいところで発散をもたらすことを表してい
る。このような状態密度の発散は van Hove特異点と呼ばれ、たとえば半導体中において傾きの等しい
2つのバンド間で電子が遷移する際にも同じ現象が起こる。ここで注意しておきたいことは、ωπ(q)が√
q2 +m2

π という関数形であった場合には有限の運動量 qで Eq と同じ傾きになることはない、とい
うことである。ここではパイオンをクォークと反クォークの結合状態として記述していることと、有
限温度においてローレンツ不変性が破れていることによってパイオンの分散関係は

√
q2 +m2

πからず
れている。すなわち媒質中でのみ起こる相互作用によって van Hove特異点が現れたわけである。自
己エネルギーの虚部のこうした発散によって、実部は大きく関数形が歪められ、図 1に示されるよう
に大きな変化をもたらす。この解析において準粒子ピークが生ずる必要条件は実部と直線 p0 −m（図
1の緑線）が交差することであり、実部が大きく変化することによって交差点の一つは p0 ≃ 25MeV

にきていることがわかる。この p0での虚部は十分小さく、したがって準粒子ピークが形成される。他
の交差点、p0 ≃ −50MeV や 150MeVでは虚部が比較的大きく、そのためはっきりしたピークは見え
ていない 3。こうして擬臨界点付近においてクォークがスカラー、擬スカラー型揺らぎと結合すると、
特に結合状態のパイオンと結合することによってクォーク質量が大きく変わり得ることがわかった。
この結果をカイラル極限におけるクォークスペクトル [2, 3]と比較する。カイラル極限ではゼロ密

度で二次相転移となり、スカラー揺らぎのシグマモード、擬スカラー揺らぎのパイオンがともにソフ
ト化する。これらのモードとクォークとの結合により、クォークスペクトルは低運動量部で 3ピーク
構造になった。3ピーク形成はクォークと、結合するボソンモードとの質量の比が小さいことが必要
である [6]. 図 1の温度の場合、m/ωπ(0) ≃ 0.8であり、これは 3ピーク構造となる条件よりもずっと
大きい値である。すなわちカイラル対称性のあらわな破れのためにこの温度でもクォークは大きな構
成クォーク質量を持ち、その結果 3ピークにはならない。[6]による湯川模型を用いた解析では、上記
の質量比の場合のクォークスペクトルは continuum成分の寄与が支配的になり 1ピークも形成されな
くなる。今回の結果で鋭いピークが一つ存在するのは、パイオンとの結合による van Hove特異点の
形成が本質的である。これがカイラル極限におけるクォークスペクトルと大きく異なる結果を得た要

32007年の発表ではこれらの交差点でもピークが現れていることを示したが、それは擬スカラー揺らぎの寄与を過小評
価していたためであった。
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図 2: T = 211MeV (左)、220MeV(右)におけるクォークスペクトル関数と対応するクォーク自己エ
ネルギー。いずれもゼロ密度の場合。

因である。ところで前述したとおり、図 1は動的カイラル感受率が最大になる温度であるが、ソフト
モードに由来するスカラー揺らぎの効果は非常に小さく、クォークスペクトルへの影響は無視できる
ほど小さい。
図 2にはやや高い温度でのクォークスペクトル関数と自己エネルギーを図示した。図 2の左側は静

的カイラル感受率がほぼ最大になる温度での結果である。この場合でも TZBよりは小さいためパイオ
ンは結合状態を保っているが、結合状態密度はもはや発散せず、したがって自己エネルギー虚部は有
限である。しかし虚部のピークの存在によって、実部やクォークスペクトル関数は定性的に図 1とふ
るまいが類似している。図 2の右側は TZBよりもやや上の温度で、パイオンが continuum領域にある
場合である。この場合もはや特定の p0でパイオンと強く結合することがなくなるため、自己エネル
ギーはより滑らかなふるまいになり、結果としてクォークスペクトルのピークは平均場近似で与えら
れる構成クォーク質量の値に近くなる。
以上、ゼロ密度の場合のクォークスペクトルについて述べたが、有限密度、特に臨界点付近ではこ

こで述べたパイオンとの結合による van Hove特異点が現れるほか、ソフトモードとの結合もクォー
クスペクトルに大きな寄与を与える。詳細は発表予定の論文を参照されたい。

参考文献

[1] T. Hatsuda and T. Kunihiro, Phys. Lett. B 145, 7(1984); Phys. Rev. Lett. 55, 158 (1985).

[2] M. Kitazawa, T. Kunihiro and Y. Nemoto, Phys. Lett. B 633, 269 (2006).

[3] M. Kitazawa, T. Kunihiro and Y. Nemoto, Prog. Theor. Phys. 117, 103 (2007).

[4] 根本幸雄, 北沢正清, 国広悌二, 三ツ谷和也, 素粒子論研究 116, B137 (2008).

[5] H. Fujii, Phys. Rev. D 67, 094018 (2003); H. Fujii and M. Ohtani, Phys. Rev. D 70, 014016

(2004).

[6] M. Kitazawa, T. Kunihiro, K. Mitsutani, and Y. Nemoto, Phys. Rev. D 77, 045034 (2008).

Soryushiron Kenkyu



散逸二重井戸系における相転移の解析

青木健一 1　金沢大学　自然科学研究科

小林玉青 2　米子工業高等専門学校　教養教育科

通常の量子力学の二重井戸ポテンシャル系では，トンネル効果があり，対称性の保たれた量子的状態である．

ところが摩擦に代表されるエネルギー散逸の効果を取り入れると，トンネル効果が抑制され，状態は局在化し

た古典的状態となり，系の対称性は 破れる．この局在化相転移を引き起こす臨界結合定数を散逸のある二重井

戸ポテンシャル系で定量的に得ることが目的である．

1 Caldeira-Leggett 模型

ミクロの作用において，ターゲット自由度 qから，無限個の調和振動子で構成される環境自由度へ

のエネルギー散逸を記述する Caldeira-Legget模型 (1)を用いる．[1]

S[ q, {xα}] =
∫
dt

{
1

2
Mq̇2 − V0(q) +

∑
α

[
1

2
mαẋ

2
α − 1

2
mαω

2
αx

2
α − qCαxα

] }
. (1)

環境自由度の経路積分を行うと，ユークリッド経路積分において，虚時間方向の非局所有効相互作

用 (2)が現れる．ηがエネルギー散逸の大きさを表し，ηcが求めたい局在化相転移の臨界結合である．

∆SNL =
η

4π

∫
dsdτ

(q(s)− q(τ))2

|s− τ |p
. (2)

この相互作用を虚時間方向に離散化し，1次元統計系としてみると，離れたサイト間の長距離相互

作用 (3)に帰着する．パラメタ pは長距離相互作用の距離に伴うダンピング指数である．

η

2π
ϵ2−p

∑
n

(xi − xi+n)
2

np
. (3)

2 Block Renormalization Group (BDRG)

ミクロの自由度を積分する Decimation くりこみ群 (DRG)の手法を用いて系の分配関数を計算す

る [2]が，長距離相互作用 (3)がある場合には，通常のDRGは有効ではない．そこで，図 1の左側の

ように，相互作用の最大距離を nと限り，レンジ nに 対応するサイト数 n個を含むブロックに系を

分割し，くりこみ変換を行う Block Decimation Renormalization Group (BDRG)を定義する．

図 1: 量子力学系における BDRG

系はブロック間最近接相互作用模型となり，ブロック間の相互作用である bi-local potential

W (x1 · · ·xn, y1 · · · yn)で表される T 行列 (4)の積 T (k+1) = T (k)T (k)として，k回目のくりこみ変

換が定義できる．

T = e−W (x1···xn, y1···yn) = ⟨x1x2 · · ·xn | Û | y1y2 · · · yn⟩ . (4)

1e-mail address: aoki@hep.s.kanazawa-u.ac.jp
2e-mail address: kobayasi@yonago-k.ac.jp
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しかし，量子力学において各サイトの自由度は無限大であり，適切な状態に限って計算することに

なる．経路積分における実際の操作としては，完全系をはさみ，(5)のように変更した基底を制限す

ることにより実現される．(5)はくりこみ変換における T 行列の初期値であるが，多重積分を含む．

T =

∫
dx1 · · · dxndy1 · · · dyn⟨a1 · · · an | x1 · · ·xn⟩⟨x1 · · ·xn | Û | y1 · · · yn⟩⟨y1 · · · yn | b1 · · · bn⟩

=

∫
dx1 · · · dxndy1 · · · dynψ∗

a1(x1) · · ·ψ
∗
an(xn)e

−W (x1···xn,y1···yn)ψb1(y1) · · ·ψbn(yn) . (5)

BDRGによって，有限レンジでの分配関数から外場感受率を計算した後，我々は，Finite Range

Scaling (FRS)の手法を用いて，無限レンジでの情報を得て，臨界結合 ηc を評価する．FRSでは，

Finite Range exponent β(6)を仮定する．すると無限レンジ極限における対数外場感受率は，長距離

イジング模型では，実軸上の zeta関数を用いて得られる．すなわち，β(n = ∞, p, ηc) = 1となる時

が，外場感受率 χが発散する局在化相転移点である．

logχ(n)− logχ(n− 1) ≡
(
1

n

)β(n,p,η)

, lim
n→∞

logχ(n) = ζ (β(∞, p, η)) ≃ 1

β − 1
. (6)

これまでBDRGと FRSを用いた解析では，摩擦のない二重井戸ポテンシャルの基底状態と第一励

起状態の 2状態を採用する近似の場合に，ηcを定量的に求めることに成功している [3] ．得られた結

果は，インスタントン計算 [4]とモンテカルロシミュレーションによる結果 [5]のパラメタ領域を補完

する．次に，くりこみ群の初期値となる T 行列をMonte Carlo サンプルとして直接生成し，系の状態

を近似せずに解析する Full-BDRGによって，臨界結合定数を求める事を考えたい．

n ≧ 2の場合，T 行列はエルミート行列ではないが，任意の正方行列は適当な n次正則行列 Sを用

いて STS−1 = TJとすることにより，ジョルダン標準形 (7)には出来る．

TJ =



λ1 0 · · · · · · · · ·
... λ2 1 · · · Ø
...

... λ2
. . .

...
... Ø

...
. . . 0

...
...

...
... λn


,

∫
dy T (x,y)ϕ(y) = λϕ(x) . (7)

ジョルダン固有値 λiは (7)の固有値方程式から得られる．k回のくりこみ変換後には，

T (k) =


λ2

k

0

λ2
k

1

Ø . . .

 = λ2
k

0


1 (

λ1
λ0

)2k

Ø . . .

 , (8)

となって，非対角成分は残るが，くりこみ回数 k −→ ∞では、分配関数 Z = TrT (k)から得られる物

理量に関しては，最大固有値 λ0が支配的である．

実際に，外場感受率 χや自由エネルギー F を求めるためには，サイト変数に対して 1次の外場 hを

導入し，統計系のサイズをN = 2kとして，

χ = −∂
2F (h)

∂h2

∣∣∣∣
h=0

, F (h) = − 1

N
logZ(h) . (9)

摂動論ではエネルギー固有値に対して hが 1次の変化はないから，(9)より，

λ0(h) = λ0(0) +
λ0(0)

2
χh2 , (10)
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となり，h = 0及び，hを導入した T 行列の最大固有値の比が分かれば，外場感受率 χが計算される．

この固有値を利用する方法は、2状態近似BDRG[3]において行った T 行列の初期値 (5)を得るため

に，多重積分を実行する労力を軽減する可能性がある．これは計算量が増大する Full-BDRGを行う

際に有益であろう．よって今回は結合定数 ηの値を変えながら，外場 hも導入し，T 行列のジョルダ

ン固有値及び対応する固有状態の構造を調べる．

(3)においてサイトの自由度を 2点，つまり状態を二重井戸の底に完全に局在化するガウス関数で

近似すると，系は長距離相互作用K [p]
n を持つイジングスピン模型と同等になる．

K [p]
n ≡ η

np
, H =

∑
n, i;n≧i

Knσiσi+n +
∑
i

hσi . (11)

まずはこの長距離相関をもつイジングスピン模型の T 行列について調べる．

なお，我々は行列積を計算するBDRGと FRSを用いて，長距離相関があるイジングスピン模型の

場合に，ηcを定量的に得ることに成功している [6]．少ない計算リソース・計算時間で，モンテカルロ

シミュレーションの結果と同等であり [7]，1960年代にイジング模型に関して数多くの仕事がなされ

た数理物理学関係の結果とも一致する [8]．よって，今回，固有値の方法で得られる結果は，行列積を

用いた従来の BDRGによる結果と比較可能である。
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図 2: Eigen values at n = 2, p = 1.7
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図 3: Eigen values at n = 5, p = 1.7

それでは長距離相互作用のあるイジングスピン系の T 行列を見てみる．イジング系では自由度は 2

つしかないため，BDRGにおいて，相互作用の最大距離 nのブロック内の状態数は 2nだから，状態

間の相互作用を記述する T 行列は 2n × 2n 次元である．例えば，n = 2の場合，相互作用は (11)の

K1, K2のみであり，T 行列は実際に (12)となる．

T (n=2) =


| ↑↑⟩ | ↑↓⟩ | ↓↑⟩ | ↓↓⟩

| ↑↑⟩ e2K1+2K2 eK1 e−K1 e−2K2

| ↓↑⟩ e−K1 e−2K1+2K2 e−2K2 eK1

| ↑↓⟩ eK1 e−2K2 e−2K1+2K2 e−K1

| ↓↓⟩ e−K2 e−K1 eK1 e2K1+2K2

 . (12)

ジョルダン固有値 (h = 0)の結果をn = 2(図 2)の場合とn = 5(図 3)の場合について，横軸 ηに対し

て示す．λ0が最大固有値で，以下，絶対値が大きい順にλ1, λ2, · · · としている．n = 2(図 2)の場合，η

が大きい強結合領域ではλ0とλ1に対応する固有状態がそれぞれ | ↑↑⟩+ | ↓↓⟩と | ↑↑⟩−| ↓↓⟩となってお
り，スピンの揃った状態が支配的であることがわかる．スピンの揃っていない | ↑↓⟩+ | ↓↑⟩ , | ↑↓⟩−| ↓↑⟩
の固有値はほぼ 0になっている．一方，ηが小さい弱結合領域における固有状態は，強結合領域のよ
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うに分離されておらず，飛び抜けて大きい最大固有値の状態は 4状態すべてを等しく含む．n = 5 (図

3)の場合も事情は同様であり，λ3以下の固有値はほとんど 0になっているためグラフでは省略した．
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図 4: logχ at n = 1 ∼ 5, p = 1.7
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図 5: ηc at n = 5, p = 1.7

この最大固有値を用いて，(10)のように，対数外場感受率 logχ(n)を相互作用の最大距離 n = 1 ∼ 5

について計算したグラフが図 4である．n → ∞において logχが発散する ηcがあるはずだが，logχ

の発散の度合いが変化するポイントは (10)からは判別できない．そこで FRSの手法 (6)を用いて，

n→ ∞の相転移点を図 5のグラフとして得る．図 5では縦軸は FRS 指数 βであり，n = 1 ∼ 5の外

場感受率の値を使っている．β = 1に相当する ηが臨界結合 ηc = 0.28である．この結果は，行列積

を用いた BDRGと FRSの結果に一致している [6]．

今回，T 行列の最大固有値を求めて FRSを行う手法も従来の T 行列積を計算していく方向と同等

に有効であることが分かった．したがって今後は 2つの方法を長距離相互作用にある量子力学系に適

用することを並行して試み，精度向上と計算の省力化を考えていきたい．
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Lee-Yangのクラスター展開法によるBCS理論の導出

作道直幸1 理化学研究所、日本学術振興会特別研究員 (PD)

本研究は、西田祐介氏 (東京工業大学)、上田正仁氏 (東京大学)との共同研究である。原著論文は文献 [1]。

1 イントロダクション：BCS-BECクロスオーバー

レーザー冷却等によって極低温に冷却された原子気体は、Feshbach共鳴を用いて原子間の相互作
用を自由に変調できる。この性質を用いて極低温の二成分 (つまりスピン 1/2)フェルミ原子気体の
原子間引力を連続的に変化させることで、「フェルミ面近くの粒子のクーパー対が起こす BCS状態」
から「二つのフェルミ粒子が強く束縛した二原子分子のボース-アインシュタイン凝縮 (Bose-Einstein

condensation, BEC)状態」までの連続的な変化が実験的に実現された [2]。この現象は BCS-BECク
ロスオーバーと呼ばれ、フェルミ系とボース系の量子凝縮現象を構成粒子の詳細やスケールに依らず
統一的に理解するモデルとして古くから考えられてきた [3]。

T /TF 0                  
(kF a)-1 (i) 高温領域 

 2nd- and 3rd-order cluster integral βλ3p = 2 z + b
2
z
2 +b

3
z
3 +O z

4( )

super normal (iii) 強結合領域 ：BEC of dimers 
T
C

BEC
/T
F
= 0.218

(ii) 弱結合領域 ：Cooper pairing 
図 1: BCS-BECクロスオーバーにおける相図の概略図。パラメーターは、無次元に規格化した s波散乱
長の逆数 (kFa)

−1と温度 T/TF。高温では通常の気体 (normal gas)だが、低温で超流動体 (superfluid)

に相転移する。先行研究では、Lee-Yangのクラスター展開の方法を用いて、(i)任意の s波散乱長に
おける高温領域の熱力学 [8, 11]、(iii)強結合領域における相転移温度 TBEC

c [11]、が正しく計算され
た。本研究では (ii)弱結合領域における相転移温度 TBCS

c を正しく計算する理論を提案する。

冷却原子気体のような希薄で極低温の気体は、粒子間引力の到達距離 r0 が、平均粒子間距離 (これ
は、Fermi波数の逆数 k−1

F のオーダーである)、s波散乱長 a、熱的ド・ブロイ長 λ = (2πh̄2/mkBT )
1/2

よりも十分小さい。このとき、系のハミルトニアンは単純な接触相互作用で表すことができる：

Ĥ =
∑

σ=↑,↓

∑
k

ϵkĉ
†
kσ ĉkσ + g

∑
k1,k2,k3

ĉ†k1↑ĉ
†
k2↓ĉk3↓ĉk1+k2−k3↑. (1)

ここで、mは粒子の質量、T は温度であり、ϵk = h̄2k2/(2m)とおいた。相互作用の強さ g (< 0)は、
くりこみによって s波散乱長 aと結びつく：

m

4πh̄2a
=

1

g
+

1

V

∑
k

1

2ϵk
. (2)

1e-mail address: sakumichi@gmail.com
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ここで、V は系の体積。ハミルトニアン (1)で記述される系は、系の状態方程式が a, kF , λだけで決ま
るため、系の相図は無次元化された温度 T/TF と s波散乱長の逆数 (kFa)

−1だけで決まる。ここで、
TF はフェルミ温度。図 1に示した相図のように、この系は高温では通常の気体であり、低温で超流動
相に相転移する。この系のBCS-BECクロスオーバーの相転移温度はファインマンダイアグラムによ
る展開法 [4]や量子モンテカルロ法 [5]を始めとする様々な方法で研究されてきたが、本研究ではそれ
らと異なるクラスター展開法に基づく研究を行った。

2 手法：Lee-Yangのクラスター展開法

一般に、系の熱力学的性質は大分配関数 ΞV = Tr exp[β(Ĥ − µN̂)] から求まる熱力学関数 βp =

limV→∞ V −1 ln ΞV で決まる。ここで、β = (kBT )
−1は逆温度、µは化学ポテンシャル、pは圧力。ク

ラスター展開とは、系の熱力学関数のフガシティー z = exp(µ/kBT ) による展開である [6]：

lim
V→∞

λ3

V
ln ΞV = b1z + b2z

2 + b3z
3 + b4z

4 + · · · . (3)

各 bnは n体のクラスター積分と呼ばれる無次元量で、ハミルトニアン (1)で記述される二成分フェル
ミ気体では、次元解析から λ/aのみに依存することがわかる。zが小さい極限は、位相空間密度 ρλ3

が小さい極限 (ρ = N/V は粒子数密度)と一致するため、クラスター展開は低密度からの展開になっ
ており、稀薄な冷却原子気体で特に有用である。低次のクラスター積分 b1, b2, b3は任意の λ/aで計算
されており [7, 8]、ユニタリー気体における実験 [9]と高い精度で一致する。
さて、このクラスター展開を用いてBCS-BECクロスオーバーの相転移温度を計算できるか、とい

う問題を考える。zによる展開を有限次で打ち切ると熱力学関数が多項式になるため、相転移 (熱力学
関数の解析性の喪失)が扱えない。従って、相転移を扱うには zの高次の項を含む無限和を取り込む必
要がある。我々は、クラスター展開を用いて相転移を扱うために、zの高次の項を系統的に計算する
手法である Lee-Yangのクラスター展開法 [10]を用いた。この方法を用いれば、図 2に示すよう、系
の大分配関数がグラフ展開の方法で計算できる。図 2において、n本 (n = 1, 2, . . .) の入る線と出る
線を持つバーテックスは、n体のクラスター関数Unと呼ばれる関数を表し、(全ての粒子を区別する)

ボルツマン粒子からなる量子力学の n体問題の解から計算できる [10]。例えば、H1とH2をそれぞれ
一体と二体のハミルトニアンとすると、一体と二体のクラスター関数は、それぞれ U1 = exp(−βH1)

と U2 = exp(−βH2)− exp(−βH1)⊗ exp(−βH1)となる。

  
= + + + + + + ⋯

（全ての相異なるLee-Yangの基本グラフ） lnΞ
V
=∑ z3 の項 z2 の項 z1 の項 O(z4) 

図 2: 大分配関数は、外線を持たない、全ての相異なる Lee-Yangの基本グラフの和から計算される。
Lee-Yangの基本グラフは、入る線と出る線の数が等しいバーテックスと、2つのバーテックスをつな
ぐ線からなる有向グラフである。n本の入る線と出る線を持つバーテックスは、n体のクラスター関
数 Unを表し、量子力学の n体問題の解から計算できる。各グラフにおいて方向付きの線の本数の合
計が、そのグラフが表す項の zの次数を表す。
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Lee-Yangのクラスター展開法を用いて正しく計算できることがわかっているのは、図 1に示すよう
に、任意の s波散乱長における高温領域の熱力学と、強結合領域における相転移温度 (自由な二原子
分子ボソンの BEC転移の温度) TBEC

c /TF ≃ 0.218 [11]である (図 1の (i)と (iii)に対応)。弱結合領
域ではBCS理論によると相転移温度が TBCS

c /TF ≃ 0.61 exp[2π/(kFa)]となるが、この方法を用いて
TBCS
c が導出できるかどうかは明らかではないため、本研究ではこの問題を解決する。この方法を用
いて TBCS

c を導出する方法がわかれば、ユニタリー領域を含む BCS-BECクロスオーバーの相転移温
度を計算する新しい理論を確立するための足がかりになると期待される。

3 結果

Lee-Yangのクラスター展開法において、全てのグラフの和を計算するためには任意の n体問題の
解が必要があり、それは非常に困難である。そこで本研究では、図 3に示した梯子形グラフの無限和
Ppairを考えて、このグラフまで取り込む近似

ln ΞV ≃ ln Ξideal,V + Ppair (4)

を用いた。ここで、ln ΞV,ideal = 2
∑

k ln
[
1 + ze−βh̄2k2/(2m)

]
は自由フェルミ気体の大分配関数。Ppair

には、BCS理論の導出に必要な、フェルミ面の形成とそれに伴うクーパーペアの形成、クーパーペア
がボソンであることによる量子統計性の効果が含まれるため (詳しい考察は、本研究の原著論文 [1]を
参照。)、Ppairの発散を調べれば相転移温度 TBCS

c が導出できるのではないかと期待される。

+
!

=
!

+
! +

!…!周りのフェルミオンとの 量子交換効果 → フェルミ球 …

!  

Ppair =
n=1

∞

∑ = + + + ⋯

図 3: 本研究では、全ての相異なる Lee-Yangの基本グラフの内で、Ppairと書かれるものを考える。点
線は、周りのフェルミオンとの量子交換効果を取り込むために、一体のクラスター関数からなる無限
和を取り込んだものになる。

本研究で扱うのは弱結合領域なので、二体のクラスター関数 U2を相互作用の強さ gの一次までで
近似する。gの一次まで取った U2を式 (4)に代入して式変形を行うと、

Ppair = −
∞∑

l=−∞

∑
K

ln

{
1

V

∑
p

[
1− nF (k1)− nF (k2)

iΩl − (ϵk1 + ϵk2 − 2µ)
+

1

2ϵp

]
− m

4πh̄2a

}
+ constant. (5)

を得る。ここで、nF (k)は Fermi分布関数。式 (5)において、l = 0,K = 0 の成分に注目して無限和
の発散を調べれば、Thouless criterion [12]が導出される。弱結合領域では、低温で µ ≃ ϵkと近似で
きることから、Thouless criterionと合わせることで、TBCS

c が導出できる [1]。これが本研究の主結
果である。
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最後に注意点と今後の展望を述べる。式 (4)と (5)を合わせれば、Nozières－ Schmitt-Rink (NSR)

のBCS-BECクロスオーバー理論で用いられる粒子数方程式 [4]が導出できる [1]。従って、弱結合領
域で得られた結果を強結合領域まで外挿すれば NSRの BCS-BECクロスオーバー理論 [4]を再現す
る。このことから、一見、Lee-Yangのクラスター展開法を用いて BCS-BECクロスオーバーの全領
域で相転移温度が計算できるように見える。しかし、式 (5)は二体のクラスター関数U2を相互作用の
強さ gの一次で近似して得られたものであるため、本研究の場合にそのような外挿の正当性は定かで
はない。他方で、強結合領域において U2を gの一次で近似せずに非摂動的に取り扱ってPpairを計算
すれば、強結合領域の正しい相転移温度 TBEC

c /TF ≃ 0.218を得る [1, 11]。従って、本研究で行った
Lee-Yangのクラスター展開法による BCS-BECクロスオーバーの解析は、少なくとも高温領域、弱
結合領域、強結合領域を正しく取り扱えている (図 1)。今後、ユニタリー領域を含む BCS-BECクロ
スオーバーの全領域の相転移温度を Lee-Yangのクラスター展開を用いて計算するために、今回より
も一般的な形式 [13,14]を用いた解析を行う。

参考文献

[1] N. Sakumichi, Y. Nishida, and M. Ueda, arXiv:1310.4665 [cond-mat.quant-gas].

[2] The BCS-BEC Crossover and the Unitary Fermi Gas, edited by W. Zwerger (Springer, Berlin,

2012), and references their in.

[3] D. M. Eagles, Phys. Rev. 186, 456 (1969); A. J. Leggett, in Modern Trends in the Theory of

Condensed Matter (Springer-Verlag, Berlin, 1980), pp. 13-27.

[4] P. Nozières and S. Schmitt-Rink, J. Low Temp. Phys. 59, 195 (1985); C. A. R. Sá de Melo,
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Analysis of the Dynamical Chiral Symmetry Breaking in QCD
at Finite Temperature and Density using the Non-Perturbative

Renormalization Group

Ken-Ichi Aoki, Daisuke Sato and Masatoshi Yamada
Institute for Theoretical Physics, Kanazawa University

We analyze the Nambu–Jona-Lasinio model which is a chiral effective model of QCD by
using the non-perturbative renormalization group at finite temperature and finite density.
We discuss the chiral phase diagram in the model. We include the large-N non-leading
contribution in the beta function and discuss its effects for the phase boundary.

1 Introduction

Understanding the non-perturbative Quantum Chromodynamics (QCD) is one of the impor-
tant subjects in elementary particle physics. The phase diagram of QCD at finite temperature
and finite density has been studied intensively. There are various non-perturbative approaches
to QCD, such as the lattice QCD, the mean-field approximation (MFA) and the Schwinger-
Dyson equations (SDEs). However, these mothods have serious problems respectively. The
lattice QCD is a powerful method because of the first-principle caluclation. However, it is dif-
ficult to maintain the chiral symmetry on the lattice field. At finite density, the QCD action
has a complex phase due to the quark chemical potential. Owing to this problem, called the
sign problem, the statistical errors of simulation cannot be controlled easily. The MFA or the
SDEs with the ladder approximation have been used in various types of models. However, these
methods have difficulties in the further improvement of the approximation without which the
strong gauge dependences cannot be cured.

We study the non-perturbative properties using the non-perturbative renormalization group
(NPRG). The NPRG method gives us not only the equivalent results to MFA and SDEs in the
lowest order approximation [3], but also the systematic method for improving approximation.
We don’t confront the sign problem at finite density. However, the NPRG breaks gauge sym-
metry due to inclusion of the momentum cutoff and also it has the gauge dependences as MFA
and SDEs. These problems can be treated by systematic improvement of approximation. It
reported that the gauge dependence has almost been wiped away by including the non-ladder
diagrams to the beta functions [4].

We appliy the NPRG to the Nambu–Jona-Lasinio (NJL) model [9] at finite temperature and
finite density. The NJL model is the effective theory with four-fermi interactions and describes
the SχSB of QCD. We compare the results improved by the NPRG method with the mean field
approximation.

2 Non-perturbative Renormalization Group

We briefly explain the basic idea of NPRG [2] in quantum field theory. We divide the degrees
of freedom of quantum field ϕ(p) into the higher modes with |p| > Λ and the lower modes
with |p| < Λ in the Euclidean space. Then we define the effective action Seff [ϕ; Λ], called the
Wilsonian effective action, by integrating out only the higher modes in the path integral

Z =
∫ Λ0

Dϕ e−S0 =
∫ Λ

Dϕ<

∫ Λ0

Λ
Dϕ> e−S0[ϕ<+ϕ>] =

∫ Λ

Dϕ< e−Seff [ϕ<;Λ], (1)

1
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where S0 is the initial (bare) action at the initial cutoff Λ0. The NPRG equation describes the
dependence of the Wilsonian effective action on the cutoff Λ,

∂

∂Λ
Seff [ϕ; Λ] = β[Seff ; Λ]. (2)

The right hand side of this equation is called the beta function. It is evaluated as the infinitesimal
change of the Wilsonian effective action by infinitesimally lowering the cutoff Λ.

There are various formulations of NPRG equation [5, 6, 7]. In this paper, we adopt the
Wetterich flow equation [7] which is a differential equation for the Legendre effective action with
IR cutoff,

∂ΛΓΛ[Φ] =
1
2
STr


[−→
δ

δΦ
ΓΛ[Φ]

←−
δ

δΦ
+RΛ

]−1

· (∂ΛRΛ)

 , (3)

where RΛ is the cutoff profile function which divides the higher and the lower modes of quantum
field. This equation is exact. It describes the development of the effective action starting from
the bare action S0 to the Legendre effective action ΓΛ=0.

The equation (3) is a functional differential equation and we cannot solve it exactly. We
have to make some approximation. First, the effective action is expanded into power series of
derivative of fields,

ΓΛ[ϕ] =
∫
d4x

[
VΛ(ϕ) +

1
2
ZΛ(ϕ)(∂µϕ)2 +

1
2
YΛ(ϕ)(∂2ϕ)2 + · · ·

]
, (4)

where VΛ is the effective potential generated and ZΛ and YΛ are the field renormalization factors.
This method is called the derivative expantion. Next, we ignore all the conections to terms
with derivatives. Then the effective action is represented by the effective potential VΛ. This
approximation, called the local potential approximation (LPA) [8], allows us to evaluated the
effective action only with the zero momentum mode of fields. We reduce Eq. (3) to be a partial
differential equation for the effective potential VΛ. Furthermore if the effective potential is
spanned by the polynomials of fields, we get infinitely coupled ordinary differential equations
for the expansion coefficients (the coupling constants).

3 Nambu–Jona-Lasinio model

The Lagrangian of the NJL model [9] with one flavor and one color is given by

LNJL = ψ̄i/∂ψ +
G0

2
{(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2}. (5)

This Lagrangian is invariant under the chiral U(1) transformation: ψ → eiγ5θψ. The four-fermi
coupling constant G corresponds to the fluctuation of the chiral order parameter: ⟨(ψ̄ψ)2⟩,
therefore, we may conclude the SχSB by divergence of the four-fermi coupling constant at a
finite energy scale.

The NJL model at finite temperature and finite density is defined by the following Euclidean
bare action,

S0 =
∫ 1/T

0
dτ

∫
d3x

[
ψ̄/∂ψ + µψ̄γ0ψ −

G0

2
{(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2}

]
. (6)

2
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The four-fermi interaction G0 generates the effective four-fermi coupling constant GΛ by quan-
tum corrections, that is, by driving the infrared cutoff scale to the low energy. The effective
action in LPA is denoted by

ΓΛ =
∫ 1/T

0
dτ

∫
d3x

[
ψ̄/∂ψ + µψ̄γ0ψ −

GΛ

2
{(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5ψ)2}

]
. (7)

We calculate the generated four-fermi interactions through the diagrams in Fig. 1. The first
diagram in the dashed box in Fig. 1 is the so-colled large-N leading term. If we adopt only this
term in the beta function of the four-fermi coupling constant, we get the equivarent results to
the MFA or the ladder SDEs. Note that we can add the large-N non-leading terms without any
difficulty.

�t = + + +
Figure 1: Feynman diagrams contributing to the beta function for the four-fermi interactions.

In this study, we use the 3-d optimized cutoff function [10] in Eq. (3),

RΛ(p) = /p
(

Λ
|p|
− 1

)
θ(1− p2

Λ2
) = /p r(p/Λ).

At finite temperaure, the time direction momentum is discretized and the integration of it
changes to the Matsubara summation, therefore, the 3-d cutoff function is appropriate to write
down the renormalization group equations in a simple form.

4 Results

The RGEs we solve are the following three simultaneous differential equations,

∂tg̃ = 2g̃ − 1
3
(4I0 − I1),

∂tT̃ = T̃ , (8)

∂tµ̃ = µ̃,

where ∂t = −Λ∂Λ, 1/g̃ = g = GΛΛ2/4π2, T̃ = T/Λ and µ̃ = µ/Λ. The threshold functions
I0(T̃ , µ̃) and I1(T̃ , µ̃) are given by the large-N leading diagram and the non-leading diagrams
respectively in Fig. 1 , and are expressed as

I0 =
[(

1
2
− n+

)
+

(
1
2
− n−

)
+

∂

∂ω
(n+ + n−)

]∣∣∣∣
ω→1

, (9)

I1 =
[

1
(1 + µ̃)2

(
1
2
− n+

)
+

1
(1− µ̃)2

(
1
2
− n−

)
+

1
1 + µ̃

∂

∂ω
n+ +

1
1− µ̃

∂

∂ω
n−

]∣∣∣∣
ω→1

, (10)

where n± are the Fermi-Dirac distribution functions, n± = (e(ω±µ̃)/T̃ + 1)−1. The large-N non-
leading effect I1 contributes towards the restoration of chiral symmetry. Especially, this effect
is large at low temperature and high density. If temperature vanishes, the threshold function I1

3
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Figure 2: The RG flows of g̃ of the large-N lead-
ing on the g̃− µ̃ plane at µ/Λ0 = 0.3 and various
temperatures. We set the initial inverse four-
fermi coupling to 0.3.
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Figure 3: The RG flows of g̃ of the large-N non-
leading on the g̃ − µ̃ plane at µ/Λ0 = 0.22 and
various temperatures. We set the initial inverse
four-fermi coupling to 0.3.

diverges at µ̃ = 1(µ = Λ) when the cutoff reaches the fermi surface.
We numerically solve the RGEs (8). We may conclude the SχSB when g̃ passes the origin.

We show the RG flows of g̃ of the large-N leading and the non-leaing in Fig. 2 and 3 respectively.
We draw RG flows after g̃ passes the origin. This is justified by the ”Weak solution” method [11]
in case of the large-N leading. Infact, the inverse four-fermi coupling constant g̃ corresponds to
the mass squared of meson fields introduced as the auxiliary fields. In other words, g̃ corresponds
to the curvature of the effective potential of meson field at the origin, and thus, the negative of g̃
means that the curvature of the effective potential at the origin becomes negative. In this case,
the effective potential has a global minimum at non-zero expectation value of meson field, then
the SχSB occurrs. If we directly solve the RGE for the four-fermi coupling constant, the RG
flows stop on the way because the four-fermi coupling constant diverges at finite t. However,
as shown in Fig. 2, some flows go to the negative region, and then comes back to the positive
region afterwards. We may regard such turn-over flows as symmetric phase in case of the large-
N leading. In case of the large-N non-leading, it is difficult to justify of this interpretation.
However, we adopt the some criterion here.

The phase diagrams of the large-N leading and the non-leading calculation are shown in
Fig. 4. We can see the drastic difference of behavior of phase boundaries due to the large-N
non-leading effects at low temperature and high density.

5 Summary and Discussion

We study the Nambu–Jona-Lasinio model by using the non-perturbative renormalization
group at finite temperature and finite density. We discuss the difference of the RG flows and
phase boundaries between the mean field approximation results and those including the large-N
non-leading effects. We find that the large-N non-leading effects become large and contribute
to the restoration of chiral symmetry at low temperture and high density.

However, this analysis tells us only second-order phase transition because we evaluate only
the RG flow of the four-fermi coupling constant. In other words, we see the behaivor of the
curvature of the mesonic effective potential at the origin only, and therefore, we overlook the
possibility of the first-order transitions. We should bosonize the four-fermi interactions [3, 12, 13]

4
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or treat total mass function [11] in order to evaluate the order of phase transition.
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カイラル非一様相における有限質量効果

柄沢真太朗1 巽敏隆
京都大学理学研究科

カイラル非一様凝縮相における有限クォーク質量効果を議論する。

1 はじめに

近年、カイラル対称性の自発的破れに関する非一様構造に関する研究が脚光を浴びている。通常、
自発的対称性の破れに伴う秩序変数は通常定数であり、その値が０であるか否かによって相構造の変
化を議論する。ところで、秩序変数は定数である必然性はなく、空間的異方性を持つ関数であると考
えるのがより一般性のある視点であると言えるだろう。このような精神に基づいて、秩序変数に空間
変数依存性を与えたものを非一様構造という。
非一様構造の概念は、物性物理学の分野では FFLO超伝導 [1]・スピン密度波 [2]などの様々な理論

体系に対して用いられている。このアイデアをQCDにおけるカイラル対称性の自発的破れに対して
適用したものが、カイラル非一様構造である。実際、理想化された状況の下では、有限温度・密度平
面上でのQCD相図においてカイラル非一様構造が熱力学的に優位になる相 (カイラル非一様相)が出
現することが知られている。
本研究の主眼は、こでまで理想化された状況下でのみ議論されてきたカイラル非一様構造の研究を、

より現実的な系へ近づけていくことにある。具体的には、カイラル極限・外場無し・アイソスピン対
称といった制限を外していく。特に有限クォーク質量系への拡張は重要であるので、これを本研究で
議論する。その理由を以下に述べる。
カイラル対称性の自発的破れは有効ポテンシャルがワインボトル型になることで起こるが、カイラ

ル極限の場合このポテンシャルの底 (カイラル球面)は等しい値であり、これが縮退した真空を表して
いる。ところがクォークが有限な裸の質量を持つことによりカイラル対称性は陽に破れてしまい、結
果カイラル球面上の各点はもはや等価ではなくなってしまう。このことはカイラル非一様構造に対し
ても大きな影響を与える。カイラル極限で知られていた構造の関数形が、高々数MeVの質量を考慮
するだけで大きく変化してしまうのである。カイラル極限で知られている非一様構造の代表的な関数
形の１つとして、Dual Chiral Density Wave(DCDW)[3]があり、これは次のような構造である：

⟨ψ̄ψ⟩ = ∆cos(qz)

⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆sin(qz)

ここで∆は凝縮の大きさであり、qは波数である。式を見れば分かるように、DCDWとはカイラル
円周上に「等価に」巻き付いたような構造である。クォーク質量がスイッチすることによって等価性
はもはや失われてしまい、DCDWはカイラル円周上の一点に「局在した」構造に変質してしまう。定
量的な議論としては、NJL模型を用いて変分法的にこれを導出する。実際、クォーク質量の最低次ま
で考慮した場合 sine-Gordon方程式によって非一様構造が決定されることを示し、その熱力学的につ
いて議論する。

1e-mail address: karasawa@ruby.scphys.kyoto-u.ac.jp
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2 フレームワーク

本章では、非一様構造に対する変分的取扱いを議論する。本研究ではNf = 2, Nc = 3のNJLモデ
ルを用いて議論する。ラグランジアンは

LNJL = ψ̄(i/∂ −mc)ψ +G[(ψ̄ψ)2 + (ψ̄iγ5τψ)
2]. (1)

で与えられる。ここでmcは裸のクォーク質量である。本研究では DCDWからの有限質量効果によ
る変形に興味があるので、非一様構造の関数形を以下のように変分関数 θ(z)を用いて定義する [4]：

⟨ψ̄ψ⟩ = ∆cos θ(z) , ⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆sin θ(z). (2)

DCDWの関数形と比較すれば明らかなように、(2)はDCDWの一般化に対応していることが分かる。
∆は空間一様な凝縮の大きさを表している。一方 θ(z)は空間非一様なカイラル角を表しており、こ
れを変分関数として取り扱うことで有限質量効果によるDCDWの変形を議論する。(2)を (1)に代入
し、平均場近似を行うことで、ラグランジアンは

LMF = ψ̄[i/∂ −M − U(θ(z))]ψ −G∆2, (3)

と書ける。ここでM = mc − 2G∆は構成子クォーク質量であり、U(θ(z)) = −2G∆exp(iγ5τ3θ(z))−
M +mcである。(3)はクォーク場に関する双二次形式であるのでこれは積分可能である。最終的に虚
時間法を用いて有限温度の理論とし、さらに化学ポテンシャルを導入することで、熱力学関数の表式
が以下のように得られる。

ΩMF = −TTr log[i/∂ −M + µγ0 − U(θ(z))] +G∆2V, (4)

ここでTrはフレーバー、カラー、松原振動数に関する和と運動量空間に関する積分を表している。ま
た、V は系の体積である。

3 非一様構造の関数形と熱力学ポテンシャルの表式

以上の準備の下で θ(z)の関数形を決定する。まずはじめに系のDirac作用素及びDirac-Hartree-Fock

方程式は次のように与えられる：

HD = −iγ0 γ · ▽ + γ0M + γ0U(θ(z)), (5)

HDψα = Eα(θ)ψα, (6)

⟨ψ̄ψ⟩+ i⟨ψ̄iγ5τ3ψ⟩ = ∆eiθ(z). (7)

(6)及び (7)を同時に解くことができれば、θ(z)の関数形は完全に決定されたことになるが、残念なが
ら一般解は未だ発見されていない。そこで、本研究では θ(z)の満たすべき運動方程式を ΩMFを微分
展開することで求める [5, 6]。
具体的に微分の２次まで求めた結果は

Ωder
MF =

1

2
f∗2π (∂zθ(z))

2 −mc∆cos θ(z). (8)

となる。ここで f∗π はパイオンの崩壊定数である。(8)から θ(z)の運動方程式を得る：

d2θ(z)

dz2
−m∗2

π sin θ(z) = 0, (9)

Soryushiron Kenkyu



(9)は sin-Gordon方程式である。この方程式の一般解は知られており、 θ(z) = π + 2am
(
m∗

πz
k , k

)
で

ある。ここで 0 < k < 1はモジュラスパラメータと呼ばれており、kは１に近づくほど kink的な構造
を示すことが分かる。θ(z)の関数形が求まったので、これを熱力学ポテンシャルに代入し、O(mc)ま
で求める。結果は

ΩMF ≃ ΩDCDW +ΩSB +G∆2V, (10)

ΩDCDW = −TTr log[S−1
ref + µγ0], (11)

ΩSB = −TTr[(S−1
ref + µγ0)

−1F (mc; θ(z))]. (12)

である。

4 数値計算結果

前章で熱力学ポテンシャルの表式が求まったので、各 T, µごとに∆, kに関して最小化する。その
上で、一様構造に限定した場合の熱力学ポテンシャルと比較すればよい。

図 1: mc = 0, 5MeVでの温度・化学ポテンシャル平面上でのQCD相図。赤で塗りつぶされた領域が
非一様構造が熱力学的に優位になるよう領域。mcの上昇と共に非一様相が減少していく。

図 1は温度・化学ポテンシャル平面上でのQCD相図である。赤で塗りつぶされた部分が非一様構
造が熱力学的に優位になる領域であり、mcが 0MeV, 5MeVのいずれの場合にも非一様相が出現して
いることが分かる。

図 2: Left: 温度の上昇に伴う相境界上の kの値の変化。緑 (赤)線は左 (右)側の相境界での kの値の
推移を表している。黒点 (黒四角)はそれぞれ臨界点 (リフシッツ点)を表す。 Right: ⟨ψ̄ψ⟩の関数形
の変化。実線は低温領域での非一様構造の関数形であり、点線は臨界点近傍での関数形である。

図 2は温度の変化に伴う kの値の変化及び非一様構造の関数形の変化を表している。温度の上昇に
伴い、kは 1に近づいていくことが分かる。即ち、低温領域では DCDW的な関数形である一方、臨
界点近傍では非一様構造は kink的な関数形が現れることが理解できる。
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有限密度領域におけるカラー遮蔽ポテンシャル

高橋純一a, 永田桂太郎 b, 斎藤卓也 c, 中村純 d, 佐々木崇宏 a, 河野宏明 e, 八尋正信 a

九大院理 a, KEKb, 高知大 c, 広大情報 d, 佐賀大院工 e

1 はじめに
近年、RHICや LHCといった高エネルギー大型加速器実験施設において、重イオン衝突実験が行

われている。この実験の目的の一つとして、クォーク・グル―オン・プラズマ (QGP)の性質を解明
することが挙げられる。この QGPの性質は理論的にも長年研究されており、特に有限温度 (T )・ゼ
ロ化学ポテンシャル (µ = 0)では量子色力学 (QCD)の第一原理計算である格子 QCD計算によって
いくつかの重要な結果をもたらされてきた。しかしながら、有限 µの格子QCD計算は符号問題によ
り実行が困難である。最近ではこの符号問題を回避するために様々な方法が提案されている。その中
でも我々は虚数化学ポテンシャル (µI)に注目した。iµ = µI と化学ポテンシャルを純虚数とするこ
とで格子QCD計算を可能にし、µI領域で計算した後に解析接続によって実数 µ領域の予言をする。

Roberge-Weiss周期性

図 1: 虚数化学ポテンシャル領域の
QCD相図。点線より上が非閉じ込め
相に、下が閉じ込め相に対応する。

µI領域におけるQCDの相構造には特有のものがある。µI領
域では QCDの分配関数が µI/T について周期 2π/3の周期性
を持つ [1]。これをRoberge-Wiess(RW) 周期性と呼ぶ。また、
2π/3毎に分配関数が不連続になる RW相転移線が存在する。
こういった性質を用いて我々は µI領域における格子QCD計算
を行った (図 1)。
これらを踏まえて本研究では、2フレーバーの格子QCDを用

いて、µI領域におけるカラー SU(3)のカラー遮蔽ポテンシャル
を測定した。これを実数 µ領域に解析接続することで、カラー
遮蔽ポテンシャルの (µ/T )2依存性を調べた。さらにこのポテ
ンシャルからカラーデバイ遮蔽質量を求め、その (µ/T )2依存
性を調べた。これは、QGP内での J/ΨやΥといった重クォー
ク束縛状態の性質を研究するうえで有用である。

2 格子QCDのセットアップ
本研究で用いた格子作用は、ゲージ場の作用が繰り込み群改良型岩崎ゲージ作用、クォーク場の作用が

2フレーバーのクローバー改良型ウィルソンフェルミオン作用である。格子サイズはN3
s ×Nτ = 163×4、

擬スカラー中間子とベクター中間子の比がmPS/mV = 0.80の line of constant physics であり、温
度は T/Tpc ∼ 1.20 (Tpc は µ = 0での閉じ込め-非閉じ込め相転移温度)、虚数化学ポテンシャルは
µI/T = 0.0 ∼ 1.0の範囲でシミュレーションを行った（図 1の矢印部分）。統計数は 150個を 100
trajectory 毎に採ってきた。ちなみに、格子間隔は a ∼ 0.2[fm]である。その他、詳細は [2]を参照し
てほしい。
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3 結果
3.1 カラー遮蔽ポテンシャルとその解析接続

カラー遮蔽ポテンシャルは Polyakov loop の相関関数 (2),(3)を用いて定義される。

L(x) =
Nτ∏
τ=1

U4(τ,x) (1)

e−Vqq̄(r)/T = 〈trL(x)trL†(y)〉 (2)

e−Vqq(r)/T = 〈trL(x)trL(y)〉 (3)

ここでトレースはカラーについてとっている。適切なゲージ固定の後、クォーク・反クォーク間ポテ
ンシャルはカラー一重項チャネル (1),カラー八重項チャネル (8)に、クォーク・クォーク間ポテンシャ
ルはカラー六重項チャネル (6),カラー反三重項チャネル (3∗)に分けられる [3, 4]。本研究では、クー
ロンゲージ固定を適用した。

µI領域から実数 µ領域への解析接続は次のように行う。まず µI領域で測定したカラー遮蔽ポテン
シャルを

VM (r, T, µI)
T

= v0(r) + v1(r)
(

iµI

T

)
+ v2(r)

(
iµI

T

)2

+ v3(r)
(

iµI

T

)3

+ v4(r)
(

iµI

T

)4

+ · · · (4)

と iµI/T で展開する（M = 1,3∗,6,8）。ここから iµI/T → µR/T (µR ≡ µ)と置き換えることで、実
数 µ領域のカラー遮蔽ポテンシャル

VM (r, T, µR)
T

= v0(r) + v1(r)
(

µR

T

)
+ v2(r)

(
µR

T

)2

+ v3(r)
(

µR

T

)3

+ v4(r)
(

µR

T

)4

+ · · · (5)

が求められる。先行研究 [5]においては reweighting法とテイラー展開を用いて展開係数の２次まで求
めていた。本研究では４次までの展開係数を求めてカラー遮蔽ポテンシャルを実数 µ領域へ外挿した。
図 2の左はカラー一重項ポテンシャルの v2(r)（赤）と v4(r)（青）である。これを見ると２次に比

べて４次は無視できない大きさを持つことが分かる。
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図 2: (左)カラー一重項ポテンシャルの展開係数の２次（赤）と４次（青）。(右)カラー一重項ポテン
シャルの (µ/T )2依存性。どちらの図も横軸はクォーク・反クォーク間の距離。

図 2の右はカラー一重項ポテンシャルの (µ/T )2依存性である。(µ/T )2 ≤ 0が µI領域に対応し実際
に格子QCD計算をした結果で、(µ/T )2 ≥ 0が実数 µ領域に対応し解析接続により外挿をした結果で
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ある。これを見ると、µI領域の化学ポテンシャル依存性に比べて実数 µ領域の化学ポテンシャル依存
性の方が弱いことが分かる。これは µ/T の４次の効果である。もし４次を考えていなかったら、ポテ
ンシャルの遠方での高さは µ = 0を境に対称になるはずである。iµI/T → µR/T の解析接続の際に４
次の展開係数は符号が変わらずに、実数 µ領域での (µ/T )2依存性を弱める働きをする。そのため実
数 µ領域の化学ポテンシャル依存性が µI領域のそれに比べて弱いのである。
図 3は遠方で VM → 0となるように規格化したカラー遮蔽ポテンシャルである。規格化はPolyakov

loop から求まるクォークの自由エネルギーを用いて行っている。カラー一重項チャネルとカラー反三
重項チャネルは引力、カラー八重項チャネルと六重項チャネルは斥力であった。また µI を大きくして
いくと、全てのチャネルで相互作用が強くなっていくことが分かった。これは温度一定のまま µI を
大きくしていくと相対的に閉じ込め相転移線に近づいていくこととなり、より閉じ込めの性質が強く
なってくると解釈できる。
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図 3: (左)クォーク・反クォーク間のカラー遮蔽ポテンシャル。(右)クォーク・クォーク間のカラー
遮蔽ポテンシャル。

3.2 カラーデバイ遮蔽質量
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図 4: カラーデバイ遮蔽質量の (µ/T )2依存性。カ
ラー一重項チャネルに対してフィッティングをし
た結果である。

カラーデバイ遮蔽質量については遠距離で規格
化されたカラー遮蔽ポテンシャルを湯川型のポテ
ンシャル

VM (r; T, µ) = CM
αeff(T, µ)

r
e−mD(T,µ)r (6)

でフィッティングすることで求める。αeff(T, µ)は
effective running coupling、mD(T, µ)はカラーデ
バイ遮蔽質量、CM = 〈

∑8
a=1 ta1 · ta2〉M はカシミア

因子である。今回は物理的なチャネルであるカラー
一重項チャネルについての結果を見せる。ちなみ
に、カラー一重項チャネルの場合はC1 = −4/3で
ある。
図 4はカラーデバイ遮蔽質量の (µ/T )2依存性で

ある。青の誤差付きの点が我々の計算結果、赤の
誤差付きの点が先行研究 [6]の結果、黒の実線が hard thermal loop近似を用いた leading orderの摂
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動計算結果 [7, 5]、灰色の部分が我々の結果を µ/T の２次の関数mD/T = a0(T ) + a1(T )(µ/T )2を用
いて χ2フィッティングして実数 µ領域まで外挿した結果である。結果を見ると、格子QCDによる結
果、実数 µに外挿した結果ともに化学ポテンシャル依存性が摂動論よりも強いものとなった。

4 まとめ
本研究では、2フレーバーの格子 QCDを用いて虚数化学ポテンシャル領域におけるカラー遮蔽ポ

テンシャルとカラーデバイ遮蔽質量を測定した。カラー一重項チャネルについて iµI/T で展開した時
の 4次の係数は 2次に比べて無視できないほどの大きさを持っていた。また、4次の効果は実数 µ領
域におけるポテンシャルの µ依存性を弱める働きをしていた。さらに、カラー一重項、反三重項チャ
ネルが引力、カラー八重項、六重項チャネルが斥力であり、µIを大きくしていくにつれて相互作用が
強くなる傾向であった。カラーデバイ遮蔽質量に関しては、我々が µI領域で求めたもの、及び実数 µ

領域まで外挿した結果が摂動論より強い (µ/T )2依存性を見せた。
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QCD相転移における核生成ダイナミクス

栗田竜一　平野哲文 1

東京大学大学院理学系研究科　理化学研究所仁科加速器センター　上智大学理工 1

QCD相図におけるバリオン化学ポテンシャルが大きい領域では、QGP相からハドロン相への相転移が 1次

相転移であることが示唆されている。本稿では、相転移が 1次相転移である場合に普遍的な現象である核生成

に注目し、重イオン衝突反応でのダイナミクスを記述するモデルを構築する。

1 はじめに

物質の最小単位とされるクォークやグルーオンは非可換ゲージ理論である量子色力学 (QCD)で記
述される。QCDが漸近的自由性を持つことから、温度の低い側ではクォークやグルーオンが閉じ込
められたハドロンとして存在し、温度を上げるとクォークやグルーオンが自由に運動するクォーク・
グルーオン・プラズマ (QGP)が実現すると予想される。ところで、高エネルギー重イオン衝突実験
において生成されたQGPは、粘性が非常に小さく完全流体としての振る舞いがよいことが示されて
いる [1]。近年では、楕円フローの実験値を説明するために粘性流体の枠組みが用いられ、QGP物性
の理論的な解析が進んでいる。
　QGPからハドロン物質の間の転移は、バリオン化学ポテンシャルがゼロの場合、格子QCDの計算
によりクロスオーバーであることが示されている [2]。有限バリオン化学ポテンシャルでは格子QCD

計算が困難であるが、有効模型に基づいた解析から臨界点の存在が示唆されている。ところが臨界点
の存在の有無、及びその位置はモデルに依存して様々であり、一致した結論は得られていないのが現
状である。臨界点より大きなバリオン化学ポテンシャル側では、QGPとハドロンとの相の移り変わり
が１次相転移となる。重イオン衝突反応実験において、衝突エネルギーを下げる事でバリオンストッ
ピングの効果によりバリオン化学ポテンシャルの高い状態となる。本稿では、臨界点の存在を実験結
果から引き出すことを大きな目標として、重イオン衝突反応におけるQGPからハドロンへの相の転
移の次数に応じたダイナミクスの違いに注目し、１次相転移のダイナミクスを記述するモデルを構築
する。
　１次相転移に特有なダイナミクスとして核生成がある。先行研究 [3]では、過冷却下にあるQGP中
にハドロンの泡が生成し、生成された泡の膨張を考慮して１次相転移のダイナミクスを記述していた。
ところが、ハドロンの泡同士が合体する過程がダイナミクスに含まれていない。本稿ではハドロンの
泡の生成・膨張に加え、泡同士の合体も含めた総括的なダイナミクスを記述するモデルを構築する。

2 流体 + 核生成モデル

核生成とは、２つの異なる相が１次相転移で移り変わる場合に、過冷却あるいは過熱下においてエ
ネルギー的により安定な相の泡が生成する現象を表す。今回のQGPの場合では、重イオン衝突反応
によって作られたQGPが急速な冷却により過冷却に至り、QGP中にハドロンの泡が生じる現象を表
す。QGPの時間発展は流体的な記述がよいため、状態方程式と合わせて相対論的流体力学の枠組み
を用いる。ここで核生成は非平衡現象であり、混合相中のQGPの割合を表す qという物理量が新た
な変数となるため、状態方程式に加えてこの量の時間発展を記述することが必要である。以下ではそ
れについて論じる。
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　さて、QGP中に半径Rのハドロンの泡が生じた時の自由エネルギーの変化分は

∆FQGP = 4πR2α− 4π

3
R3(Ph − Pq) (1)

で与えられる。ここで、αは表面張力、Ph、Pqはそれぞれハドロン相、QGP相の圧力である。表面
を作るためにはエネルギーが必要であるため表面項が正で効き、過冷却状態から来るエネルギーの利
得による項が体積項として負で効く。　
　式 (1)はイジングモデルにおけるドメイン形成を思い起こさせる。始めにある方向 (z軸正）に磁場
をかけておきスピンをすべて磁場の方向に揃える。続いて磁場を逆向きにする事を考えると、全ての
スピンが z軸正の向きを向いている中で、磁場だけ z軸負の向きを向いていることになる。これは上
の例では、QGPが過冷却中に置かれている事に対応している。ここで、z軸正の向きを向いているス
ピンの中で、磁場の方向である z軸負の向きを向いた l個のスピンから成るドメインが生じたことに
よる自由エネルギーの変化分は

∆FIsing =
1

2
cJl2/3 − hl (2)

と書ける。ここで、cは体積と表面積の比から来る無次元量の定数で、J はスピン間相互作用、hはエ
ネルギーの次元を持った実効的な磁場である。
　動的臨界現象におけるダイナミクスは自由エネルギーによって支配されることに注目する。そこで、
∆FQGP と∆FIsingの形の類似性をもとにQGP側の物理量である α、Ph − Pqとイジング側の物理量
である J、hを対応付け、イジングモデルの時間発展を基に QGP側の動的ダイナミクスの情報を得
ることを考える。QGPとハドロンの混合相中のQGPの割合 qをイジング側の物理量 nl、すなわち l

個の z軸負の向きを向くスピンから成るドメインの個数、と対応づける事ができる。つまり

1− q =
N∑
l=1

lnl

N
. (3)

ここで、N は格子のサイズである。この nlの時間発展は現象論的に書き下されている [4]。

d⟨nl⟩
dt

=
∑
l′

⟨nl+l′+1Sl+l′+1,l′⟩ −
1

2

∑
l′

⟨nlSl,l′⟩

+
1

2

∑
l′

⟨nl−l′−1nl′Cl−l′−1,l′⟩ −
∑
l′

⟨nlnl′Cl,l′⟩. (4)

ここで、⟨. . .⟩はスピンの配位に対する状態和である。また Sl+l′+1,l′ は l+ l′ + 1個のスピンからなる
ドメインが l個と l′個のスピンからなるドメインに分離する単位時間当りの確率を、Cl,l′ は l個のス
ピンからなるドメインと l′のスピンからなるドメインの合体する単位時間当りの確率を表す。Cl,l′ は
先行研究 [3]を基に構成し、Sl+l′+1,l′ は詳細釣り合いから Cl,l′ で書き下す事ができる。つまり、

C0,0 =
16

3π

(
α

3T

)2/3 αηqR∗

ξ4q (∆w)2
e−β∆FQGP (R∗), (5)

Cl,0 =
1

τs(l, 0)
, (6)

Cl,l′ =
1

τs(l, l′)

cl2/3

N − l
, (7)

nf
l+l′+1Sl+l′+1,l′ = nf

l n
f
l′Cl,l′ . (8)

(9)
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ここで、ηq、ξq、はそれぞれQGP相のズレ粘性係数、相関長であり、∆wはQGP相とハドロン相の
エンタルピー密度の差である。R∗は∆FQGP の極値を与える臨界半径であり、反応のタイムスケール
を与える τs(l, l

′)は、

4π

3

(
Rl + τs(l, l

′)v(T )
)3

+
4π

3

(
Rl′ + τs(l, l

′)v(T )
)3 − 4π

3
R3

l −
4π

3
R3

l′ =
4π

3
R3

∗ (10)

により定まる。ここで v(T )は泡の半径の膨張速度であり [3]と同様に v(T ) = v0 [1− T/Tc]
3/2 と取

る。今、イジングモデル側の無次元体積 lは 4π
3 R3

∗を単位に取っている。また、nf
l は nlの終状態の分

布であり、nf
l ∝ e−βI∆FIsing として一粒子分布で書けることを仮定し、格子サイズの条件から規格化

は nf
0 +

∑N
l=1 ln

f
l = N で定める。

　式 (4)において、l′ = 0が生成・膨張に対応し、l′が非ゼロの部分が合体の反応を表す。和の取り方
を l′ = 0のみと、和を全体で取ることの比較を行う事で泡同士の合体の反応の効果を検証する事がで
きる。上の対応から今度は逆にイジング側の時間発展をもとにQGP側の qの時間発展を追い、方程
式系が閉じて１次相転移のダイナミクスを記述できる。
　以上のモデルの構築についてまとめると

• 相対論的流体力学 + 状態方程式 (QGPの時間発展を記述)

• ３次元イジングモデルとの対応 (QGP相の割合である q、自由エネルギーの対応)

• イジングモデルの時間発展 (qの時間発展の情報を引き出す)

となる。

3 まとめ

QCD相図の構造を実験結果から引き出す事を大きな目標として、相転移の次数に応じたダイナミ
クスの違いに注目し、本稿ではQGPからハドロン物質への転移が１次相転移の場合のダイナミクス
を記述した。3次元イジングモデルと QGP中にハドロンの泡が生じた状態における自由エネルギー
の類似性に基づき、先行研究のハドロンの泡の生成・膨張に加えて泡同士の合体の反応も含めたモデ
ルを構築した。このモデルに基づいた数値計算は、現在進行中である。

参考文献

[1] T. Hirano, Phys. Rev. C 65, 011901 (2001)

[2] S. Borsanyi, et al., JHEP 11, 077 (2010)

[3] L. P. Csernai and J. I. Kapusta, Phys. Rev. Lett. 69, 737 (1992)

[4] K. Binder, D Stauffer and H. M. Krumbhaar, Phys. Rev. B 12, 5261 (1975)
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強結合格子 QCDにおける高運動量補助場成分の寄与

市原 輝一 A,B, 中野 嵩士 C, 大西 明 B

京大理 A,京都大学基礎物理学研究所 B,(株)構造計画研究所 C

概要

強結合格子 QCDに補助場のモンテカルロ法を適用する。発生する符号問題の起源を明らかにし、得られた結果を議

論する。

1 はじめに

QCDの第一原理計算である格子 QCDは、QCDを研究する上で有用な手法である。しかし、有限化学ポテンシャル

を含む格子 QCDのモンテカルロシミュレーションでは、符号問題が発生するため、その解析が非常に難しい。そこで、

有限化学ポテンシャル領域を含む QCD相図を研究する別の手法として、強結合格子 QCD(格子 QCDの強結合展開)が

ある。先行研究では、この強結合格子 QCD による相図研究の多くが、符号問題の影響がない平均場近似で行われてい

る。平均場近似を超えた解析では符号問題の影響が現れる可能性がある。実際、近年行われたモノマー・ダイマー・ポリ

マー (MDP)計算 [1]と補助場のモンテカルロ (AFMC)法 [2]による研究の両方で、符号問題が発生する事が判明してい

る。現在の AFMC法での解析は格子サイズが小さく、大きな格子サイズへ適用する為には、符号問題による統計重みの

打消しの起源を明瞭にする必要がある。そこで今回、強結合格子 QCDにおける補助場のモンテカルロ法を紹介し、その

際に出現する符号問題の起源を同定する。

2 補助場のモンテカルロ (AFMC)法と符号問題

補助場のモンテカルロ (AFMC)法とは、導入された補助場に対し平均場近似を適用せず、モンテカルロ法を用いて数

値的に積分する方法である。この方法により、補助場の揺らぎの効果が考慮される。また符号問題とは、統計重みが複素

数となることで、重みの打ち消しあいが起こり、数値計算精度が低下する問題である。この節では、強結合格子 QCD

における補助場のモンテカルロ法と符号問題との関係について紹介する。今回の定式化では、格子フェルミオンとして

Unrooted staggered fermionを用いる。また、非等方因子 γ は空間方向と時間方向の作用の比として導入する [3]。この

時作用は、強結合極限と 1/d展開 (dは空間次元数)の主要項のみを考慮すると

Z =

∫
D [χ, χ̄, U0] e

−SSCL , (2.1)

SSCL =
1

2

∑
x

[
V +
x (µ)− V −

x (µ)
]
− 1

4Nc

∑
x,y

MxVx,yMy +m0

∑
x

Mx, (2.2)

V +
x (µ) = eµ/γ

2

χ̄xU0χx+0̂, V
−
x (µ) = −e−µ/γ2

χ̄x+0̂U
†
0χx, Vx,y =

1

2

∑
j

(
δx+ĵ,y + δx−ĵ,y

)
, (2.3)

となる [3, 4, 5, 6]。ここで、裸の質量 m0、化学ポテンシャル µ、(反) クォーク場 (χ̄)χ、リンク変数の第 0 成分

U0、カラー Nc = 3、メソン場 Mx = χ̄xχx である。但し、格子間隔 a は省略した。SSCL の初項は時間方向の運

動項、第 2 項はメソンホッピング項、第 3 項は質量項を表す。次に補助場を導入し、式 (2.2) のメソン 2 体場を 1

体場に帰着させる。各サイトで違う値をとるので、Extended Hubbard-Stratnovich(EHS) 変換 [2, 5] を採用する (
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図 1 カットオフパラメータ Λ と

Monte Carlo 配位との関係図。Λ よ

り大きい運動量の配位は無視して計算

する事で、高運動量補助場成分の秩序

変数に与える影響を調べる。
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図 2 average phase factorの Λ依存

性。Λを 0にする程、数値計算精度の

低下が問題とならなくなる。
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図 3 カイラル凝縮の Λ依存性。カイ

ラル凝縮に Λ依存性はみられない。

exp [αAB] =
∫
D [ϕ, φ] exp

[
−α

[
ϕ2 + φ2 + (A+B)φ− i(A−B)ϕ

]]
. )。これは数学的な恒等式であり、符号問題の原

因となる虚数が必然的に導入される。フーリエ変換の後、EHS変換を用い、M−k,τ , iM−k+(π,π,π),τ に対する補助場とし

て σ−k,τ , πk,τ を導入する [2]。この結果、フェルミオン行列の空間的対角項 (有効質量項)が以下のように変更される。

mx = m0 +
1

4Nc

∑
j

[
(σ + iεπ)x+ĵ + (σ + iεπ)x−ĵ

]
. (2.4)

ここで、εx = (−1)τ+x1+···+xd であり、連続理論における γ5 と似た役割をする。式 (2.4)から、AFMC法を用い数値的

に補助場を積分する際に、この有効質量項から符号問題が現れる。そこで、どのような場合に統計重みの打ち消しが厳し

くなるかを以下では考察する。まず、π 場が空間的に一様な場合を考える。この時、π 場が εx と結合している為に隣接

サイト同士で絶対値が等しい逆符号の値をとる。全空間で和をとるので、隣接サイト同士で π 場が打ち消しあい、iεπ 項

の効果が 0となる。よって、π 場がほぼ一様であるような低運動量モードが寄与する場合には、このような場同士のキャ

ンセルが起こり、数値計算精度の低下が問題とならない。一方、場が大きく揺らぐような高運動量モードが効くような場

合には、εx 項による場の打ち消しあいが十分ではなくなり、数値計算精度の低下を招く可能性がある。次の節で、以上

の議論を数値的に確認する。

3 結果

強結合格子 QCDにおける AFMC法では、高運動量モードにより統計重みの打ち消しが激しくなる可能性がある。そ

こで、高運動量モードをカットすることで、高運動量補助場成分の weight cancellationに対する寄与を数値的に確認す

る。まず、高運動量モードを空間方向に対する補助場の運動量 (
∑d

j=1 sin
2 kj)の内、カットオフパラメータ Λより値が

大きいモードとして定義する (図 1)。Λのとる値は 0 ≤ Λ ≤ d(= 3)の範囲であり、今回の計算では Λよりも大きい高

運動量モードを無視する。なお、Λが値 d(= 3)をとる時は、全てのモンテカルロ配位を考慮した計算となり、値 0をと

る時は一番低い運動量モードのみを取り入れた計算に対応する。今回の数値計算結果は全て、カイラル極限m0 = 0、格

子サイズ 84、µ/T = 0.6上での計算である。また、誤差は Jack knife法で評価した。図 2は統計重みの打ち消しの度合

いを示す average phase factorの図である。average phase factorは統計重みの複素位相を θ とすると、
⟨
eiθ

⟩
と表現さ

れる。1に近いほど統計重みの打ち消しが無い事を表し、数値計算精度の低下がない。逆に 0に近い程、統計重みの打ち

消しが激しくなり数値計算精度の低下が著しくなる。図 2から、カットオフ Λを d → 0に動かすと 1に近づき統計重み

のキャンセルがなくなる。これは前章の考察と無矛盾であり、高運動量補助場成分が数値計算精度低下の起源となる事が

確認された。次に、秩序変数の Λ依存性の結果を議論する。図 3はカイラル凝縮のカットオフ依存性を表している。こ

こで、カイラル極限であるため、カイラルサークルの半径をカイラル凝縮としている。図 3によると、カイラル凝縮は
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図 4 クォーク数密度の Λ依存性。
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図 5 カイラル感受率の Λ依存性。
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図 6 クォーク数感受率の Λ依存性。

カットオフ依存性がない。これはモンテカルロ法における積分変数が σ, π である事と、スカラー・擬スカラーモードは

最も低い補助場運動量成分に含まれることに起因する。図 4、図 5、図 6はそれぞれクォーク数密度、カイラル感受率、

およびクォーク数感受率のカットオフ依存性である。これらの結果から、カットオフパラメータ Λが 2.0以上であれば

クォーク数密度、カイラル感受率、クォーク数感受率の振る舞いがカットオフに依存しない。一方で、図 2から average

phase factorは全ての配位を取り入れた場合に比べて 1に近くなっており、モンテカルロ法における重みのキャンセル

が改善している。よって、average phase factorを改善しながらも、相転移現象に関する物理量の値が変化しないような

臨界カットオフ Λc の存在が示唆される。

4 まとめと展望

本研究では、補助場のモンテカルロ法による符号問題の起源について議論した。補助場に対するモンテカルロ計算を行

う際、高運動量補助場成分が数値計算精度の低下を招く事が定性的・数値的に確認された。さらに Λc を選ぶ事で、数値

計算精度の低下がより問題となる、大きな格子サイズでの相転移研究が可能である事が示唆された。そこで、高運動量成

分をカット、もしくは近似することで、より大きな格子サイズで QCD相転移を議論するという方向が考えられる。
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重イオン衝突実験における高次ゆらぎの時間発展への有限体積効果

坂井田美樹、浅川正之、北沢正清
阪大理

概 要

重イオン衝突実験によって生成されたハドロン相における保存電荷ゆらぎの時間発展に対する
全電荷が保存する効果 (有限体積効果)を、拡散マスター方程式を用いて評価する。その結果、現
在の実験で観測可能な rapidity領域において、ゆらぎは有限体積効果の影響を受けないことが示
唆されるのを見る。

1 はじめに

量子色力学 (QCD)は有限温度・密度において、QCD臨界点の存在等、多様な相構造を持つことが
理論的に予想されており、これらQCD相構造の実験的探索は重要な研究課題である。重イオン衝突
実験におけるQCD相構造の探索という目的に適すると考えられる物理量の一つに、保存電荷のゆら
ぎが挙げられる。ゆらぎが臨界点近傍で示す特異な振る舞い [1]が、QCD臨界点のシグナルになると
期待されるためである。このような理由から、RHICの Beam Energy Scan実験では陽子数分布のゆ
らぎの測定 [2]が行われてきたが、現状では、QCD臨界点に関する決定的な実験的情報は得られてい
ない。
その一方で最近、体積依存性を除去した電磁電荷の二次のゆらぎ ⟨Q2

(net)⟩c/⟨Q(tot)⟩cの、ハドロン
相における平衡値からの抑制、及び rapidity幅に対する強い依存性が LHCのALICE実験で観測され
た [3]。⟨Q2

(net)⟩c/⟨Q(tot)⟩cの QGP相における平衡値はハドロン相の 1/3 ∼ 1/2であることが理論的
に予想されている [4]。そのためこれらの実験結果は、QGP相で生成されたゆらぎが観測時まで生き
残っており、ゆらぎが実験で生成された高温物質の時間発展の情報を反映する物理量 [4]であること
を示唆している。
しかし、ゆらぎの平衡値からの抑制は、rapidity幅を広く取った場合には全電荷が保存する効果 (有

限体積効果)によっても起こりうる。それ故、平衡値からの抑制という実験結果が示す物理を正しく
解釈するためには、有限体積効果を考慮した上で保存電荷のゆらぎの時間発展を解析し、有限体積効
果の大きさを定量的に評価する必要がある。本研究では、無限体積の系で解析を行った先行研究 [5]と
同様に拡散マスター方程式を採用し、ゆらぎの時間発展を衝突軸方向に有限な系で解くことにより、
保存電荷のゆらぎの時間発展に対する有限体積効果の見積もりを行う。

2 手法 ( 一次元離散空間をブラウン粒子が拡散する模型 )

重イオン衝突実験において Bjorken描像を仮定すれば、実験で生成された高温物質の全系の時空
rapidity η空間における長さをηtotalとすると、生成されたハドロン粒子は時空 rapidity空間−ηtotal/2 ≤
η ≤ ηtoatl/2の範囲を拡散するとみなせる。ハドロン化及び化学的凍結直後から運動学的凍結までの
η方向のハドロン粒子の拡散を記述するために、一次元空間における多数のブラウン粒子の運動を考
える。
まず、一次元空間を長さ aの離散的なセルに分割する。m番目のセルには nm個の粒子が存在して

おり、全ブラウン粒子は単位時間あたり γ(τ)の確率で隣のセルに移動する。時刻 τ に、各セルに粒子
数n = ( · · · , nm−1, nm, nm+1, · · · )が存在する確率分布を P (n, τ)とすると、P (n, τ)は拡散マスター
方程式

∂tP (n, τ) = γ(τ)
∑
m

[(nm + 1){P (n+ em − em+1, τ) + P (n+em − em−1, τ)} − 2nmP (n, τ)] (1)

1

Soryushiron Kenkyu



に従う [5]。
拡散マスター方程式を採用した理由は、確率論的拡散方程式

∂τn(η, τ) = D(τ)∂2
ηn(η, τ) + ∂ηξ(η, τ) 但し、γ(τ)a2 = D(τ) :拡散係数 (2)

が保存電荷の二次のゆらぎまでしか記述できないのに対し、拡散マスター方程式は重イオン衝突実験
で観測される高次のゆらぎも記述できるからである。なお、期待値と二次のゆらぎに関しては、これ
らの式は同等であり、それらの時間発展についての結果は一致する。
本研究では有限体積効果を取り込むため、η = ±ηtotal/2に境界が存在し、境界において粒子の流出

入がないという境界条件を課す。この境界条件に加えて、ある初期条件の下で拡散マスター方程式を
解いた後、空間を連続にする極限をとれば、rapidity幅∆ηで観測される保存電荷 Q(τ)のゆらぎの
時間発展が得られる。今回は、ハドロン化及び化学的凍結直後を初期時刻 τ = 0とし 1、電荷は期待
値 ⟨Q(0)⟩c = M∆ηで−ηtotal/2 ≤ η ≤ ηtotal/2に一様に分布しており、ゆらぎは存在しない、つまり
⟨Q(0)n⟩c = 0 (n ≥ 2)という初期条件で解析を行った。
これらの条件の下で、保存電荷Q(τ)の期待値は、

⟨Q(τ)⟩c =
∫ ∆η/2

−∆η/2
dη⟨n(η, τ)⟩c = M∆η (3)

という結果が得られ、時間発展しないことがわかる。二次のゆらぎに関しては、

⟨Q(τ)2⟩c =

∫ ∆η/2

−∆η/2
dη1dη2⟨n(η1, τ)n(η2, τ)⟩c

= M∆η

1− ∆η

ηtotal

1 + 2
∞∑
k=1

sin

[
kπ∆η

2ηtotal

]
[
kπ∆η

2ηtotal

] cos

[
kπ

2

]
2

exp

[
−2

∫ τ

0
dτ ′D(τ ′)

(
kπ

ηtotal

)2
]


(4)

が得られる。前述のように、これらの結果は確率論的拡散方程式 (2)を用いて記述した結果と一致
する。

3 結果と考察

図 1は、保存電荷の二次のゆらぎ ⟨Q2
(net)⟩c/⟨Q(tot)⟩cを横軸∆η/(

∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2 に対し、プロット

したものである。今回は、L = ηtot/(
∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2をパラメータとした。L → ∞のプロットが先

行研究の無限体積の系における解析結果に相当し、その他の Lに対するプロットが本研究の有限体積
の系における解析結果である。
図 1からはまず、∆η = ηtotalのとき ⟨Q2

(net)⟩c/⟨Q(tot)⟩c = 0となることがわかる。これは生成され
た高温物質の全系を観測すると、全電荷は保存しており、ゆらがないためである。
次に、L → 0 ⇔ τ → ∞の極限、つまり時間が十分経過し、熱平衡状態に近付くに従って、ゆらぎ

の∆η依存性が直線に近付くことがわかる。この結果は以下のように理解できる。τ = 0では粒子は
互いに相関している。しかし十分時間が経過すると、各粒子のランダムな運動によって粒子間の相関
はもはや失われ、各粒子が空間のある地点に見出される確率は一様になる。それ故、粒子が rapidity

幅∆ηにおいて観測される確率 pは、等しく p = ∆η/ηtotalになる。従って、∆ηにおいて,全粒子数 n

個のうち r個の粒子が観測される確率分布は、熱平衡化すると二項分布 nCrp
r(1− p)n−r になる。そ

1この定義は、衝突時刻を τ = 0とする通常のものと異なることに注意せよ。
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れ故、本研究結果は L → 0で、二項分布のゆらぎ ⟨Q2⟩c/⟨Q⟩c = 1− p = 1−∆η/ηtotalに近付き、ゆ
らぎの∆η依存性は直線になる。
次に、L が有限のときの結果を無限体積のものと比較すると、パラメータの値に依らず、∆η ∼

ηtotal − 2
√
2(

∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2から無限体積の結果とのずれが生じ始め、有限体積効果が現れることが

わかる。この結果について考察するために、有限体積効果が現れ始める領域に関して、次のような変
形を考える。

∆η = ηtotal − 2
√
2(

∫ τ

0
dτ ′D(τ ′))1/2 ⇔ ηtotal −∆η

2
=
√
2

(∫ τ

0
dτ ′D(τ ′)

)1/2

(5)

変形後の左辺は観測を行う rapidity領域の端から境界までの距離、右辺はブラウン粒子の平均拡散距
離
√
⟨η2⟩に対応している。τ = 0に境界 η = ±ηtotal/2に存在したブラウン粒子は、時刻 τ 経過後、境

界から中心 rapidity領域に向かってブラウン粒子の平均移動距離
√
⟨η2⟩ =

√
2 (

∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2程度ま

で拡散することが可能である。従って、境界の存在を認識しているこれらの粒子が観測にかかる時、
つまり式 (5)が成り立つときに、境界が存在する効果が観測されるゆらぎに寄与し始めるはずである。
∆η ≥ ηtotal − 2

√
2(

∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2の領域に有限体積効果が現れるのはこのような理由による。

最後に、本研究の結果を用いてALICE実験で観測されたゆらぎ [3]に対する有限体積効果の寄与を
考察する。現在のALICE実験において、∆ηの最大値は∆η = 1.6である。一方、 ηtotal ∼ 14と見積
もって、結果を比較すると、有限体積効果の寄与を受ける条件∆η ≥ ηtotal − 2

√
2(

∫ τ
0 dτ ′D(τ ′))1/2は

現状の実験では満たされていないことが示唆される。それ故、実験で観測されたゆらぎの平衡値から
の抑制は、QGP相の情報が生き残っていることが要因であると考えられる。
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図 1: 保存電荷の二次のゆらぎの rapidity幅依存性

4 まとめ

本研究では、保存電荷のゆらぎの時間発展を、拡散マスター方程式を用いて有限体積の系で記述し、
実験で観測されるゆらぎに寄与する有限体積効果の大きさを評価した。その結果、ゆらぎの rapidity

幅依存性を見ると、有限体積効果の大きさを見積もることが可能であること及び、現在の ALICE実
験で観測可能な rapidity領域において有限体積効果はほとんど寄与しないことが示唆されることがわ
かった。RHICではこれまでに保存電荷のゆらぎの rapidity幅依存性は測定が行われていないが、実験
で観測されるゆらぎに関する理解を深めるために、今後このような測定が行われることを期待したい。

3
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クォーク・グルーオンプラズマにおけるプラズマ不安定性と粒子生成

筒井翔一朗、飯田英明、国広悌二、大西明 A

京都大学、京大基研 A

古典背景場が存在する状況下での粒子生成は、相対論的重イオン衝突における「早い熱平衡化」過程におい

て重要な役割を果たす。2PI 法はそのような問題を第一原理的に定式化できる有用な方法である。本研究では、

2PI 法にもとづいて導出される古典グルーオン場の運動方程式と Kadanoff-Baym-Cornwall-Jackiw-Tomboulis

(KB-CJT) 方程式を摂動論的に解き、プラズマ不安定性を持つ系の定性的な性質を議論する。

1 はじめに

RHIC及び、LHCにおける相対論的重イオン衝突実験では、衝突から 0.6-1.0fm/c程度の極めて短

い時間で系が熱平衡状態に至ることが知られている。この早い熱平衡化の物理を理論的に明らかに

することは、重イオン衝突の物理に残された難問の一つである。相対論的重イオン衝突における非

平衡過程の本質は、古典的なグルーオン背景場が存在する下で粒子が生成・衝突するというところ

にある。この問題を取り扱った従来の代表的な方法としては、Boltzmann 方程式を用いたいわゆる

Bottom-up thermalizationシナリオ [1]や、古典統計近似によるもの [2]が挙げられる。前者は、摂動

論的に gg↔gg、gg↔ggg衝突の断面積を計算し、Boltzmann方程式を用いて熱緩和を議論する方法

である。ところが、そこでの議論は背景場が崩壊した後のものであるため、g↔ggのような粒子生成

をより早く起こすようなチャンネルは考慮されていない。後者は、適当なゆらぎを入れて（格子上

の）古典 Yang-Mills方程式を解く方法である。この手法には、非線形効果を近似無しに扱えるとい

う利点があるが、平衡分布は Bose-Einstein分布にならないという問題があり、あくまで量子ゆらぎ

をシミュレートするモデルの一つとして捉えるべきでものである。2PI法はこれらの欠点を克服し、

背景場と粒子のダイナミクスを自然に取り扱うことのできる手法である。以下では 2PI法について簡

単に解説し、プラズマ不安定性があるような衝突直後の時間に適用した結果について述べる。

2 2PI有効作用

2PI有効作用は、次式で定義される汎関数である [4]。

Γ[A,G] = S [A]︸︷︷︸
tree

+
i
2

Tr ln G−1 +
i
2

Tr ln G−1
0 (A)G︸                                  ︷︷                                  ︸

1-loop

+ Γ2[A,G]︸    ︷︷    ︸
2,3,..loop

(1)

Aは古典グルーオン場、Gは Keldyshの Green関数である。Γ2 は 2粒子既約なループグラフを表す。

この停留条件から、解くべき運動方程式が得られる [3][4]。

δΓ[A,G]
δA

∣∣∣∣
J=R=0

= 0 (2)

δΓ[A,G]
δG

∣∣∣∣
J=R=0

= 0 (3)

このようにして、系の非平衡時間発展は古典グルーオン場の運動方程式と、KB-CJT方程式を連立さ

せて解く問題に帰着する。膨張系における具体形は、3-loopまで取る近似で八田・西山によって与え

られている [5]。
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3 プラズマ不安定性

以下では、簡単のためカラー SU(2)を考え、平坦な時空の場合について議論する。また、以下の表

式は temporalゲージ A0 = 0をとったものである。得られた方程式 (2)(3)を、重イオン衝突直後に適

用することを考える。そのような最初期においては、プラズマ不安定性が存在し、系の等方化を早め

る働きをすることが、古典統計近似に基づく計算などで示されており、早い熱平衡化のメカニズムを

理解する上で重要である [6]。従って、2PI法に基づく手法でプラズマ不安定性を議論することは有

意義である。そこで、以下では系に z方向のカラー磁場が背景場として存在するような状況を考える

[7][8]。結合定数に関する摂動展開

A =
1
g

A(0) + A(1) + O(g) F = F (0) + gF (1) + O(g2)

を実行し（F は Green 関数の実部）、背景場に対応するようなゲージ場の配位 Aa
i

(0) =

Ã(t)
(
δa2δix + δ

a1δiy
)
を代入すると、グルーオン場の運動方程式の NLOは次のようになる。

∂2
t A(1) = −Ω[A(0)]A(1) (4)

Ω は時空とカラーの足を持ったベクトルに作用する 9×9 行列であり、その一部の固有値が ω2
NO ∼

p2 − Ã2 で与えられる。これは Nielsen-Olesenの不安定モードとして知られる固有モードに他ならな

い。これを、一次の不安定モードと呼ぶことにする。同様に KB-CJT方程式の LOを書き下すと、

∂2
t F (0) = −Ω[A(0)]F (0) (5)

が得られる。F (x0 − y0, p)は、平衡状態において cos(x0 − y0)ωp

(
n(p) + 1

2

)
/ωp のようになり、占有

数 n(p)を用いて書かれるような量であり、非平衡系においても有効的な粒子数の情報を含むものと

考えられる。(5)から明らかに、F も背景場と同じ不安定モードを持つので、背景場が不安定性を持
つときには、同時に粒子生成も爆発的に起きることが分かる。

　上述のような不安定モードが成長する典型的な時間スケール 1/
√

gBが経過すると、A(1) = O(1/g)

になり (4)を用いた議論は破綻する。そこで、次にグルーオン場の時間発展を支配する NNLOの運

動方程式を考えてみる*1。

∂2
t Aa

i
(2)
= −ΩAa

i
(2)
+ Ja

i [A(1),F (0)] (6)

Ja
i = f abc

(
Dbe

xi
˜F ec
j j (x, y) + Dbe

x j

(
˜F ec
ji (x, y) − 2 ˜F ec

i j (x, y)
))

y=x
(7)

ここに、 f は構造定数、D は共変微分、 ˜F ab
i j (x, y) = Aa

i
(1)(x)Ab

j
(1)

(y) + F ab
i j

(0)
(x, y) である。このオー

ダーから、F を通じて非自明な量子効果が背景場の時間発展に効いてくることになる。(7)は物理的

には、(4)が有効な時間スケールにおいて生成された粒子が作る誘導電流を表しており、量子効果は

その振幅に影響を与える。また、(7)のある成分は一次の不安定モード A(1)
⊥ F

(0)
⊥⊥ を用いて書き表すこ

とができる。例えば、

Ja
z , J

3
⊥ ∝ F̃⊥⊥[A(1)

⊥ ,F
(0)
⊥⊥]

*1 正確には、不安定性によって F が非自明なオーダーになるので、摂動展開の power counting をやり直す必要がある。
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図 1 背景場の時間発展の概略

である。従ってこれらの成分は一次の不安定モードの 2倍の growth rateを持ち、背景場に新たな不

安定性をもたらすことが分かる（二次の不安定モード）。同様の議論により、この系を時間発展させ

ていくと、大きな growth rateを持った高次の不安定モードが次々と現れ、系が安定な状態に至るま

で粒子生成が続くことになる。

　最後に、二次的不安定性と初期条件との関係について述べる。2PI 法では系の初期ゆらぎなど

の情報は、微分方程式 (2)(3) の初期条件に反映される。例えば、一次不安定モードの一般解は

A(1)
⊥ ∝ ∂z f (z) sinωNOtという関数形で表されるが、z方向に関する初期の非一様性を与えれば f (z)が

決まる。極端な例として、系に z方向の初期ゆらぎが全く無い場合を考える。この時、系は z方向に

対して一様になるから、 f は定数として良く A(1)
⊥ = 0となる。一方で、二次的不安定性を引き起こす

誘導電流 (7)は A(1)
⊥ の 2次に比例していたから、（F の初期条件の与え方にも依るが）z方向の初期

ゆらぎがない場合、二次的不安定性は生じないことが分かる。このような不安定性と初期ゆらぎとの

関連性は、古典系におけるシミュレーションでも見られている [9]。

4 まとめ

重イオン衝突直後の非平衡過程に 2PI法を適用し、Nielsen-Olesen不安定性が存在するときの古典

グルーオン場の振る舞いについて主に議論した。ここでは詳しく触れなかったが、適当な初期条件か

ら出発したときに、場の不安定性によって粒子分布が具体的にどう時間発展するかなども興味ある課

題である。また、KB-CJT方程式は 2-loopまでとる近似で g↔gg過程の衝突積分を含むので、これ

を解いて Bottom-upシナリオとの比較を行うことも今後の課題である。
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カイラル磁気・分離効果を含む相対論的流体模型

本郷　優 A,B,C，広野　雄士 A,B,C，平野　哲文 C

東京大学理学系研究科物理学専攻 A，理化学研究所仁科センター B，上智大学理工学部 C

電荷を持ったカイラルフェルミオンと電磁場が存在する系では，量子異常に起因してカイラル磁気効果 (Chiral
Magnetic, Effect, CME)・カイラル分離効果 (Chiral Separation Effect, CSE)などの散逸を伴わない輸送現象
が現れる．相対論的重イオン衝突実験において生成されるクォーク・グルーオン・プラズマ (QGP)ではこれら
の効果により磁場方向への電荷の輸送が生じていると考えられる．本研究では，CME/CSEの両効果を含んだ
相対論的流体力学 (anomalous hydrodynamics)の数値シミュレーションを行い，重イオン衝突実験におけるこ
れらの輸送現象の寄与を評価する．とくに，CME/CSEの実験的シグナルとして近年提案された電荷依存した
楕円フロー v±

2 について，電荷非対称性がないときの差がシグナルとなりうることを示す．

1 はじめに
近年になって量子異常の大局的な現れとして磁場と渦度に比例するカレントの存在 (カイラル磁気効

果，カイラル分離効果，カイラル渦効果)が提案された [1]．また，カイラル磁気効果 (CME)とカイラ
ル分離効果 (CSE) の両者が生じる系では磁場と同じ (逆の)方向に沿って右 (左)巻きの電荷が伝搬し
ていくというカイラル磁気波 (Chiral Magnetic Wave, CMW)という励起の存在も予言された [2, 3] ．
これらの量子異常に起因した輸送現象を記述する低エネルギーの有効理論anomalous hydrodynamics

がある [1]．Anomalous hydrodynamicsの基礎方程式は以下の (非)保存則，

∂µTµν = eF νλjλ, ∂µjµ = 0, ∂jµ
5 = −CEµBµ (1)

と，カレントの式

jµ = nuµ + κBBµ + κωωµ, jµ
5 = n5u

µ + ξBBµ + ξωωµ (2)

である．ここで，電磁場は外場として扱い，jµ, jµ
5 は電流，軸性電流を，Eµ, Bµ, ωµ は電磁場と渦

度の 4元ベクトルを表す．また，eは素電荷を表し，その他の記号は標準的な定義に従っている．そ
れぞれ，磁場に比例する電流・軸性電流，つまりCME/CSEと渦度に比例するカイラル渦効果が現れ
ている．磁気電流と渦電流の輸送係数は平衡状態の熱力学量

eκB = Cµ5

(
1 − µ5n5

ε + p

)
, e2κω = 2Cµµ5

(
1 − µn

ε + p

)
, (3)

eξB = Cµ

(
1 − µn

ε + p

)
, e2ξω = µ2

(
1 − 2µ5n5

ε + p

)
(4)

によって記述される．ここで，µ, µ5はそれぞれ電荷・軸性電荷に関する化学ポテンシャルを表す．

2 重イオン衝突に対する aomalous hydrodynamicsの適用
高エネルギー重イオン衝突によって生成されるQGP中には，ほぼ光速に加速された陽子によって

極めて強い電磁場が形成されると考えられている．そのため，実験で生成されるQGPはCME/CSE
のような量子異常に起因する輸送現象が実際に生じることが期待される物理系である．しかし，これ
らを記述する実験結果と比較可能な定量的計算がないため，現在ではまだこれらの特異な輸送現象の
確証は得られていない．本研究ではCME/CSEのみを考慮した anomalous hydrodynamicsを用いて
高エネルギー重イオン衝突実験で生成されるQGPを記述し，その数値シミュレーションにより，膨
張するQGP中でのカイラル磁気波の伝搬の確認と，その実験的シグナルへの示唆が得られた [4]．
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図 1: 非中心重イオン衝突における，ビーム軸に垂直な平面内の電磁場の典型的な配位．2つの円が原
子核，実線の矢印が磁場，破線の矢印が電場を表している．このとき，反応平面 (RP)の上下で電磁
場の内積 ~E · ~B が正負になる．

膨張するQGP中のカイラル磁気波の伝搬

非中心衝突での電磁場の典型的配位が図 1に示してある．これを考慮して電磁場を外場として

eBy(~r, t) = eB0 exp

(
− r2

z

2σ2
EB

− t

τB

)
, eEy(~r, t) = eE0 × y exp

(
− r2

z

2σ2
EB

− t

τE

)
(5)

と与える．ここで電磁場の大きさは重イオン衝突で生じる典型的な大きさeB0 = 0.08 GeV2 ' (2mπ)2，
eE0 = 0.02 GeV2 ' m2

π とし，rz =
√

x2 + y2 + (2z)2，σEB = 4.0 fmとした．また，初期条件は非
中心衝突のアーモンド型の分布を再現するよう次のように与えた．

T (~r, t = 0) = T0 exp

(
−

r2
y

2σ2
T

)
, µ(~r, t = 0) = µ0 exp

(
−

r2
y

2σ2
µ

)
(6)

ここで，σT = σµ = 5.0 fmとし，温度は RHICや LHCで実現されている T0 = 0.3 GeVとした．
化学ポテンシャルの大きさは，初期の正味の電荷のゆらぎを表すパラメーターとして 0.0 GeVから
0.01 GeV の値に設定した．また，状態方程式は理想気体のものを用いた．
上記の設定において， 初期に電荷がない場合 (µ0 = 0 GeVとした場合)について t = 6.0 fmまで

時間発展させた後の電荷分布を図 2に示す．初期に電荷がないときであっても量子異常による軸性電
荷のわき出しが原因となってCMWが誘起され，軸性電荷は二重極的変形，電荷分布は四重極的変形
をすることがわかる．
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図 2: 時刻 t = 6 fmにおける電荷 (左図)と軸性電荷 (右図)の分布を磁場に平行な平面 (z = 0平面)で
プロットしたもの．量子異常による軸性電荷のわき出しとCMWの効果により，初期に電荷がないと
きでも電荷 (軸性電荷)は四重極 (二重極)的な変形をする．
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実験的シグナルに対する示唆―電荷非対称な楕円フロー

上記の計算から得られた t = 6.0 fmの温度，化学ポテンシャルの分布を用いてCooper-Frye公式を
用いて粒子化を行った．その結果から電荷ごとの粒子の楕円フロー v±2 を求め，それらの差∆v±2 を正
味の電荷の非対称性A± = N+−N−

N++N−
についてプロットした結果が図 3 である．このとき，

∆v±2 = 2reA± + ∆v±2 (A± = 0) (7)

とA±に対して∆v±2 が比例していることがわかる．近年になってこの傾き reがCMWのシグナルと
して提案されていたが [3]，reは量子異常の寄与がない場合 (図の実線)と量子異常の寄与がある場合
(図の破線と点線)で変わらない．一方，その切片∆v±2 (A± = 0)は量子異常の有無，そして電磁場の
持続時間によって異なることがわかる．以上より量子異常に起因する輸送現象 (CME/CSE)のシグナ
ルとして切片∆v±2 (A± = 0) が有用であることがわかった．
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図 3: 楕円フローの電荷非対称性の∆v±2 ≡ v−2 − v+
2 電荷の非対称性A±に対するプロット．実線は量

子異常の寄与がないとき (C = 0のとき)の計算結果，破線と点線は量子異常の寄与があるときの計算
結果で電磁場の持続時間をそれぞれ (τB, τE) = (3.0 fm, 1.0 fm)，(τB, τE) = (6.0 fm, 1.0 fm)としたも
の．それぞれのドットは初期の電荷の化学ポテンシャルµ0を 0.0 GeV to 0.01 GeVとした．どの計算
結果も∆v±2 はA±に比例していて傾きはほとんど変わらないが，切片∆v±2 (A± = 0)の値は異なる．

3 まとめと今後の展望
本研究では量子異常に起因した輸送現象 (CME/CSE) を記述する相対論的流体力学 (anomalous

hydrodynamics)の数値シミュレーションを行った．その結果から，膨張しているQGP中でのCMW
の伝搬を確認し，その実験的なシグナルに関する示唆を得た．今後の展望として，重イオン衝突の現
実的なセットアップにあわせた数値計算を行い，CME/CSEの定量的な検証を行うことを考えている．

参考文献
[1] D. T. Son and P. Surowka, Phys. Rev. Lett. 103, 191601 (2009) [arXiv:0906.5044 [hep-th]].

[2] D. E. Kharzeev and H. -U. Yee, Phys. Rev. D 83, 085007 (2011) [arXiv:1012.6026 [hep-th]].

[3] Y. Burnier, D. E. Kharzeev, J. Liao, and H. -U. Yee, Phys. Rev. Lett. 107, 052303 (2011)
[arXiv:1103.1307 [hep-ph]].

[4] M. Hongo, Y. Hirono and T. Hirano, arXiv:1309.2823 [nucl-th].

Soryushiron Kenkyu



格子QCDによる非閉じ込め相におけるチャームクォ ークの拡散係数と緩和
時間の解析

池田惇郎,浅川正之,北沢正清
大阪大学大学院理学研究科物理学専攻

1 はじめに

RHIC 及び LHC における重イオン衝突実験に対する流体模型の成功以降、 クォークグルーオンプ
ラズマ (QGP)の輸送係数は実験による測定の対象として、 また散逸流体模型による数値計算の入力
として、 更には QGPを含めた、 強結合多体系の輸送現象の一つとして興味を持たれている。
一般によく 知られている流体方程式としては、 Navier-Stokes(NS)方程式が挙げられる。 しかし、 相
対論的な NS方程式は「 因果律を破る」、「 数値計算における不安定性」 などの問題がある、 このため
重イオン衝突実験における QGPの時間発展を扱う には 2次の散逸項を導入してこれらの問題を解決
した Israel-Stweart方程式などを用いることが望ましい。 IS方程式には 2次の散逸項に対する輸送係
数として緩和時間が現れる。 輸送係数の一つとしてチャームクォークの拡散係数がある。 緩和時間は
2次の散逸項の輸送係数として、 流体方程式に現れる。
本研究では輸送係数の一つであるチャームクォークの拡散係数とその緩和時間に注目し格子 QCD

による解析を行う 。 2次の流体方程式から得られる緩和時間近似を仮定するとスペクト ル関数の低エネ
ルギー構造を決めることができる。 この関係を用いて格子QCDから得られたベクターカレント の相
関関数から 、 非閉じ込め相におけるチャームクォークの拡散係数と緩和時間を読み取ることを試みた。

2 緩和時間近似とスペクト ル関数の低エネルギー構造

Israel-Stweart方程式には緩和時間が定義されている。 媒質の静止系においてカレント 流 nµの従う
流体方程式は、 nµ = −nqµ/(ρ+ P )として

d

dt
qµ = −

1

τD
(qµ + (熱力学量の微分項)) (1)

である [1]。 qµは熱流、 nは粒子密度、 ρはエネルギー密度、 P は運動量密度であり 、 τD は緩和時間
と呼ばれる。 右辺第一項以外を無視すると 、 qµの時間発展は

　 qµ(t) = qµ(0) exp(−t/τD) = qµ(0) exp(−Γτ) (2)

となる。 ただし Γ ≡ 1/τD とした。
緩和時間近似とスペクト ル関数の関係を見るために、 まずチャームクォーク cのカレント Ji(t, x) =

c̄iγic (i = 1, 2, 3)の相関関数、 〈Ji(t)J
†
i (0)〉 =

1

Z

∑

n e
−βEn〈n|Ji(t)J

†
i (0)|n〉のフーリ エ・ ラプラス変換

を考える。 [2][3]
∫ ∞

0

dt
〈

Ji(t)J
†
i (0)

〉

eiωt = 2π

∫ ∞

0

dteiωt
∫ ∞

−∞
dω′e−iω

′tρ+(ω′)

= 2π

∫ ∞

−∞
dω′ i

ω − ω′ + iη
ρ+(ω′)

Re
−→ 2π2ρ+(ω) (3)

Soryushiron Kenkyu



ここで

lim
ε→0

1

ω − ω′ − iε
= P

1

ω − ω′
+ iπδ(ω − ω′) (4)

および 〈Ji(t)J
†
i (0)〉のフーリ エ変換

ρ+(ω) =
−1

2πi

∫ ∞

−∞
dt〈Ji(t)J

†
i (0)〉e

iωt (5)

を使った。
一方、 式 (3)において、 式 (2)から 〈Ji(t)J

†
i (0)〉 = 〈Ji(0)J

†
i (0)〉 exp(−Γt) を仮定して変形すると 、

∫ ∞

0

dt
〈

Ji(t)J
†
i (0)

〉

eiωt =

∫ ∞

0

eiωte−Γt
〈

Ji(0)J
†
i (0)

〉

∝
iω + Γ

ω2 + Γ2

Re
−→

Γ

ω2 + Γ2
(6)

となる。 一方、 スペクト ル関数 ρ(ω)は 〈[Ji(t), J
†
i (0)]〉のフーリ エ変換であり 、 すぐ確かめられるよう

に、 ρ(ω) = (1− e−βω)ρ+(ω)を満たすので、 式 (3)と式 (6)から ω → 0のとき

ρ(ω) ∼ A
ωΓ

ω2 + Γ2
(7)

が成り 立つ。
これを用いて格子QCDから得られた虚時間相関関数

D(τ) =

∫

d3x
〈

Ji(τ, x)J
†
i (τ, x)

〉

=

∫ ∞

0

dω

2π
K(τ, ω)ρ(ω) (8)

を解析する。 ただし K(τ, ω) = cosh(ω(τ − 1/2T ))/ sinh(ω/2T ) である。
ゼロ温度で ω = 0におけるスペクト ル関数の傾きは 0だとわかっているので高エネルギー部分の寄与
を消すために、 スペクト ル関数が熱効果を受けなかったと仮定した時の相関関数である Reconstracted

相関関数 [4]

Grec(ω, T ;T
′) ≡

∫ ∞

0

dω

2π
ρ(ω, T ′)K(ω, τ, T ) (9)

を相関関数から引いた量
∆G(τ, T ;T ′) = G(τ)−Grec(τ, T ;T

′) (10)

を考える。 これに対応するスペクト ルとして、 最も単純なゼロ温度効果として、 式 (8)の寄与に加え
J/ψのピークが消える効果を考慮し 、

∆ρ = A
ωΓ

ω2 + Γ2
− Zδ(ω −mJ/ψ) (11)

という構造を仮定し 、 A,Γ, Z の 3パラメーターを用いてフィッ ト する。
Reconstracted correlatorは T = 3T ′のとき , 恒等式

cosh[ω(τ −Nτ/2)]

sinh(ωNτ/2)
=

∑

n∈Z

e−ω|τ+n/T | (12)

により

Grec(τ, T ;
1

3
T ) = G(τ,

1

3
T ) +G(τ +

1

T
,
1

3
T ) +G(τ + 2

1

T
,
1

3
T ) (13)

と構成することができる。
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3 Latticeの設定

本稿では、 クエンチ QCDで β = 7.0, 323×Nτ の非等方格子で生成された相関関数 [5]を使った (表
1）。 非等方度は ξ = aσ/aτ = 4.0、 格子間隔は aτ = aσ/4 = 9.75 × 10−3fmである。 フェルミ オンに
はWilson fermionを使っている。

表 1: 虚時間の格子数、 温度、 ゲージ配位の数

Nτ 32 96

T/Tc 2.33 0.78

Ngauge 141 194

4 結果

LatticeQCDから得られた相関関数と 、 ∆ρを使ったフィッ ト を図 1 に示す。
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図 1: 相関関数とフィッ ト
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図 2: −Zδ(ω −mJ/Ψ)の寄与
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図 3: Γの寄与

図 (1)と図 (2)から ∆Ĝの形状は−Zδ(ω−mJ/Ψ)で決まっていることが分かる。 そして、 τ̂ = Nτ/2

周辺の平坦になっている領域が、 A ωΓ
ω2+Γ2 の寄与によるものであることが図 (3)から読み取れる。

しかし、 A ωΓ
ω2+Γ2 に比べて −Zδ(ω−mJ/Ψ)の寄与が大きく 、 しかも Γの変化に対して

∫

dω∆ρ(ω)K(τ, ω)

があまり 敏感でないため、 Γをフィッ ト によって決定することは A,Z に比べると難しいという事が分
かった。

5 まとめ

流体方程式から得られる緩和時間近似によってスペクト ル関数の低エネルギー領域の構造を仮定し、
格子QCDから得られた相関関数にフィット を行った。 フィッ ト にはスペクト ル関数の高エネルギー部
分の寄与を打ち消すために相関関数から Reconstracted相関関数を引いたものを使用した。
緩和時間 τ と逆数の関係にある Γは他のパラメータ A,Z に比べると相関関数の形状への影響が少
なく 、 Γをフィッ ト から求めるには工夫が必要なことがわかった。
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Schwinger効果のホログラフィーによる記述

佐藤芳紀1

京都大学大学院理学研究科

ポテンシャル解析の手法を用いてCoulomb相と閉じ込め相における Schwinger効果を議論する。この解析か
ら得られる、真空崩壊が起こる臨界電場とこれまで分かっていた結果 [1]と無矛盾であることを確かめた。閉じ
込め相の場合では、新たな臨界電場があることを示した。

なお、このポスター発表は吉田健太郎氏 (京大理)との共同研究である [2, 3]に基づく。

1 はじめに

d

V E < E c

E = E c

E > E c

図 1: 量子電磁気学でのポテンシャル
障壁。

外電場中の電子・陽電子の対生成を Schwingerという。もっ
と広く、外場中の粒子・反粒子の対生成のことも Schwinger効
果という。Schwinger効果が起こるためには、電子・陽電子の
対がその静止質量以上のエネルギーを外電場から得ればよいの
で、直観的には、V (x) = 2m − eEx − αs/x (αsは微細構造定
数)というポテンシャル障壁 (図 1)のトンネル過程で記述でき
る。図 1に示しているように、電場が十分小さいと (E < Ec)、
ポテンシャル障壁があるが、電場を大きくしていくと、徐々に
ポテンシャル障壁は下がってくる。そして、ある電場 Ec にな
るとポテンシャル障壁がなくなることが分かる。しかしながら、このポテンシャル障壁の消失は量子
電磁気学では確かめられていない2。
本ポスターでは、AdS/CFT対応 (ホログラフィー)を用いて、Schwinger効果をポテンシャル障壁

の観点から考察して得られた結果について述べる。具体的に考えたい模型は、クォークと反クォーク
間には SU(N)のゲージ場による力が働いており、外電場によってクォークと反クォークが逆方向に
引っ張られているものである。

2 ポテンシャル解析

2.1 Coulomb相

Coulomb相にある理論として、ラージN、ラージ λ := g2YMN のN = 4 超対称ゲージ理論を考え
る。ゲージ群はHiggs機構により SU(N +1)から SU(N)×U(1)へと自発的に破れているとする。こ
のとき、SU(N)の基本表現に属し、U(1)電荷 gYMを持つ基本粒子 (クォークと呼ぶ)が現れる。
AdS/CFT対応を用いると、クォーク・反クォークポテンシャルと静止質量の和 V、及び仮想粒子

間の距離 xはそれぞれ

V = 2TF rc

∫ r0/rc

1
dy

y2√
y4 − 1

, x =
2L2

rc

∫ r0/rc

1

dy

y2
√
y4 − 1

(1)

で与えられる。ここで、AdS時空の動径方向を rとし、r0はプローブの位置、rcはプローブに端を持
つ開弦の先端の位置である。積分は rから y = r/rcへ変数変換している。

1e-mail address: yoshiki@gauge.scphys.kyoto-u.ac.jp
2Schwingerなどによる計算では、eE ≪ m2 という弱電場という条件が必要であり、その範囲内ではポテンシャル障壁

の消失はない。
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2.2 閉じ込め相

クォークと反クォークの距離が十分に離れたときに、それらの間に線型型ポテンシャルが生じる理
論を考えたい。そのような理論に双対なものとしてAdS soliton時空が知られている。具体的な計量
は省略する。ここでは、2 + 1次元の閉じ込め相におけるゲージ理論を記述するものに限って説明す
る。先ほどと同様にクォーク・反クォークポテンシャルと静止質量の和 V 及び距離 xはそれぞれ

V = 2TFr0a

∫ 1/a

1
dy

y4√
(y4 − 1)(y4 − (b/a)4)

, x =
2L2

r0a

∫ 1/a

1

dy√
(y4 − 1)(y4 − (b/a)4)

(2)

で与えられる。ここで、b = rt/r0であり、rtは物理的には理論の cutoffスケールを表している。

3 結果

3.1 Coulomb相

(1)式のポテンシャルに外電場からの寄与 Ex 3を加えた全ポテンシャル障壁を xの関数としてプ
ロットすると、図 2となる。ここで、α = E/EDBIとして無次元量を導入した。EDBIはプローブD3-

ブレーン4が well-definedであるような電場の上限であり、2πm2/
√
λ で与えられる。

図 2: Coulomb相のポテンシャル障壁。TFr0 = L2/r0 = 1としている。

この図を見ると、電場が 2πm2/
√
λ (α = 1.0)になると、ポテンシャル障壁が消失していることが分

かる。この結果は、[1]の結果と consistentである。ここでは、数値的に α = 1.0でポテンシャル障壁
の消失を確認したが、解析的にも示すことができる。

3.2 閉じ込め相

Coulomb相の場合と同様に、(2)式に外電場の寄与を加えた全ポテンシャル障壁を xの関数として
プロットすると、図 3が得られる。ただし、b = 0.5とした。
この図を見ると、図 2と同様に、E = EDBIでポテンシャル障壁がなくなっていることが分かる。つ

まり、E = EDBIで真空崩壊が起きている。閉じ込め相の場合には、もう一つ臨界的な電場が現れる
(図 3の赤線)。この電場より小さい値では、ポテンシャル障壁の面積が無限大なので、Schwinger効果
は起きない。しかし、少しでもこの電場より大きい値であれば、トンネル過程になるので Schwinger

効果が起こる。
3弦理論では、NS-NS 2-form B2 に対応する
4D-ブレインの低エネルギー有効理論は Dirac-Born-Infeld(DBI)作用で与えられる。
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図 3: 閉じ込め相のポテンシャル障壁。TFr0 = L2/r0 = 1としている。

4 まとめと展望

本ポスター発表では、ポテンシャル解析から得られることとして、電場の上限があり、それはDBI

作用が well-definedであるような電場の上限に等しいことを述べた。さらに、理論が閉じ込め相にあ
る場合は、Schwinger効果が起こるか起きないかという臨界的な電場があることを述べた。
今後の展望としてQCDへの応用が挙げられる。RHICの重イオン衝突実験では、重イオンの衝突

により強電磁場が発生することが分かっている。そのため、これらの模型をよりQCDに近い模型で
あるD3/D7系や酒井・杉本模型 [4, 5]に適用することで興味深い結果が得られると期待される。
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Parity doubling structure of nucleon at non-zero density in the
holographic mean field theory
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Abstract

We develope the holographic mean field approach in a bottom-up holographic QCD model
including baryons and scalar mesons in addition to vector mesons and pions. We study the effect
of parity doubling structure of baryons at non-zero density to the equation of state between
the chemical potential and the baryon number density. The result shows that the effective
mass decreases with increasing density, and that the rate of decreasing is more rapid for larger
percentage of the mass from the chiral symmetry breaking.

1 Introduction

The spontaneous chiral symmetry breaking (χSB) is one of the most important features in low-
energy QCD. This is considered to be the origin of several hadron masses, such as the lightest nucleon
mass. However, there is a possibility that only a part of the lightest nucleon mass is generated by
the spontaneous χSB and the remaining part is the chiral invariant mass. This structure is nicely
expressed in so called parity doublet models.

It is an interesting question to ask how much amount of the nucleon mass is generated by the
spontaneous χSB, or to investigate the origin of nucleon mass. Studying dense baryonic matter
would give some clues to understand the origin of our mass, since a partial restoration of chiral
symmetry will occur at high density region. We expect that the mass generated by the spontaneous
χSB will become small near the chiral phase transition point.

2 Parity doubling structure of the model

2.1 model

The fields relevant to the present analysis are the scalar meson field X and two baryon fields N1

and N2, as well as the 5-dimensional gauge fields RA and LA. The bulk action is given as

S = SN1 + SN2 + Sint + SX , (1)

where

SN1 =

∫
d5x
√
g

{
i

2
N̄1e

M
A ΓA∇MN1 −

i

2

(
∇†M N̄1

)
eMA ΓAN1 −M5N̄1N1

}
, (2)

SN2 =

∫
d5x
√
g

{
i

2
N̄2e

M
A ΓA∇MN2 −

i

2

(
∇†M N̄2

)
eMA ΓAN2 +M5N̄2N2

}
, (3)

Sint = −
∫

d5x
√
gG

{
N̄2XN1 + N̄1X

†N2

}
, (4)

SX =

∫
d5x
√
g Tr

{
|DX|2 −m5

2|X|2 − 1

4g2
5

(F 2
L + F 2

R)
}
, (5)

with M5 = 5/2 and m2
5 = −3 being the bulk masses for baryons and mesons, G the scalar-baryon

coupling constant, g5 the gauge coupling constant. The vielbein eAM appearing in Eqs. (2) and (3)

1e-mail address: he@hken.phys.nagoya-u.ac.jp
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satisfies gMN = eAMe
B
N ηAB = 1

z2
diag(+−−−−) , where M labels the general space-time coordinate

and A labels the local Lorentz space-time, with A,M ∈ (0, 1, 2, 3, z). By fixing the gauge for
the Lorentz transformation, we take the vielbein as eAM = 1

zη
A
M = 1

zdiag(+ − − − −) . The Dirac
matrices ΓA are defined as Γµ = γµ and Γz = −iγ5 which satisfy the anti-commutation relation{

ΓA,ΓB
}

= 2ηAB . The covariant derivatives for baryon and scalar meson are defined as

∇MN1 = (∂M +
i

4
ωABM ΓAB − i(AaL)M t

a)N1 , (6)

∇MN2 = (∂M +
i

4
ωABM ΓAB − i(AaR)M t

a)N2 , (7)

DMX = ∂MX − iALMX + iXARM , (8)

where ΓAB = [ΓA,ΓB]/(2i). ωABM is the spin connection given by ωABM = 1
z (ηAZη

B
M − ηAMηBZ)ηZZ .

2.2 parity doubling structure

The solution for scalar field X is obtained as [4;5] X0(z) = 1
2Mz + 1

2σz
3, where M is the current

quark mass and σ is the quark condensate 〈q̄q〉.
We decompose the bulk fields N1 and N2 as N1 = N1L +N1R, N2 = N2L +N2R , where N1L =

iΓzN1L , N1R = −iΓzN1R, N2L = iΓzN2L , N2R = −iΓzN2R . The mode expansions of N1L,R and
N2L,R are performed as

N1L,R(x, z) =
∑
n

∫
d4p

(2π)4
e−ipxf

(n)
1L,R(z)ψ

(n)
L,R(p) ,

N2L,R(x, z) =
∑
n

∫
d4p

(2π)4
e−ipxf

(n)
2L,R(z)ψ

(n)
L,R(p) . (9)

It is convenient to introduce f
(n)
+ as f

(n)
+1 = f

(n)
1L + f

(n)
2R , f

(n)
+2 = f

(n)
1R − f

(n)
2L , which satisfy

∂zf
(n)
+1 =

2 +M5

z
f

(n)
+1 −

1

2
Gσz2f

(n)
+2 −m

(n)
+ f

(n)
+2 ,

∂zf
(n)
+2 =

2−M5

z
f

(n)
+2 −

1

2
Gσz2f

(n)
+1 +m

(n)
+ f

(n)
+1 , (10)

with m
(n)
± corresponding to mass eigenvalues.

For solving Eq. (10) we use the boundary conditions for f
(n)
+1 and f

(n)
+2 as Tab 1:

UV IR

f
(n)
+1 0 1

f
(n)
+2 0 c1

Table 1: Boundary condition when using shooting method.

For a given value of c1, we first adjust the coupling G to ensure that the lowest eigenvalue
becomes the nucleon mass of 0.94 GeV. We show how the value of G changes depending on the
value of c1 in Fig. 1.

We next calculate the masses of higher excited nucleons using the value ofG determined above for
fixed c1. We show the c1-dependence of several masses in Fig. 2. Here, N(+) denotes the states with
positive parity while N(−) stands for negative parity. This figure shows that, for c1 > c∗1 ≈ 0.12,
the first excited state carries the negative parity and the second the positive parity, and so on. For
c1 < c∗1, on the other hand, the first excited state is the positive-parity excited nucleon, which seems
consistent with the experimental data.
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Figure 1: Value of G determined from c1 to make the lowest eigenvalue to be the nucleon mass of
0.94 GeV.
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Figure 2: c1 dependence of excited nucleon masses.

For understanding the meaning of c1, we investigate the effect of dynamical chiral symmetry
breaking on the nucleon mass. For quantifying this effect, we take σ = 0 and calculate the mass
eigenvalue by solving

∂zf
(n)
+1 =

2 +M5

z
f

(n)
+1 −m

(n)
0 f

(n)
+2 ,

∂zf
(n)
+2 =

2−M5

z
f

(n)
+2 +m

(n)
0 f

(n)
+1 , (11)

for several choices of c1. We consider the lowest eigenvalue m
(1)
0 , denoted as just m0, as the chiral

invariant mass of nucleon. In Fig. 3, we plot the c1 dependence of the value of 1−m0/mN ≡ m(q̄q)
mN

which shows the percentage of the nucleon mass coming from the spontaneous chiral symmetry
breaking. From Fig. 3 we conclude that, in the case of c1 = 0, which is chosen in Ref. [3], all the
nucleon mass comes from the spontaneous chiral symmetry breaking. On the other hand, when
c1 > 0.25, more than half of the nucleon mass is the chiral invariant mass.
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Figure 3: c1-dependence of
m(q̄q)

mN
, which shows the percentage of the nucleon mass coming from

the spontaneous chiral symmetry breaking.

3 Equation of state in the holographic mean field approach to the
model

In the holographic mean field theory, all the 5D fields are decomposed into the mean fields
which depend only on the 5th coordinate z and the fluctuation fields. In the present analysis, we
consider the symmetric nuclear matter, so that the proton and the neutron have the same mean
fields. Furthermore, we assume that the mean fields for the vector and axial-vector gauge fields
except the U(1)V gauge field and the traceless part of the scalar field are zero. The equations of
motion for the mean fields can be simplified as [8],

∂2
zX =

3

z
∂zX +

m2
5

z2
X +

G

2z2
(N †+N+ −N †−N−) ,

∂2
zV0 =

1

z
∂zV0 +

g2
5

z3
(N †+N+ +N †−N−) ,

∂zN+ =
2 +M5

z
N+ −

1

z
GXN− − V0N− ,

∂zN− =
2−M5

z
N− −

1

z
GXN+ + V0N+ . (12)

We change the IR values of N+ and N− to control the baryon number density, which is written
in terms of the baryon fields as

ρb =

∫
dz

2z4
(N †+N+ +N †−N−) =

∫
dz ρ(z) . (13)

The boundary conditions at finite density is shown in Table 2.
We first study the density dependence of the chiral condensate for checking the partial chiral

restoration. Here we define the in-medium condensate through the holographic mean field X(z)

as σ = 2X(z)
z3

∣∣∣
z=zUV

. We plot the density dependence of the σ normalized by the vacuum value σ0

in Fig. 4. This shows that the quark condensate σ decreases with the increasing number density,
which can be regarded as a sign of the partial chiral symmetry restoration. When the value of c1 is
decreased, the corresponding value of G becomes larger (see Fig. 1) to reproduce the nucleon mass.
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UV IR

X 0 σ0z
3
m/2

V0 µ -
∂zV0 - 0
N1 0 c2

N2 0 c2 ∗ c1

Table 2: Boundary condition at finite density. The mark “-” indicates that the value is not fixed.
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Figure 4: Density dependence of σ/σ0 for several choices of c1.

Since the larger G implies the larger correction to the scalar from the nucleon matter, the smaller
c1 we choose, the more rapidly the condensate σ decreases. The degreasing property of the chiral
condensate is similar to the one obtained in Ref. [1].

We next show the resultant equation of state, a relation between the chemical potential and
the baryon number density in Fig. 5. This figure shows that the chemical potential increases with
the increasing baryon number density. This does not agree with the nature, in which the chemical
potential decreases against the density in the low density region below the normal nuclear matter
density. This decreasing property is achieved by the subtle cancellation between the repulsive and
attractive forces. So this increasing property indicates that, in the present model, the repulsive
force mediated by the U(1) gauge field is stronger than the attractive force mediated by the scalar
degree included in X field.

For studying the attractive force mediated by the scalar fields, we extract the density dependence
of the effective nucleon mass using the Walecka type model (see e.g. Refs. [6;7]), in which the chemical
potential µ is expressed as

µ =
∞∑
n=1

g2
ω(n)NN

m2
ω(n)

ρb +
√
k2
F +M∗2 , (14)

where ρb is the baryon number density, gω(n)NN is the coupling for nth eigenstate of the omega
mesons, mω(n) is its mass, kF is the Fermi momentum, and M∗ is the effective nucleon mass. Note

that, in the free Fermi gas, kF is related to ρb as ρb =
2k3F
3π2 , which leads to kF =

(
3π2ρb

2

)1/3
.

In the present hQCD model, the ω(n)NN coupling is calculated in vacuum as gω(n)NN = 15.5 ∼
15.8, 8.9 ∼ 10.9 . . . depending on the value of c1. Using these couplings together with the masses of
mω(n) ∼ 780, 1794 . . .MeV, we convert the density dependence of µ obtained above into the one of
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Figure 5: Equation of state. The horizontal axis shows the baryon number density normalized by
the normal nuclear matter density of ρ0 = 0.16 (fm)−3, and the vertical axis does the chemical
potential by the nucleon mass of 0.94 GeV. The dashed line shows the EoS for c1 = 0, the solid line
for c1 = 0.1 and the dotted line for c1 = 0.3.

the effective nucleon massM∗ through Eq. (14). We plot the density dependence of the effective mass
M∗ in Fig. 6. This shows that the effective mass decreases with increasing density. The decreasing
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Figure 6: Density dependence of the effective nucleon mass M∗.

rate is larger than the one obtained in Ref. [1], which is the reflection of the iterative corrections
included through the holographic mean field theory. It should be noted that the decreasing of M∗

is more rapid for smaller value of c1. In other word, the larger the percentage of the mass coming
from the chiral symmetry breaking is, more rapidly the effective mass M∗ decreases with density.

4 A summary and discussions

We develope the holographic mean field approach in a bottom-up holographic QCD model
proposed in Ref. [3] which includes five-dimensional baryon field in the model proposed in Refs. [4;5].

In the present analysis, we made an analysis only at the mean field level. So a natural extension
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is to consider the fluctuations on the top of the mean field obtained here. It is also interesting
to study the relation between the isospin chemical potential and the isospin density based on the
approach developed in this paper, since the relation has a relevance to the symmetry energy. We
leave these works to the future project.
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